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Fonctions d��echelle interpolantes�

polyn�omes de Bernstein et

ondelettes non stationnaires

Pierre Gilles Lemari�e�Rieusset

R�esum�e� La th�eorie de la convergence des fonctions d��echelle �non�
stationnaires� et l�approximation des �ltres d��echelle interpolants �a l�ai�
de de polyn	omes de Bernstein
 permettent la construction d�une fonc�
tion d��echelle interpolante non�stationnaire aux propri�et�es d�approxima�
tion remarquables�

Abstract� The theory of convergence for �non�stationary� scaling func�
tions and the approximation of interpolating scaling �lters by means of
Bernstein polynomials
 allow us to construct a non�stationary interpo�
lating scaling function with interesting approximation properties�

�� Introduction�

Dans cet article
 nous nous int�eressons essentiellement �a des dis�
tributions � du type suivant� leur transform�ee de Fourier 	�
 d�e�nie
formellement par

�
� 	���� � h�� eix�i �

Z ��

��
��x� e�ix� dx �

��
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est un produit in�ni
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Sous les hypoth�eses ���
 il est facile de voir que le produit in�ni
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converge ponctuellement
 uniform�ement sur tout compact et dans S ��R�
vers une fonction continue 	� �a croissance lente� Pour le v�eri�er
 il su�t
d��ecrire jN � CN �j�� et donc
 pour j�j � p
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En fait
 il su�t de supposer que
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puisque pour j�j��j assez petit��� log
� mj
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Les produits in�nis du type ��� avec mj � m� ind�ependants de j font
depuis 
��� l�objet d�une �etude intensive� Nous sommes alors dans le
cadre de l�analyse multi�r�esolution de S� Mallat et Y� Meyer ����
 ��
�
 du
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moins lorsque � est de carr�e int�egrable et que la famille f��x�k�gk�Z est
une base de Riesz d�un sous�espace ferm�e de L��R�� Les propri�et�es de la
fonction d��echelle � en fonction du �ltre d��echelle m� ont �et�e abondam�
ment d�ecrites
 en particulier celles qui d�ecrivent la r�egularit�e de � �A�
Cohen ���
 A� Cohen et I� Daubechies ���
 I� Daubechies et J� Lagarias
���
 T� Eirola �
��
 L� Herv�e �
��
 O� Rioul ����
 L� Villemoes ����
 par ex�
emple � � � �� Ces r�esultats forment ce que nous appellerons dans la suite
la �th�eorie classique� des ondelettes
 dont nous rappellerons dans la Sec�
tion � quelques traits fondamentaux sur lesquels nous baserons la suite
de nos r�esultats� Le r�esultat principal �Proposition �� indique
 sous
l�hypoth�ese que le �ltre m� v�eri�e le crit�ere d�Albert Cohen� l�existence
d�un indice �� � � ������ tel que pour s 	 ��
 � �� Hs �espace de
Sobolev� et pour s � ��� � est �a d�ecroissance rapide dans Hs �i�e� pour
tout k � N 
 xk� � Hs�� ce r�esultat donne de plus le calcul de �� en
fonction des propri�et�es spectrales de l�op�erateur de transition T� associ�e
�a m�
 et d�e�ni par

T�f��� �
���m�

� �
�

�����f��
�

�
�
���m�

� �
�

� �
�����f��

�
� �

�
�

Une premi�ere s�erie de r�esultats
 pr�esent�es dans la Section �
 concerne
le probl�eme de l�approximation de la fonction d��echelle � par des fonc�
tions d��echelle plus simples �N �essentiellement
 on demandera �a �N
d�	etre �a support compact�� La question �etudi�ee est essentiellement la
suivante� comment l�approximation du �ltre m� par des �ltres mN se
traduit�elle sur la qualit�e de l�approximation de � par les fonctions
�N associ�ees� Par rapport �a la �th�eorie classique�
 il s�agit donc es�
sentiellement d�un th�eor�eme de d�ependance continue par rapport aux
param�etres
 et il y aura donc besoin de peu d�innovation r�eelle pour
obtenir ces r�esultats� �La Section � contient donc des r�esultats orig�
inaux
 dont la d�emonstration est tr�es courte et renvoie �a la Section ��
la Section � contient une pr�esentation de r�esultats classiques refondus
pour 	etre imm�ediatement op�erationnels dans les sections � et ���

Le design de �ltres d��echelle nous imposera parfois d�introduire
des �ltres mN dont la limite n�est pas C� �par exemple
 si mN est
le N �i�eme �ltre de Daubechies ���
 le �ltre jmN ���j� converge vers la
fonction ���p�eriodique m� valant 
 sur ������ ���� 
 
�� en ���� et �
sur ����� ��� le probl�eme de mN lui�m	eme se complique encore de l��etude
de sa phase �
���� Nous discuterons bri�evement dans la Section 
� des
fonctions d��echelle �a d�ecroissance lente
 correspondant �a des �ltres peu
r�eguliers�
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L��etude des produits in�nis ��� avec mj d�ependant de j est beau�
coup plus r�ecente
 et a �et�e th�eoris�ee sous le nom d�analyse multi�r�esolu�

tion non�stationnaire �
��� La principale motivation de cette �etude est
qu�elle permet l�obtention de fonctions d��echelle �non�stationnaires� C�

et �a support compact
 ce qui n�est pas possible dans le cas stationnaire�
�Si � est une fonction d��echelle de classe CN 
 alors le diam�etre de son
support est au moins N � ��� Les exemples usuels de telles fonctions
d��echelle non�stationnaires sont la fonction de Rvachev up�x� 
� ����

�

� et la base de Berkola� ko et Novikov ���
 ��� qui permettent une
approximation spectrale des fonctions r�eguli�eres�

La fonction de Rvachev up�x� est encore mal connue du public
�math�ematique� occidental
 les principales r�ef�erences �etant en russe ou
en ukrainien �dont le livre ���� paru en 
����� Nous en rappellerons
les principales propri�et�es dans la Section !� �Cette section expose les
r�esultats de Rvachev� Nous avons pr�ef�er�e travailler dans R plut	ot que
dans ��
� 
���

La seconde s�erie de r�esultats
 que nous pr�esentons dans la Section
�
 concerne les analyses multi�r�esolutions quasi�stationnaires� L�id�ee est
d�appliquer tout le m�ecanisme de l�analyse du comportement asympto�
tique des suites de �ltres d��echelle d�evelopp�ee dans la premi�ere s�erie de
r�esultats �a la suite mj qui intervient dans le produit ���� Nous verrons
que si la suite mj converge vers un �ltre asymptote m�� la connaissance
des propri�et�es de m� et de sa fonction d��echelle �� simpli�e grande�
ment l��etude de la convergence du produit in�ni ��� et de la taille et
de la r�egularit�e de la fonction d��echelle non�stationnaire ainsi d�e�nie�
�Avec la Section �
 c�est le principal r�esultat du papier��

La troisi�eme s�erie de r�esultats �sections � et �� concerne la con�
struction e"ective des suites de �ltres approximant un �ltre donn�e� La
construction est quasiment imm�ediate pour le cas des �ltres associ�es �a
des fonctions d��echelle interpolantes
 et fait intervenir l�approximation
des fonctions par des polyn	omes de Bernstein� En particulier
 nous
sommes �a m	eme de construire une fonction d��echelle interpolante non�
stationnaire
 ou �ondelette de Kharkov�
 jouissant de propri�et�es d�ap�
proximation remarquables �cf� Th�eor�eme ���

Le cas des fonctions d��echelle orthogonales est beaucoup plus com�
plexe
 �a cause du probl�eme de la phase� Nous essayerons ici de bien
poser le probl�eme
 en r�eservant l��eventuelle solution �a des travaux ult�eri�
eurs�
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�� D�ecroissance et convergence rapides dans un espace local

de distributions�

Nous avons regroup�e dans cette section quelques lemmes techniques
sur la convergence rapide �cf� D�e�nition ��
 qui nous seront utiles pour
v�eri�er les qualit�es d�approximation dans les th�eor�emes des sections
suivantes� Nous avons choisi de pr�esenter ces lemmes dans un cadre
axiomatique assez g�en�eral �ce que nous appelons dans la D�e�nition 

un espace local de distributions�
 mais en r�ealit�e nous travaillerons avec
des espaces simples comme L�
 L�
 Hs ou B���

� �c�est��a�dire l�espace
de H�older C� si 
 	 � et 
 �� N 
 l�espace de Zygmund C�

� si 
 � N���

De�nition �� Un espace local de distribution �ou E�L�D�� est un espace

de Banach E
 contin	ument inject�e dans D��R�
 tel que

i� pour tout � � E et tout � � C�c �R�
 � � � E 


ii� il existe C� � � et N� � N tel que� pour tout � � E et tout

� � C�c avec supp� 	 ��
� 
� 


��� k��kE � C�

N�X
p��

��� dp

dxp
�
���
L��������	

k�kE �

iii� pour tout � � E et tout x� � R
 ��x � x�� � E et il existe

C� � � et N� � � tel que

�!� k��x� x��kE � C��
 � jx�j�N�k�kE �

pour tout � � E et tout x� � R�

De�nition �� Soit E un E�L�D�

i� � est �a d�ecroissance rapide dans E si pour tout entier k � N 

xk� � E�

ii� Une suite f�ngn�N est �a convergence rapide dans E si les �n sont
�a d�ecroissance rapide dans E� convergent dans E vers une distribution

� et pour tout entier k � N 
 xk�n converge dans E vers xk��

On dira de m	eme qu�une s�erie
P

k�Z�k est �a convergence rapide si

les sommes partielles fPn
� �kgn�N et fP�

�n �kgn�N sont �a convergence
rapide�
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Lemme A �Lemme des blocs�� Soit E un E�L�D�

a� Si supp�k 	 �k � 
� k � 
� pour tout k � Z
 alors
P
Z
�k est �a

convergence rapide dans E si et seulement si la suite fk�kkEgk�Z est �a

d�ecroissance rapide �pour tout p � N 
 fkpk�kkEgk�Z� ���Z���

b� � est �a d�ecroissance rapide dans E si et seulement si � se

d�ecompose en
P
Z
�k avec supp�k 	 �k � 
� k � 
� et fk�kkEgk�Z

�a d�ecroissance rapide�

c� pour qu�une suite f�ngn�N converge rapidement dans E
 il su
t

que f�ngn�N converge dans E et que pour tout p � N 
 supk kxp�kkE �
���

Preuve� a� Le lemme est presque �evident� Si f�ng converge rapide�
ment dans E
 il est clair que supk kxp�kkE � ��� En particulier

si
P

�k converge rapidement
 avec supp�k 	 �k � 
� k � 
�
 on a
supk kxp�kkE � ��� Mais si � est C�
 vaut 
 sur ��
� 
� et a son
support contenu dans ���� ��
 on a
 pour jkj � � 


�k � �k�x� k�xp�k�x� avec �k � �x � k��p��x� �

��� et �!� permettent de conclure que

k�kkE � Cp �
 � jkj��N��pkxp�kkE �

et donc que fk�kkEg est �a d�ecroissance rapide� Inversement
 si k�kkE
est �a d�ecroissance rapide
 on �ecrit xp�k � #�k�x � k��k avec #�k �
�x � k�p��x�� on a alors

kxp�kkE � Cp �
 � jkj��N��pk�kkE �

de sorte que
P

k�Zkxp�kkE � ��� La s�erie
P

xp�k converge dans E

et converge vers xp

P
�k puisque E s�injecte dans D�� Le point a� est

donc prouv�e�

b� est imm�ediat� si � est �a d�ecroissance rapide
 on prend 
 � C�c
avec supp 
 	 ��
� 
� et

P

�x � k� � 
 et on pose �k � �
�x � k��

Alors pour jkj � �
 on a

k�kkE � k
�x� k�x�pxp�kE � Cp �
 � jkj��N��pkxp�kE �

et fk�kkEg est �a d�ecroissance rapide�
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c� est tout aussi imm�ediat� si �n converge vers �� 
�x � k��n
converge vers 
�x� k��� or on a

k
�x� k��nkE � Cp �
 � jkj��N��pkxp�nkE �

Le point c� du Lemme A se g�en�eralise de la mani�ere �evident sui�
vante�

Lemme B� Soient E� E�� E� trois E�L�D� tels que E� 
 E� 	 E et�

pour tout f � E� 
 E�

kfkE � C�kfk�E�kfk���E�
�

pour un 
 � ��� 
�� Alors si f�ngn�N converge dans E� et v�eri�e pour

tout p � N 
 supn kxp�nkE� � ��
 f�ng converge rapidement dans E�

Preuve� M	eme d�emonstration� f
�x � k��ngn�N converge dans E
�puisque elle est de Cauchy dans E� et born�ee dans E��� de plus

k
�x� k��nkE� � C �
 � jkj��N�k�nkE�
et

k
�x� k��nkE� � Cp �
 � jkj��N��pkxp�nkE� �

Lemme C� Soit E un E�L�D� et � �a d�ecroissance rapide dans E�

a� Si � �
P

�k est une d�ecomposition en blocs de � �i�e� supp�k
	 �k � 
� k � 
� et la s�erie converge rapidement dans E� alors si b �
C��R� est �a croissance lente ainsi que toutes ses d�eriv�ees �pour tout p�
N � il existe N � �
 �jxj � 
��Ndpb�dxp � L�� la s�erie

P
k�Zh�k� bi

converge vers une somme ind�ependante du choix des blocs �k et not�ee

h�� bi�
b� La transform�ee de Fourier de �
 	���� � h�� eix�i
 est une fonc�

tion C� �a croissance lente ainsi que toutes ses d�eriv�ees�

Preuve� Remarquons d�abord que d�apr�es ��� on a� si supp� 	 ��
� 
�
et � � E

jh�� �ij � C k�kE
NX
p��

���dp�
dxp

���
L������	
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en e"et
 on a pour � � E avec supp� 	 ��
� 
�
 jh�� 
ij � C k�kE et
on utilise ceci pour � � � $�� On en conclut que

jh�k� bij � C �
 � jkj�M��N�k�kkE
NX
p��

����
 � jxj��M dpb

dpx

���
�
�

de sorte que
P jh�k� bij converge� Le point a� est alors imm�ediat�

Pour le point b�
 il su�t de v�eri�er que 	� est continue
 puisque

�d�d��N 	� � ���i x�N� et que xN� est encore �a d�ecroissance rapide
dans E� Mais 	���� �

P
k�Z 	�k��� et on a

j 	�k���j � C �
 � jkj��N�k�kkE�
 � j�j�N �

de sorte que
P

	�k converge uniform�ement sur tout compact�

Lemme D �Lemme de d�erivation��

a� Soient E� et E� deux E�L�D� tels que d�dx est continu de E�

dans E�� Alors si � est �a d�ecroissance rapide dans E�
 d��dx est �a

d�ecroissance rapide dans E��

b� Le r�esultat reste vrai si l�on suppose seulement que d�dx est

continu de E��� � f� � E� � supp� 	 ��
� 
�g dans E��

c� On a de plus

cd�
dx

��� �
Dd�
dx

� 

E

� � �

Preuve� Il su�t de prouver b�� On d�ecompose � en blocs � �
P

�k�
Alors

d�

dx
�
X d�k

dx

dans D�� De plus���d�k
dx

���
E�

� C �
 � jkj�N��N�k�kkE� �

de sorte que kd�k�dxkE� est �a d�ecroissance rapide�

Ce lemme a une r�eciproque�
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Lemme E �Lemme de primitivation�� Soient E� et E� deux E�L�D�
tels que� �� R x

�� ��t� dt est continu de E����	 � f� � E� � supp� 	
��
� 
� et h�� 
i � �g dans E�� Alors si � � E� est �a d�ecroissance

rapide� � peut s��ecrire � � d��dx o�u � est �a d�ecroissance rapide dans

E� si et seulement si h�� 
i � ��

Preuve� Si � � d��dx
 on a 	� � i � 	� donc 	���� � �� Pour le
r�esultat inverse
 il su�t de montrer qu�on peut �ecrire � �

P
�k une

d�ecomposition en blocs avec h�k� 
i � � pour tout k� Si �k est le
primitive �a support compact de �k
 on aura alors

k�kkE� � C �
 � jkj�N��N�k�kkE�

et donc
P

�k sera une d�ecomposition en blocs d�une distribution � �a
d�ecroissance rapide dans E��

On commence par d�ecomposer � en � �
P

�k
 une d�ecomposition
en blocs sans condition sur �k� On prend alors 
 � E
 supp
 	 ��� 
�
et h
� 
i � 
 �un tel 
 existe si E �� f�g�� On �ecrit

�k � �k � h�k� 
i
 �x� k� � h�k� 
i
 �x� k� �

La somme X
k�Z

�k � h�k� 
i
 �x� k� �

est une d�ecomposition par blocs avec des blocs de somme nulle� Nous
sommes ramen�es �a traiter le cas de

� �
X
k�Z

�k 
 �x� k� �

avec f�kg �a d�ecroissance rapide et
P

�k � �� Il su�t d��ecrire �k �
sk � sk�� et

� �
X
k�Z

sk �
 �x� k�� 
 �x� k � 
�� �

on conclut en remarquant que fskg est �a d�ecroissance rapide puisque

sk �
��X
k

�p � �
k��X
��

�p �
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Lemme F �Lemme de primitivation discr�ete�� Soit E un E�L�D� et �
�a d�ecroissance rapide dans E� Alors les trois propri�et�es suivantes sont

�equivalentes�

F
� pour tout k � Z
 	��� k �� � �


F��
P

k�Z��x� k� converge dans D� vers �


F�� Il existe � � E �a d�ecroissance rapide tel que

� � ��x�� ��x� 
� �

Preuve� Il n�y a presque rien �a d�emontrer� F�� implique F
� est
�evident
 puisqu�alors 	� � �
 � e�i�� 	�� Pour F
� implique F�� et F��
implique F��
 on commence par remarquer que si � est �a d�ecroissance
rapide dans E
 alors

P
��x� k� converge dans D� �et m	eme dans S ��X

h��x� k�� �i �
D
��
X

��x � k�
E

et
P

��x � k� est C� born�ee ainsi que toutes ses d�eriv�ees�

Il reste �a v�eri�er queX
��x� k� �

X
	��� k �� eikx �

c�est �evident si le support de � est compact� Dans le cas g�en�eral
 on
d�ecompose � en blocs

P
�p� on a

X
��x� k� �

XX
�p�x� k� �

au sens que pour tout b � S
XX
jh�p�x� k�� bij � �� �

On a donc X
��x� k� �

X
p

�X
k

	�p�� k �� eikx
�

et comme

j 	�p�� k ��j � CN
�
 � jkj�N


 � p�
�
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la convergence dans D� est imm�ediate�
Si
P

��x � k� � �
 on a 	��� k �� � �� Si 	��� k �� � �
 on aP
��x� k� � �� on d�e�nit alors

� �
�X
k��

��x� k� � �
��X

k���
��x� k� �

On a

k
�x� p���x� k�kE � C �
 � jkj�N�k
�x� p � k��kE �

et on d�eduit tout de suite que � est �a d�ecroissance rapide dans E�

�� La th�eorie classique des fonctions d	�echelle�

La notion de fonction d��echelle r�eguli�ere a �et�e introduite en 
���
par Y� Meyer et S� Mallat ����
 ��
��

De�nition 
� Une fonction d��echelle r�eguli�ere est une fonction � �
L��R� telle que

i� � est �a valeurs r�eelles�

ii� � est �a d�ecroissance rapide dans L�� pour tout k � Z
 xk� � L�


iii� � engendre une base de Riesz f��x � k�gk�Z d�un sous�espace

ferm�e V� de L�


iv� ��x��� � V��

L��etude des fonctions d��echelle se ram�ene �a celle des �ltres d��echelle�
l�appartenance de ��x��� �a V� se r�e�ecrit en

��� �
�x

�

�
�
X
k�Z

ak ��x� k� �

o�u les ak sont �a valeurs r�eelles et dans ���Z�� Le �ltre d��echelle associ�e
�a � est la fonction ���p�eriodique m� d�e�nie par

��� m���� �



�

X
k�Z

ake
�ik� �
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Quelques lemmes classiques permettent alors de se ramener �a l��etude
des propri�et�es de m��

Lemme �� Si � et x� sont de carr�e int�egrable� alorsX
k�Z

j 	��� � � k ��j�

converge uniform�ement sur ���� ���

Preuve� j 	�j� � L� donc X
k�Z

j 	��� � � k ��j�

converge presque partout
 donc en au moins un point ��� Il su�t alors
d��ecrire pour � � ��� � �� �� � ������ X

jkj�K
j 	��� � � k ��j�

����
�
� X
jkj�K

j 	���� � � k ��j�
�������

�
� X
jkj�K

j 	��� � � k ��� 	���� � � k ��j�
����

�
� X
jkj�K

j� � ��j
Z ���k�

����k�

���d 	�

d�
���
���� d�����

� j� � ��j���
�Z

j����j��K���

��� d
d�

	����
���� d����� �

Lemme ��

i� Si � et x� sont de carr�e int�egrable� alors f��x � k�gk�Z est

une base de Riesz d�un sous�espace ferm�e de L� si et seulement siP
k�Zj 	��� � � k ��j� ne s�annule pas sur ���� ���

ii� La fonction m�� �ltre d��echelle associ�e �a une fonction d��echelle

r�eguli�ere �
 est C� et v�eri�e 	��� �� � m���� 	�����

Preuve� Le point i� est �evident� si � � L�
 le fait que f��x� k�gk�Z
soit une famille de Riesz est �equivalent �a ce que

inf ess
X
k�Z

j 	��� � � k ��j� 	 �
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et que

sup ess
X
k�Z

j 	��� � � k ��j� � �� �

si de plus x� � L�
 alors X
k�Z

j 	��� � � k ��j�

est continue� Pour ii�
 il su�t de remarquer que

m���� �

X
k�Z

	��� � � � k �� 	��� � � k ��X
k�Z

j 	��� � � k ��j�
�

X
k�Z

D
�
�x

�

�
� ��x� k�

E
e�ik�X

k�Z
h��x�� ��x� k�ie�ik�

et que les coe�cients h��x���� ��x � k�i et h��x�� ��x � k�i sont �a
d�ecroissance rapide�

Lemme 
� Si � est une fonction d��echelle r�eguli�ere� de �ltre m�
 alors
m���� � 

 	���� �� � et

	���� � 	����
�Y
j��

m�

� �

�j

�
�

Preuve� On remarque que jm����j � 
X
k�Z

j 	��� k ��j� � jm����j�
X
k�Z

j 	��� k ��j� �

On a alors

j 	����j �
NY
j��

���m�

� �

�j

���� ��� 	�� �

�N

���� � j 	����j
�Y
j��

���m�

� �

�j

���� �
La convergence du produit in�ni est en e"et imm�ediate� si jm����j � 


il converge vers �
 si jm����j � 

 on a jm����j � 
 � O ����j�� On en
conclut que 	���� �� �
 donc que m���� � 
 et en�n que

	���� � 	����
�Y
j��

m�

� �

�j

�
�
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Lemme �� Si m� � C��R���Z� et m���� � 

 alors la fonction

�Y
j��

m�

� �

�j

�
est C��

Preuve� Comme

	���� �
�Y
j��

m�

� �

�j

�
v�eri�e

	���� �
NY
j��

m�

� �

�j

�
	�
� �

�N

�
�

il su�t de le v�eri�er sur un voisinage assez petit de �� Mais si � est assez
petit
 Rem�����j� 	 � pour tout j et on peut passer au logarithme

	���� � e
P�

j�� Logm�����
j	 �

Maintenant
 si � est d�e�nie sur ���� �� �� 	 ��
 C� sur ���� �� et si
���� � � alors

P
j�� �����j� est C� sur ���� ��� la convergence des

s�eries d�eriv�ees est imm�ediate et celle de la s�erie de d�epart s�obtient par����� �
�j

���� � C
j�j
�j

�

Les lemmes � et � ram�enent donc l��etude des fonctions d��echelle
r�eguli�eres �a celle des �ltres d��echelle� Les �ltres d��echelle ont �et�e car�
act�eris�es par de nombreux travaux �nous utiliserons essentiellement ���

��� et �
���� Une cons�equence imm�ediate du Lemme � est que si � est une
fonction d��echelle r�eguli�ere alors 	� ne peut avoir de z�ero ���p�eriodique�
cela se caract�erise facilement sur le �ltre m�� c�est le crit�ere d�Albert
Cohen�

De�nition �� Une fonction m� � C��R���Z� telle que m���� � 

satisfait le crit�ere d�Albert Cohen s�il existe un compact K r�eunion �nie

d�intervalles ferm�es tel que � est un point int�erieur �a K et tel que

���
X
k�Z

�
K

�� � � k �� � 
 � presque partout
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o�u

�
K

�x� �

�

 � si x � K �

� � si x �� K �

Pour tous � � K
 j � 



�
�� m�

� �

�j

�
�� � �

Un tel compact est appel�e compact d�Albert Cohen associ�e �a m��

Le r	ole de ce crit�ere est explicit�e par le lemme suivant

Lemme �� Soit m� � C��R���Z� telle que m���� � 
 et soit

	� �
�Y
j��

m�

� �

�j

�
�

i� 	� n�a pas de z�ero ���p�eriodique si et seulement si m� v�eri�e le

crit�ere d�Albert Cohen�

ii� Dans ce cas� si K est un compact d�Albert Cohen associ�e �a m�

on a inf��K j 	����j 	 �� De plus les fonctions

�N ��� � �
K

� �

�N

� NY
j��

m�

� �

�j

�
convergent ponctuellement vers 	� et sont domin�ees par 	�

j�N ���j � 


inf
��K

j 	����j j 	����j �

En particulier si 
 � p � �� et w � L�
loc avec w�x� 	 �
 les trois

assertions suivantes sont �equivalentes�

j� �N � 	� dans Lp�w dx� quand N � ��


jj� 	� � Lp�w dx�


jjj� supN�� k�NkLp�w dx	 � ���

Preuve� Ce lemme est �evident� Si 	� n�a pas de z�ero ���p�eriodique
 on
note I� la collection des intervalles sur lesquels 	� ne s�annule pas
 et I
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la collection des intervalles I de la forme I � I� � � k �
 I� � I�
 k � Z�
on a clairement ���� �� 	 SI�I I et le compact K se construit �a l�aide
d�un sous�recouvrement �ni de ���� ���

Inversement
 si K est un compact d�Albert Cohen pour m�
 	� ne
s�annule pas sur K �puisqu�aucun des termes m�����j� ne s�y annule�
et y est continue� on a donc min��K j 	����j 	 �� Maintenant
 si � �
R
 il existe n�ecessairement k � Z tel que 	��� � � k �� � K� en e"et
�k�ZK � � k � est localement ferm�ee
 donc ferm�ee
 donc co� ncide avec
R tout entier �puisque jRn �ZK � � k ��j � ��� Le reste du lemme est
alors imm�ediat
 puisque

�N ��� �

���	��

	����

	�
� �

�N

� � si � � �NK �

� � si � �� �NK �

Le r�esultat classique principal est alors le suivant ���
 �
���

Proposition �� Soit m� � C��R���Z� telle que m���� � 
� On note

	� la fonction

	���� �
�Y
j��

m�

� �

�j

�
et T� l�op�erateur agissant sur les fonctions ���p�eriodiques d�e�ni par

T�f �
���m�

��
�

�����f��
�

�
�
���m�

��
�

� �
�����f��

�
� �

�
�

Alors les deux assertions suivantes sont �equivalentes�

A
� 	� est la transform�ee de Fourier d�une fonction d��echelle r�eguli�

�ere


A�� m� satisfait les trois conditions suivantes�

i� m���� � m�����

ii� m� satisfait le crit�ere d�Albert Cohen


iii� supN�N kTN� �
�k� � ���

De plus� lorsque A
� ou A�� sont v�eri��ees� il existe 
 	 � tel que

� � H� �i�e� tel que j�j� 	� � L���
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Preuve� A
� implique A�� est �evident� i� vient de ce que � est �a
valeurs r�eelles
 ii� de ce que 	� n�a pas de z�ero ���p�eriodique
 en�n iii�
vient de ce que


��� �
X
k�Z

j 	��� � � k ��j�

ne s�annule pas et de ce que T� est un op�erateur positif


 � 


inf
j�j��


���

���

et T��
� � 

 de sorte que

TN� �
���� � 


inf
j�j��


���
TN� �
���� �


���

inf
j�j��


���
�

A�� implique A
�� On va commencer par montrer qu�il existe un �� �
��� 
� tel que

�

� sup
��������

sup
N�N

��N�

X
�N��j���k�j	�N���

j 	��� � � k ��j� � �� �

Cela implique en particulier que 	� appartient �a H� d�es que ���� � 

�i�e� pour tout 
 � log �
����� log ���

Pour cela
 on note

IN ��� �
X

�N��j���k�j	�N���

j 	��� � � k ��j� �

On a
 puisque 	���� � m������ 	������


IN ��� �
���m�

� �
�

�����IN����
�

�
�
���m�

��
�

� �
�����IN����

�
� �

�
� T��IN������

et donc
IN ��� � TN� �I����� �

De m	eme
 on note

JN ��� �
X

j���k�j	�N�

j 	��� � � k ��j�
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et on a JN � TN� �J��
 d�o�u

kJN ���k� � kJ�k�kTN� �
�k� �

ce qui prouve

�
�� sup
�

X
k�Z

j 	��� � � k ��j� � �� �

En particulier
 	� � L� et les ��x � k�
 k � Z� engendrent une base de
Riesz d�un sous�espace ferm�e V� de L� �carX

k�Z
j 	��� � � k ��j� � inf

��K
j 	����j� 	 � �

pour K un compact d�Albert Cohen associ�e �a m��� De plus
X
k�Z

j 	��� k ��j� �
X
k�Z

j 	��� k ��j� � jm����j�
X
k�Z

j 	��� � � k ��j� �

ce qui prouve que m���� � � �car
P

k�Zj 	��� � � k ��j� 	 ��� et donc
que 	��� k �� � � pour k � Z�� On en conclut que I���� v�eri�e
 pour
j�j � �


I���� �
X

��j���k�j���
j 	��� � � k ��j� � C j�j � C �

��� sin �

�

��� �
de sorte que

IN ��� � C � TN�

���� sin �

�

���� �
Il reste �a estimer ���TN� ���� sin �

�

�������
�
�

On remarque d�abord que T� laisse invariant

E� �
n
f � C��R���Z� �

df

d�
� L� et f��� � �

o
�

De plus
 si f � E�
 on a

kTN� �f�k� � kTN� �
�k�kfk� � C kfk�
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et��� d
d�

TN� �f�
���
�
�
��� d
d�

jm�j�
���
�
kTN��� fk� �




�

���T����� d
d�

TN��� f
�������

�

� 


�N

���TN� ����dfd� ��������
�

NX
k��

��� d
d�

jm�j�
���
�
kTN�k� fk�kT k��� �
�k�

�


�

�k��
� C

�
kfk� �




�N

���df
d�

���
�

�
�

En particulier
 on obtient

�
��
��� d
d�

TN�M
� �f�

���
�
� C�

�
kTN� �f�k� �




�M

�
kfk� �

���df
d�

���
�

��
�

o�u C� ne d�epend ni de f� ni de N� ni de M�
Par ailleurs
 on obtient �egalement que fTN� �j sin �����j�gN�N est

born�ee dans E�� et le th�eor�eme d�Ascoli nous assure qu�il existe une
sous�suite �Nk

� TNk

� �j sin �����j� qui converge dans C��R���Z� vers
une fonction �� On consid�ere alors K un compact d�Albert Cohen as�
soci�e �a m�� La fonction

�n��� �

r��� sin �

�n��

��� �K� �

�n

� nY
j��

m�

� �

�j

�
�

converge ponctuellement vers
p

sin ��� 	���� � � et se majore par 	�����
inf��K j 	����j� Comme 	� � L�� le th�eor�eme de convergence domin�ee
donne �n � � dans L�� orZ

j�nj� d� �

Z �

��
Tn�

���� sin �

�

���� d� �
de sorte que

R �
�� � dx � �
 et donc � � � �puisque � � ���

On choisit dans �
�� N � Nk assez grand pour que���TN� ���� sin �

�

�������
�

soit inf�erieur �a 
����C�� et M assez grand pour que ���� 
 �M � soit
inf�erieur �a 
����C��� On obtient alors
 en posant P � N � M��� d

d�
TP�

���� sin �

�

�������
�
� 


��
�
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d�o�u
 pour tout � � ���� ��


TP�

���� sin �

�

���� � 


��
j�j � 


�

��� sin �

�

��� �
Maintenant
 pour Q � N quelconque
 on obtient���TQ� ���� sin �

�

�������
�
�
�


�

�Q�P
max
��r	P

���T r� ���� sin �

�

�������
�

�r�P �

Cela donne �nalement� jIN ���j � C�N� avec �� � �
�����P � Nous avons
donc d�emontr�e �

��

Il ne reste plus �a v�eri�er que la d�ecroissance rapide de � dans L�

ou encore que �d�d��p 	� � L� pour tout p � N � On va en fait montrer
quelque chose de plus fort� il existe �p � ��� 
� tel que

�
�� sup
�

sup
N�N

��Np
X

�N��j���k�j	�N���

j 	��p	�� � � k ��j� � �� �

La d�emonstration de �
�� se fait par r�ecurrence sur p� Le cas p � � a
�et�e trait�e avec l�in�egalit�e �

�� On va montrer que kIN�pk� � Cp �

N
p o�u

IN�p��� �
X

�N��j���k�j	�N���

j 	��p	�� � � k ��j� �

Pour cela
 il su�t d��ecrire
 pour p � 



	��p	��� �

pX
k��

Ck
p




�p
m

�p	
�

��
�

�
	��p�k	

��
�

�
�

On utilise l�in�egalit�e� pX
k��

j
kj
��

� � j
�j� � �
� pX

�

j
kj�
��

� � j
�j� � � p

pX
�

j
kj� �

et on obtient

IN�p��� � 


��p��
T��IN���p����

� � p

pX
k��

�Cp
k ��

�p

����m�k	
�

� �
�

�����IN���p�k� �
�

�
�
���m�k	

�

��
�

� �
�����IN���p�k��

�

��
� 


��p��
T��IN���p���� � C �p �

N��
p �
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avec �p � max��q�p�� �q et

C �p �
p�

�p��

�
Cp��
p

��
max

��q�p��
�Cqkm�q	

� k�� �

Comme T� est un op�erateur positif
 en it�erant N fois on obtient

IN�p��� �
� 


��p��

�N
TN� �I��p�����

NX
k��

C �p �
N�k
p

� 


��p��

�k��
T k��� �
���� �

Or on contr	ole kT k� �
�k�
 et de m	eme

kTN� �I��p����k� � kTN� �
�k�kI��pk� �

de sorte que

IN�p��� � C ��p
� 


���p���N
�

NX
�

�N�kp

� 


��p��

�k���
�

d�o�u en choisissant �p dans � max��p� 
���p���� 
�

IN�p��� � C ��p �
N
p

�

 �

NX
�

��p
�p

�N�k�
� C ���p �

N
p �

�
�� est donc d�emontr�ee
 ainsi que la Proposition 
�

La d�emonstration de la Proposition 

 qui donne l�appartenance de
� �a H� pour un 
 	 �
 peut 	etre facilement adapt�ee pour l��etude de
l�appartenance de � �a Hs
 s � R� Parmi les multiples caract�erisations

nous en choisissons une qui sera particuli�erement bien adapt�ee �a notre
�etude de la convergence des �ltres�

Proposition �� Soit m� � C��R���Z� telle que m���� � 
 et qui

satisfait le crit�ere d�Albert Cohen� Soit 	� �
Q�

j��m�����j� et T�
l�op�erateur

T�f��� �
���m�

� �
�

�����f��
�

�
�
���m�

� �
�

� �
�����f��

�
� �

�
�

Soit en�n s � R� Alors les assertions suivantes sont �equivalentes�
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B
� Il existe � 	 s tel que � � H
�

B�� Il existe un entier N � � tel que N 	 s� un nombre � tel que

� � �N�s et un entier Q � 
 tel que�

i� m� se factorise en m���� � ��
�e�i�����N #m���� avec #m� �
C��R���Z�


ii� l�op�erateur #T�
 d�e�ni par

#T�f �
��� #m�

��
�

�����f��
�

�
�
��� #m�

��
�

� �
�����f��

�
� �

�
v�eri�e

�
!� k #TQ� �
�k� � �Q �

Preuve� B�� implique B
� est relativement imm�ediat� On aZ
j�j��

j�j�
j 	����j� d�

�
�X
k��

Z
�k��j�j	�k���

��k�����
 sup
j�j����

j 	����j�
k��Y
j��

���m�

� �

�j

����� d�
�

�X
k��

��k�����
 sup
j�j��

j 	����j�



Z
j�j	�k���

��� sin �

�k��

����N�N
k��Y
j��

jm�

� �

�j

����� d�
�

�X
k��

��k�����
�N sup
j�j��

j 	����j�
Z �

��
T k��
�

�
sin�N

�

�

�
d� �

Mais on a

T�
�

sin�N �

�
f
�

�



��N
sin�N

�

�
#T�f �

en e"et
 ���m�

��
�

����� � cos�N
�

�

��� #m�

��
�

�����
et il su�t d��ecrire

sin�N �

�
� ��N sin�N

�

�
cos�N

�

�

� ��N sin�N
� �

�
�
�

�

�
cos�N

��
�

�
�

�

�
�
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On obtient doncZ �

��
T k��
�

�
sin�N �

�

�
d� �

� 


��N

�k��
Z �

��
#T k��
� �
� d�

et doncZ
j�j��

j�j�
j 	����j� d�

� �N��
 sup
j�j��

j 	����j�
�X
k��

� ��


��N

�k��

k #T k��
� �
�kL������	 �

Cette s�erie converge d�es que k #T k��
� �
�kL������	 � C�k�� avec � �

���N�
	� Or on a

k #T k��
� �
�kL� � ��k #T k��

� �
�k� � ���k�� max
��r	Q

��rk #T r� �
�k�

�cela provient de ce que k #T r� �
�k� est la norme d�op�erateur de #T r� sur

L����� ��� et donc k #T r�r
�

� �
�k� � k #T r� �
�k�k #T r
�

� �
�k��� Si on a � �
�N�
� on a � � H
�

B
� implique B��� On commence par remarquer que si � � H
�
pour un � 	 s� alors � est �a d�ecroissance rapide dans Ht pour tout
t � � �et en particulier dans Hs�� En fait
 d�apr�es le Lemme B
 il su�t
de le v�eri�er pour un seul t� � R� Pour t � t�
 cela sera alors imm�ediat�
pour tout t� � t � �� cela se fera par interpolation�

Puisque j 	����j � C �
 � j�j�L pour un L � N 
 on sait que la distri�
bution

	����� �
�
� e�i�

i �

�L��

	����

v�eri�e que
P

k�Zj 	������ k ��j� converge uniform�ement sur ���� ��
 vers
une fonction 
� qui ne s�annule pas sur ���� ��� si K est un compact
d�Albert Cohen associ�e �a m�� on a

inf
�

X
k�Z

j 	���� � � k ��j� � inf
��K

���
� e�i�

i �

����L��

inf
��K

j 	����j� 	 � �

On a 	����� �
Q�

j��m���� avec m� � ��
�e�i�����L��m�� Si on d�e�nit
T��� par

T���f �
���m�

� �
�

�����f��
�

�
�
���m�

� �
�

� �
�����f��

�
� �

�
�
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on a n�ecessairement kTN����
�k� � sup 
�� inf 
�� La Proposition 
 mon�

tre alors que �� est �a d�ecroissance rapide dans L�� et que �d�dx�L����

est �a d�ecroissance rapide dans H�L��� En appliquant le Lemme F
 du

fait que ��d�dx�L���� � �
� e�i��L�� 	�� on obtient que � elle�m	eme est
�a d�ecroissance rapide dans H�L���

On remarque �egalement qu�on peut supposer s � �� En e"et

si s � �� � est �a d�ecroissance rapide dans L�� Cela implique que
m���� � �� comme on l�a vu dans la d�emonstration de la Proposi�
tion 
� Alors m� se factorise en m���� � ��
 � e�i�����m���� et 	� en
	���� � �
� e�i����i�� 	��� De plus � est �a d�ecroissance rapide dans Hs

si et seulement si d��dx l�est dans Hs�� �Lemme E�
 c�est��a�dire si et
seulement si �� l�est dans Hs�� �Lemme F�� Ainsi
 si N � s � N � 
�
on obtient que m���� � ��
 � e�i�����N�� #m���� et que � appartient �a
un H
 avec � 	 s si et seulement si #� �d�e�nie par sa transform�ee de
Fourier

Q�
j�� #m�����j�� appartient �a un Ht avec t 	 s�N �

On suppose donc que s � � et que � � H
 pour un � � �s� ��� On
a alors
 si K est un compact d�Albert Cohen associ�e �a m�Z

�
 � j�j��
j 	����j� d� �
Z

�
 � j�j��
�
K

� �

�M

�
j 	����j� d�

� 


C
��M ��
 inf

��K
j 	����j�



Z

�
K

� �

�M

� MY
j��

���m�

� �

�j

����� d� �
D�o�uZ �

��
TM� �
� d� �

Z
�
K

� �

�M

� MY
j��

���m�

� �

�j

����� d� � C ���
��M �

On obtient que kTM� �
�kL������	 � C�M 
 avec � � ��s� �Nous avons
vu qu�inversement cette in�egalit�e assure l�appartenance de � �a Ht pour
�t� � 
��

Nous avons obtenu une condition n�ecessaire et su�sante pour l�ap�
partenance de � �a 

�sH
 lorsque s � �
 mais cette condition est
malcommode puisqu�il s�agit de montrer que

lim sup
M���

kTM� �
�k��ML������	 � ��s �
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Il s�agit maintenant de remplacer la norme L� par la norme L� de
sorte �a estimer un rayon spectral �kTM� �
�k� est la norme d�op�erateur
de TM� agissant sur L����� ���� Dans la litt�erature
 c�est souvent un
jeu d�enfant� on n��etudie que le cas des polyn	omes trigonom�etriques� T�
agit alors sur un espace de dimension �ni
 sur lequel les normes L� et
L� sont �equivalentes� Mais nous traitons ici un cas un peu plus g�en�eral
�m� � C��R���Z���

Pour contr	oler la norme kTM� �
�k�� il su�t de remarquer que si
� � H
 pour un � 	 s� alors � est �a d�ecroissance rapide dans Ht pour
tout t � � �et en particulier pour t � �s� ���� or ceci est �equivalent �a ce
que �t� d�e�nie par 	�t � �
 � j��j�t�� 	�� soit �a d�ecroissance rapide dans
L� �il su�t de v�eri�er que� d

d�

�k
�
 � j�j��t�� � �
 � j�j��t���t�k���

o�u �t�k est C� born�ee ainsi que toutes ses d�eriv�ees�� le Lemme 
 donne
donc

�
�� sup
��������

X
k�Z

�
�j��� k �j��tj 	����� k ��j� � �� � pour t � � �

Soit alors K un compact d�Albert Cohen associ�e �a m� et IM�t la quantit�e

IM�t��� �
X
k�Z

�
K

�� � � k �

�M

�
�
 � j� � � k �j��tj 	��� � � k ��j� �

Si t � �� on a

�
K

�� � � k �

�M

�
�
 � j� � � k �j��tj 	��� � � k ��j�

� �
K

� �

�
� k �

�M��

�
�t
�


 �
����
�

� k �
�����t���m�

��
�

� k �
�����j 	���

�
� k �

�����
et donc

IM�t � �t T��IM���t�

� �Mt TM� �I��t�

� Ct �Mt inf
K
j 	����j� TM� �
���� �
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de sorte que

kTM� �
�k� � C �t ��Mt sup
�

X
k�Z

�
 � j� � � k �j��tj 	��� � � k ��j� �

Si on choisit r et t tels que s � r � t � �� on a donc kTM� �
�k� �
C ��t ��Mt pour tout M� et donc kTM� �
�k� � ��Mr pour M assez grand�
Il su�t alors de poser � � ��r�

Le principal argument de la preuve des propositions 
 et � a �et�e la
positivit�e de l�op�erateur T�� et l��egalit�e corollaire de kT�kL�L��L�	 et
kT��
�k�� Les propositions 
 et � s�adaptent alors ais�ement pour des
�ltres �a valeurs positives�

Proposition � bis� Soit M� � C��R���Z� telle que

i� M���� � 

 M���� � � et M���� � M����� pour tout ��
ii� M� v�eri�e le crit�ere d�Albert Cohen�

On d�e�nit 	% par

	%��� �
�Y
j��

M�

� �

�j

�
et l�op�erateur T� par

T�f��� � M�

� �
�

�
f
��

�

�
� M�

� �
�

� �
�
f
��

�
� �

�
�

Alors les assertions suivantes sont �equivalentes�

C
� % est �a d�ecroissance rapide dans L� et pour un � 	 �
 % est

C� �r�egularit�e h�old�erienne�

C�� supN�N kTN� �
�k� � ���

Preuve� La d�emonstration de la Proposition 
 s�adapte presque imm�e�
diatement�

C
� implique C��� La seule chose �a v�eri�er est que
P

k�Z 	%�� �

� k �� converge pour tout � vers la fonction C�

P

k�Z%�k� e�ik��
Pour cela
 on consid�ere la fonction u��x� �

P
k�Z%�x � k� e�i�x�k	��
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C�est une fonction p�eriodique
 born�ee et h�old�erienne� si � est C� et �a
d�ecroissance rapide dans L�� on a

���X
k�Z

��x � k�
��� � k��x� �
 � x��k�

X
k�Z





 � �x � k��
� C � �� �

���X
k�Z

��x � h � k�� ��x � k�
���

� k�kC� jhj�
� X
jx�kj�K�



�

� � k��x�x�k�
X

jx�kj�K�




jx � kj�

� C
�
K�jhj� �




K�

�
� C �jhj��� �

pour jhj � 
 et K� � jhj�����
Puisque u� est h�old�erienne
 on a

X
k�Z

%�x� k� e�i�x�k	� �
X
k�Z

	%�� � � k �� e��ik�x

pour tout x� en prenant x � �� on obtient la convergence souhait�ee�
C�� implique C
�� La d�emonstration est exactement similaire �a

celle de la Proposition 
� On obtient en particulier que pour tout p � N 


X
k�Z

��� dp
d�p

	%�� � � k ��
��� � �� �

ce qui entra	 ne xp% � C��

Proposition � bis� Soit M� � C��R���Z� telle que

i� M���� � 

 M���� � � et M���� � M����� pour tout � � R�

ii� M� v�eri�e le crit�ere d�Albert Cohen�

iii� supN�N kTN� �
�k� � �� o�u

T�f � M�

��
�

�
f
��

�

�
� M�

��
�

� �
�
f
��

�
� �

�
�

Soit 	% �
Q�

j��M�����j�� Alors les assertions suivantes sont �equiva�

lentes� pour 
 � ��
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D
� Il existe � 	 
 tel que j�j� 	% � L� �ce qui �equivaut �a % � B���
�

puisque 	% est positive ou nulle��

D�� En �ecrivant 
 � �N � �
 N � N 
 � � � � �
 M� v�eri�e les

conditions suivantes�

i� M� � ��
 � cos �����N�� #M� avec #M� � C��R���Z��

ii� Il existe � � �
� ���
� et Q � N� tels que

k #TQ� �
�k� � �Q �

o�u

#T�f��� � #M�

� �
�

�
f
��

�

�
� #M�

� �
�

� �
�
f
��

�
� �

�
�

Preuve� D�� implique D
�� Comme pour la Proposition ��

D
� implique D��� On commence par remarquer que si % � B���
� 


alors % est �a d�ecroissance rapide dans B���
� pour tout 
 � � �on utilise

l�inclusion L� 	 B���
� pour tout � � � et le lemme B pour B���

� et

B���
� ��

On montre alors que %�� de transform�ee de Fourier
Q�

j��
#M�����j�


est �a d�ecroissance rapide dans B���N����
� pour tout 
 � � �en parti�

culier pour 
 � 
 � ��� On obtient alors queZ �

��
#TM� �
� d� � C ���N����	M �

pour tout M et le probl�eme est �a nouveau de passer de la norme L� �a
la norme L�� Pour cela
 on note u� la fonction d�e�nie par

	u� � j�j�N���
 � j�j������N��	�� 	% �

On a �
 � j�j����	u� � L�
 de sorte que u� � B�����
� � De plus
 % est

�a d�ecroissance rapide dans L�� donc dans B���
� pour tout � � �� on

en conclut que u� est �a d�ecroissance rapide dans B�����
� �il su�t de

v�eri�er que �d��d���N��u� est �a d�ecroissance rapide dans B���N����
� �

puisque pour tout � � R et � � R
 �Id�&�� envoie B
��
� dans B
����

�

tandis que �x� �Id�&��� � �Id�&���S� o�u S� envoie B
��
� dans B
��

� ��
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On en conclut que u� est �a d�ecroissance rapide dans B
��
� pour tout

� � � � 
� donc �puisque 
 � �� dans L�� On sait alors queX
k�Z

�
 � j� � � k �j�����N��	��j� � � k �j�N�� 	%�� � � k ��

�
X
k�Z

u��k� e�ik� � C� �

De plus
 on a

X
k�Z

�x� k�p u��x� k� �
X
k�Z

�
i
�

��

�p
	u��� k �� e�ik�x �

au sens des distributions �la premi�ere s�erie convergeant uniform�ement
sur tout compact�� pour � � p � N � 
� on obtientX

k�Z
�x� k�pu��x� k� � � �

D�o�u � d

d�

�pX
k�Z

u��k� e�ik�
���
���

�
X
k�Z

��i k�pu��k� � � �

et doncX
k�Z

u��k� e�ik� � �
� cos ��N��M��� � avec M � C��R���Z� �

Cela donneX
k�Z

�
 � j� � � k �j�����N��	��	 	%��� � � k �� � C��R���Z�

�car 	%��� � �������
� cos ���N�� 	%����� et la d�emonstration peut alors
se faire�

En�n
 le dernier r�esultat classique caract�erise les fonctions d��echelle
interpolantes et les fonctions d��echelle orthonorm�ees�
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Proposition 
� Soit m� � C��R���Z� telle que m���� � 
� m���� �
m����� et m� satisfait le crit�ere d�Albert Cohen� et soit

	� �
�Y
j��

m�

� �

�j

�
�

i� Les deux assertions suivantes sont �equivalentes�

E
� La famille f��x� k�gk�Z est orthonorm�ee�

E�� jm����j� � jm��� � ��j� � 

 pour tout � � R�

ii� Si m���� � � pour tout �
 alors les deux assertions suivantes

sont �equivalentes�

F
� � � C�
 ���� � 
 et pour k � Z
 k �� �
 ��k� � ��

F�� m���� � m��� � �� � 

 pour tout � � R�

Preuve� Il su�t de d�emontrer l��equivalence entre F
� et F��� En
e"et
 la famille f��x � k�gk�Z est orthonorm�ee si et seulement si la
fonction %�x� �

R
��y���y � x� dy v�eri�e %��� � 
 et %�k� � �� or on

a 	%��� �
Q�

j�� jm�����j�j��
Maintenant si m���� � � et si � est born�ee
 alors 	� doit 	etre

int�egrable de sorte que
P

k�Z 	����� k �� converge presque partout� De
plus
 au sens des distributionsX

k�Z
	��� � � k �� �

X
k�Z

��k� e�ik� �

Si � v�eri�e F
�
 on trouve
P

k�Z 	��� � � k �� � 
 presque pour tout
 ce
qui entra	 ne F�� presque partout �et donc partout��

Inversement si m� v�eri�e F��
 alors T��
� � 
 et donc 	� � L�

d�apr�es la Proposition 
 bis� On sait alors que si K est un compact
d�Albert Cohen


	�M �
MY
j��

m�

� �

�j

�
�
K

� �

�M

�
�� 	�

dans L�� et donc �M � � dans L�� Mais il est facile de v�eri�er que
���� � 
 et ��k� � � pour k � Z�� cela se d�eduit par r�ecurrence sur M �a
partir de

P
k�Z�K �� � � k �� � 
 presque pour tout et donc ����� � 



���k� � � pour k �� ��
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Nous avons maintenant tous les outils de la th�eorie �classique�
�l�eg�erement remani�ee pour les besoins de la cause� dont nous aurons
besoin par la suite�


� D�ependance de la fonction d	�echelle par rapport 
a son �ltre�

Nous pouvons maintenant facilement aborder le probl�eme de la
d�ependance de la fonction d��echelle � par rapport �a son �ltre m��
C�est��a�dire que peut�on dire des fonctions d��echelle �n dont les �l�
tres d��echelle mn convergent dans C��R���Z� vers une fonction m��
En fait
 la r�eponse est �etonnamment simple� La convergence est simple
�a v�eri�er� pour la convergence des d�eriv�ees
 il faut que celles�ci existent

et donc au moins que les �ltres mn s�annulent su�samment en � �et en
fait ce sera la seule restriction'��

Th�eor�eme � �Premier Th�eor�eme d�approximation�� Soit m� � C�

�R���Z� v�eri�ant le crit�ere d�Albert Cohen et soit

fmngn�N � C��R���Z�N

une suite de fonctions qui convergent vers m� dans C��R���Z�� On

suppose que pour tout n � N 
 mn��� � 
 et mn��� � mn����� On

d�e�nit �n �n � N � f�g� par

	�n �
�Y
j��

mn

� �

�j

�
�

i� Soit 
 � R� Alors les assertions suivantes sont �equivalentes�

G
� Pour un � 	 

 �n est �a d�ecroissance rapide dans H� pour

n su
samment grand et �n converge rapidement vers �� dans H� �

G�� Pour un 
 	 

 �� � H� et pour n su
samment grand

on a� pour � � p � N�
 �d�d��pmn��� � � o�u N� � �
 si 
 � � et

N� � �
� si 
 � ��

ii� De m	eme si les mN sont toutes �a valeurs positives ou nulles� et

si 
 � � alors les assertions suivantes sont �equivalentes�

H
� Pour un � 	 

 �n est �a d�ecroissance rapide dans B���
�

pour n su
samment grand et �n converge rapidement vers �� dans

B���
� �
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H�� Pour un 
 	 

 �� � B���
� et pour n su
samment grand�

on a� pour � � p � �N� � 

 �dp�d�p�mn��� � � o�u N� � �
����

Remarque� On peut bien s	ur remplacer l�espace de Besov B���
� par

l�espace plus naturel B���
� �puisque pour �� � ��� B

����
� 	 B����� 	

B����
� �� si � 	 � et � �� N 
 B���

� est l�espace des fonctions de classe
C ���� born�ees ainsi que leurs d�eriv�ees jusqu��a l�ordre ��� et telles que
leur d�eriv�ee ����i�eme soit h�old�erienne d�exposant � � ����

Preuve� On commence par remarquer qu�on peut supposer sans perte
de g�en�eralit�e que les �ltres fmngn�N	f�g v�eri�ent tous le crit�ere d�Al�
bert Cohen pour un m	eme compact K� En e"et
 	�n � 	�� uniform�e�
ment sur tout compact� sur un voisinage V de �
 il su�t de passer au
logarithme pour le voir� le cas g�en�eral s�en d�eduit ais�ement en �ecrivant
pour � � �LV 


�n��� � 	�n
� �

�L

� LY
j��

mn

� �

�j

�
�

Si K est un compact d�Albert Cohen associ�e �a m�� on a infK j 	�����j 	
�� on obtient alors que infK j 	�n���j 	 � pour n assez grand�

Les implications G
� implique G�� et H
� implique H�� sont imm�e�
diates� d�apr�es les propositions � et � bis
 si �n � H� pour un � 	 


alors mn peut se factoriser en ��
 � e�i�����N��� #mn��� et de m	eme on

a un r�esultat analogue si �n � B���
� �

G�� implique G
�� On factorise mn en ��
 � e�i�����N��� #mn���
pour n � n� �o�u n � n� implique �dp�d�p�mn��� � � pour � � p �
N��� Alors #mn � C��R���Z� et converge dans C� vers #m�� On pose

#�n �

�Y
j��

#mn

� �

�j

�
et

#T��nf �
��� #mn

��
�

�����f��
�

�
�
��� #mn

��
�

� �
�����f��

�
� �

�
�

Puisque �� � H� 
 on sait qu�il existe 
 � �
� �� et Q � N� tel que

k #TQ����
�k� � ��N�����	Q �

Comme #TQ��n�
� � #TQ����
� dans C��R���Z�� on conclut que si � �
�
� 
� il existe n� tel que pour n � n�

k #TQ��n�
�k� � ��N�����	Q
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et en�n
sup
n�n�

k�nkH� � �� � pour tout � � � �

Par ailleurs
 on v�eri�e facilement qu�il existe B � R tel que

sup
n
k�
 � j�j�B 	�nk� � �� �

�Bien s	ur
 B est tr�es n�egatif�� La convergence ponctuelle de 	�n vers
	�� donne que �n converge vers �� dans H
 pour tout � � B � 
���
On obtient donc que �n converge vers �� dans H
 pour tout � � �
�par interpolation entre HB�� et H�
��	����

Par ailleurs �
� e�i�

i �

�M
	�n � 	�n �

avec M � N 
 M 	 �B � 
��
 v�eri�eX
k�Z

j	�n�� � � k ��j� � �� �

pour n � n�� et donc ��
 � e�i�����Mmn dans L�� De plus
 kxk�nk�
se majore �a l�aide des quantit�es k��p	n k� �o�u �n � ��
 � e�i�����Mmn�
pour � � p � k et supN�N kTN��n�
�k� et ���n � 
 tel que pour un Q


TQ��n

���� sin �

�

���� � �Q��n

��� sin �

�

��� �
o�u

T��n�f� �
����n��

�

�����f��
�

�
�
����n��

�
� �

�����f��
�

� �
�
�

Or on a bien �evidemment� supn k��p	n k� � ��� par ailleurs
 on a

sup
n�n�

sup
N
kTN��n�
�k� � sup

n�n�

sup
��������

X
k�Z

j	�n�� � � k ��j�

inf
��K

j	�n���j� � �� �

o�u K est un compact d�Albert Cohen commun �a tous les mn� En�n

on �ecrit �n � ��
 � e�i�����#�n et

T��n

���� sin �

�

���f� �



�

��� sin �

�

���S��n�f� �
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ou

S��n�f� �
��� cos

�

�

������#�n��
�

�����f��
�

�
�
��� sin �

�

������#�n��
�

� �
�����f��

�
� �

�
�

On a

TQ���
���� sin �

�

���� � �
��� sin �

�

��� �
avec � � 
 si et seulement si SQ����
� � � avec � � �Q� Or SQ��n�
�

converge uniform�ement vers SQ���� Si on choisit �� � ��� �Q� 
 on trouve

que kSQ��n�
�k� � �� pour n assez grand
 et donc

TQ��n

���� sin �

�

���� � �Q�

��� sin �

�

��� �
avec �� � ���Q�����Q� On en conclut que
 pour tout p � N 


sup
n�n�

kxp�nk� � �� �

et donc supn�n� kxp�nkH�M � ��� Par interpolation
 �n est �a d�ecrois�
sance rapide et converge rapidement vers �� dans H
 pour tout � � ��

H�� implique H
�� La d�emonstration est exactement similaire �a
G�� implique G
�
 mutatis mutandis�

Ce premier th�eor�eme d�approximation est donc une adaptation as�
sez directe de la th�eorie �classique� des fonctions d��echelle� Mais sa
m�ethodologie peut facilement s��etendre �a des fonctions d��echelle non
classiques� les fonctions d��echelle non stationnaires�

�� Analyse multi�r�esolution non�stationnaire�

Nous allons donner ici une d�e�nition tr�es personnelle des analyses
multi�r�esolutions non�stationnaires
 et nous appellerons �analyse multi�
r�esolution non�stationnaire normale� ce que d�autres auteurs appellent
simplement �analyse multi�r�esolution non�stationnaire��

De�nition �� Soit � � L�
R
�R� une fonction �a valeurs r�eelles et �a

support compact � �� �� L�analyse multi�r�esolution non stationnaire
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associ�ee �a � est la famille des sous�espaces fVj ���gj�N de L��R� d�e�nis

par f � Vj ��� si et seulement si f � L� et il existe fakg � C Z tel que

f �
X
k

ak�
�
x� k

�j

�
dans D� �

Bien s	ur
 f � Vj ��� si et seulement si f�x��j� � V���� 
 ��j��� Dans
un premier temps
 nous commen(cons donc par d�ecrire les propri�et�es de
V����� Nous �ecrivons L�

comp � ff � L�
R

� supp f est compactg�

Lemme ��

i� Il existe �� � V���� 
 L�
comp
 �� � L�

comp tel que

h���x�� ���x� k�i � �k�� � pour tout k � Z �

ii� Pour f � V����


f�x� �
X
k

hf� ���x� k�i���x� k� �

iii� V���� est le plus petit sous�espace ferm�e de L��R� contenant �
et ses translat�ees ��x� k�
 k � Z
 et la famille f���x� k�gk�Z est une

base de Riesz de V�����

iv� Si #��
 #�� v�eri�ent les m	emes propri�et�es que ��
 �� alors� il

existe � �� �
 k � Z telle que #���x� � ����x� k��

En fait �� peut 	etre d�e�nie comme la fonction de V���� de support
minimum� Si h � L�

comp� on note hhi le nombre

hhi � sup supp h� inf supp h �

On a alors

�
�� h��i � min fh�i � � � V���� 
 L�
comp� � �� �g �

C�est �evident� si � � L�
comp
 on applique le point ii� du Lemme � pour

voir que � est une combinaison lin�eaire �nie des ���x � k�� ��x� �Pk�
k�
ak���x � k�
 ak� �� �� ak� �� � �si � �� ��� on a alors h�i �

h��i� k� � k�� En particulier
 le point iv� est �evident� h #��i � h��i
 et
donc k�� #��� � k�� #��� de sorte que #�� � ak����x� k���
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Preuve du Lemme �� Notons X� le plus petit sous�espace ferm�e de L�

qui contienne toutes les fonctions ��x � k�
 k � Z� Pour h� g � L�
comp


notons
Ph�g��� �

X
k�Z

hh�x�� g�x� k�i e�ik� �

Alors l�ensemble Ig � fPh�g � h � C�c g est un id�eal de l�anneau des
polyn	omes trigonom�etriques� Ph��g � Ph��g � Ph��h��g et e�ik�Ph�g �
Ph�x�k	�g� Si g �� �
 Ig a un unique g�en�erateur Pg � 
 �

P
k�� 
ke

�ik�

�o�u la suite 
k est presque nulle�� On note d�g� � degPg� On peut
alors choisir �� � X� 
 L�

comp et �� � C�c tels que�
d���� � minfd����� � L�

comp 
X� � � �� �g �
P����� � P�� �

Pour d�emontrer i�
 il su�t de montrer que P�� � 

 ou encore que

P���z� �
X
k�Z

h���x�� ���x� k�i zk �

ne s�annule jamais� Mais cela est �presque� �evident� Si P���$z�� � ��
alors Ph����$z�� � � pour tout h � C�c � de sorte queX

k�Z
zk����x� k� � �

dans D�� On pose alors

#�� �
X
k��

zk����x� k� � �
X
k	�

zk����x� k� �

On a ��x� � #���x�� z� #���x� 
�
 de sorte que

P�� � P����� � �
� z�e
ix��P��� 
�� �

ce qui contredit la d�e�nition de �� si jamais #�� � X�
L�
comp� Mais bien

�evidemment #�� est �a support compact �car le support de
P

k�� z
k
����x�

k� est contenu dans �inf supp������ et celui de
P

k	� z
k
����x�k� dans

� ����
 � sup supp����� Par ailleurs
 si jz�j � 


P

k�� z
k
����x � k�

converge dans L� et #�� � X�� si jz�j 	 


P

k	� z
k
����x � k� � X�� Si

jz�j � 
� on a��� NX
k��

zk����x� k�
���
�

� k #�� � zN��
� #���x�N � 
�k� � � k #��k� �
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� #�� � L�
 puisque #�� � L�
loc et #�� a un support compact�� par ailleurs


#�� � zN��
� #���x�N � 
� converge vers #�� dans D�� et donc faiblement

dans L�� de sorte que #�� appartient �a l�adh�erence faible du convexe
ferm�e X�� donc �a X�� Le point i� est donc d�emontr�e� Pour le point ii�


il su�t de remarquer que si P� � C
QK

� �X � zk�� alors

	���� � C �eiN�
Y

�e�i� � zk� 	����� �

En e"et
 la technique d�expulsion des z�eros que nous avons utilis�ee
entre �� et #�� dans la preuve du point i� peut s�appliquer �a 	� jusqu��a
compl�ete �elimination� Nous obtenons alors une fonction �� telle que
P�� � 
 et telle que � s�exprime comme une combinaison lin�eaire �nie
des ���x � k�� La famille ���x � k� est une base de Riesz de X� et
pour cette fonction �� au moins la propri�et�e ii� est �evidente� Il su�t
alors de remarquer que si � � X� 
 L�

comp alors d��� 	 d���� sauf si
� � ����x� k�
 ce qui se v�eri�e en d�ecomposant � sur les ���x� k��

Le seul point qui reste �a v�eri�er est X� � V����� On remarque
d�abord que X


� 
 L�
comp est dense dans X


� � si P� est le projecteur
oblique de L� sur X�

P�f �
X
k�Z

hf� ���x� k�i���x� k� �

alors X

� � �Id�P �� �L� et X


� 
L�
comp � �Id�P �� �L�

comp� Maintenant


si f � V����� alors f � �X

� 
 L�

comp�

 et donc f � X�� L�inclusion
X� 	 V���� est �evidente �il su�t de v�eri�er que V���� est ferm�e
 ou
encore que V���� � V������ mais si T � L��R���Z� et P � C �X��
il existe S � D��R���Z� tel que T � P �e�i��S���� et cela entra	 ne
V����� 	 V������

Nous comprenons maintenant pourquoi nous pouvons parler d�ana�
lyse multi�r�esolution�

Lemme ��

i� Vj ��� est ferm�e dans L� et a une base de Riesz f�j���j��jx �
k�gk�Z telle que �j � L�

comp et telle qu�il existe �j � C�c avec

h�j���j��jx� k�� �j���j��
jx� k�i � �k�� �

ii� Vj ��� 	 Vj������

iii�
S
j�� Vj ��� est dense dans L��
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Preuve� i� est �evident par renormalisation du Lemme �� ii� est une
�evidence par d�e�nition de Vj ���� Pour iii�
 on note E �

S
j�� Vj ����

Alors E est un sous�espace ferm�e de L�� invariant par toute translation
dyadique k��j
 k � Z
 j � N 
 donc par toute translation r�eelle� Cela
implique qu�il existe un ensemble mesurable F 	 R tel que� f � E si
et seulement si ff � L� et supp 	f 	 Fg� Comme � � E et que 	� est
une fonction analytique
 on a F � R et E � L��

Ainsi
 la fonction � permet d�approximer dans L�
 par ses trans�
lat�ees dyadiques
 toute fonction de carr�e int�egrable� Un probl�eme
int�eressant est alors de savoir �a quelle vitesse cette approximation a
lieu�

De�nition �� Une fonction � � L�
R

L�

comp�R�
 � �� �
 a une puissance

d�approximation d�ordre N si� il existe C � �
 jN � N 
 pour tout

f � HN 
 j � jN 


kf �)jfk� � C ��jNkf �N	k� �

o�u )j est le projecteur orthogonal de L� sur Vj ����

Par exemple
 si � est une fonction d��echelle associ�ee �a un �ltre m�

qui a un z�ero d�ordre N en �
 alors � a une puissance d�approximation
d�ordre N � Les fonctions d��echelle non�stationnaires ont �et�e introduite
pour permettre des puissances d�approximation d�ordre in�ni �

�� On
parle alors d�approximation spectrale�

Remarquons �egalement que si � a une puissance d�approximation
d�ordre N� N � 
� alors on a

lim
j���

�j�N��	kf �)jfk� � � � pour tout f � HN�� �

En e"et
 si f � gA � hA� avec

	gA��� � �
������

� �
A

�
	f �

on a
 en �ecrivant gA � HN et hA � L� avec

kg�N	
A k� � Akf �N��	k�

et
khAk� � A�N��kf �N��	k� �
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�j�N��	kf �)jfk� � C ���jA�kf �N��	k�
� � ��j�N��	A�N���kf �N��	k� �

d�o�u
 si A � �j 


�j�N��	kf � )jfk� � �C � �� kf �N��	k� �

On r�einjecte cette in�egalit�e dans f � gA � hA� avec gA � HN et hA �
HN��
 A � �

p
��j 


�j�N��	kf � )jfk� � C �
p

���jkf �N��	k�
� �C � ��

�Z
j�j��

p
�	j

jf �N��	���j� d�
����

et on a bien �j�N��	kf �)jfk� � � quand j � ���

Dans une analyse multi�r�esolution non stationnaire �Vj ����
 nous
avons obtenu pour chaque niveau Vj ��� une fonction sp�eciale �j � et
l�inclusion Vj ��� 	 Vj����� donne une �equation �a deux �echelles

�j

�x
�

�
�
X
k�Z

D
�j

�x
�

�
� �j���x� k�

E
�j���x� k� �

qui se r�e�ecrit en

	�j�� �� �



�
P�j�x��	��j����� 	�j����� �

On �ecrit

mj����� �



�
P�j�x��	��j�����

et on a alors

�
�� 	����� �
MY
j��

mj

� �

�j

�
	�M

� �

�M

�
�

formule qui est tr�es proche de la formule qui relie la fonction d��echelle
au �ltre d��echelle� Mais ici
 a priori
 nous ne pouvons pas faire tendre
M vers ��� M	eme si nous pouvions normaliser �M par 	�M ��� � 
 �ce
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qui n�est pas toujours possible'�
 il n�y aurait aucune raison de conclure
que

lim
M���

	�M
� �

�M

�
� 
 �

Lorsque cela est le cas
 nous sommes dans le cas d�analyses multi�
r�esolutions non�stationnaires �normales� �au sens o�u seuls les �ltres
mj entrent en compte pour la d�etermination de ����

De�nition ��Une analyse multi�r�esolution non�stationnairefVj���gj��
est dite normale si les fonctions d��echelle non�stationnaires �j �i�e� les
fonctions �j telles que �j��

jx� � Vj ��� et le support de �j��
jx� est

minimum�� peuvent 	etre choisies de la forme

�
�� 	�j��� �
�Y
���

mj��

� �
��

�
o�u m� est un polyn	ome trigonom�etrique

m� � �
�degm�X
�degm�

ak�� e
�ik� �

�a coe
cients r�eels tel que m���� � 

 degm� � C�A �o�u A � N ne

d�epend pas de �� et

sup
�
km�k� � B � �� �

Comme nous l�avons expliqu�e dans l�introduction
 les produits par�
tiels d�j�N ��� �

NY
���

mj��

� �
��

�
d�e�nissant 	�j admettent un majorant �a croissance polyn	omiale
 de sorte

que d�j�N � qui converge vers 	�j dans C��R� �i�e�
 pour tout p � N 


�d�d��pd�j�N converge vers �d�d��p 	�j uniform�ement sur tout compact�
converge vers 	�j �egalement au sens des distributions temp�er�ees� De
plus supp �j�N 	 ��Mj �Mj� avec

Mj �
�X
���

deg �mj���

��
� C

�X
���

�j � ��A

��
�
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La convergence de �j�N vers �j a alors lieu avec des supports contenus
dans un compact �xe �i�e�
 �xe par rapport �a N 
 pas par rapport �a j��

Nous verrons dans la suite trois exemples de telles analyses multi�
r�esolution non stationnaires� fonction de Rvachev �Section !�
 base de
Berkola� ko et Novikov �Section �� et �ondelettes de Kharkov� �Section
���

�� La fonction de Rvachev�

La fonction up�x� a �et�e introduite en 
��
 par V� A� et V� L�
Rvachev comme une fonction explicite C�� �a support dans ��
� 
� et
dont les translat�ees par 
��j
 fup�x� k��j�gk�Z
 permettent de recon�
struire tous les polyn	omes jusqu�au degr�e j

C j �X� 	
nX
k�Z

ak up
�
x� k

�j

�
� fakg � C Z

o
�

Nous translaterons cette fonction de 
 �c�est��a�dire que nous prendrons
up �a support dans ��� ��� pour pouvoir appliquer le formalisme des anal�
yses multir�esolutions non stationnaires�

La fonction up�x� peut 	etre d�e�nie comme un exemple classique de
fonction C� �a support compact par la formule

���� cup��� �
�Y
j��

	�
� �

�j

�
�

o�u � � �
�����

et donc

	���� �

� e�i�

i �
�

De tels produits interviennent dans la th�eorie des classes de fonctions
non quasi�analytiques �cf� le livre de Rudin ��!
 Chapter 
�
 p� �
!�

par exemple��

Il y a de nombreuses fa(cons de justi�er la convergence de ����� Par
exemple


NY
j��

	�
� �

�j

�
� 	�N
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est la transform�ee de Fourier de la fonction �N � � � ����x� � 
 
 
 �
�N���Nx�
 qui est une fonction positive de masse totale 
 et �a support
contenu dans ��� ��� De plus
 k�Nk� � 
 �puisque

k�Nk� � k� � ��N����x�k� � k�k�k�N��k�� �

k�d�dx��Nk� � � �puisque d�N�dx � ��N����x� � ��N����x �
�� et que �N���x� et �N���x � �� sont �a support dans ��� �� et ��� ��
respectivement� et en�n

k�N�� � �Nk�
� sup

x

��� Z ��N �x�� �N �x� y�� �N�����N��y� dy
��� � ��N �

�N converge donc uniform�ement vers une fonction up qui v�eri�e

supp up 	 ��� �� �

Z
up dx � 
 � et up � � � �up��x� �

En particulier
 up est en quelque sorte sa propre r�egularis�ee et est dans
C��

La fonction up jouit de nombreuses propri�et�es remarquables
 d�ecri�
tes dans ���� et ����� Par exemple
 il est clair que

��
�
d

dx
up�x� � �up��x�� �up��x� ��

et que up�x� 	 � sur ��� �� 
 up�
� � 
� �En e"et
 de ��
� on tire
que � � inf suppup
 et donc up�x� 	 � sur ��� 
� tandis que up�
� �

�
R �
� up�� t� dt � cup��� � 
�� On en conclut alors pour k � 


� � x � � et
dk

dxk
up�x� � � �

si et seulement si

x �
n 


�k��
�

�

�k��
� � � � �

�k � 


�k��

o
�

En fait c�est l�une des caract�erisations de up

Proposition � �Caract�erisation de up�� Chacun des probl�emes P
� �a

P!� a pour seule et unique solution la fonction up�
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P
� f � E �
 hf� 
i � 
 et f � �
�����

� � f��x�

P�� f � E �
 hf� 
i � 
 et df�dx � � f��x�� � f�x� ��

P�� f � C�
 supp f 	 ��� ��
 f�
� � 
 et pour tout k � 
 on a�

� � x � � et f �k	�x� � � �

si et seulement si

x �
n 


�k��
�

�

�k��
� � � � �

�k � 


�k��

o
�

P�� f � C�
 supp f 	 ��� ��
 f�
� � 



lim
n���

���n��	�n��	��kf �n	k� � � �

et� pour tout p � N 
 il existe fakg � C Z
 tel que

xp �
X
k�Z

akf
�
x� k

�p

�
�

P!� f � C�
 supp f 	 ��� ��
 f�
� � 



lim
n���

���n��	�n��	��kf �n	k� � �

et� pour tous k � 

 � � f
� �� � � � � �k � 
g


f �k	
� �

�k��

�
� � �

Quoique tous ces r�esultats aient �et�e prouv�es par V� A� et V� L�
Rvachev ����
 ����
 nous en donnerons la preuve �a titre d�introduction �a
la fonction up� Avant d�entamer cette preuve
 nous donnons le lemme
fondamental sur lequel repose une grande partie de la th�eorie de la
fonction up�

Lemme �� a� �Lemme d�encadrement� Soit n � � et soit An l�ensemble

des fonctions f qui v�eri�ent�

i� f � Cn et supp f 	 ��� ���
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ii� f �n	 est strictement monotone sur chaque intervalle �k��n� �k�

���n� �� � k � �n����

iii� Pour 
 � p � n et 
 � k � �p � 



f �p	
� k

�p��

�
� � �

iv� f�
� � 
�

Alors si f � An
 on a en tout point x

���� �n�x� � f�x� � hn�x� �

o�u �� � �
 h� � �
�����

et �n�� et hn�� sont d�e�nis par �n�� �
R x
�
Ln�t� dt

et hn�� �
R x
�
Hn�t� dt
 o�u�

� pour � � x � 
��
 Ln�t� � � �n�� t�
 Hn�t� � �hn�� t�


� pour 
�� � x � 

 Ln�t� � �hn�� t�
 Hn�t� � � �n�� t�


� pour 
 � x � ���
 Ln�t� � ��hn�� t���
 Hn�t� � �� �n�� t���


� pour ��� � x � �
 Ln�t� � �� �n�� t���
 Hn�t� � ��hn�� t����

En particulier� on a� si f� g � An� alors�

���� kf � gk� � khn � �nk� � �

�n
�

b� �Lemme d�extremalit�e� Soit �n le spline de degr�e n
 d�e�ni r�ecur�
sivement par

�� �



�
�
�����

et

�n�� �

Z x

�

���n�� t�� ��n�� t� ��� dt �

Alors �n�� � An et on a� pour tout f � An


���� kf �n��	k� � k��n��	
n�� k� �




�
��n��	�n��	��

et l��egalit�e n�a lieu que pour f � �n���

c� �Lemme de Majoration� Soit f � Cn�R� telle que f �n	 soit lip�
schitzienne et telle que f�k� � � pour tout k � Z et f �p	�k��p��� � �
pour tout k � Z et tout p � f
� � � � � ng� Alors on a

��!� kfk� � ���n���n��	�n��		��kf �n��	k� �
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Preuve du Lemme �� Il est imm�ediat que si f � An
 alors on a

f ��x� � f �
�


�

�
f���x� � f �

��

�

�
f���x� �� �

o�u f� et f� sont dans An��� L�id�ee est alors de d�emontrer ���� par
r�ecurrence� On commence par v�eri�er que si f � An� alors pour 
 �
p � n
 ff �p	�x� � � et � � x � �g si et seulement si

x �
n 


�p��
�

�

�p��
� � � � �

�p � 


�p��

o
�

par hypoth�ese
 puisque

f �n	
� k

�n��

�
� f �n	

�k � 


�n��

�
� �

et que f �n	 est strictement monotone sur ��k��n� ��k � 
���n� et sur
��k�
��n� ��k�����n�
 on voit que f �n	 ne s�annule pas sur �k��n��� �k�

���n��� et donc que f �n��	 y est strictement monotone� ce qui prouve
An 	 An�� et par r�ecurrence que les seuls z�eros de f �p	 sont les points
k��p���

Pour d�emontrer ����
 Rvachev introduit l�hypoth�ese de r�ecurrence
�Hn� suivante� �Si f � An� 
� � 	 � et x� � ��� �� v�eri�ent 
 �n�x�� �
f�x�� � � hn�x�� alors si x� � 
� on a 
 �n�x� � f�x� � � hn�x� pour
tout x � ��� x��
 et si x� � 

 on a 
 �n�x� � f�x� � � hn�x� pour tout
x � �x�� ����

H� est �evident� puisque �� � �� on a f�x� � 
 ���x� sur ��� ��� en
e"et f est croissante de � �a 
 sur ��� 
� et d�ecroissante de 
 �a � sur �
� ���
de m	eme si f�x�� � � h��x�� � �
 on a n�ecessairement f�x� � � sur
��� x�� si x� � 
� sur �x�� �� si x� � 
�

Montrons que �Hn� implique �Hn���� Comme 
 est centre de
sym�etrie du probl�eme �pour tout n on a f�x� � An si et seulement
si f�� � x� � An� �n�x� � �n�� � x� et hn�x� � hn�� � x��� nous
pouvons supposer x� � 
� On suppose donc f � An��� x� � 
 et

 �n���x�� � f�x�� � � hn���x��� Sur ��� 
�� f ��x� � f ��
��� g��x�
avec f ��
��� 	 � et g � An� On consid�ere ��x� � f�x� � 
 �n���x��
Cette fonction v�eri�e ��x�� � � et ���� � �� On note x� le point
de ��� x�� o�u � atteint son minimum� Si x� � � ou x� � x�� alors
� � � sur ��� x��� ce qu�il faut d�emontrer� Si � � x� � 
��
 alors
� � ���x�� � f ��
��� g��x����
 �n��x��� L�hypoth�ese �Hn� permet de
conclure que ���x� � � sur ��� x�� et donc ��x�� � ���� � �� De m	eme
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si 
�� � x� � 
� alors � � ���x�� � f ��
��� g��x�� � �
hn��x��
 de
sorte que ���x� � � sur �x�� 
� et donc ��x�� � ��x�� � �� En�n si
x� � 
��
 le m	eme argument s�applique si n � 
 � �� si n � �� �� n�est
pas d�erivable en 
��� cependant ���
��� � � et f�
��� 	 �
 de sorte que
��
��� 	 �� �Hn��� est donc d�emontr�ee
 le cas f�x�� � � hn���x�� se
traitant de fa(con analogue�

���� est alors imm�ediat� Pour n � �� nous avons d�ej�a vu que
� � f � �

�����
� Pour n � 
� on a f�
� � �n�
� � hn�
� et �Hn� entra	 ne

����� Pour v�eri�er que �n�
� � hn�
� � 
� il su�t de remarquer que
pour t � ��� 
� on a �n�t� � hn�
 � t� � 
� C�est vrai pour n � �� Par
ailleurs
 on a

�n���t� � hn���
� t� �

Z t

�

� �n��u� du�

Z ���

�

�hn��u� du

�

Z ��t

���

� �n��u� du

�

Z �

�

�n�u� du�

Z ���

�

hu�u� du

�

Z �

�

��n�u� � hn�
� u�� du � 
 � si t � 


�
�

En utilisant le fait que �n��� u� � �n�u� et donc

Z ��t

���

� �n��u� du �

Z ���

t

� �n�� v� dv

et de m	eme �n���t� � hn���
� t� � 
 si t � 
���

Pour d�emontrer a�
 il ne reste plus qu��a estimer k�n � hnk�� En
fait
 on va montrer que pour � � x � 
� �n�x� � hn�x � 
��n�� On
commence par remarquer que c�est vrai pour n � � ou 
� Par ailleurs

�n�x� � � pour x � ��� 
��n� et donc hn � 
 pour x � �
�
��n� 
�
��n��
On va montrer par r�ecurrence que �n�x� � �n�x� � hn�x � 
��n� est
nulle sur ��� 
�� En e"et
 on a�

� si � � x � 
��


��n���x� � � �n��x�� �hn

�
�x� 


�n

�
� ��n��x� � � �
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� si 
�� � 
��n�� � x � 



��n���x� �

��	�

�hn��x�� � �n

�
�x� 


�n

�
�

�hn��� �x�� � �n

�
�� �x�




�n

�
�

�



���n

�
�� �x �




�n

�
�

� �

� si 
�� � x � 
�� � 
��n��


��n���x� � �hn��x�� �hn

�
�x� 


�n

�
� �� � � � �

de sorte que �n�� � �n����� � ��
On remarque alors que

khn � �nk� �
���hn�


�

�
� �n

�


�

���� �

Z ���

�������n
�hn���� t� dt � �

�n
�

Le point a� est donc d�emontr�e�
Le point b� est quasiment imm�ediat� L�appartenance de �n�� �a An

est imm�ediate �il su�t d��ecrire �n�� � �
�����

� ��n��x� pour v�eri�er

que pour tout n � �

R
�n dt � 
 et donc pour tout n � 
� �n�
� � 
�

les annulations de �
�k	
n�� sont alors imm�ediates par r�ecurrence puisque

�
�k	
n�� � �k�

�k��	
n �� t� sur ��� 
� et � ��k�

�k��	
n �� t � �� sur �
� ���� De

m	eme il est imm�ediat que sur �k��n� �k � 
���n� 


�
�n��	
n�� � �k�n ��n��	�n��	��

o�u �k�n ne d�epend que de k et n et appartient �a f�
� 
g� Le spline �n��

est donc un spline parfait �i�e� un spline de degr�e n � 
 tel que��� dn��

dxn��
�n��

��� � cte

presque partout sur son support�� Il su�t alors de v�eri�er que si

supp f 	 ��� ��� kf �n��	k� � k��n��	
n�� k� et f �p	�k��p��� � � pour

� � k � �p alors jf�x�j � �n���x� en tout point et f�
� � �n���
� � 

si et seulement si f � �n��� Cela est �evident par r�ecurrence� Si n � ��
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on a jf �j � 
 presque pour tout et donc jf�x� � f�x��j � jx � x�j� on
prend x� � � pour x � ��� 
� et x� � � pour x � �
� �� et on obtient
jf�x�j � �
� j
� xj�� � ���x�� de plus on a

jf�
�j �
��� Z �

�

f ��t� dt
��� � Z �

�


 dt � 
 �

avec �egalit�e si et seulement si f ��t� � � presque pour tout sur ��� 
�
 o�u
j�j � 
 et � ne d�epend pas de t� on trouve donc f�
� � 
 si et seulement
si f � � 
 sur ��� 
� et �
 sur �
� �� 
 et donc si et seulement si f � ���

Maintenant
 si on suppose le r�esultat d�emontr�e pour n� il est facile
de le d�emontrer pour n � 
� En e"et
 puisque

k��n��	
n�� k� � �n��k��n��	

n�� k� �

on �ecrit f ��
�����

� g��x� et f ������� � h��x� �� et on peut appliquer la

propri�et�e au rang n �a g et h�

kg�n��	k� � ���n��	kf �n��	k� � � k��n��	
n�� k� �

et donc jf ��x�j � � j�n����x�j sur ��� 
� et � � j�n����x� ��j sur �
� ���
En particulier


jf�x�j �
Z x

�

��n���� t� dt � �n���x�

si � � x � 
� et

jf�x�j �
Z �

x

��n���� t� �� dt � �n���x�

si 
 � x � �� de plus
 l��egalit�e f�
� � 
 � �n���
� n�est possible que
si f � � ��n���� t� presque pour tout sur ��� 
� et f � � ��n���� t �
�� presque pour tout sur ��� ��� donc f � �n��� Le point b� est donc
d�emontr�e�

Le point c� est maintenant �evident� Puisque f �n	 est continue et
que f a un z�ero d�ordre �n � 
� aux points entiers
 on peut �ecrire

f �
��X

k���
fk�x� � k� �
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o�u fk est �a support dans ��� ��� f
�p	
k ����p��� � � pour 
 � p � n�


 � � � �n � 
 et fk�
� � �� f
�n	
k est lipschitzienne et kf �n��	

k k� �
kf �n��	k�� La fonction

#fk�� � �n�� � fk
k��n��	

n�� k�
kf �n��	k� � �

�o�u � 	 �� appartient �a An� de sorte que

k #fk�� � �n��k� � �

�n
�

Faisant tendre � vers �
 on obtient

kfk� � sup
k
kfkk� � �

�n
���n��	�n��	��kf �n��	k� �

Le Lemme � est donc d�emontr�e�

Preuve de la proposition �� On v�eri�e facilement que up est solu�
tion des probl�emes P
� �a P!�� En e"et
 on a

d

dx
up � �up��x�� �up��x� ��

et
supp up��x� 
 supp up��x� �� � f
g �

On en conclut��� dN

dxN
up
���
�

� �
��� dN��

dxN��
�up��x��

���
�

� �N
��� dN��

dxN��
up
���
�
�

et donc ��� dN

dxN
up
���
�

� ���N��	 ��N��	�N��	�� �

Il reste seulement �a v�eri�er que tout polyn	ome s��ecrit �a l�aide de trans�
lat�ees de up� On va montrer plus pr�ecis�ement
 pour p � N 
 pour
� � f�� � � � � pg


����
X
k�Z

� k
�p

��
up
�
x� k

�p

�
� �px� mod C ��� �X� �
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Pour p � �� ���� se r�eduit �a
P

k�Zup�x�k� � 
� ou encore �a cup��� � 

et cup��k�� � � pour k � Z�� ce qui est imm�ediat puisque

cup��� �

� e�i�

i �
cup��

�

�
�

Si ���� est vrai �a l�ordre p� cela l�est encore �a l�ordre p�
 pour � � � � pX
k�Z

� k

�p��

��
up
�
x� k

�p��

�
�
X
k�Z

� k
�p

��
up
�
x� k

�p

�
�
X
k�Z

� k
�p

��
up
�
x� 


�p��
� k

�p

�

�
�X

j��

� 


�p��

�j
Cj
�



X
k�Z

� k
�p

���j
up
�
x� 


�p��
� k

�p

�
� �px� � �p

�
x� 


�p��

��
mod C ��� �x�

� �p��x� mod C ��� �X� �

Pour � � p � 
� on utilise le fait que cup a un z�ero d�ordre p � � en
�p��k�
 k � Z�� puisque

cup��� �

p��Y
j��


� e�i���
j

i ���j
cup� �

�p��

�
�

la formule sommatoire de Poisson donne alors queX
k�Z

�
x� k

�p��

�p��

up
�
x� k

�p��

�
� Cte � 
p�� �

o�u 
p�� est une constante ne d�ependant pas de x� On obtient alors

� �

p��X
j��

Cj
p����
�jxp���jX

k�Z

� k

�p��

�j
up
�
x� k

�p��

�
mod C p �X�

� ��
�p��
X
k�Z

� k

�p��

�p��

up
�
x� k

�p��

�
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�

pX
j��

Cj
p����
�jxp���j �p��xj mod C p �X�

� ��
�p��
X
k�Z

� k

�p��

�p��

up
�
x� k

�p��

�
� ��
�p���p��xp�� mod C p �X� �

���� est donc prouv�e�
up est donc bien solution des probl�emes P
� �a P!�� Par ailleurs


les restrictions sur la taille des d�eriv�ees de f dans P�� ou P!� sont bien
n�ecessaires pour ne pas avoir d�autre solution que up� pour P��
 la
fonction

f � up� 

d

dx
up �

o�u 
 	 � est arbitraire
 v�eri�e supp f 	 ��� ���
R �
�
f dx � 
 etX

k�Z

� k
�p

�p
f
�
x� k

�p

�
�
X
k�Z

� k
�p

�p
up
�
x� k

�p

�
� 


d

dx

�X
k�Z

� k
�p

�p
up
�
x� k

�p

��
� �pxp mod C p�� �X� �

tandis que

lim
n���

kf �n	k�
��n��	�n��	��

� 
 �

Pour P!�
 la fonction f � up��x�
� v�eri�e supp f 	 ��� ��� f�
� � 
 et

f �k	
� �

�k��

�
� �kup�k	

� ��

�k��
� 

�

� � �

tandis que

kf �n	k� � �n�n�n��	�� �



�
��n��	�n��	�� �

Il reste maintenant �a v�eri�er l�unicit�e des solutions de P
� �a P!��

� Pour P
�
 c�est �evident� si f � � � � f��x�
 alors

	f��� � 	���� 	f
��

�

�
�

NY
j��

	�
� �

�j

�
	f
� �

�N��

�
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et donc

	f��� � 	f���
�Y
j��

	�
� �

�j

�
� 	f���cup��� �

� Pour P��
 on remarque que

d

dx
�� � � f��x�� � � f��x�� � f��x� �� �

de sorte que pour f � � il est �equivalent de dire que f � � � � f��x� ou
que

df

dx
� � f��x�� � f��x� �� �

� Pour P��
 on utilise le Lemme �� si f v�eri�e les hypoth�eses de P��

alors f � An pour tout n� Comme up � An� le lemme d�encadrement
donne que

kf � upk� � khn � �nk� � �

�n
�

Comme c�est vrai pour tout n
 f � up�

� Pour P��
 on commence par remarquer la chose suivante� si
� � C�c et si � est la fonction de support minimum dans V����� avec �
une fonction dans C�c v�eri�ant h��x � k�� �i � �k�� pour k � Z� alors
le fait que f � L�

loc s��ecrive

f �
X
k�Z


k ��x� k� � avec f
kg � C Z �

entra	 ne que

f �
X
k�Z

hf� ��x� k�i ��x� k� �

En particulier
 si 
 �
P

k�Z
k ��x� k�
 on obtient que


 � h
� �i
X
k�Z

��x� k� �

et donc que
P

k�d��dx��x� k� � �� cela entra	 ne que

d�

dx
� 
��x�� a��x� 
� �
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pour une fonction 
� � C�c 
 et donc que

	���� �

� e�i�

i �
	�����

pour une fonction �� � C�c � On a alors V��d��dx� � V������ A nouveau

si �� est la fonction de support minimum de V��d��dx� et si �� � C�c
v�eri�e D

��

�
x� k

�

�
� ��

E
� �k�� �

on a pour

f �
X
k�Z


k
d

dx
�
�
x� k

�

�
� f �

XD
f� ��

�
x� k

�

�E
��
�
x� k

�

�
�

Ainsi
 si en plus de 
 �
P

k�Z
k ��x� k� on a

x �
X
k�Z

�k �
�
x� k

�

�
�

on �ecrit


 �
X
k�Z

�k
d

dx
�
�
x� k

�

�
et on obtient �nalement

d

dx
�� � 
��x�� 
�

�
x� 


�

�
et en�n

	���� �

� e�i�

i �


� e�i���

i ���
	����� �

Cet argument s�it�ere �a l�in�ni et donne donc que si f v�eri�e les hy�
poth�eses de P��
 on a pour tout N � N 


	f��� �
NY
j��


� e�i���
j

�i ���j�
	fN����� �

avec fN�� � C�c � Le probl�eme est alors de montrer que

lim
N���

	fN����� � 
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ponctuellement� En notant f� � f 
 on a pour tout N 


fN�� �



�N

X
k��

d

dx
fN
�
x� k

�N

�
� � 


�N

X
k	�

d

dx
fN
�
x� k

�N

�
�

En particulier
 on a� supp fN�� 	 �inf supp fN � sup supp fN � 
��N � �
��� 
��N �
 de sorte qu�en fait on a

fN�� � �
������N �




�N
d

dx
fN � �

������N �
��N�N��	��

� d

dx

�N��

f �

et donc

	fN����� � ��N�N��	��

Z ���N

�

f �N��	�x� e�ix� dx �

Par ailleurs 	fN����� � 
 et donc

	fN������ 
 � ��N�N��	��

Z ���N

�

f �N��	�x� �e�ix� � 
� dx �

d�o�u

j 	fN������ 
j � ��N�N��	��

Z ���N

�

kf �N��	k� j�j
�N

dx

� ��N�N��	����Nkf �N��	k� j�j
�N

� ���N��	�N��	��kf �N��	k� � j�j

et on a bien limN��� j 	fN����� � 
j � �� En�n P!� est imm�ediat
 en
appliquant le Lemme � �lemme de majoration� �a f � up�

La Proposition � est donc d�emontr�ee�

Une propri�et�e amusante de la fonction up est que ses valeurs aux
points dyadiques sont rationnelles et ais�ement calculables� Ce qui en
permet la tabulation et partant le calcul de toutes les quantit�esZ �k��	��j

k��j
x�up�x� dx �
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Lemme �� Pour tous j � N 
 k � f
� � � � � �j�� � 
g
 up�k��j� � Q �

Preuve� On remarque d�abord que tous les moments

m� �

Z �

�

x�up�x� dx

sont �a valeurs rationnelles� En e"et
 on aZ �

�

x�up�x� dx � �
Z �

�

x���

�� 


d

dx
up�x� dx

�

Z �

�

��up��x� ��� �up��x��
x���

� � 

dx

�

Z �

�

up�t�
�� t � �

�

����

�
� t

�

����� dt

� � 


�



��

Z �

�

t�up�t� dt

�
���X
k��




� � 

Ck
���

�����k

����

Z �

�

tkup�t� dt �

Partant de
R �
�
up�x� dx � 

 on voit que

R �
�
t�up�t� dt � Q par induction

sur ��
On calcule alors up�k��j� par r�ecurrence sur j �a l�aide des formulesX

k�Z

�x� k

�j

�j
up
�x� k

�j

�
�

Z � x
�j

�j
up
� x

�j

�
dx � �jmj �

Partant de up�
� � 
� on voit alors qu�on peut calculer les valeurs
up���k � 
���j��� pour 
 � k � �j�� �a l�aide des valeurs up�k��j�


 � k � �j�� � 

 en r�esolvant le syst�eme de �j�� �equations �a �j��

inconnues�

�S�

������������������	�����������������


pour � � � � j
 pour 
 � r � �j��


������X
k��

��r � 


�j��
�

k

��

��
up
��r � 


�j��
�

k

��

�
� ��m� �

�j��X
k��

��k � 


�j��

�j��

up
��k � 


�j��

�

� �j��mj�� �
�j����X
k��

� k
�j

�j��

up
� k

�j

�
�
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Il reste �a v�eri�er que le syst�eme est de Cramer� Mais les �j �equations
correspondant �a � � � permettent d�exprimer up���r� 
���j�� � 
� en
fonction de up���r�
���j��� �
 � r � �j� et �S� devient alors pour ces
valeurs up���r � 
���j��� �
 � r � �j��

�S��

����������������������������������	���������������������������������


pour � � � � j
 pour 
 � r � �j��


����X
k��

���r � 


�j��
�

k

��
� 

��
�
��r � 


�j��
�

k

��

���

up
��r � 


�j��
�

k

��

�
� ���m� � m�

����X
k��

��r � 


�j��
�

k

��
� 

��
�

�jX
k��

���k � 


�j��
� 

�j��

�
��k � 


�j��

�j���j��

up
��k � 


�j��

�

� ��j��mj�� �
�j����X
k��

� k
�j

�j��

up
� k

�j

�

� m�

�jX
k��

��k � 


�j��
� 

�j��

�

�S�� se r�e�ecrit alors


�S���

������������	�����������


pour � � � � j � 

 pour 
 � r � �j����


������X
k��

��r � 


�j
�

k

��

��
up
��r � 


�j��
�

k

����

�
� c��r �

�jX
���

��k � 


�j

�j
up
��k � 


�j��

�
� cj �

o�u les c��r et cj sont des combinaisons lin�eaires des up�k��j� �a coe��
cients rationnels� On retrouve le syst�eme �S� au rang j �o�u les inconnues
up���k�
���j� sont remplac�ees par les inconnues up�
�� ��k�
���j�� et
par r�ecurrence sur j� on obtient bien que �S� est un syst�eme de Cramer�
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Nous pouvons maintenant pr�esenter le r�esultat le plus frappant de
Rvachev ����
 �����

Proposition � �S�erie de Taylor g�en�eralis�ee�� Pour � ��
� �� � on d�esigne

par K� l�espace de Banach

K� � ff � C��R� � sup
N

��N��N�N��	��kf �N	k� � ��g �

Alors l�application

f �� ff�k�gk�Z
�n

��N��N�N��	��f �N	
� k

�N��

�o
N���k�Z

est un isomorphisme de K� sur ���Z� N� � Z�� Autrement dit toute

fonction de K� se d�ecompose en

f �
X
k�Z

f�k����k�x� �
�X
N��

X
k�Z

f �N	
� k

�N��

�
�N�k�x� �

o�u �N�k est l�unique solution de� �N�k � K�
 �N�k��� � �N���k�� et� d

dx

�j
�N�k

� �

�j��

�
� �N�j ���k �

pour j � 
� La convergence de la s�erie a lieu uniform�ement sur tout

compact de R pour f ainsi que pour toutes ses d�eriv�ees�

Preuve� Notons S� l�application

f �� ff�k�gk�Z
�n

��N��N�N��	��f �N	
� k

�N��

�o
N���k�Z

�

Il est clair que S� est injective de K� dans ���Z� N� � Z�� En e"et

si S�f � �� le Lemme � �lemme de majoration� donne que pour tout n
on a

kfk� � �
��

�

�n��

��n�����n��	�n��	��kf �n��	k� �

Si f � K�� cela donne kfk� � C �����n�� o�u C ne d�epend pas de n et
donc f � ��

Nous allons montrer maintenant l�existence de l�unique �N�k � K�

telle que

S���N�k� � f�N�� �k��g��Z
�
f��j ��j�j��	���N�j �k��gj�����Z �
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Nous montrerons de plus que �N�k � VN �up� et que pour N � 
�

supp�N�k 	
h
� E

� �k
�N��

�
� 
� E

� k

�N��

�
� 

i
�

Nous allons construire �N�k par r�ecurrence sur N� Si N � �� on conna	 t
d�ej�a la solution� ���k � up�x � 
 � k�� Pour construire �N�k� une fois
connues les �j�k pour j � N� on part de l��egalit�e

dN

dxN
up
� 


�N

�
� �N�N��	��

et on proc�ede en trois �etapes�

� en notant IN�k l�intervalle

IN�k �
h
�E

� �k
�N��

�
� 
� E

� k

�N��

�
� 

i
�

on d�e�nit �N�k par

�N�k �
X

���N���IN�k et ��k
cN�k�� up

�
x� �

�N��
�




�N

�
�

o�u les cN�k�� sont choisis de sorte que� pour ���N�� � IN�k et k � �


dN

dxN
�N�k

� �

�N��

�
� �k�� �

C�est*�a�dire qu�on prend cN�k�k � ��N�N��	�� et pour � 	 k


cN�k�� � ���N�N��	��
���X
m�k

cN�k�m
dN

dxN
up
� ��m

�N��
�




�N

�
�

Les cN�k�� sont donc bien d�e�nis et on a

dN

dxN
�N�k

� �

�N��

�
� �k�� �

pour tous les points ���N�� � IN�k
 tandis que pour tout p 	 N et tout
� � Z


dp

dxp
�N�k

� �

�p��

�
� � �
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� On corrige alors �N�k en

�N�k � �N�k �
X

��IN�k
�N�k��������x�

�
N��X
p��

X
���p���IN�k

dp

dxp
�N�k

� �

�p��

�
�p���x� �

On a alors �N�k��� � � pour � � IN�k et

dp

dxp
�N�k

� �

�p��

�
� �N�p �k�� �

our p � 
 et ���p�� � IN�k� En particulier �N�k a un z�ero d�ordre in�ni
aux deux bornes de IN�k�

� Il su�t alors de poser� �N�k � �N�k �IN�k �

Bien s	ur
 on peut remplacer dans ce raisonnement IN�k par n�im�
porte quel intervalle I � IN�k �a bornes dans Z� On obtient alors �N�k �
�I �I avec �I � VN �up�� cela entra	 ne que �N�k � VN �up�� �En e"et si
�N est une fonction de VN �up� �a support minimal et si ��N � C�c v�eri�eD

��N
�
x� k

�N

�
� �N �x�

E
� ���� �

on utilise le projecteur

PNf �
X
�

D
f� ��

�
x� �

�N

�E
�
�
x� �

�N

�
sur VN �up�� Son noyau est proprement support�e de sorte que PN�N�k �
�N�k est imm�ediat��

Il reste �a d�emontrer la convergence dans C� �convergence uniforme
sur tout compact de fonctions et de leurs d�eriv�ees� vers une fonction de
K� de �X

N��

X
k�Z

cN�k �N�k

lorsque f��N��N�N��	��cN�kg � ���N� � Z�� Pour cela
 on va noter
KN�p le nombre

KN�p � sup
n���X

k�Z
cN�k

dp

dxp
�N�k

���
�

� sup
k
jcN�kj � 


o
�
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Comme ���k � up�x� 
 � k�� on a �puisque supp up � ��� ���

K��p � �
��� dp

dxp
up
���
�

� � 
 �p�p��	�� �

Nous allons alors estimer KN�p par r�ecurrence sur N � On commence
par remarquer que si f � K� v�eri�e pour tout p � p� et tout � � Z


dp

dxp
f
� �

�p��

�
� �

alors

f �
X
�

f������� �

p���X
p��

X
�

f �p	
� f

�p��

�
�p�� �

�En e"et la convergence de

g �
X
�

f������� �

p���X
p��

X
�

f �p	
� �

�p��

�
�p��

est imm�ediate
 la s�erie �etant localement �nie� Par ailleurs
 l�appar�
tenance de g �a K� est imm�ediate� il su�t de remarquer que �p���x�
� �
�p����p���x�
 de sorte que les estimations de taille sur les d�eriv�ees de g
sont imm�ediatement uniformes� En�n f � g puisque S��f� � S��g���
On remarque �egalement que si f � K� alors �df�dx��x��� � K�� si
g � �df�dx��x��� on a

��� dN

dxN
g
���
�

� ��N
��� dN��

dxN��
f
���
�

� ��N C �N����N��	�N��	��

� �C ��N �N�N��	�� �

On note alors �N �
P

k�ZcN�k �N�k� Si N � �� on a

����

d�N
dx

�



�N

X
k�Z

cN�k ��N���k��x�

�
X
k




�

d�N
dx

��k � 


�

�
�up��x� � k� �
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Cela nous donne���dN�N
dxN

���
�
�
��� dN��

dxN��
X
k�Z

cN�k �N���k
���
�

� �N�N��	�� sup
k

���

�

d�N
dx

��k � 


�

���� �
Par ailleurs on a

�N �k� � 
�� �N �k�� � �

�

Z k���

k�

d�N
dx

dx

�



�

d�N
dx

��k� � 


�

�
�

Z k���

k�




�N

X
k�Z

cN�k ��N���k��x� dx �

ce qui donne���

�

d�N
dx

��k� � 


�

���� � �

�N

���X
k�Z

cN�k �N���k
���
�
�

Le Lemme � �lemme de majoration� permet alors d��ecrire

���X
k�Z

cN�k �N���k
���
�
� ���N�N�N��	��

��� dN��

dxN��
X
k

cN�k �N���k
���
�
�

Au total
 on a donc obtenu

KN�N � KN���N��
�


 � �N�N��	�� �

�N
���N�N�N��	��

�
� KN���N��

�

 �


�

�N

�
�

On obtient donc

KN�N �
NY
j��

�

 �


�

�j

�
K��� � C� �

�Y
j��

�

 �


�

�j

�
K��� �
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Par ailleurs K��� � 
 et K��� est bien �ni puisque

K��� �
���d����

dx

���
�

�
���d����

dx

���
�

�
���d����

dx

���
�
�

On a donc montr�e

���� sup
N�N

KN�N �
�Y
j��

�

 �


�

�j

�

K��� � C� �

L�estimation de KN�p est alors facile�

� si p � N� on note

+N�p � �N�N��	�� ��p�p��	��KN�p

et en utilisant �a nouveau ���� on obtient

KN�p � �p�NKN���p�� � �p�p��	�� 
�

�N
��N�N��	��KN���N��

et donc

+N�p � +N���p�� �

�

�N
C� � +N�p�� � 
�C�

NX
N�p��




�r
�

Par ailleurs
 le Lemme � �lemme de majoration� donne que

KN�p�� � KN�p�N�p � ���N�p	��N�p	�N�p��	��

et donc +N�p�� � � ���N�p	C�� Au total

���� KN�p � ��N�N��	�� �p�p��	�� ���N�p	 !C� � pour � � p � N �

� Si p 	 N 
 on remarque que

dN

dxN

�X
cN�k �N�k

�
�
X
��Z

� dN

dxN

X
cN�k�N�k

�� �

�N

�
up��Nx � 
� ��

et donc �en utilisant que up�x� et up�x � �� sont �a supports disjoints�

���� KN�p � �KN�N ��N�N��	�� �p�p��	�� � pour p � N �
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On conclut alors que si ��N��N�N��	��jcN�kj �M 
 on a

��� dp

dxp

X
N

X
k

cN�k �N�k

���
�
�

�X
N��

KN�pM �N�N�N��	��

�M
X
N	p

�C� �p�p��	���N

� M
X
p�N

!C� �p�p��	���N���N�p	

� C�M �p �p�p��	��
�

�
X
���

����!
X
���

��
�

���
�

La Proposition ! et donc d�emontr�ee�

Nous allons maintenant d�ecrire l�analyse multi�r�esolution non�stati�
onnaire engendr�ee par up �d�ecrite dans �

� par N� Dyn et A� Ron��

Proposition �� a� Soit upk la fonction de support minimum dans

Vk�up� normalis�ee par inf supp upk � � et cupk��� � 
� Alors on a

cupk��k�� �
�
� e�i�

i �

�kcup��� ���
�

cupk��k�� �
�Y
j��

mj�k

� �

�j

�
avec mj��� �

�
 � e�i�

�

�j
�����

En particulier� up engendre une analyse multir�esolution non�station�

naire normale�

b� Soit )k le projecteur orthogonal de L� sur Vk�up�� Alors pour

tout N � �
 il existe une constante CN 	 � telle que� pour tous k � N 

f � HN

���� kf �)kfk� � CN ��kNkf �N	k� �

En particulier� la fonction up a un ordre d�approximation in�ni�

Preuve� a� On a

cup��� �
�Y
j��

	�
� �

�j

�
�
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Par ailleurs
 on sait que

	���� �
�Y
j��

�
 � e�i���
j

�

�
�

On obtient donc

cup��� �
�Y
j��

� �Y
���


 � e�i���
j��

�

�
�

�Y
���

�
 � e�i���
�

�

��
�

Le regroupement des termes �etant autoris�e par le fait que si j�j � �


��X
j��

�X
���

���Log

 � e�i���

j��

�

��� � �� �

En particulier


cup��� �
kY

j��

mj

� �

�j

�
	
k���

avec

	
k �
�Y

j�k��

mj

� �

�j

�
�

On v�eri�e facilement que 
k � Vk�up� 
 L�
comp� �Il su�t de v�eri�er que

si � � L�
comp v�eri�e

P
��
�k��x� k� � �
 alors 
 d�e�ni par

	
��� � 	����
�


 � e�i�

v�eri�e 
 � V���� 
 L�
comp� en fait on a � � �
�x� � 
�x � 
����
 ou

encore


 � �
�X
�

��x � k� � ��
��X
��

��x � k� �

On a alors 
 � L�
loc
 supp 
 compact
 donc 
 � L�

comp et 
 � V������ De
plus 
k est de support minimal dans Vk�up�� on peut utiliser le crit�ere
d�A� Ron ���� qui dit que � est le support minimum dans V���� si la
fonction enti�ere 	��z� �

R
��x� e�izx dx n�a pas de z�ero �complexe� ���

p�eriodique� Ce crit�ere est �evident� si � n�est pas de support minimum


� �

k�X
k�

ak ���x� k� et 	��z� �
� k�X

k�

ak e
�ikz

�
	���z� �
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si � par contre est de support minimum et si � � C�c v�eri�e h�� ��x�
k�i � �k�� alors X

k�Z
	��z � �k�� 	��z � �k��

converge uniform�ement sur tout compact de C vers la fonction 
�

Nous avons donc prouv�e ����
 et donc que fVk�up�gk�� est normale�
��
� se d�eduit imm�ediatement de ���� en mettant �
 � e�i����k en
facteur dans mj�k����

b� l�estimation ���� est relativement imm�ediate� On �ecrit f �
fk � gk o�u

	fk � �
������

� �

�k

�
	f �

On a

kgk �)kgkk� � � kgkk� � � ��k���Nkf �N	k� �
Par ailleurs
 on a

k)kfkk���



��

Z ��

��

���X
��Z

	fk�� � � �� �k�cupk�� � � �� �k�
�����X

��Z
jcupk�� � �� � �k�j�

�� jcupk���j� d�

�



��

Z ��k

���k
j 	fk���j� jcupk���j�X

��Z
jcupk�� � �� � �k�j�

d� �

et donc

kfk � )kfkk�� � kfkk�� � k)kfkk��

�



��

Z ��k

���k
j 	fk���j�

X
����

jcupk�� � �� � �k�j�X
��Z

jcupk�� � �� � �k�j�
d� �

On �ecrit

cupk��� �
�
� e�i���

k

i���k

�kcup� �

�k

�
�
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d�o�uX
����

jcupk�� � �� � �k�j�X
�

jcupk�� � �� � �k�j�
�
X
����

jcupk�� � �� � �k�j�
jcupk���j�

�
X
����

��� �

� � �� � �k

����k jcup����k � �� ��j�
jcup����k�j� �

Si j�j � � �k
 alors




jcup����k�j � sup
j�j��




jcup���j � ��

tandis que
j�j

j� � �� � �kj �
j�j

�� �k � j�j � 


et j�j
j� � �� � �kj �

j�j
�� �k � j�j �

j�j
� �k

�

On obtient donc pour k � N 


kfk � )kfk�� �



��

Z ��k

���k
j 	f���j�

� j�j
��k

��N



sup
j�j��

X
����

jcup�� � �� ��j�

inf
j�j��

jcup���j� d�

� CN ���kNkf �N	k�� �
La Proposition � est donc d�emontr�ee�

En fait
 non seulement l�approximation par up et ses translat�ees est
spectrale
 mais elle est de plus optimale� Plus pr�ecis�ement
 Rvachev a
�etudi�e l�approximation des fonctions ���p�eriodiques par des translat�ees
�p�eriodis�ees� de up�x���� Rappelons que si B est un espace de Banach
et si A est une partie de B
 le diam�etre de Kolmogorov dn�A�B� est
d�e�ni par

dn�A�B� � inf
Vn�B

dimVn�n

sup
a�A

inf
v�Vn

ka� vkB �
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C�est la mesure de la meilleure approximation possible de A par des
vecteurs choisis dans un sous�espace de dimension n� On notera EB

�A� V � la quantit�e supa�A infv�V ka� vkB �
Les ���p�eriodis�ees de up��x � 
��k���� forment un espace de di�

mension �k��
 not�e Upk� Rvachev montre alors �����

� si B � L� et AN � ff � HN �R���Z� � kf �N	k� � 
g
 il existe
k��N� tel que pour k � k��N�
 EL��AN � Upk� � d�k���AN � L

���

� Si B � L� et #AN � ff � CN���R���Z� � f �N	 � L� et
kf �N	k� � 
g
 alors

lim
k���

EL�� #AN � Upk�

d�k��� #AN � L��
� 
 �

Comme le souligne Rvachev
 les approximations optimales pour ces
diam�etres de Kolmogorov sont r�ealis�ees par les polyn	omes trigonom�etri�
ques ou par les fonctions splines� Cependant les polyn	omes trigonom�e�
triques n�o"rent pas de bonnes propri�et�es de localisation spatiale �puis�
que leur support est R���Z tout entier� tandis que les splines ont un
ordre d�approximation �ni� La fonction de Rvachev combine les deux
aspects �support compact
 approximation spectrale� tout en �etant op�
timale �pour l�approximation de HN � ou asymptotiquement optimale
�pour l�approximation de CN ��

On peut aussi �etudier l�interpolation par des translat�ees de up�
Plus pr�ecis�ement
 Rvachev montre que VN �up� contient une interpo�
lante ,N telle que

�k�� �

��	�

,N

� k

�N

�
� si N est pair �

,N

��k � 


�N��

�
� si N est impair �

Il s�int�eresse alors �a l�op�erateur d�interpolation

INf �

����	���

X
k

f
��k�

�N

�
,N

�x
�
� k

�N

�
� si N est pair �

X
k

f
��k � 


�N��
��
�

,N

�x
�
� k

�N

�
� si N est impair �

Il montre que l�on a
 si f � CM �R���Z�


kf � INfk� � CM

 � logN

�NM
kf �M	k�
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�alors que l�interpolation aux �N�� points �k���N 
 � � k � �N 
 par un
polyn	ome trigonom�etrique ne donne une qualit�e d�approximation que
de l�ordre de N kf �M	k���NM ��
�� on passe donc d�une estimation
d�erreur

�NMkf � INfk�
kf �M	k�

de l�ordre de N � Log� �N �a l�ordre de LogN � Log Log� �N ��

�� La base de Berkola��ko et Novikov�

En 
���
 V� Berkola� ko et I� Novikov ont introduit une modi�cation
de la fonction de Rvachev pour obtenir une base orthonormale de L��R�
compos�ee d�ondelettes non stationnaires C� �a support compact ����
Cette construction a �et�e �egalement introduite par A� Cohen et N� Dyn
en 
��� ���
 dans le cadre des travaux de N� Dyn sur les analyses multi�
r�esolutions non stationnaires� L�id�ee est de remplacer dans la formule
���� le �ltre

mj��� �
�
 � e�i�

�

�j
�qui est le �tre d��echelle du B�spline de degr�e j � 
� par le �ltre de
Daubechies

mj��� �
�
 � e�i�

�

�j
�j���

o�u �j �
Pj��

k�� �j�k e
�ik� est tel que jmj���j� � jmj�� � ��j� � 
� En

e"et
 ce �ltre conduit �a une fonction d��echelle qui a le m	eme ordre
d�approximation que le spline de degr�e j� 
 mais qui de plus engendre
une base orthonorm�ee d�ondelettes �a support compact�

Proposition �� Soient fmNgN�� des �ltres de Daubechies� avec

mN ��� �
�
 � e�i�

�

�N
QN �e�i�� �

o�u QN � R�X�
 degQN � N � 

 QN �
� � 
 et

jmN ���j� � jmN �� � ��j� � 
 �
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On d�e�nit alors pour N � �
 %N et -N par les formules

	%N ��� �
�Y
j��

mN�j��� �����

	-N ��� � e�i���mN��

� �
�

� �
�

	%N��

��
�

�
���!�

Alors

i� %N et -N sont C� �a support compact� supp %N 	 ��� �N � ��

supp -N 	 ��N�N � ���

ii� La famille f�N��%N ��Nx� k�gk�Z est une base orthonorm�ee de

VN �%��� �En particulier %N ��Nx� est de support minimal dans VN �%��
et %� engendre une analyse multi�r�esolution non�stationnaire normale��

iii� La famille f�N��-N ��Nx � k�gk�Z est une base orthonorm�ee

de VN���%�� 
 VN �%��

� En particulier� la famille f%��x � k�gk�Z�

f�N��-N ��Nx� k�gN���k�Z est une base orthonorm�ee de L��R��

iv� %� a un ordre d�approximation in�ni� Plus pr�ecis�ement� pour

tout s � R et tout f � D��R�
 f appartient �a l�espace de Sobolev Hs�R�
si et seulement si Ns�f� � �� o�u

Ns�f��
�X
k�Z

jhf�%��x�k�ij��
��X
N��

X
k�Z

�Nsjhf� �N�� -N ��Nx�k�ij�
����

et les normes kfkHs et Ns�f� sont �equivalentes�

Preuve� La convergence du produit in�ni ���� est imm�ediate� En e"et

nous avons kmNk� � 
 et degmN � �N � 

 de sorte que l�in�egalit�e
de Bernstein nous donne kdmN�d�k� � C N 
 et donc���mN�j

� �

�j

�
� 

��� � C

N � j

�j
j�j �

comme �X
j��

�N � j�



�j
� N � � � �� �

le produit converge� Par ailleurs
 chaque produit �ni est born�e par 
�
la convergence a donc lieu dans S �� Par la transformation de Fourier
inverse
 on voit que %N est un produit in�ni de convolution de sommes
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de masses de Dirac� le j�i�eme terme du produit de convolution a son
support contenu dans ��� ��N � �j � 
���j�
 de sorte que supp %N 	
��� �N � ���

Par ailleurs
 puisque jmN ���j� � jmN �� � ��j� � 
 pour tous N et
�
 les fonctions �N�p d�e�nies par

���� 	�N�p��� � �
������

� �

�p

� pY
j��

mN�j

� �

�j

�
engendrent des familles orthogonales f�N�p�x�k�gk�Z� Comme 	�N�p �
	%N quand p � �� �la convergence �etant ponctuelle�
 la preuve de la
Proposition � se r�eduit aux estimations suivantes

j	�N�p���j � C�j�j��jLog �j �����

j	-N ���j � Dkj�jk � pour k � N � k � N � 
 �����

o�u C� et 
 sont des constantes positives ne d�ependant ni de N ni de p

et o�u Dk ne d�epend pas de N �

���� est �evident si j�j � ��� ��� on �ecrit j	�N�p���j � 
� Si j�j �
��� ��
 on note � l�entier �� ��� tel que �� �� � j�j � ���� ��� Si p � �

	�N�p��� � �� Si p � � � 

 on a

j	�N�p���j �
���Y
j��

���mN�j

� �

�j

���� � AN�����BN����� �

o�u

AN����� �
���Y
j��

���
 � e�i���
j

�

���N�j

et BN����� �
���X
j��

jQN�j�e
�i���j �j �

AN�� se majore facilement du fait que pour j�j � �����
 j sin ��������j �
������j�j������


AN����� �
���Y
j��

���
 � e�i���
j

�

���N �Y
k��

��� ���Y
j�k��


 � e�i���
j

�

���
�
��� sin �����

���� sin ��������

���N �Y
k��

��� sin ����k���

�����k sin ��������

���
�
� �

j�j
�N �Y

k��

�k�

j�j
� ���N �������	�� �
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Pour BN��
 on part de la formule de Daubechies pour jQN �e�i��j ���

jQN �e�i��j� �
N��X
k��

Ck
N�k��

�
� cos �

�

�k
�

Berkola� ko et Novikov ont remarqu�e que
 puisque Ck
N�k�� � Ck

N�k si

k � N � 

 on a jQN �e�i��j � jQN���e�i��j pour tous N et �� Par
ailleurs
 le contr	ole de QN �e�i��QN�e��i�� est classique

jQN �e�i��QN �e��i��j � jQN ��
�QN �e��i����j � �N���� �N�� �

En e"et


AN �X� �
N��X
k��

Ck
k�N��

�
�X

�

�k
d�ecro	 t sur ��
� 
�� de plus on a toujours cos � � �
�� ou cos � � � �
��

de sorte que

jQN �e�i��QN�e��i��j � jQN ��
�QN �e��i����j �
Par ailleurs
 si X � �� on a

AN �X� � ��N��
�
�X

�

�N���
�X

�X
�

il su�t d��ecrire que Ck
N�k�� � Ck��

N�k�� donc que

Ck
N�k�� � �k�N�� CN��

�N�� � ��N�� �k�N�� �

cela donne jQN ��
�j � �N���� et jQN �e��i����j � �N��� Cette estima�
tion sur AN �X� donne �egalement lorsque cos � � �


jmN ���j�
�
 � cos �

�

�N��
�
� cos ��N�� �N����


p� cos �
�

j sin �jNp
� j cos �j �

L�estimation de BN�� est alors facile� En e"et
 si � � � q
 on �ecrit

jBN�����j �
���QN���e�i����

qY
r��

Q�r���N �e�i���
�r

�Q�r���N�e�i���
�r��

�
���

� �N����

qY
r��

�N��r���� �N���r����

� ��
p

��N���������	�� �N���� ���� �
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tandis que si � � � q � 
 on �ecrit

jBN�����j �
qY

r��

��QN��r�e
�i����r���QN��r�e

�i����r �
��

�
qY

r��

�N��r���� �N���r

� ��
p

��N����	�������	����	�� ������	�� �

On obtient dans tous les cas

jBN�����j � ��
p

��N����	�� ��
p

������	����	��

et donc

jAN��BN��j � ���N ��
p

��N����	�� ��
p

������	����	�� �������	�� �

Comme � � ��
 �� � ���� � � ��
! et donc

jAN��BN��j �
� ��

p
��
���

�

��N�p�

�

�����
����
 ������ ��

p
����� �

Comme 
 � ��
p

��
����� est � 
 �car 
�� � �
 ������� � �
���� �
��
�
����� et

p
��� � 

 on a en choisissant 
 � log �

p
������ �et


 	 ��

jAN��BN�����j � C 
�Ne���
�

�

o�u C ne d�epend ni de N 
 ni de �� Comme � � log �j�j�����log�
 on a

j	�N ���j � C
� j�j

��

��NLog ����	�Log �� j�j
��

���Log �j�j���	��Log�	�
�

���� est donc d�emontr�e�
���� est imm�ediat� En e"et
 si j�j � 

 on a j	-���j � 
� Si j�j � 



on a j��� � �j � ������ ����� �d�o�u cos �� � �� � �
���� on �ecrit alors

j	-N ���j �
���mN��

��
�

� �
���� � j sin �����jN��p

� cos �����
�
� j�j

�

�N��

�
� j�j

�

�k
�

La Proposition � est alors facile �a �etablir� i� et ii� sont imm�ediats� Le
point iii� est facile �a v�eri�er� si f� g � VN �%��


	f��� � F
� �

�N

�
	%N

� �

�N

�
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et

	g��� � G
� �

�N

�
	%N

� �

�N

�
�

on a alors

hf� gi � �N
Z �

��
F ���G���

d�

��
�

On applique ceci �a f � -N�� et �a g � %N���x� k� ou -N���x� k��
En�n
 la caract�erisation de Hs est ais�ee �a �etablir� En utilisant ����

et ����
 on v�eri�e que pour tout k � N

sup
N��

sup
�

X
p�Z

j� � �� pjkj	-N �� � �� p�j� � �� �

sup
N�k��

sup
�

X
p�Z

j� � �� pj�kj	-N �� � �� p�j� � �� �

Cela entra	 ne que
 si ,s est l�op�erateur d,sf � j�js 	f 
 on a pour s � R
et N � �s

k,sQNfk� � Cs �NskQNfk� �
o�u

QNf �
X
k

�N hf�-N ��Nx� k�i-N ��Nx� k� �

En particulier
 on a

jh,sQNf�,
sQN �fij � jh,s
�QNf�,

s��QN �fij
� �Ns �N

�s ��jN�N
�jkQNfk�kQN �fk�

et cela entra	 ne

kfkHs � C kNsfk� � C�kP�fk�� �
�X
�

�NskQNfk������

�o�u P� est le projecteur orthogonal sur V��%���� L�in�egalit�e inverse
s�obtient alors par dualit�e�

Remarque� On obtient facilement que

lim
N���

j	%N ���j �

���	��


 � si j�j � � �


p
�
� si j�j � � �

� � si j�j 	 � �
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En particulier
 par le th�eor�eme d�Ascoli
 cela entra	 ne que

lim
N���

inf
x�

Z
jx� x�j� j%N �x�j� dx � �� �

Ainsi
 le support num�erique de %N tend vers l�in�ni� Cela entra	 ne des
di�cult�es pour d�ecrire les propri�et�es d�analyse fonctionnelle de la base
de Berkola� ko et Novikov�

Dans les sections suivantes
 nous allons d�ecrire des analyses multi�
r�esolutions non�stationnaires o�u les fonctions d��echelle non�stationnaires
auront un bon comportement global en espace et en fr�equence�

�� Analyse multi�r�esolution quasi�stationnaire�

Le manque de contr	ole du comportement asymptotique des fonc�
tions %N de Berkola� ko et Novikov provient de ce que les �ltres de
Daubechies ont un mauvais comportement asymptotique lorsque N �
��

lim
N���

jmN ���j �

�����	����


 � si j�j � �

�
�


p
�
� si j�j �

�

�
�

� � si
�

�
� j�j � � �

La situation estdi"�erente lorsque les �ltres convergent dans C��R���Z�

De�nition� Une analyse multi�r�esolution quasi�stationnaire est l�ana�

lyse multi�r�esolution non�stationnaire fVk�%��gk�� associ�ee �a une fonc�

tion %� qui v�eri�e

i� 	%���� �
Q�

j��mj����j��

ii� mj est un polyn	ome trigonom�etrique �a coe
cients r�eels tel que

�X
j��




�j
degmj � �� �

iii� mj converge dans C��R���Z� vers une fonction m� qui est

un �ltre d��echelle associ�e �a une fonction d��echelle r�eguli�ere ���

iv� Pour j assez grand� mj��� � � et mj��� � 
�
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En fait
 seules les propri�et�es de m� d�eterminent les propri�et�es de
l�analyse multi�r�esolution�

Th�eor
eme � �Deuxi�eme th�eor�eme d�approximation�� Soient fmjgj��
des fonctions de C��R���Z� v�eri�ant les hypoth�eses suivantes�

i� mj converge dans C��R���Z� vers le �ltre d��echelle m� d�une

fonction d��echelle r�eguli�ere ���

ii� Pour j assez grand� mj��� � 
 et mj��� � ��

Alors

a� Les fonctions 	%j��� �
Q�

���mj��������
 j � �
 sont C� et de

carr�e int�egrable� De plus leurs transform�ees de Fourier inverses %j sont

�a d�ecroissance rapide dans L� et convergent rapidement vers �� dans

L��

b� De m	eme si 
 	 �
 si �� � H��� pour un � 	 � et si pour

j assez grand on a ��p���p�mj��� � � pour � � p � �
�
 les %j sont

�a d�ecroissance rapide dans H� et convergent rapidement vers �� dans

H��

c� Si tous lesmj sont �a valeurs positives ou nulles� si 
 	 �
 si ���
B�����
� pour un � 	 � et si pour j assez grand on a ��p���p�mj���

� � pour � � p � ��
��� � 

 alors les %j sont �a d�ecroissance rapide

dans B���
� et convergent rapidement vers �� dans B���

� �

d� Tous les mj v�eri�ent jmj���j�� jmj�����j� � 
 si et seulement

si toutes les familles f%j�x � k�gk�Z sont des familles orthonormales�

�i�e� h%j�x� k��%j�x� ��i � �k����

e� Si tous les mj sont �a valeurs positives ou nulles� alors tous les

mj v�eri�entmj����mj����� � 
 si et seulement si toutes les fonctions

%j sont interpolantes� �i�e� %j�k� � �k����

f� Si tous les mj sont des polyn	omes trigonom�etriques et si

�X
j��

�degmj

�j

�
� �� �

alors toutes les %j sont �a support compact et pour j assez grand f%j��
jx

� k�gk�Z est une base de Riesz de Vj �%���

Remarques� a� Parmi les propri�et�es qui ne peuvent pas se lire sur
m�
 on peut se demander dans f� si %j��x� est de support minimum
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dans Vj �%��� C�est bien s	ur le cas si %j est interpolante �cas e�� ou
orthogonale �cas d���

b� Contrairement au cas de la fonction up �

�
 on a un contr	ole de

sup
k�kk���

���X
k

�k %j�x� k�
���
�

inf
k�kk���

���X
k

�k %j�x� k�
���
�

�

uniforme en j �pour j assez grand�� en e"et
 cette quantit�e est donn�ee
par

sup
�

�X
k

j	%j�� � �k��j�
����

inf
�

�X
k

j	%j�� � �k��j�
����

et on montre facilement que
P

k j	%j�� � �k��j� converge uniform�ement
vers

P
k j 	���� � �k��j��

Preuve� La preuve de a�
 b�
 c� est similaire �a celle du Th�eor�eme 


demandant juste un peu de pr�ecautions oratoires pour tenir compte de
la non�stationarit�e�

On v�eri�e facilement que 	%j est C�� En e"et
 si V est un voisinage
compact de �� � R� on a sur V 
 Remj�������� � 
�� pour � assez grand�
il su�t de remarquer que

jmN ����mN ���j � sup
k

��� d
d�

mk

���
�
j�j �

On a alors ���Logmj��

� �
��

���� � � sup
k

��� d
d�

mk

���
�
j�j
��

et pour p � 
��� dp
d�p

Logmj��

� �
��

���� � �


�

��p
�pp'

� pX
q��

sup
k

��� dq
d�q

mk

���
�

�p
�

Cela assure que
P

���� Logmj�������� est C� sur
o

V 
 et il en va de
m	eme pour

	%j �
Y

���	��
mj��

� �
��

�
e
P

����
Logmj������

�	 �
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Cette d�emonstration permet �egalement de voir qu�il existe C et M � �
tels que pour tout j et tout � on ait� j	%j���j � C �
 � j�j�M � Par
convergence domin�ee
 cela entra	 ne la convergence de %j vers �� dans
Hs pour s � �M �
�� et dans B���

� pour � � �M �
� Pour terminer
la d�emonstration de a�
 b�
 c�
 il su�t de v�eri�er que dans le cas b� on
a
 pour � � �� � min f�� �
� � 
� 
g pour tout k � N 


sup
j
kxk%jkH���� � ��

et dans le cas c� on a
 pour � � �� � min f�� ��
��� � �� 
g pour tout
k � N 


sup
j
kxk%jkB������

�
� �� �

Bien �evidemment
 on peut se restreindre �a j � j� et �ecrire�

� dans le cas b�


mj��� �
�
 � e�i�

�

�N
�j���

�j � j� ou j � ��� o�u N � �
� � 
� on a �j � �� dans C��R���Z�
et si

	+j �
�Y
k��

�j�k

� �
��

�
�

on a

	%j �
�
� e�i�

i �

�N
	+j

et le probl�eme est alors de montrer que

sup
j
kxk+jkH��N��� � �� �

� dans le cas c�


mj��� �
�
 � cos �

�

�N
�j��� �

o�u N � ��
��� � � et

	%j �
�� �
� cos ��

��

�N
	+j
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et le probl�eme est de montrer que

sup
k
kxk+jkB���N�����

�
� �� �

Nous traitons le cas b�
 le cas c� se traitant de mani�ere totalement
analogue �en �etudiant la norme kxk+jkB���N������

�

�� Nous cherchons �a

estimer

Ij�k �

Z
j�j��

j�j��������N
��� �k
��k

	+j���
���� d� �

ou encore �puisque 
 � �� �N � ��

#Ij�k �
�X
���

Z
j�j�����

�
 � j�j���������N
��� �k
��k

	+j���
���� d�

� C
�X
���

������������N sup
�

X
j����pj�����

��� �k
��k

	+j�� � �� p�
���� �

On note alors

Mj�k����� �
X

j����pj�����

��� �k
��k

	+j�� � �� p�
���� �

Si k � �
 on a

Mj��������
����j��

��
�

�����Mj��������
��

�

�
�
����j��

��
�

��
�����Mj��������

� �
�

�
� Tj�� � Tj�� � 
 
 
 � Tj���Mj������� �

o�u Tj est l�op�erateur de transition associ�e �a �j 
 i�e� Tj est d�e�ni par

Tjf �
����j� �

�

�����f��
�

�
�
����j��

�
� �

�����f��
�

� �
�
�

Par positivit�e des op�erateurs Tj et contr	ole uniforme des 	+j sur �����
���
 on obtient

jMj�������j � C Tj�� � Tj�� � 
 
 
 � Tj���
���� �

Par ailleurs
 si � est choisi de fa(con �a ce que �N���� � � � �N����
�

� on
sait qu�il existe Q tel que kTQ��
�k� � �Q� si maintenant �� est choisi
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de fa(con �a ce que � � �� � �N����
�

� on aura qu�il existe j� tel que si
j � j� on a

kTj�� � Tj�� � 
 
 
 � Tj�Q�
�k� � ��Q

et cela entra	 ne
 pour tous j et �


kMj����k� � C ���

et donc #Ij�� � C
P�

� ����
�����N

�� � ���
On traite de m	eme Mj�k��� on a

�k

��k
	+j �




�k

kX
���

C�
k

��

���
	+j��

� �
�

� �k��

��k��
	�j��

� �
�

�
�

d�o�u

jMj�k�����j
� 


��K��
Tj���Mj���k��������

� � k
kX

q��




�k
�Cq

k��
����m�q	

j��

� �
�

�����Mj���k�q����
� �

�

�
�
���m�q	

j��

��
�

��
�����Mj���k�q����

��
�

��
��

�

Par r�ecurrence
 on suppose montr�e que jMN�q�L���j � C �L pour q � k
o�u C� � ne d�ependent ni de N ni de L et max f
� �N����g � � � �N���
On a alors

jMj�k�����j � 


��k��
Tj���Mj���k�������� � C ���� �

ce qui donne

Mj�k����� �
� 


��k��

��
Tj�� � Tj�� � 
 
 
 � Tj���Mj���k���

� C
���X
q��

Tj�� � 
 
 
 � Tj�q�
�
���q��

���k���q
�

Or nous savons montrer que pour tous j et � on a

kTj�� � Tj�� � 
 
 
 � Tj���
�k� � C ��
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et par ailleurs supj kMj�k��k� � ��
 de sorte que

kMj�k��k� � C
� 


��k��

��
� ����

���X
q��




���k���q
� C � �� �

Nous avons donc prouv�e

sup
j
kxk%jkH��� � �� �

Les points d� et e� sont relativement �evidents� D�emontrons par exemple
d�� Si %j et %j�� sont orthonormales �au sens que les familles f%j�x�
k�gk�Z et f%j���x� k�gk�Z le sont�
 alors mj�� v�eri�e


 �
X
k�Z

j	%j�� � � �k��j�

� jmj�����j�
X
k�Z

j	%j���� � �k��j�

� jmj���� � ��j�
X
k�Z

j	%j���� � � � �k��j�

� jmj�����j� � jmj���� � ��j� �
Inversement
 supposons que jmj���j� � jmj�� � ��j� � 
 pour tout ��
d�esignons par K un compact d�Albert Cohen associ�e �a m�� pour tout
p
 la fonction �N�p
 d�e�nie par

	�N�p��� �

pY
j��

mN�j

� �

�j

�
�
K

� �

�p

�
�

v�eri�e
h�N�p�x�� �N�p�x� k�i � �k��

par ailleurs
 on a

j	�N�p���j � j	%N ���j 


inf
��K

j	%N�p���j �

comme 	%N�p converge uniform�ement vers 	�� sur K et que infK j 	��j 	
�
 on peut appliquer la convergence domin�ee� �N�p � %N dans L�

quand p� ��
 de sorte qu�on a bien

h%N �x��%N�x� k�i � �k�� �
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En�n
 le point f� est �evident
 d�apr�es la remarque qui suit le Th�eor�eme
��

Les th�eor�emes 
 et � donnent deux r�esultats d�approximation d�une
fonction d��echelle par d�autres fonctions d��echelle �stationnaires pour le
Th�eor�eme 

 non�stationnaires pour le Th�eor�eme ��� La section suivante
d�ecrit de telles approximations�

�� Polyn�omes de Bernstein� fonctions d	�echelle interpolantes

et ondelettes de Kharkov�

Le point ii� de la Proposition � �qui caract�erise les �ltres des
fonctions d��echelle interpolantes ��a transform�ee de Fourier positive��
et le point e� du Th�eor�eme � �qui caract�erise les �ltres associ�es �a
une suite quasi�stationnaire de fonctions d��echelle interpolantes non�
stationnaires� ont ramen�e l��etude de ces �ltres �a celle des fonctions m�

v�eri�ant�

i� m� � C��R���Z�
 m���� � m�����

ii� m���� � 
 et m���� � � pour tout �


iii� m���� � m��� � �� � 
 pour tout �


iv� m� v�eri�e le crit�ere d�Albert Cohen�

Il est alors facile de v�eri�er que les conditions i� �a iii� �equivalent �a
m���� � F ��
 � cos ����� o�u

j� F � C����� 
��


jj� F �
� � 
 et F �t� � � pour t � ��� 
�


jjj� F �t� � F �
� t� � 
 pour tout t � ��� 
��

Le cas o�u m� est un polyn	ome trigonom�etrique est particuli�erement
simple� la condition jjj� s��ecrit pour F 
 si degm� � N 


���� F �t� �
NX
k��

�N�k C
k
N tk�
� t�N�k � avec �N�k � �N�N�k � 
 �

C�est��a�dire que F se repr�esente particuli�erement facilement dans la
base des polyn	omes de Bernstein de degr�e N �
�
 �
��
 �����
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Notation� Nous noterons PN la classe des polyn	omes F de degr�e � N
v�eri�ant F �t��F �
�t� � 
 �ou encore qui admettent une d�ecomposition
���� dans la base des polyn	omes de Bernstein avec �N�k � �N�N�k��
Nous noterons P�

N la classe des �el�ements de PN pour lesquels on a de
plus �N�� � � et pour 
 � k � N� � � �N�k � 
�

Remarquons que si m���� � F ��
 � cos ����� avec F � P�
N alors

m� v�eri�e automatiquement les propri�et�es i� �a iv�� �Le crit�ere d�Albert
Cohen est automatiquement v�eri��e puisque dans ce cas m� ne s�annule
qu�en ��� La famille P�

N fournit donc une classe de �ltres d��echelle
associ�es �a des fonctions d��echelle interpolantes �a support compact �con�
tenu dans ��N�N ���

De plus
 si m� v�eri�e les propri�et�es i� �a iv�
 on peut �ecrire gr	ace au
lemme de Riesz m���� � jm����j� o�u m� est un polyn	ome trigonom�etri�
que ��a coe�cients r�eels� associ�e �a une fonction d��echelle orthogonale �a
support compact �� �o�u �orthogonale� signi�e que la famille f���x �
k�gk�Z est orthonormale�� Ainsi
 P�

N est associ�ee �a une classe de �ltres
d��echelle orthogonaux�

Parmi les �ltres d��echelle orthogonaux
 les plus connus sont les
�ltres de Daubechies m���� � �N ���
 d�e�nis ��� par deg�N � �N � 


j�N ���j� v�eri�e i� �a iv� et �N se factorise par ��
 � e�i�����N��� On a
alors

j�N ���j� � FN

�
 � cos �

�

�
o�u FN � P�

�N��� plus pr�ecis�ement on a

���� FN �t� �
�N��X
k�N��

Ck
�N�� t

k�
� t��N���k �

C�est��a�dire que

��N���k �

��	�


 � si k 	




�
��N � 
� �

� � si k �



�
��N � 
� �

FN peut se caract�eriser de plusieurs fa(cons� Nous venons de l�introduire
comme le seul �el�ement de P�N�� qui a un z�ero d�ordre au moins N � 

en �� C�est aussi le seul polyn	ome de degr�e �N � 
 qui v�eri�e F �t� �
O �tN��� et F �
 � t� � 
 � O �tN���� cette description correspond aux
�ltres maximalement plats de Herrmann �
���
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Une autre caract�erisation est li�ee �a la r�egularit�e des fonctions d��e�
chelle associ�ees�

Proposition �� Pour F v�eri�ant les propri�et�es j�
 jj�
 jjj� et le crit�ere

d�Albert Cohen pour

m���� � F
�
 � cos �

�

�
�

on note ��F � le nombre ��F � � sup f
 	 � � j�j� 	� � L�g o�u 	� est

donn�ee par

	���� �
�Y
j��

m�

� �

�j

�
�

Alors�

i� F � P�
�N�� v�eri�e ��F � � maxG�P�

�N��
��G� si et seulement si

F � FN �

ii� Pour tout � � �
��� 
��� il existe � 	 � et N� 	 N tel que

pour N 	 N� si F � P�
N et v�eri�e �N�k � � pour � � k � �N 
 on a

��F � � �N �

Preuve� i� est presque �evident� On remplace ��F � par

���F � � sup
n

 	 � �

n
�k� 	�

�
�k

��

�

�o
k��

� ���N�
o
�

Il est clair que ��F � � ���F �� par ailleurs

��� 	���k
��

�

���� �
��� 	����

�

����F�


�

�k
de sorte que ���F � � �LogF �
���� log �� en�n
 d�apr�es un r�esultat de
Cohen et Conze ��!��
 ��FN � � ���FN ��

i� se ram�ene donc �a v�eri�er� pour F � P�
�N��
 F �� FN 
 on a

F �
��� 	 FN �
����
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Mais ceci est �evident


F
�


�

�
� FN

�


�

�
�

NX
k��

��N���k C
k
�N��



��


�

�k��

�

��N���k
�
�


�

��N���k��

�

�k�
�

NX
k��

��N���k C
k
�N��

�


�

�k��

�

��N���k



�


�
�


�

��N����k�
�

On a donc F �
���� FN �
��� 	 � si l�un des ��N���k �� � k � N� est
� �� Le point ii� est assez simple� On factorise dans F �t� un facteur
t��N � o�u � � �

m���� �
�
 � cos �

�

���N �

m����

et on obtient alors

	���� �
�� �
� cos ��

��

���N � �Y
j��

m�

� �

�j

�
�

Le produit in�ni se contr	ole ais�ement
 comme nous l�avons fait d�ej�a
plusieurs fois
 pour j�j � �


��� �Y
j��

m�

� �

�j

���� � sup
j�j���

��� �Y
j��

m�

� �
�j

����� j�j
�

�log km�k�� log �

et donc on a

��F � � � ��N �� log km�k�
log �

�

Il faut donc estimer km�k� � sup��t���F �t��t��N ��� On �ecrit

F �t�

t��N �
�

NX
k���N ���

�N�k C
k
N tk���N � �
� t�N�k

�
NX

k���N ���

Ck
N tk���N � �
� t�N�k
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�
NX

k���N ���

C
��N �
N

C
��N �
k

C
k���N �
N���N � t

k���N � �
� t�N�k

� sup
����N ��k�N

C
��N �
N

C
��N �
k

�
C
��N �
N

C
��N �
����N �

�

On utilise alors la formule de Stirling pour �ecrire pour k � 





C�

�k
e

�kp
k � k' � C�

�k
e

�kp
k �

d�o�u

km�k� � C�
NN

�N � ��N ��N���N �

�
 � ��N �� ��N ������N ����N �

�
 � ��N ������N �

� C�

�


� ��N �

N

�N���N �

� ��N �� ��N �

N

���N ���N �

� ��N �

N

���N �

� C�

� ��� �����

�
� �������

�N
et donc

��F � �
�

� � � 


log �
log

��� �����

�
� �������

�
N � O �
� �

de sorte que ii� est prouv�e si on peut choisir � tel que

�� 	
��� �����

�
� �������
�

Cela est possible puisque quand � � �� on a

�� � 
 � � log � � O ���� �

��� �����

�
� �������
�

�

� �

�

����
�
� �������

�
�
� � � O �����

�
� � � O ����� �
 � � log� � O �����

� 
� � log� � O ���� �
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Comme �� 	 

 on a log � 	 � log� et ii� est d�emontr�e�

Remarque� La d�emonstration du point ii� est bas�ee sur une id�ee
classique ������ Cependant si on factorisait tous les z�eros �� � ��
comme dans le cas classique
 on ne pourrait pas conclure� il faudrait
�� 	 
���
���������� Mais on a � �
��� � 
�� d�o�u ��� �
����� � 

tandis que 
��
������� 	 
� M	eme dans le cas � � 
��
 qui correspond
aux �ltres de Daubechies
 la factorisation totale ne permet pas de con�
clure lim inf B�FN ��N 	 � mais seulement lim inf ��FN �� logN 	 ��
Pour obtenir lim inf ��FN ��N 	 �
 il faut alors une �etude plus �ne deQ�

j��m�����j��

Bien �evidemment
 les polyn	omes de Bernstein peuvent nous per�
mettre d�approximer des fonctions� Nous obtenons alors le th�eor�eme
suivant�

Th�eor
eme 
 �Approximation des fonctions d��echelle interpolantes��
Soit m� � C��R���Z� une fonction qui v�eri�e

i� m���� � m����� � � pour tout �


ii� m���� � 



iii� m���� � m��� � �� � 
 pour tout �


iv� m� satisfait le crit�ere d�Albert Cohen


et soit �� la fonction d��echelle interpolante r�eguli�ere associ�ee �a

m��
Pour N � 

 on d�e�nitmN 
 �a l�aide de la fonction F� � C����� 
��

d�e�nie par

m���� � F�
�
 � cos �

�

�
�

par la formule suivante

��
� mN ��� �

NX
k��

F�
� k
N

��
 � cos �

�

�k�
� cos �

�

�N�k
�

Alors�

a� Pour tout N 
 mN � P�
N et donc mN d�e�nit une fonction d��eche�

lle interpolante �a support compact �N �

b� mN � m� dans C��R���Z� quand N � ���
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c� �N converge rapidement vers �� dans L��

d� Si 
 � 
 et si �� � B�����
� pour un � 	 �
 alors il existe N�

tel que pour N 	 N�
 �N � B���
� et �N converge rapidement vers ��

dans B���
� �

e� Si m� est identiquement nulle sur un voisinage de �
 la conclu�

sion d� est valable pour tout 
 	 ��

f� De m	eme les fonctions d��echelle non stationnaires %N � d�e�nies
par

	%N ��� �
�Y
j��

mN�j

� �

�j

�
�

sont �a support compact� interpolantes et convergent rapidement vers

�� dans L�
 et dans B���
� si 
 � 
 et �� � B�����

� pour un � 	 �

et dans B���

� si 
 	 �
 �� � B�����
� pour un � 	 � et m� est

identiquement nulle sur un voisinage de ��

Ce Th�eor�eme � n�est bien s	ur qu�un th�eor�eme fant	ome
 il s�agit
d�une simple application des th�eor�emes 
 et � et de la th�eorie des ap�
proximations par les polyn	omes de Bernstein� Rappelons pour m�emoire
que si F � C����� 
�� les polyn	omes de Bernstein

NX
k��

F
� k
N

��
 � x

�

�k�
� x

�

�N�k
convergent vers F dans C����� 
���

Cette construction d�interpolante non�stationnaire nous permet a�
lors d�introduire l�interpolante de Kharkov
 en hommage �a la ville d�o�u
proviennent et les polyn	omes de Bernstein ��� et la fonction de Rvachev�
L�interpolante de Kharkov sera construite �a partir d�une interpolante
de Lemari�e�Meyer �
��
 d�esign�ee �egalement dans la litt�erature sous le
nom d�interpolante de Littlewood�Paley�Meyer� on prend une fonction
F� � C����� 
�� telle que�

i� F��t� � �


ii� F��t� � F��
� t� � 



iii� F��t� � � pour jtj � 
���
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Un exemple de telle fonction peut 	etre d�e�nie par

F��t� �

������	�����


 � si t � �

�
�

up
�

� t� 


�

�
� si




�
� t � �

�
�

� � si t � 


�
�

ou encore �d�dt�F��t� � �up�� t�
�� La fonction d��echelle �� associ�ee
�a

m� � F�
�
 � cos �

�

�
v�eri�e alors supp 	�� 	 ������� ����� de sorte que �� appartient �a la
classe de Schwartz S�R�� L�interpolante de Kharkov associ�ee �a F� est
la fonction %� d�e�nie par

	%���� �
�Y
N��

mN

� �

�N

�
�

o�u mN est d�e�nie par ��
��

Th�eor
eme � �Interpolante de Kharkov�� Soit F� une interpolante

de Lemari�e�Meyer �de fonction d��echelle ���
 %� son interpolante de

Kharkov et plus g�en�eralement f%NgN�� les fonctions d��echelle inter�

polantes non�stationnaires associ�ees

�
	%N ��� �

�Y
j��

mN�j

� �

�j

��
�

On d�esigne par IN l�op�erateur d�interpolation

IN �f� �
X
k�Z

f
� k

�N

�
%N ��Nx�k� �

X
k�Z

�N hf� ���Nx�k�i%N ��Nx�k�

et par -N 
l�ondelette de Kharkov� -N � %N����x� 
�� Alors

i� %N � C�c pour tout N et %N � �� dans S�R� quand N � ���

ii� IN et IN�� � IN sont des projecteurs




Fonctions d
echelles interpolantes ���

iii�

�IN�� � IN �f

�
X
k�Z

�
f
��k � 


�N��

�
�
X
��Z

f
� �

�N

�
%N

�


�
� k � �

��
-N ��Nx� k�

�
X
k�Z

�N hf� �N��Nx� k�i-N ��Nx� k� �

o�u

�N � �
�
x� 


�

�
�
X
��Z

%N

�


�
� �
�
��x � �� �

iv� Si p� q � �
���� et s 	 
�p alors pour f � D��R� les trois

assertions suivantes sont �equivalentes�

K
� f � Bs�p
q 


K�� I�f � Lp et

k�Nsk�IN�� � IN �fkLp�R	k�q�N	 � �� �

K�� X
k�Z

jf�k�jp � �� �

et����N�s���p	
���f��k � 


�N��

�
�
X
�

f
� �

�N

�
%N

�


�
�k��

����
�p�k	

���
�q�N	

� �� �

Preuve� i� Le point i� est une cons�equence directe du Th�eor�eme ��

ii�� le fait que IN est un projecteur de C�R� �fonctions continues
sur R� sur nX

k�Z
ak%N ��Nx� k� � fakgk�Z� C Z

o
� VN

est �evident� Le fait que IN�� � IN est un projecteur revient �a ce que
IN�� �IN � IN �IN�� � IN � mais IN�� �IN � IN car VN 	 VN�� �par
construction de %N � tandis que IN � IN�� � IN est �evident puisque
IN��f et f co� ncident sur Z��N��
 donc sur Z��N �
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iii� est �evident

�IN�� � IN �f �
X
k�Z

�
f
� k

�N��

�
� INf

� k

�N��

��
%N����N��x� k� �

Nous arrivons au point iv�� Remarquons d�abord que l��equivalence entre
K�� et K�� est imm�ediate� il su�t de v�eri�er qu�il existe une constante
C� telle que pour tout N on ait

����



C�

�X
k�Z

j�kjp
���p

�
���X
k�Z

�k%N �x� k�
���
p
� C�

�X
k�Z

j�kjp
���p

�

Pour cela on note +N la fonction duale de %N

	+N ��� �
	%N ���X

k�Z
j	%N �� � �k��j�

�

Il est imm�ediat que +N � S et que +N � �� dans S quand N � ��

o�u

	�� �
	��X

k�Z
j 	���� � �k��j�

�

On a alors���X
k�Z

�k%N �x� k�
���
p
�
�X
k�Z

j�kjp
���p���X

k�Z
j%N �x� k�j

���
�
�

�X
k�Z

j�kjp
���p

� sup
k�kk�p���

���DX
k

�k%N �x� k��
X
k

�k+N �x� k�
E���

�
���X

k

�k%N �x� k�
���
p

���X
k�Z

j+N �x� k�j
���
�
�

���� est alors imm�ediat�

K�� implique K
� est assez facile et plusieurs arguments peuvent
s�appliquer� Par exemple
 on prend une fonction d��echelle orthogonale
phi de Lemari�e�Meyer et psi son ondelette associ�ee� On sait �
�� que
l�on a���X

k�Z
�k phi �x� k� �

�X
N��

X
k�Z

�N�k psi ��Nx� k�
���
Bs�p
q

� Cs�p�q
�k�kkp � k�N�s���p	k�N�kk�p�k	 k�q�N	

�
�
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pour tous s � R et p� q � �
����� par ailleurs l�op�erateur T d�e�ni sur
S par �

T �phi �x� k�� � %��x� k� � k � Z �
T �psi ��Nx� k�� � -N ��Nx� k� � N � �� k � Z �

est un op�erateur pseudo�di"�erentiel exotique appartenant �a la classe
S���
� � son symbole est donn�e par

��x� �� � cphi ���
X
k�Z

	%��� � �k�� eikx

�
�X
N��

cpsi
� �

�N

�X
k�Z

	-N

� �

�N
� �k�

�
ei�

Nkx �

Or la classe S���
� op�ere contin	ument sur Bs�p

q pour tout s 	 � ���� et
donc K�� implique K
� est prouv�e�

Il reste �a prouver K
� implique K��� Par dualit�e
 cela revient �a
v�eri�er que �en notant p� � p��p� 
� et q� � q��q � 
��

����

��� X
�k�Z

�k ��x� k� �

�X
N��

X
k�Z

�N�k �N ��Nx� k�
���
B�s�p

�

q�

� Cs�p�q
�
k�kkp� � k�N��s���p�	k�N�kk�p� �k	k�q� �N	

�
�

Pour cela
 on va v�eri�er que si � � �
�p alors il existe C
�p�q 	 � tel
que pour tout N 	 �� et toute suite f�N�kg on ait

����
���X
k�Z

�N�k �N ��Nx� k�
���
B��p�

q�

� C
�p�qk�N�kk�p��N����p��
	 �

Supposons ���� �etabli et choisissons 
 	 � tel que �s � 
 � �
�p et
�xons N� 	 s � 
� On a alors

� pour N � N����X
k�Z

�N�k �N ��Nx� k�
���
Bs�p�

q�

� CNk�N�kk�p� �k	 �

il su�t d��ecrire kFk
B�s�p

�

q�
� kFk

B�s���p
�

p�
et de remarquer que la norme

de Bs���p
p est localisable ���� de sorte que�X

k�Z
jf�k�jp

���p
� Cs���pkfkBs�p

p
�
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� pour N � N�� on a pour � � �
���X
k�Z

�N�k �N ��Nx� k�
���
B�s���p

�

q�

� Ck�N�kk�p��N����p��s��	

� C �N��N � o�u �N � �q �

Si

� �
X
N�N�

X
k�Z

�N�k �N ��Nx� k� �
X
N�N�

�N �

la d�ecomposition de Littlewood�Paley � � S� � �
P

j�� &j � permet

facilement de montrer que � � B�s�p
�

q�

kS� �kp� �
X
N�N�

kS� �Nkp� � C
X
N�N�

��N��N � �� �

tandis que

k&j �kp� �
X
N�N�

k&j �Nkp�

�
X

N�N��N�j
k�NkB�s���p�

q�
�j�s��	

�
X

N�N��N�j
k�NkB�s���p�

q�
�j�s��	

de sorte que

��jsk&j �kp� � C
X
N

���jj�Nj �N

et donc f��jsk&j �kp�g � �q�j� si f�Ng � �q�N��
Il reste �a v�eri�er ����� C�est presque imm�ediat� En e"et
 si + est

�a d�ecroissance rapide dans B
���p�

q� 
 on a���X
k

�k +�x� k�
���
B��p�

q�

�
�X

k

j�kjp
�
���p�

C�+�

�ce quelque soit � � R�� En e"et
 c�est �evident si p� � q� par localisation�

si p� �� q� on �ecrit B
�p�

q� 	 B

�����p�

p� 	 B
���p�

q� � Si � 	 �
 on en conclut
que pour A � 
���X

k

�k +�Ax� k�
���
B��p�

q�

� C�+�
�X

k

j�kjp
�
���p�

A���p
��
 �
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Si � � �
 cela reste vrai pourvu que
R
xk+ dx � � pour � � k � ���� �

N�� dans ce cas on sait que + � �d�dx�N��� #+ o�u #+ est �a d�ecroissance

rapide dans B
���N����p�

q� � ���� est donc imm�ediat
 car les �N v�eri�ent

que pour tout p � N 
 fxp�Ng est une famille born�ee dans B
���p�

q� si
� � � � �
�p et de plus h�N � xpi � � pour � � p � N �

Le Th�eor�eme � est donc d�emontr�e�

Remarques� i� Si � � s � 
�p et si

k�N�s���p	k�N�kk�p�k	k�q�N	 � �� �

on a d�emontr�e que

�X
N��

X
k�Z

�N�k-N ��Nx� k�

d�e�nissait un �el�ement f de Bs�p
q � Cependant on ne peut �ecrire �N�k �

�N hf� �N ��Nx�k�i puisque �N �� �Bs�p
q ��� En particulier
 on peut avoir

une s�erie d�ondelettes convergeant vers � dans Bs�p
q avec des coe�cients

�N�k non nuls�

ii� Le probl�eme de l�interpolation des fonctions p�eriodiques d�ecrit
�a la �n de la section V est �evident ici� si f � Br��

� �R���Z� on a
kf � INfk� � C���N �r
 ce qui est mieux que pour le syst�eme de
Rvachev ou pour le syst�eme trigonom�etrique�

�� Le probl
eme de la phase�

Dans la section pr�ec�edente
 nous avons d�ecrit les fonctions d��echelle
interpolantes et leur approximation par des fonctions d��echelle inter�
polantes �stationnaires ou non�stationnaires� �a support compact�

Par int�egration par parties �
��
 nous pouvons de m	eme approximer
des fonctions d��echelle en bi�orthogonalit�e avec des fonctions splines�
en e"et dire que la fonction � est une fonction d��echelle r�eguli�ere en
dualit�e avec le B�spline N de degr�e k � 	N � ��
� e�i���i ��k��� revient
�a dire que la fonction %� d�e�nie par �d�dx�k��% � &k��� o�u &� �
��x � 
�� ��x�
 est une fonction d��echelle interpolante�

Il serait de m	eme utile de savoir approximer les fonctions d��echelle
orthogonales par des fonctions d��echelle orthogonales �a support com�
pact� Nous pourrions alors construire une base de Berkola� ko�Novikov
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sur le mod�ele de l�interpolante de Kharkov
 et obtenir des fonctions
d��echelle orthogonales non�stationnaires �a support compact qui con�
vergeraient dans S
 de sorte que la base d�ondelettes non stationnaires
serait une �base universelle� �au moins dans les �echelles Bs�p

q � F s�p
q � � � � �

�a l�instar des bases de Lemari�e�Meyer�
Nous butons alors sur un probl�eme� nous n�avons pas de descrip�

tion directe des �ltres d��echelle orthogonaux �a r�eponse impulsionnelle
�nie� C�est��a�dire que pour construire un tel �ltre m�
 on construit
d�abord jm����j� �qui est un �ltre d��echelle interpolant� puis on en
prend une �racine carr�ee polyn	omiale� gr	ace au lemme de Riesz� on
a alors m���� � jm����j e�i���	 o�u la phase � d�epend du choix des
racines qu�on a conserv�ees pour d�e�nir m�� Comment alors contr	oler
cette phase pour que la convergence de jm�j� entraine celle de m��

Ce probl�eme reste extr	emement d�elicat �a traiter� Il a motiv�e ��a c	ot�e
d�autres raisons� l��etude d�un cas particulier� les �ltres de Daubechies
mN ���� Pour lesquels on a

lim
N���

jmN ���j� �

�	
 
 � si j�j � �

�
�

� � si
�

�
� j�j � �� � � ��

�
�

Dans ce cas
 une �etude de la phase peut 	etre pouss�ee assez loin �
��

essentiellement parce que jmN ���j� est donn�e par

jmN ���j� � P�N��

�
 � cos �

�

�
�

o�u P�N�� est le polyn	ome de Bernstein associ�e �a la fonction analytique
par morceaux �

�������
� Mais nous ne disposons pas encore de r�esultats

applicables �a une interpolante de Lemari�e�Meyer�
Pour avoir une �base universelle�
 on peut
 au lieu de chercher �a

tout prix une base orthogonale
 scinder jm����j� en un produit m����
m���� en imposant le convergence dans C� de m� et de m�� On ob�
tiendrait alors une base bi�orthogonale d�ondelettes non�stationnaires
qui serait une �base universelle� et dont les fonctions d��echelle non�
stationnaires tendraient vers des fonctions d��echelle bi�orthogonales sta�
tionnaires�
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��� Filtres peu r�eguliers�

Comme nous l�avons expliqu�e ci�dessus
 la possibilit�e de d�ecrire
le comportement asymptotique de la phase des �ltres de Daubechies
tient �a la simplicit�e de la limite de jmN ���j�
 c�est��a�dire de la fonction
qui d�e�nit en retour les �ltres de Daubechies comme des polyn	omes de
Bernstein� Le point principal est que

d

dx
�
��������

� �
�
x� 


�

�
�

ce qui donne pour le polyn	omeX
k�N

Ck
�N��x

k�
� x��N���k � P�N���x�

la formule

d

dx
P�N���x� � �N � 
�CN��

�N��x
N �
� x�N �

de sorte que P�N�� s��ecrit simplement

P�N���x� �

Z x

�

��N � 
�'

�N '��
�t �
� t��N dt �

Par ailleurs
 les fonctions d��echelle �N h�eritent de la mauvaise local�
isation de fonction d��echelle �� associ�ee �a m� � �

���������� ��� �

�sin�x����x�� de sorte que

lim sup
N���

inf
x�

Z
jx� x�j� j�N �x�j� dx � �� �

On peut alors chercher �a adoucir la limite de mN tout en conservant
des propri�et�es remarquables pour cette limite
 a�n d�	etre en mesure
de contr	oler la phase� Une id�ee prometteuse est alors de prendre pour
jm����j� un spline par morceaux
 c�est��a�dire un exemple �el�ementaire
de fonction analytique par morceaux dont les d�eriv�ees se calculent
ais�ement� un tel choix o"re par ailleurs l�avantage de permettre des cal�
culs explicites sur les �ltres interpolants construits �a l�aide de polyn	omes
de Bernstein
 donc d��echantillonnages de jm����j�� Cependant
 la con�
vergence des �ltres ne peut plus avoir lieu dans C� et la convergence des
fonctions d��echelle ne peut plus 	etre rapide� Il faut alors reprendre toute
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la th�eorie ci�dessus d�evelopp�ee pour l�adapter aux �ltres peu r�eguliers
et aux fonctions d��echelle peu d�ecroissantes� � � A titre d�exemple
 nous
signalons que le lecteur int�eress�e trouvera dans �
!� une d�emonstration
du r�esultat suivant �qui g�en�eralise la Proposition 
��

Proposition �� Soit m� � H������R���Z� o�u � 	 � telle que m���� �

� m���� � m������ On note 	� la fonction

	���� �
�Y
j��

m�

� �

�j

�
et T� l�op�erateur agissant sur les fonctions ���p�eriodiques d�e�ni par

T�f �
���m�

��
�

�����f��
�

�
�
���m�

��
�

� �
�����f��

�
� �

�
�

Alors m� satisfait le crit�ere d�Albert Cohen et supN kTN� �
�k� � ��
si et seulement si �
 � jxj������� � L��R� et la famille f��x � k�gk�Z
est une base de Riesz d�un sous�espace ferm�e de L��R�� De plus pour

tout 
 	 
��
 jxj�� � L��R� si et seulement si m� � H��R���Z��
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