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Fonctions d’échelle interpolantes,
polynomes de Bernstein et

ondelettes non stationnaires

Pierre Gilles Lemarié-Rieusset

Résumé. La théorie de la convergence des fonctions d’échelle (non-
stationnaires) et ’approximation des filtres d’échelle interpolants a 1’ai-
de de polynomes de Bernstein, permettent la construction d’'une fonc-
tion d’échelle interpolante non-stationnaire aux propriétés d’approxima-
tion remarquables.

Abstract. The theory of convergence for (non-stationary) scaling func-
tions and the approximation of interpolating scaling filters by means of
Bernstein polynomials, allow us to construct a non-stationary interpo-
lating scaling function with interesting approximation properties.

0. Introduction.

Dans cet article, nous nous intéressons essentiellement a des dis-
tributions ¢ du type suivant: leur transformée de Fourier ¢, définie
formellement par
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1) B(€) = (i, €876) = / () e~ da

— 00

91



92 P. G. LEMARIE-RIEUSSET

est un produit infini
) (O = [ (5)
90 L ] 2] 9
J:

ou les fonctions m; vérifient pour deux constantes Cp > 1 et N > 0
indépendantes de j

ijCOO(R/Qﬂ'Z), m]‘(O):l,
(3)

Imjlloo < Co, ij < Cyj.
o0

[:

Sous les hypotheses (3), il est facile de voir que le produit infini
[T(5)
J 2,7 ’
j=1

converge ponctuellement, uniformément sur tout compact et dans S’ (R)
vers une fonction continue ¢ a croissance lente. Pour le vérifier, il suffit
d’écrire jV < Cn 27/2 et donc, pour |£] > /2,

B(6)] < ﬁmin{co, 1+ COCN('%)j}

j=1

+oo
< |£|210gC0/10g2 H(l + COCN2—j/2) )

J=0

En fait, il suffit de supposer que
— .| @
22 JH—ij < +o0,
d¢ o0
0
puisque pour |£|/27 assez petit

()] <02

Les produits infinis du type (2) avec m; = mg indépendants de j font
depuis 1986 'objet d'une étude intensive. Nous sommes alors dans le
cadre de "analyse multi-résolution de S. Mallat et Y. Meyer [20], [21], du
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moins lorsque ¢ est de carré intégrable et que la famille {¢@(x—k) }xez est
une base de Riesz d’un sous-espace fermé de L2(R). Les propriétés de la
fonction d’échelle ¢ en fonction du filtre d’échelle my ont été abondam-
ment décrites, en particulier celles qui décrivent la régularité de ¢ (A.
Cohen [4], A. Cohen et I. Daubechies [6], . Daubechies et J. Lagarias
[9], T. Eirola [12], L. Hervé [14], O. Rioul [23], L. Villemoes [30], par ex-
emple ...). Ces résultats forment ce que nous appellerons dans la suite
la “théorie classique” des ondelettes, dont nous rappellerons dans la Sec-
tion 2 quelques traits fondamentaux sur lesquels nous baserons la suite
de nos résultats. Le résultat principal (Proposition 2) indique, sous
I’hypothese que le filtre mq vérifie le critére d’Albert Cohen, 'existence
d’un indice oy €] — 00, +0] tel que pour s > gg, ¢ ¢ H® (espace de
Sobolev) et pour s < oy, @ est a décroissance rapide dans H® (i.e. pour
tout k € N, zFp € H*); ce résultat donne de plus le calcul de oy en
fonction des propriétés spectrales de I'opérateur de transition Ty associé
a my, et défini par

1€ = o (5)[1(5) + o5+ ) 5+ 7)-

Une premiere série de résultats, présentés dans la Section 3, concerne
le probleme de I'approximation de la fonction d’échelle ¢ par des fonc-
tions d’échelle plus simples ¢y (essentiellement, on demandera a ¢y
d’étre a support compact). La question étudiée est essentiellement la
suivante: comment 'approximation du filtre mg par des filtres my se
traduit-elle sur la qualité de 'approximation de ¢ par les fonctions
pn associées? Par rapport a la “théorie classique”, il s’agit donc es-
sentiellement d’un théoreme de dépendance continue par rapport aux
parametres, et il y aura donc besoin de peu d’innovation réelle pour
obtenir ces résultats. (La Section 3 contient donc des résultats orig-
inaux, dont la démonstration est tres courte et renvoie a la Section 2;
la Section 2 contient une présentation de résultats classiques refondus
pour étre immédiatement opérationnels dans les sections 3 et 7).

Le design de filtres d’échelle nous imposera parfois d’introduire
des filtres mpy dont la limite n’est pas C°° (par exemple, si my est
le N-iéme filtre de Daubechies [8], le filtre [my(£)|? converge vers la
fonction 27-périodique meo, valant 1 sur | —7/2,7/2[, 1/2 en £7/2 et 0
sur |7 /2, w]; le probléme de my lui-méme se complique encore de I’étude
de sa phase [16]). Nous discuterons brievement dans la Section 10 des
fonctions d’échelle a décroissance lente, correspondant a des filtres peu
réguliers.
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L’étude des produits infinis (2) avec m; dépendant de j est beau-
coup plus récente, et a été théorisée sous le nom d’analyse multi-résolu-
tion non-stationnaire [10]. La principale motivation de cette étude est
qu’elle permet 1'obtention de fonctions d’échelle (non-stationnaires) C'*°
et a support compact, ce qui n’est pas possible dans le cas stationnaire.
(Si ¢ est une fonction d’échelle de classe C, alors le diametre de son
support est au moins N + 2). Les exemples usuels de telles fonctions
d’échelle non-stationnaires sont la fonction de Rvachev up(x — 1) [26],
[11] et la base de Berkolaiko et Novikov [2], [7] qui permettent une
approximation spectrale des fonctions régulieres.

La fonction de Rvachev up(z) est encore mal connue du public
(mathématique) occidental, les principales références étant en russe ou
en ukrainien (dont le livre [27] paru en 1979). Nous en rappellerons
les principales propriétés dans la Section 5. (Cette section expose les
résultats de Rvachev. Nous avons préféré travailler dans R plutdt que
dans [—1,1]).

La seconde série de résultats, que nous présentons dans la Section
7, concerne les analyses multi-résolutions quasi-stationnaires. L’idée est
d’appliquer tout le mécanisme de 'analyse du comportement asympto-
tique des suites de filtres d’échelle développée dans la premiere série de
résultats a la suite m; qui intervient dans le produit (2). Nous verrons
que si la suite m; converge vers un filtre asymptote mq, la connaissance
des propriétés de mqo et de sa fonction d’échelle ¢, simplifie grande-
ment 1’étude de la convergence du produit infini (2) et de la taille et
de la régularité de la fonction d’échelle non-stationnaire ainsi définie.
(Avec la Section 3, c’est le principal résultat du papier).

La troisieme série de résultats (sections 7 et 8) concerne la con-
struction effective des suites de filtres approximant un filtre donné. La
construction est quasiment immédiate pour le cas des filtres associés a
des fonctions d’échelle interpolantes, et fait intervenir I’approximation
des fonctions par des polynomes de Bernstein. En particulier, nous
sommes a méme de construire une fonction d’échelle interpolante non-
stationnaire, ou “ondelette de Kharkov”, jouissant de propriétés d’ap-
proximation remarquables (cf. Théoréeme 4).

Le cas des fonctions d’échelle orthogonales est beaucoup plus com-
plexe, a cause du probleme de la phase. Nous essayerons ici de bien
poser le probleme, en réservant I’éventuelle solution a des travaux ultéri-
eurs.
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1. Décroissance et convergence rapides dans un espace local
de distributions.

Nous avons regroupé dans cette section quelques lemmes techniques
sur la convergence rapide (c¢f. Définition 2), qui nous seront utiles pour
vérifier les qualités d’approximation dans les théoremes des sections
suivantes. Nous avons choisi de présenter ces lemmes dans un cadre
axiomatique assez général (ce que nous appelons dans la Définition 1
un espace local de distributions), mais en réalité nous travaillerons avec
des espaces simples comme L2, L, H® ou B4L™ (¢’est-a-dire 1’espace
de Holder C* si a > 0 et a ¢ N, l'espace de Zygmund C? si o € N*).

Definition 1. Un espace local de distribution (ou E.L.D.) est un espace
de Banach E, continiment injecté dans D' (R), tel que

i) pour tout p € E et tout w € C°(R), wp € E,

ii) il existe Cy > 0 et Ny € N tel que, pour tout ¢ € E et tout
w € C avec suppw C [—1,1],

No

(4) lpwlls < Co S

p=0

dP
P

el

iii) pour tout ¢ € E et tout oy € R, p(x — xy) € E et il existe
Cpy >0 et Ny >0 tel que

() lo(z = z0)llz < C1(1 + | )M lelle -

pour tout p € E et tout g € R.

Definition 2. Soit E un E.L.D.

i) ¢ est a décroissance rapide dans E si pour tout entier k € N,
wFp e E.

ii) Une suite {¢n fnen est a convergence rapide dans E' si les ¢, sont
a décroissance rapide dans E, convergent dans E vers une distribution
@ et pour tout entier k € N, :Ekgon converge dans E vers :rkgo.

On dira de méme qu’une série ), -, @y est & convergence rapide si

les sommes partielles {d "7 @k fnen et {Z‘in ©k }nen sont & convergence
rapide.
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Lemme A (Lemme des blocs). Soit E un E.L.D.

a) Sisupp o C [k — 1,k + 1] pour tout k € Z, alors ), i est a
convergence rapide dans E si et seulement si la suite {||pk||g}rez est a
décroissance rapide (pour tout p € N, {kP||¢r||g}rez € £°°(Z)).

b) ¢ est a décroissance rapide dans E si et seulement si ¢ se

décompose en Y, ¢ avec supp oy C [k — 1,k + 1] et {||¢rllg}rez
a décroissance rapide.

¢) pour qu’une suite {¢p }nen converge rapidement dans E, il suffit
que {@n}nen converge dans E et que pour tout p € N, supy, ||[zPyr||le <
+00.

PREUVE. a) Le lemme est presque évident. Si {¢,} converge rapide-
ment dans E, il est clair que supy |[|2P¢||lg < +00. En particulier,
si Y ¢ converge rapidement, avec suppyr C [k — 1,k + 1], on a
supy, ||zP ||l < +oo. Mais si w est C°, vaut 1 sur [—1,1] et a son
support contenu dans [—2,2], on a, pour |k| > 3,

o = wi(z — k) 2P @ () avec wr = (x + k) Pw(z).
(4) et (5) permettent de conclure que
lekllz < Cp (1 + K> 7P laPor|l5 |
et donc que {||¢k||E} est & décroissance rapide. Inversement, si ||o|l g

est a décroissance rapide, on écrit 2P, = Op(z — k)pr avec wy =
(x + k)Pw(x); on a alors

l=”erllE < Cp (1 + K™ *P |||z

de sorte que Y ., ||7Pok||p < +o0. La série ) xP¢y converge dans F,
et converge vers zP > ¢y puisque E s’injecte dans D’. Le point a) est
donc prouvé.

b) est immédiat: si ¢ est a décroissance rapide, on prend v € C°
avec suppy C [—1,1] et D" v(x — k) = 1 et on pose pr = y(z — k).
Alors pour |k| > 3, on a

lelle = llv(z — k) 2 PaPollp < Cp (1+ [K))*M 7P ||2Po|

et {||¢k|lE} est a décroissance rapide.



FONCTIONS D’ECHELLES INTERPOLANTES 97

c) est tout aussi immédiat: si ¢, converge vers ¢, y(x — k) ¢p
converge vers y(x — k) p; or on a

1v(@ = k) enlle < Cp (1+ [K)*™ 77|20l -

Le point ¢) du Lemme A se généralise de la maniere évident sui-
vante:

Lemme B. Soient E, E,, Es trois E.L.D. tels que E1 N Ey C E et,
pour tout f € E1 N Ey

Iflle < Call £l 1115

pour un « €10,1[. Alors si {¢ntnen converge dans Ey et vérifie pour
tout p € N, sup,, ||[2P¢n||E, < +00, {¢n} converge rapidement dans E.

PREUVE. Méme démonstration: {y(z — k) ¢n }nen converge dans E
(puisque elle est de Cauchy dans E; et bornée dans E5); de plus

lv(@ = &) @nlle, < C 1+ kDM lenlle,

et
(= k) @nllz, < Cp (1+ [K)*M 72|20z, -

Lemme C. Soit E un E.L.D. et ¢ a décroissance rapide dans E.

a) Si @ = ¢ est une décomposition en blocs de ¢ (i.e. supp py
C [k — 1,k + 1] et la série converge rapidement dans E) alors si b €
C*(R) est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées (pour tout p €
N, il existe N > 0, (x| + 1)~ NdPb/dz? € L) la série > ;. (@k,b)
converge vers une somme indépendante du choix des blocs ¢y, et notée
(¢,b).

b) La transformée de Fourier de @, ¢(&) = {p, e'®%), est une fonc-
tion C'° a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées.

PREUVE. Remarquons d’abord que d’apres (4) on a: sisuppw C [—1,1]
et pe &

dPw
daP

[(pyw)]| < cmmﬁu

Loo(—1,1)
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en effet, on a pour 1 € FE avec supp¢ C [—1,1], [(,1)| < C||¢| g et
on utilise ceci pour ¥ = ¢ @. On en conclut que

@

dp.T Hoo ’

(o 0] < C (1+ KDY+ w3 || (1 + Jal)

de sorte que > [{¢x, b)| converge. Le point a) est alors immédiat.
Pour le point b), il suffit de vérifier que ¢ est continue, puisque

(d/de)Np = (—Tx?\’(p et que Ny est encore & décroissance rapide
dans E. Mais ¢(&§) = > oy @1(€) et on a

(@1 ()] < C A+ K)* M lerll (1 + 1NN,

de sorte que Y @y converge uniformément sur tout compact.

Lemme D (Lemme de dérivation).

a) Soient By et Fy deur E.L.D. tels que d/dx est continu de F
dans Es. Alors si ¢ est a décroissance rapide dans Eq, dyp/dx est a
décroissance rapide dans Es.

b) Le résultat reste vrai si l’on suppose seulement que d/dx est
continu de E1 o= {p € Ey : suppy C [—1,1]} dans Es.

¢) On a de plus

PREUVE. Il suffit de prouver b). On décompose ¢ en blocs ¢ = > ¢y.
Alors

dp _ 5~ dow

dx dx

dans D’. De plus

|z

< 1 k N;+N>
O < e )Y s

Es

de sorte que ||dyy/dz| g, est & décroissance rapide.

Ce lemme a une réciproque.
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Lemme E (Lemme de primitivation). Soient E; et Ey deur E.L.D.
tels que: @ — ffoo @(t) dt est continu de Ey gy = {p € B> : suppyp C
[—1,1] et (p,1) = 0} dans E,. Alors si ¢ € Es est a décroissance
rapide, ¢ peut s’écrire p = dw/dx ot w est 4 décroissance rapide dans
E; si et seulement si (p,1) = 0.

PREUVE. Si ¢ = dw/dz, on a ¢ = i{® donc ¢(0) = 0. Pour le
résultat inverse, il suffit de montrer qu’on peut écrire p = > @) une
décomposition en blocs avec (pg,1) = 0 pour tout k. Si wy est le
primitive a support compact de ¢, on aura alors

lorllz, < C @+ RN ol g,

et donc ) wy sera une décomposition en blocs d'une distribution w a
décroissance rapide dans FEj.

On commence par décomposer ¢ en ¢ = > 1y, une décomposition
en blocs sans condition sur . On prend alors a € E, suppa C [0, 1]
et (a,1) =1 (un tel a existe si £ # {0}). On écrit

Y = Yk — (Wr, D) a(z — k) + (g, 1) a(z — k).

La somme

> bk — (r ) a(w — k),

keZ

est une décomposition par blocs avec des blocs de somme nulle. Nous
sommes ramenés a traiter le cas de

(p:ZEka(x—k),

kEZ

avec {er} & décroissance rapide et Y e = 0. Il suffit d’écrire ¢, =
Sk — Sk+1 et

¢:Zsk(a(x—k)—a($—k+1)),

keZ

on conclut en remarquant que {si} est a décroissance rapide puisque

+o0 k—1
S — E Ep = — E Ep -
k —00
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Lemme F (Lemme de primitivation discrete). Soit E un E.L.D. et ¢
a décroissance rapide dans E. Alors les trois propriétés suivantes sont
équivalentes:

F1) pour tout k € Z, p(2km) =0,
F2) > ez e(x — k) converge dans D' wvers 0,

F3) Il existe w € E a décroissance rapide tel que

p=w(x)—wlx-1).

PREUVE. Il n’y a presque rien a démontrer. F3) implique F1) est
évident, puisqu’alors ¢ = (1 — e~ %) @. Pour F1) implique F2) et F2)
implique F3), on commence par remarquer que si ¢ est a décroissance
rapide dans F, alors Y ¢(x — k) converge dans D’ (et méme dans S’)

> lela—k),8) = (0. Bla+k))
et > Bz + k) est C° bornée ainsi que toutes ses dérivées.

Il reste a vérifier que

Y olw—k)=>_ @@2km) e,

c’est évident si le support de ¢ est compact. Dans le cas général, on
décompose ¢ en blocs Y ¢,; on a

D_plw—k) =3 > ek,
au sens que pour tout b € S,

ZZ|<(’OP(37_ k),b)| < +oo.

On a donc

>oele—k) =3 (Do p2km) )
p k

et comme
(1+[kDY

B(2h)| < On o

Y
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la convergence dans D’ est immédiate.
Si Y oz —k) =0,ona@2kn) =0. Si p(2kn) = 0, on a
> w(z — k) = 0; on définit alors

-1

W= wle-K) ==Y ek
k

(@ =p) ez —k)lle < CA+KDM (@ —p+k)els,

et on déduit tout de suite que w est a décroissance rapide dans F.

2. La théorie classique des fonctions d’échelle.

La notion de fonction d’échelle réguliere a été introduite en 1986
par Y. Meyer et S. Mallat [20], [21].

Definition 3. Une fonction d’échelle réguliere est une fonction ¢ €
L2(R) telle que
i) ¢ est a valeurs réelles,

ii) o est a décroissance rapide dans L?: pour toutk € Z, x*p € L?,

iii) ¢ engendre une base de Riesz {¢(x — k)}kez d’un sous-espace
fermé Vy de L2,

iv) o(z/2) € V.

L’étude des fonctions d’échelle se ramene a celle des filtres d’échelle:
I'appartenance de ¢(x/2) a Vj se rééerit en

(6) @(%) = arp(z — k),

keZ

olt les ay, sont & valeurs réelles et dans ¢2(Z). Le filtre d’échelle associé
a @ est la fonction 27-périodique my définie par

(7) mo(§) = % > age .

keZ
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Quelques lemmes classiques permettent alors de se ramener a ’étude
des propriétés de my.

Lemme 1. Si ¢ et x ¢ sont de carré intégrable, alors

> @€+ 2k )

kEZ

converge uniformément sur [—m, .

PREUVE. |¢|? € L' donc
> _lp(e +2km)?
ke

converge presque partout, donc en au moins un point &y. Il suffit alors
d’écrire pour & € [y — 7, &0 + 7|

(X 1eer2rmp) " (3 lote +2km)P)

k|>K k|>K

< (X It +2km) — pleo +2km)P?)

/2‘

|k|>K
§+2km g5 2 1/2
<( X le-sl ()| dn)
|k|>K Eo+2km n

d 2 1/2
<le-al2( [ ot )"

( In—&o|>2Km—m dn )
Lemme 2.

i) Si ¢ et x @ sont de carré intégrable, alors {p(x — k)}rez est
une base de Riesz d’un sous-espace fermé de L? si et seulement si
> owez [0+ 2k m)|? ne s’annule pas sur [—m, ).

ii) La fonction my, filtre d’échelle associé a une fonction d’échelle
réguliere o, est C*° et vérifie p(2£) = mo(&) p(§).

PREUVE. Le point i) est évident: si ¢ € L2, le fait que {o(x — k) }rez
soit une famille de Riesz est équivalent a ce que

inf ess Y |p(¢+2km)> >0
kEZ
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et que

sup ess Z |p(€ 4+ 2k m)|? < 400,
kEZ

si de plus z ¢ € L?, alors

> @€+ 2k )

kEZ

est continue. Pour ii), il suffit de remarquer que

> G2+ 4km)p(E+2km) Z<¢(g),¢(x_ k.)>e—ik§

m0(§) = kez _ kEZ |
D le(E+2km)P” S (@), pla — B
keZ kez

et que les coefficients (p(z/2), p(z — k)) et (p(z), p(x — k)) sont a
décroissance rapide.

Lemme 3. Si ¢ est une fonction d’échelle réguliére, de filtre mg, alors
mo(0) = 1, $(0) # 0 et

o(6) = @(@ﬂmo(%) .

PREUVE. On remarque que |mg(0)] <1

D 1p(km)P = mo(0)? Y |p(2km)*.

keZ keZ

On a alors
501 [T (5[] = bon T (5]

La convergence du produit infini est en effet immédiate: si |mg(0)] < 1,
il converge vers 0, si [mg(0)] = 1, on a |mg(&)] =1+ O(£/27). On en
conclut que ¢(0) # 0, donc que m(0) = 1 et enfin que

o(6) = @(O)ﬁmo<%) .
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Lemme 4. Simy € C°(R/27Z) et my(0) = 1, alors la fonction
[ (5)
0\ 57
j=1
est C™°.

PREUVE. Comme -
o6) =TI mo(5)
j=1
vérifie N . .
?(6) = _Hlmo(g)@(z—jv) ,
j=

il suffit de le vérifier sur un voisinage assez petit de 0. Mais si £ est assez
petit, Remy(£/27) > 0 pour tout j et on peut passer au logarithme

@& = 251 Logmo(§/27)

Maintenant, si 6 est définie sur [—e,e] (¢ > 0), C* sur [—¢,¢] et si
0(0) = 0 alors » .5, 0(£/27) est C* sur [—¢,¢]: la convergence des
séries dérivées est immeédiate et celle de la série de départ s’obtient par

o(§) <l

Les lemmes 3 et 4 ramenent donc 1’étude des fonctions d’échelle
régulieres a celle des filtres d’échelle. Les filtres d’échelle ont été car-
actérisés par de nombreux travaux (nous utiliserons essentiellement [4],
[6] et [14]). Une conséquence immédiate du Lemme 2 est que si ¢ est une
fonction d’échelle réguliere alors ¢ ne peut avoir de zéro 27-périodique;
cela se caractérise facilement sur le filtre mg: c’est le critere d’Albert
Cohen.

Definition 4. Une fonction my € C>®(R/27Z) telle que my(0) = 1
satisfait le critére d’Albert Cohen s’il existe un compact K réunion finie
d’intervalles fermés tel que 0 est un point intérieur a K et tel que

(9) Z X +2km)=1, presque partout
kEZ
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ot _
1, size K,

Tr) =
Xpe (@) {0, sizd K.
Pour tous ¢ € K, j > 1,
(10) m (3) £0
0\ 57 .
Un tel compact est appelé compact d’Albert Cohen associé a my.

Le role de ce critere est explicité par le lemme suivant

Lemme 5. Soit mg € C®°(R/27Z) telle que mo(0) =1 et soit
. §
o=1Tmo(5)-
j=1

i) ¢ n'a pas de zéro 2m-périodique si et seulement si mgy vérifie le
critéere d’Albert Cohen.

i) Dans ce cas, si K est un compact d’Albert Cohen associé a my,
on a inf,cx |@(n)] > 0. De plus les fonctions

o (© =, () T ol &)

convergent ponctuellement vers ¢ et sont dominées par ¢

1

.fi,\
Jnf ¢ ()]

0N (§)] < 2(6)] -

1

ve avec w(x) > 0, les trois

En particulier si 1 < p < +00 et w € L
assertions suivantes sont équivalentes:

j) On — ¢ dans LP(wdzx) quand N — +o0,
ji) & € LP(w dx),

Jii) supn>1 |08 || Lr (w dey < +00.

PREUVE. Ce lemme est évident. Si ¢ n’a pas de zéro 2r-périodique, on
note Zy la collection des intervalles sur lesquels ¢ ne s’annule pas, et 7
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la collection des intervalles I de la forme I = Iy +2kw, Iy € Ly, k € Z;
on a clairement [—7, 7] C (J;c7 1 et le compact K se construit a l'aide
d’un sous-recouvrement fini de [—m, 7).

Inversement, si K est un compact d’Albert Cohen pour myg, ¢ ne
s’annule pas sur K (puisqu’aucun des termes mg(£/27) ne s’y annule)
et y est continue; on a donc mingeg [@(§)| > 0. Maintenant, si £ €
R, il existe nécessairement k € Z tel que (& +2k7w) € K: en effet
UgezK + 2k est localement fermée, donc fermée, donc coincide avec
R tout entier (puisque |R\ Uz K + 2k 7)| = 0). Le reste du lemme est
alors immédiat, puisque

, si¢g2VK .

Le résultat classique principal est alors le suivant [6], [14].

Proposition 1. Soit my € C°(R/27Z) telle que my(0) = 1. On note

¢ la fonction
= £
#(&) =] mo (2—J>
i=1
et Ty Dopérateur agissant sur les fonctions 2mw-périodiques défini par

£af = ma(5)[ 1(5) + (5 +m) 15+ 7)-

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes:

A1) ¢ est la transformée de Fourier d’une fonction d’échelle réguli-
ere,

A2) my satisfait les trois conditions suivantes:
i) mo(§) = mo(=¢),

ii) mo satisfait le critére d’Albert Cohen,

ifi) sup e 175" (1)[loo < +o00.

De plus, lorsque A1) ou A2) sont vérifiées, il existe o > 0 tel que
© € H® (i.e. tel que |£|*¢ € L?).
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PREUVE. Al) implique A2) est évident: i) vient de ce que ¢ est a
valeurs réelles, ii) de ce que ¢ n’a pas de zéro 2m-périodique, enfin iii)
vient de ce que

(&) =D @€ +2km)

kEZ

ne s’annule pas et de ce que T, est un opérateur positif

1
1< 77(5)
nf ()
et T»(y) = v, de sorte que
N 1 N _ 7(§)
n|<m In|<m

A2) implique Al): On va commencer par montrer qu'il existe un py €
10, 1] tel que

(11) sup  sup pg v Z P&+ 2km)|? < +00.

§€[—m,m] NEN 2N < |e42km|<2N+1g

Cela implique en particulier que ¢ appartient a H* des que 2%pg < 1
(i.e. pour tout o < log(1/po)/log?2).
Pour cela, on note

In(€) = > B(&+2km) .

2N p<l|E4+2km|<2N+1g
On a, puisque ¢(§) = mo(£/2) p(£/2),

1@ = ()1 (§) o + ) s G )

=T2(In-1)(§)
et donc
In(€) = T3 (1o(€)) -
De méme, on note

InE@ = D g€ +2km)?

|E+2km|<2N
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et on a Jy =T (Jy), d’ont
198 (E)lloo < [[olloo T3 (1) lloo

ce qui prouve

(12) supZ|<,5(§+2k7r)|2 < +00.
¢ kez

En particulier, ¢ € L? et les p(x — k), k € Z, engendrent une base de
Riesz d’un sous-espace fermé V, de L? (car

STleE+2km)? > inf [¢(n)]* >0,
= nek

pour K un compact d’Albert Cohen associé a my). De plus,

Do 1pkm)P =Y 192km)P + |mo(m)* Y 1¢(x + 2k )|,

keZ keZ keZ

ce qui prouve que mo(m) = 0 (car Y, -, [@(m + 2km)[> > 0), et donc
que @(2k7m) = 0 pour k € Z*. On en conclut que Iy(§) vérifie, pour
€l <,

Y

L= Y lgE+r2kmP<Cll< Cﬂ‘sing

n<|é+2km|<27

de SOI“te que
= 2 2

Il reste a estimer

NI
2 (s3]
On remarque d’abord que 75 laisse invariant
df
_ 0 . 00 —
EO_{fec (R/2nZ) : 5z € L et f(0) o}.

De plus, si f € Ey, on a

175" (Nlloe < N175° W)llso 1o < C 1f oo
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et

|70l = [l o] 5=+ 5 (g 72,

< o7 (1.

S| d 2 N—k k-1 1
+20 | gg bmol[| I Aol (1)1 (5)
k=1

k—1

<o(Ifle+ 5 %))

En particulier, on obtient

1) [ 0| < (I Ol + g (171 + 5] )

ou Cy ne dépend ni de f, ni de N, ni de M.

Par ailleurs, on obtient également que {T3"(|sin (£/2)|)}nen est
bornée dans Ejy, et le théoreme d’Ascoli nous assure qu’il existe une
sous-suite wy, = T5'*(|sin (£/2)]) qui converge dans C°(R/27Z) vers
une fonction w. On considere alors K un compact d’Albert Cohen as-
socié a mg. La fonction

0= o v () Tl )

converge ponctuellement vers y/sin (0) ¢(0) = 0 et se majore par ¢(§)/
inf,ex |¢(n)]. Comme ¢ € L?, le théoréme de convergence dominée
donne 6,, — 0 dans L?; or

[1ouae= [z

de sorte que ffﬂ wdz =0, et donc w = 0 (puisque w > 0).
On choisit dans (13) N = Ny, assez grand pour que

[ (s3I,

soit inférieur & 1/(47Cy) et M assez grand pour que 3/(2 - 2M) soit
inférieur a 1/(47Cy). On obtient alors, en posant P = N + M

| (5. <

sin%‘) d¢ ,
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d’ot, pour tout & € [—7, 7],

1 1
§D §—|£|§—\sin§\.
2 27 2 2

Maintenant, pour () € N quelconque, on obtient

= ()" s (s 27

Cela donne finalement: |Inx(€)| < Cpd’ avec pg = (1/2)Y/F. Nous avons
donc démontré (11).

Il ne reste plus & vérifier que la décroissance rapide de ¢ dans L2,
ou encore que (d/d€)Pp € L? pour tout p € N. On va en fait montrer
quelque chose de plus fort: il existe p, €10, 1] tel que

(14) sup sup p, ™ Z W) (& 4+ 2k7)|? < +o0.
& NeN ON < [¢42km|<2N+1

sz(‘ sin

La démonstration de (14) se fait par récurrence sur p. Le cas p = 0 a
été traité avec 'inégalité (11). On va montrer que [|[In e < Cp p) olt

Inp(é) = > P (¢ + 2k ).

2N r<|€42km|<2N+1p

Pour cela, il suffit d’écrire, pour p > 1,
50)(¢) ch ! <p>( >¢(p+k) (§>
P op 2/
On utilise 'inégalité
P 9 P 9 P
(D lanl)” < 2la0f?+2( D lanf?)” < 2ol +2p D o],
k=0 1 1

et on obtient

1
IN,p(f) < 22p—_1 T2(IN—1,p(f))

<203 B2 () (§) vorae(5)
k=1

il (5 ) 1o (5))

Ty(In-1,(8)) +C, Uzjgv_l ;

S 922p—1
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avec 0, = MaXp<q<p—1 Pq €b

2 2
p
Cp =L (cn?) max (Cqllm?|oo)

S 0<q<p-1

Comme T5 est un opérateur positif, en itérant N fois on obtient

Inp(€) < (%)NTSI(IO,P(&))"'i cy aﬁ"“(%)k_lT;—lu)(g).

Or on contréle ||T%(1)]|s0, et de méme

175" (Zo.p (€)oo < 175 (1)lloo I o,

|OO7

de sorte que

Iny(€) < Cﬁ(ﬁ +D 0y (pi—_l)k_l) ,

d’ott en choisissant p, dans | max(o,, 1/22P71) 1]

N o5 \N-k
np© < Goy (1432 (2) ) <6y’
1

(14) est donc démontrée, ainsi que la Proposition 1.

La démonstration de la Proposition 1, qui donne ’appartenance de
@ a H* pour un « > 0, peut étre facilement adaptée pour I’'étude de
I’appartenance de ¢ a H®, s € R. Parmi les multiples caractérisations,
nous en choisissons une qui sera particulierement bien adaptée a notre
étude de la convergence des filtres.

Proposition 2. Soit my € C*(R/27Z) telle que mo(0) = 1 et qui
satisfait le critére d’Albert Cohen. Soit ¢ = H;’il mo(£/27) et Ty
l'opérateur

2© = o (5)[ 1(3) + o (5 +)[1 (5 + 7).

Soit enfin s € R. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
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B1) Il existe 0 > s tel que ¢ € H?.

B2) Il existe un entier N > 0 tel que N > s, un nombre p tel que
p < 4N75 et un entier Q > 1 tel que:

i) mo se factorise en mo(€) = ((1+e7%)/2)Nmg(€) avec mg €
C>(R/27Z),

i) Uopérateur Ty, défini par

f = §) 1(E) (4 2) 1 (G )

(15) 175 (Do < p?

PrREUVE. B2) implique B1) est relativement immédiat. On a

IR
€|

o] k+1 é. 9
<> (24102 sup o) [ |mo(57)] e

k=0 2Fm<[g|<2kH1m [n|<m/2 j=1

oo

<3 s 500

In|<m

: N
. S1n
/§|<2k+1w ‘ 2k+2 ‘ H | < ) ‘

o0

o . " . 3
Z 2k+1 209N sup |<p(77)|2/ Tzk"’l(smmv 5) d¢ .
k=0

In| <= -7
Mais on a ] ¢
2N 2N
T(sm if) 22—Nsm §T2f,
en effet,
2 2
ma((5)| "= eost § o (5)
2 4 2
et il suffit d’écrire
sin?? § = 22N gin2h é(:oszN §
2 4 4
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On obtient donc

/7r T2k+1< 2N f) de = (%)Hl /7r Th+1(1) de

—T —T

et donc

[ ERGIE
&]>m

. 220 ~
<27 sup )P () I Ok

Cette série converge des que ||1~72’“+1(1)||L1(_,,7,,) < CrFlavee 7 <

22(N=9)  Or on a

1T (W)lpr < 27| T3 (1)]]oo < 2mp™ omax p T3 (1) oo

(cela provient de ce que |75 (1)||oo est la norme d’opérateur de T35 sur
L(=m,m), et done |57 (Do < I3 (V)lloolI T3 (1)]loo). Siona p <
4N=9 onapc HC.

B1) implique B2). On commence par remarquer que si ¢ € H,,
pour un o > s, alors ¢ est & décroissance rapide dans H® pour tout
t < o (et en particulier dans H®). En fait, d’apres le Lemme B, il suffit
de le vérifier pour un seul £y € R. Pour t < ¢y, cela sera alors immédiat;
pour tout ty < t < o, cela se fera par interpolation.

Puisque [¢(€)] < C (1 + [€])L pour un L € N, on sait que la distri-

bution .
. 1 —e™'s\ L+l
¢1(§) = (T>

vérifie que Y, o [41(6+2 k 7)|? converge uniformément sur [—m, 7], vers

une fonction 7 qui ne s’annule pas sur [—7,7|: si K est un compact

d’Albert Cohen associé a mg, on a

(£

2L+2

inf [@(n)|* > 0.

1an| (E+2k7)|?> > inf ﬂ
¢1(§ ok

€K 7
keZ K N

Ona ¢1(§) = [1;2, mi(§) avec my = ((1+e7%)/2) T mg. Sion définit
112 par

tiaf = (5[ 1(5) + a5+ ) (54 7),
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on a nécessairement ||77%(1)|ls < sup~1/infy;. La Proposition 1 mon-
tre alors que ¢; est & décroissance rapide dans L2, et que (d/dz)Xt1p,
est a décrois/sa\nce rapide dans H~%~!. En appliquant le Lemme F, du
fait que (d/dx)Ltlp; = (1—e~%)L+13 on obtient que ¢ elle-méme est
A décroissance rapide dans H L1,

On remarque également qu’on peut supposer s < 0. En effet,
si s > 0, ¢ est a décroissance rapide dans L2. Cela implique que
mo(m) = 0, comme on l'a vu dans la démonstration de la Proposi-
tion 1. Alors mg se factorise en mg(€) = (1 +e7%)/2)m1(€) et ¢ en
o(€) = (1 — e %) /(i&)p1. De plus ¢ est & décroissance rapide dans H®
si et seulement si dp/dx Uest dans H*~! (Lemme E), c’est-a-dire si et
seulement si ¢; est dans H*~! (Lemme F). Ainsi, si N < s < N + 1,
on obtient que mg(&) = ((1+e~%)/2)N+1mg(€) et que ¢ appartient a
un H? avec o > s si et seulement si ¢ (définie par sa transformée de
Fourier [[;2, 1o (£/27)) appartient & un H® avec t > s — N.

On suppose donc que s < 0 et que ¢ € H? pour un o € |s,0[. On
a alors, si K est un compact d’Albert Cohen associé a mg

Jasieneip©rd = [+ ieh®x (i) le©F e

>

—

/_WTZ ) dg = /XK H‘mo(m)‘ de < O (227)™M

On obtient que 7597 (1)||z2(—r,m) < CTM, avec 7 < 47, (Nous avons
vu qu’inversement cette inégalité assure 'appartenance de ¢ & H® pour
4P < 1).

Nous avons obtenu une condition nécessaire et suffisante pour I'ap-
partenance de ¢ a Ny~ H? lorsque s < 0, mais cette condition est
malcommode puisqu’il s’agit de montrer que

1/M

lim sup ||T2M(1)||L1(_7r77r) <477

— 400
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Il s’agit maintenant de remplacer la norme L' par la norme L% de
sorte & estimer un rayon spectral (|79 (1)]|o est la norme d’opérateur
de TM agissant sur L>(—m,7)). Dans la littérature, c’est souvent un
jeu d’enfant: on n’étudie que le cas des polyndémes trigonométriques; 15
agit alors sur un espace de dimension fini, sur lequel les normes L' et
L°° sont équivalentes. Mais nous traitons ici un cas un peu plus général
(mo € C°(R/27Z)).

Pour controler la norme |74 (1)||s, il suffit de remarquer que si
@ € H° pour un o > s, alors ¢ est & décroissance rapide dans H? pour
tout t < o (et en particulier pour t € |s,o]); or ceci est équivalent a ce
que ¢y, définie par ¢y = (1 4 |€2])¥/2¢, soit & décroissance rapide dans
L? (il suffit de vérifier que

(%)k(l + 1972 = (1 + 1) 1 ()

ou jut 1, est C°° bornée ainsi que toutes ses dérivées); le Lemme 1 donne
donc

(16)  sup Z(1+|§+2 krl?)@(E4+2k m)|? < 400, pour ¢t < o .
fe[-mml ey

Soit alors K un compact d’Albert Cohen associé a mg et Ipr; la quantité

k
Ia€) = Y xe (S5 ) (L I6 + 2k (e + 2k m).
keZ

Sit<0,ona

K<£+2k7r

) (L+ 1€+ 2kl g(E + 2k )2

=+ km 2\ t
2 t §

et donc

mo(g +lm)‘2|¢)(g + kw)‘z

Ingy > 4" To(Ing—1y4)
> 4MP M (1o )
> Cy ™" inf [p(n)* 15" (1)(9)
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de sorte que

T3 (1)]loo < CA™sup > (1 + |6+ 2k 7|*)!G(€ + 2k )|
kEZ

Si on choisit 7 et t tels que s < r < t < o, on a donc [T (1)l <
Cl' 4=Mt pour tout M, et donc ||[TM (1)l < 4~M" pour M assez grand.

Il suffit alors de poser p =4"".

Le principal argument de la preuve des propositions 1 et 2 a été la
positivité de I'opérateur T5, et I'égalité corollaire de ||T3||z(p~ r~) et
|IT2(1)||co- Les propositions 1 et 2 s’adaptent alors aisément pour des
filtres a valeurs positives:

Proposition 1 bis. Soit My € C*°(R/27Z) telle que
i) My(0) =1, My(&) > 0 et My(&) = My(—E) pour tout €.
ii) My vérifie le critere d’Albert Cohen.
On définit P par

b(c) = ijo(g)

et Uopérateur Ty par

10 - (§)1(5) - (& )3 (5 7).

Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
Cl) ® est a décroissance rapide dans L™ et pour un e > 0, ® est
C*¢ (régularité holdériennce)

C2) supyen [T1Y (1) [0 < +o00.

PREUVE. La démonstration de la Proposition 1 s’adapte presque immé-
diatement.

C1) implique C2). La seule chose & vérifier est que Zkesz)(é’ +
2km) converge pour tout & vers la fonction C, %, . ®(k)e .
Pour cela, on considere la fonction ug(z) = >, o, ®(x + k) e~ HEtk)E
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C’est une fonction périodique, bornée et holdérienne: si w est C® et a
décroissance rapide dans L°°, on a

9 1
‘Zw(a:+k)‘ < Nw(z) (14 )||OO,§ZM—2§C<+OO7

= z + k)

‘Zw(x+h+k)—w(x+k)‘

<lullolbl (3 1) +2le@atle Y m

|z+k|<Ko |z+k|>Ko
1
< C(K0|h|€ + _) < C,|h|€/2,
Ky

pour |h| <1 et Ko~ |h|~¢/2.
Puisque u¢ est holdérienne, on a

Y (w4 k) e RSN DL+ 2k m) eI
keZ keZ

pour tout x; en prenant = 0, on obtient la convergence souhaitée.
C2) implique C1). La démonstration est exactement similaire a
celle de la Proposition 1. On obtient en particulier que pour tout p € N,

Z‘—(I)£+2k7r) < +o0,

ce qui entraine z?® € Cj.

Proposition 2 bis. Soit My € C*°(R/27Z) telle que
i) My(0) =1, Mo(§) > 0 et My(&) = Mo(—E) pour tout £ € R.
ii) My vérifie le critere d’Albert Cohen.
iii) supyen [[11 (1)l < +o00 ot

= an(§)s(8) - (S +)r(G ).

Soit & = | My(€/29). Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes, pour a > 0.
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D1) Il existe B > a tel que |£|P® € LY (ce qui équivaut o & € B>
puisque O est positive ou nulle).

D2) En écrivant « = 2N + 0, N € N, 0 < 6 < 2, My vérifie les
conditions suivantes:

i) My = ((1+4 cos€)/2)NT1My avec My € C°(R/2xZ).

ii) Il existe p € [1,227%] et Q € N* tels que
|17 (Do < p%,

0= ()1 (6) 30§ 5)(§ 4.

PrEUVE. D2) implique D1). Comme pour la Proposition 2.

D1) implique D2). On commence par remarquer que si ® € Blﬁ’oo,
alors @ est a décroissance rapide dans B]"” pour tout v < /8 (on utilise
Pinclusion L® C B pour tout § < 0 et le lemme B pour B> et
BB;OO)

1) - .

On montre alors que ®;, de transformée de Fourier H]Oil My(£/27),
est & décroissance rapide dans BI’_zN_z’oo pour tout v < 3 (en parti-
culier pour o < v < 3). On obtient alors que

/ TM(1) dg < C2BN+2=M

—T

pour tout M et le probléme est & nouveau de passer de la norme L' &
la norme L°°. Pour cela, on note u., la fonction définie par

iy = [EPV (L4 g0V D26,

On a (1+ €))7, € L', de sorte que u, € BY~">. De plus, ® est
a décroissance rapide dans L*°, donc dans Bf’oo pour tout o < 0; on

en conclut que u, est a décroissance rapide dans Bf_7’°° (il suffit de
vérifier que (d2/d¢2)N+1u,, est & décroissance rapide dans BN =%,
puisque pour tout p € Ret o € R, (Id— A)? envoie BY"™ dans B] ™

tandis que [z, (Id—A)?] = (Id—A)PoS, o S, envoie BY"™ dans BY"™).
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On en conclut que u, est & décroissance rapide dans BY'™ pour tout
o < 3 —1, donc (puisque v < ) dans L. On sait alors que

DOt I+ 2k NIl L 2k 7PN B(E + 2k m)
kEZ

= Z“v(k) e~ ¢ 0,
keZ

De plus, on a
Z(x—k) uy(x — K Z( ) L (2 k) ek
keZ kEZ

au sens des distributions (la premiére série convergeant uniformément
sur tout compact); pour 0 < p < N + 1, on obtient

> (= k)Puy(z— k) =0.

kEZ

D’ou

(F) ey = i) =0

keZ keZ

et donc

D uy(k)e ™ = (1—cos)NTIM(E),  avec M € C®(R/27Z).
kEZ

Cela donne

S A+ [+ 2ka)0TNDD by (¢ + 2k ) € C°(R/20Z)
kEZ

(car (&) = (£2/(2(1 — cos&))N 1D, (€)) et la démonstration peut alors
se faire.

Enfin, le dernier résultat classique caractérise les fonctions d’échelle
interpolantes et les fonctions d’échelle orthonormées:
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Proposition 3. Soit my € C*°(R/27Z) telle que my(0) = 1, my(§) =
mo(—&) et mg satisfait le critére d’Albert Cohen, et soit

o= Tim(S).
j=1

i) Les deuz assertions suivantes sont équivalentes:

E1l) La famille {o(x — k) }rez est orthonormée.
E2) |[mo()|> + |mo(& + 7)|* = 1, pour tout £ € R

ii) Si mo(&) > 0 pour tout &, alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes:

F1) ¢ € Cy, (0) =1 et pourk € Z, k # 0, o(k) = 0.
F2) mg(&) + mo(& + ) = 1, pour tout § € R.

PrReEUVE. I suffit de démontrer I'équivalence entre F1) et F2). En
effet, la famille {¢(x — k)}xez est orthonormée si et seulement si la
fonction ®(z) = [ ¢(y) ¢(y — z) dy vérifie ®(0) = 1 et ®(k) = 0; or on
a B() = 132, Imo(&/27)].

Maintenant si mo(§) > 0 et si ¢ est bornée, alors ¢ doit étre
intégrable de sorte que ), ., ¢(§+2 k) converge presque partout. De
plus, au sens des distributions

dTpE+2km) = (k)e e,

keZ keZ

Si ¢ vérifie F1), on trouve 3, ., $(£ +2k7) = 1 presque pour tout, ce
qui entraine F2) presque partout (et donc partout).

Inversement si myq vérifie F2), alors T1(1) = 1 et donc ¢ € Lt
d’apres la Proposition 1 bis. On sait alors que si K est un compact
d’Albert Cohen,

M

b= [T § e () 5

J=1

dans L', et donc 03 — ¢ dans L>™. Mais il est facile de vérifier que
0(0) =1et B(k) = 0 pour k € Z*: cela se déduit par récurrence sur M a
partir de Y, ; X, (§ +2k7) = 1 presque pour tout et donc 6y(0) = 1,
0o(k) = 0 pour k # 0.
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Nous avons maintenant tous les outils de la théorie “classique”
(légérement remaniée pour les besoins de la cause) dont nous aurons
besoin par la suite.

3. Dépendance de la fonction d’échelle par rapport a son filtre.

Nous pouvons maintenant facilement aborder le probleme de la
dépendance de la fonction d’échelle ¢ par rapport a son filtre my.
C’est-a-dire que peut-on dire des fonctions d’échelle ¢,, dont les fil-
tres d’échelle m,, convergent dans C*°(R/27Z) vers une fonction mq,?
En fait, la réponse est étonnamment simple. La convergence est simple
a vérifier; pour la convergence des dérivées, il faut que celles-ci existent,
et donc au moins que les filtres m,, s’annulent suffisamment en 7 (et en
fait ce sera la seule restriction!).

Théoréme 1 (Premier Théoréme d’approximation). Soit m, € C
(R/27Z) vérifiant le critére d’Albert Cohen et soit

{mn}nen € O (R/27L)"

une suite de fonctions qui convergent vers mo, dans C*°(R/27Z). On
suppose que pour tout n € N, m,(0) = 1 et m,(§) = m,(=§). On
définit p,, (n € NU{oo}) par

on =1L (57):
j=1

i) Soit a € R. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

G1) Pour un 3> «, @, est a décroissance rapide dans HP pour
n suffisamment grand et o, converge rapidement vers poo dans HP.

G2) Pour un v > «, ¢ € H" et pour n suffisamment grand
on a, pour 0 < p < Ny, (d/d§)Pm,(m) =0 ot Ny = —1 si a < 0 et
N, =[a] sia > 0.

ii) De méme si les my sont toutes a valeurs positives ou nulles, et
st a > 0 alors les assertions suivantes sont équivalentes:

H1) Pour un B > «, ¢, est a décroissance rapide dans Bf’oo
pour n suffisamment grand et ¢, converge rapidement vers @., dans
BY.
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H2) Pour un vy > a, ¢ € B} et pour n suffisamment grand,
on a, pour 0 <p < 2N, + 1, (d?/d€?)m,, () =0 ot N, = [/2].

REMARQUE. On peut bien sir remplacer 'espace de Besov Blﬁ’C><3 par
I'espace plus naturel B%:> (puisque pour 3; < fs, Blﬁ2’oo C B> C
Blﬂl’oo): sif>0et BN, B2 est I'espace des fonctions de classe
Cl81 bornées ainsi que leurs dérivées jusqu’a ordre 8] et telles que
leur dérivée [(]-ieme soit holdérienne d’exposant 5 — [f3].

PREUVE. On commence par remarquer qu’on peut supposer sans perte
de généralité que les filtres {my }nenu{oo) Vérifient tous le critere d’Al-
bert Cohen pour un méme compact K. En effet, ¢,, — ¢ uniformé-
ment sur tout compact: sur un voisinage V' de 0, il suffit de passer au
logarithme pour le voir; le cas général s’en déduit aisément en écrivant

pour ¢ € 2LV,
L
=) [Tl ).
j=1
Si K est un compact d’Albert Cohen associé & meo, on a infg |@oo (§)| >
0; on obtient alors que infg |$y,(€)| > 0 pour n assez grand.

Les implications G1) implique G2) et H1) implique H2) sont immé-
diates: d’apres les propositions 2 et 2 bis, si ¢,, € H? pour un 8 > a,
alors m,, peut se factoriser en ((1+e~%)/2)Nat1p, (€) et de méme on
a un résultat analogue si ¢, € BY™.

G2) implique G1). On factorise m,, en ((1 + e=%)/2)NaFlm,, (£)
pour n > ngy (ou n > ng implique (d?/déP)my, () = 0 pour 0 < p <
Ny). Alors m,, € C*°(R/27Z) et converge dans C* vers mq,. On pose

o=l ($)

j=1
s = i (§1(6) (- )5 )

Puisque ¢, € H?, on sait qu’il existe v € ], B[ et Q@ € N* tel que

1T (1)]|oo < 4WNat1-mQ

et

Comme TZQn(l) — f’zc?oo(l) dans C*°(R/27Z), on conclut que si § €
Ja, v[ il existe n; tel que pour n > ny

1752, (1)]|o0 < 4Wat1=00Q
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et enfin
sup ||enl|lge < +oo, pour tout o < 4.

n>ny

Par ailleurs, on vérifie facilement qu’il existe B € R tel que

sup [|(1 + €) P @nlloo < +o00.

(Bien stir, B est tres négatif). La convergence ponctuelle de ¢,, vers
Yoo donne que ¢,, converge vers ., dans H? pour tout 0 < B — 1/2.
On obtient donc que ¢,, converge vers ¢., dans H? pour tout ¢ < J
(par interpolation entre HB~1 et H(@+9)/2)

Par ailleurs )
1—e ®\M .
() o=
avec M € N, M > —B + 1/2, vérifie

> Jon(€+2km)|* < 400,
keZ

pour n > ng, et donc ((1+ e~%)/2)Mm,, dans L2 De plus, ||z*wy,]|2
se majore a l’aide des quantités ||;1,£Lp)||Oo (ol pr, = (1 +e7%)/2)Mm,,)
pour 0 < p < k et supyep | To (1)]lo €t po,n < 1 tel que pour un @,

T2 (

() () +

(p)

Or on a bien évidemment: sup,, ||un||co < +00; par ailleurs, on a

&
sin —
2

sing) < o8

Y

ou

,un(§+7r)‘2f<§+7r).

T2,n(f) = 9 2

sup Z |On (€ + 2k )|

§E[—7r,7r]k 7
sup sup |73, (1)]loo < sup = < 400,
nono N inf |on(€)]

ou K est un compact d’Albert Cohen commun a tous les m,,. Enfin,
on écrit p, = ((1+e7%)/2) i, et

(0 ]5) - Hin st
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ou
St = o5 §) 1 5) ) G )
On a
T2Q,oo( singD <A sing ,

avec A < 1 si et seulement si SéQ,oo(l) < Xdavec A < 29, Or Sgn(l)
converge uniformément vers SéQ,oo- Si on choisit A’ €]\, 29[, on trouve

que ||S2Qn(1)||OO < X pour n assez grand, et donc

§

Tzc’?n(‘ sin 5‘) < pg?‘ sing

2

Y

avec po = (272X)Y/2. On en conclut que, pour tout p € N,

sup [|z"wn|ls < 400,
n-ni

et donc sup,,~,,, [|[2P¢n||g-» < 4o00. Par interpolation, ¢, est & décrois-
sance rapide et converge rapidement vers ¢, dans H? pour tout o < 9.

H2) implique H1). La démonstration est exactement similaire a
G2) implique G1), mutatis mutandis.

Ce premier théoreme d’approximation est donc une adaptation as-
sez directe de la théorie “classique” des fonctions d’échelle. Mais sa
méthodologie peut facilement s’étendre a des fonctions d’échelle non
classiques: les fonctions d’échelle non stationnaires.

4. Analyse multi-résolution non-stationnaire.

Nous allons donner ici une définition tres personnelle des analyses
multi-résolutions non-stationnaires, et nous appellerons “analyse multi-
résolution non-stationnaire normale” ce que d’autres auteurs appellent
simplement “analyse multi-résolution non-stationnaire”.

Definition 5. Soit p € Li(R) une fonction a valeurs réelles et a
support compact pu # 0. L’analyse multi-résolution non stationnaire
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associée a p est la famille des sous-espaces {V;[u]}jen de L*(R) définis
par f € V;[u] si et seulement si f € L? et il eviste {ay} € CZ tel que

f= ;akﬁb(x - 2%) dans D’ .

Bien siir, f € V;[u] si et seulement si f(2:/27) € Vo[u(-/27)]. Dans
un premier temps, nous commenc¢ons donc par décrire les propriétés de
Volp]. Nous écrivons L2, = {f € L : supp f est compact}.

Lemme 6.
i) Il existe oo € Vo[p] N L? wo € L2, tel que

comp”’

(po(z),wo(x — k) = k0, pour tout k € Z.

ii) Pour f € Vp[ul,

f@) = (f,wolx —k)) oz — k).

k

iii) Vo[p] est le plus petit sous-espace fermé de L*(R) contenant p
et ses translatées p(x — k), k € Z, et la famille {po(xz — k) }rey, est une
base de Riesz de Vy|pu].

iv) Si @o, wo vérifient les mémes propriétés que po, wo alors, il
existe A # 0, k € Z telle que ¢o(x) = X po(x — k).

En fait g peut étre définie comme la fonction de Vy[u| de support

minimum. Si h € LZ,,,,, on note (k) le nombre

(h) = supsupp h — inf supp h .
On a alors

(17) (po) = min{(p) : ¢ € Volu] N L2, @ # 0}.

C’est évident: si ¢ € Lgomp, on applique le point ii) du Lemme 6 pour

voir que ¢ est une combinaison linéaire finie des po(x — k): () =
ZZ; arpo(r — k), ag, # 0, ag, # 0 (si ¢ # 0); on a alors (p) =
(po) + k1 — ko. En particulier, le point iv) est évident: (@) = (po), et
donc ki(po) = ko(po) de sorte que 9o = ax,po(r — ko).

@
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PREUVE DU LEMME 6. Notons X le plus petit sous-espace fermé de L?
qui contienne toutes les fonctions p(z — k), k € Z. Pour h,g € L?

notons ' o
Prg(§) =D (h(x),g(z — k))e ™.
keZ

Alors l'ensemble I, = {P}, 4 : h € C°} est un idéal de 'anneau des
polynomes trigonométriques: Py, g + Ph, g = Ppi4h, g €t e_"kgPhyg =
Ph(z—k),g- S1 g # 0, I, a un unique générateur Py =1+, -, age ke
(ol la suite oy est presque nulle). On note d(g) = deg P,. On peut
alors choisir ¢y € Xo N L2 et wp € CF tels que

comp
{ d(po) = min{d(p)/¢ € L2,,,, N Xo : ¢ # 0},
Pwo,soo = Ptpo .

Pour démontrer i), il suffit de montrer que P,, = 1, ou encore que

Ppq(2) =Y (wo(x), po(z — k)) 2",

keZ

ne s’annule jamais. Mais cela est (presque) évident. Si P,,(Zy) = 0,
alors P, o, (Z0) = 0 pour tout h € C2°, de sorte que

Y Zpolw—k) =0

keZ

dans D’. On pose alors

Go = zbwole— k)=~ ziwolz—k).

k>0 k<0
On a ¢(x) = ¢o(x) — zopo(z — 1), de sorte que
P‘PO =P, = (1_206iw§) Pw0,950 )

0,%0

ce qui contredit la définition de ¢q si jamais ¢g € XoﬂLgomp. Mais bien

évidemment @ est a support compact (car le support de Y, < 2§ po(z—
k) est contenu dans [inf supp pg, +00[ et celui de >, _ 2§ @o(z—k) dans
] — o0, —1 + supsupp go]). Par ailleurs, si [20] < 1, Y150 2h¢po(z — k)
converge dans L et ¢ € Xo; si [z0] > 1, D5 Zboo(z — k) € Xo. Si
|z0] =1, on a

N
|3 ot = 1)), = o — 22 @0(e = N = 1)l <2 ole.
k=0
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(po € L2, puisque g € L12Oc et Qg a un support compact); par ailleurs,
Go — 25 T po(x — N — 1) converge vers ¢y dans D', et donc faiblement
dans L?, de sorte que (o appartient & 1’adhérence faible du convexe
fermé Xy, donc & Xj. Le point i) est donc démontré. Pour le point ii),

il suffit de remarquer que si P, = C Hf:(X — z), alors

g) = C'eNE [ [ (e — z1) @o(6) .

En effet, la technique d’expulsion des zéros que nous avons utilisée
entre g et @ dans la preuve du point i) peut s’appliquer a fi jusqu’a
complete élimination. Nous obtenons alors une fonction ¢q telle que
P,, =1 et telle que p s’exprime comime une combinaison linéaire finie
des @o(z — k). La famille po(z — k) est une base de Riesz de Xy et
pour cette fonction ¢y au moins la propriété ii) est évidente. Il suffit
alors de remarquer que si ¢ € Xo N L7, alors d(p) > d(@o) sauf si
© = Apo(x — k), ce qui se vérifie en décomposant ¢ sur les ¢o(x — k).

Le seul point qui reste a vérifier est Xy = Vp[p]. On remarque
d’abord que X3 N Lgomp est dense dans Xg: si Py est le projecteur

oblique de L? sur X

Pof =) (f,wolz — k) pol(z — k),

keZ
alors Xg- = (Id — Py)L? et Xg-N L2, = (Id— P§)L2,,,,. Maintenant,
si f € Volul, alors f € (Xg N LZ,,,)" et done f € Xg. L’inclusion

Xo C Volp] est évidente (il suffit de vérifier que Vp[u] est fermé, ou
encore que Volu] = Volpo]: mais si T € L*(R/27Z) et P € C[X],
il existe S € D'(R/27Z) tel que T = P(e~%)S(€), et cela entraine
Volewo] € Volu)).

Nous comprenons maintenant pourquoi nous pouvons parler d’ana-
lyse multi-résolution:

Lemme 7.

i) V;[u] est fermé dans L? et a une base de Riesz {27/2p;(27x —
k) ez telle que pj € L2, et telle qu’il existe w; € C° avec

(/20,2 = k), 2022 = b)) = b

i) Vjlu] € Vialp]-
iii) Ujso Vilp] est dense dans L2
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PREUVE. i) est évident par renormalisation du Lemme 6. ii) est une
évidence par définition de Vj[u]. Pour iii), on note E = {J;5, Vj[u]-
Alors E est un sous-espace fermé de L?, invariant par toute translation
dyadique k/27, k € Z, j € N, donc par toute translation réelle. Cela
implique qu’il existe un ensemble mesurable F' C R tel que: f € F si
et seulement si {f € L? et suppf C F}. Comme p € E et que [ est
une fonction analytique, on a F' =R et F = L2.

Ainsi, la fonction p permet d’approximer dans L2, par ses trans-
latées dyadiques, toute fonction de carré intégrable. Un probleme
intéressant est alors de savoir a quelle vitesse cette approximation a
lieu.

Definition 6. Une fonction p € LgNLZ,,,(R), p# 0, a une puissance
d’approximation d’ordre N si: il existe C' > 0, jn € N, pour tout

f € HN7 .7 Z jN7
If =T flls < C277N | f N
ot I1; est le projecteur orthogonal de L? sur V;[pu).

Par exemple, si p est une fonction d’échelle associée a un filtre my
qui a un zéro d’ordre N en m, alors p a une puissance d’approximation
d’ordre N. Les fonctions d’échelle non-stationnaires ont été introduite
pour permettre des puissances d’approximation d’ordre infini [11]. On
parle alors d’approximation spectrale.

Remarquons également que si g a une puissance d’approximation
d’ordre N, N > 1, alors on a

lim 29WV=V||f 1L f||2 =0, pour tout f € HN~1,

Jj—4o0
En effet, si f = ga + ha, avec

040 =x1y (5)7

on a, en écrivant g4 € HY et hy € L? avec
g5V l2 < A FE=Dl,

et
[hallz < ATV FN =D,
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2N f L £l < € (279 4)| VI
2N D AN D

d’ot, si A = 27,
29N =1L fll2 < (C+2) [F NV

On réinjecte cette inégalité dans f = ga + ha, avec g4 € HN et hy €
HN=1 A = (V2),

PNV —Tfll2 < C (V2) I FAY)

He 2)(/|~£|>(\/5)j

et on a bien 27V f — I1; fl|2 — 0 quand j — +oo0.

FD (e ae)

Dans une analyse multi-résolution non stationnaire (V;[u]), nous
avons obtenu pour chaque niveau V;[u] une fonction spéciale ¢;, et
Iinclusion Vj[p] C Vjy1[p] donne une équation a deux échelles

@j(%) =>. <<Pj<g>ij+1($ - k)> pjr1(r —k),

qui se réécrit en

852) = 5 Poyo/2ysen (€) £551(6).
On écrit
mj1(§) = %Psoj (@/2) w41 ()
et on a alors
M
(18) ¢o(§) = rllmg(2%> @M(%) ;
o

formule qui est tres proche de la formule qui relie la fonction d’échelle
au filtre d’échelle. Mais ici, a priori, nous ne pouvons pas faire tendre
M vers +oo. Méme si nous pouvions normaliser ¢ par ¢p(0) =1 (ce
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qui n’est pas toujours possible!), il n’y aurait aucune raison de conclure
que

lim @M( 3 ) =1.
M ——+oco 2M
Lorsque cela est le cas, nous sommes dans le cas d’analyses multi-

résolutions non-stationnaires “normales” (au sens ou seuls les filtres
m; entrent en compte pour la détermination de ¢y).

Definition 7. Une analyse multi-résolution non-stationnaire{V;[p]} ;>0
est dite normale si les fonctions d’échelle non-stationnaires @; (i.e. les
fonctions ¢; telles que p;(27z) € V;[u] et le support de ¢;(27x) est
minimum), peuvent étre choisies de la forme

(19) 650 = [T mise(5)
/=1

ot my est un polynome trigonométrique

+degmy

—tk
E Ak € ¢ )

—degmy

a coefficients réels tel que my(0) = 1, degmy < Ct4 (o A € N ne
dépend pas de l) et

sup ||me||co = B < +00.
¢

Comme nous I’avons expliqué dans I'introduction, les produits par-

tiels
= ¢
&) = [ mjee <?>
(=1

définissant ¢; admettent un majorant a croissance polynomiale, de sorte
que 0; n, qui converge vers ¢; dans C*°(R) (i.e., pour tout p € N,

(d/ d&)pQ;;V converge vers (d/d€)P¢; uniformément sur tout compact)
converge vers ¢; également au sens des distributions tempérées. De
plus supp 0; y C [—Mj, M;] avec

o0

M, = Zdeg mjte) Z J+€

(=1 /=1
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La convergence de 0; y vers ¢; a alors lieu avec des supports contenus
dans un compact fixe (i.e., fixe par rapport a IV, pas par rapport a j).

Nous verrons dans la suite trois exemples de telles analyses multi-
résolution non stationnaires: fonction de Rvachev (Section 5), base de
Berkolaiko et Novikov (Section 6) et “ondelettes de Kharkov” (Section
8).

5. La fonction de Rvachev.

La fonction up(z) a été introduite en 1971 par V. A. et V. L.
Rvachev comme une fonction explicite C°°, a support dans [—1,1] et
dont les translatées par 1/27, {up(x — k/27)} ez, permettent de recon-
struire tous les polynomes jusqu’au degré j

C;[X] C {Zakup(x— 2%) : {ar} € (CZ}.

kEZ

Nous translaterons cette fonction de 1 (c’est-a-dire que nous prendrons
up & support dans [0, 2]) pour pouvoir appliquer le formalisme des anal-
yses multirésolutions non stationnaires.

La fonction up(z) peut étre définie comme un exemple classique de
fonction C°° a support compact par la formule

(20) up(§) = Hx<27)

ouy = X[o.1] et donc

De tels produits interviennent dans la théorie des classes de fonctions
non quasi-analytiques (cf. le livre de Rudin [25, Chapter 19, p. 415],

par exemple).
Il y a de nombreuses fagons de justifier la convergence de (20). Par

exemple,
(£> - L

>>

Il

=0
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est la transformée de Fourier de la fonction puny = x *2x(2x) * --- *
2Ny (2N x), qui est une fonction positive de masse totale 1 et & support
contenu dans [0, 2]. De plus, ||un]|co < 1 (puisque

lnlloo = IIx * 2 pv—1(2 @)oo < [IxXlloollinv—1l[1)

I(d/dx)un|loec < 2 (puisque dun/de = 2unv_1(22) — 2un_1(22 —
2) et que pun_1(x) et uny_1(z — 2) sont a support dans [0,2] et [2,4]
respectivement) et enfin

N1 — oo

—sup| / (v (@) — e ( — ) 2V X2V ) dy| < 2N

pun converge donc uniformément vers une fonction up qui vérifie

supp up C [0, 2], /updle, et up=x*2up(2x).

En particulier, up est en quelque sorte sa propre régularisée et est dans
.

La fonction up jouit de nombreuses propriétés remarquables, décri-
tes dans [26] et [27]. Par exemple, il est clair que

d
(21) o up(z) =2up(2z) —2up(2x — 2)

x
et que up(x) > 0 sur ]0,2[, up(l) = 1. (En effet, de (21) on tire
que 0 = infsupp up, et donc up(z) > 0 sur ]0,1] tandis que up(l) =
2 fol up(2t) dt = up(0) = 1). On en conclut alors pour k > 1

dk
0<z<2 et Wup(a:)zo,
sl et seulement si
1 2 2k — 1
ze {Qk_1,2k_1,..., - }

En fait c’est I'une des caractérisations de up

Proposition 4 (Caractérisation de up). Chacun des problémes P1) a
P5) a pour seule et unique solution la fonction up:
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P1) feé& (f,1)=1c¢et f:X[o,l] x*2 f(2x)
P2) fe& (f,)y=1et df/de =2f(2z) -2 f(z —2)
P3) f e C*, supp f C[0,2], f(1) =1 et pour tout k > 1 on a:

0<z<2 et f®(z)=0,

si et seulement si

1 2 2k _ 1
‘”e{2k—1’2k_17"'7 k1 }

P4) f € C*, supp f C [0,2], f(1) =1,

lim 2—(n+1)(n+2)/2||f(n)||OO =0,

n——+oo

et, pour tout p € N, il existe {ay} € CZ, tel que

xp:Zakf(x—%)).

kEZ
P5) f e ™, supp f C[0,2], f(1) =1,

lim 2—(n+1)(n+2)/2||f(n)||oo —0

n—+oo

et, pourtousk>1,€€{1,2,...,2’“—1},
12
r(k
()<2k— —1> 0.

Quoique tous ces résultats aient été prouvés par V. A. et V. L.
Rvachev [26], [27], nous en donnerons la preuve a titre d’introduction a
la fonction up. Avant d’entamer cette preuve, nous donnons le lemme
fondamental sur lequel repose une grande partie de la théorie de la
fonction up.

Lemme 8. a) (Lemme d’encadrement) Soitn > 0 et soit A,, ’ensemble
des fonctions f qui vérifient:

i) f € C™ etsupp f C [0, 2].
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ii) f(") est strictement monotone sur chaque intervalle [k/2", (k +
1)/27] (0 < k < 27+1).

iii) Pourl<p<mnetl<k<2r—1,

f(p)<2pk—1) =0

iv) f(1) =1.

Alors si f € A,,, on a en tout point x
(22) ln(z) < f(2) < hn(2),
0’1260:0 ho_ [02]
et hpy1 = fo t) dt, ou:

Opour0<x<1/2 L,(t) =24,(2t), H,(t) = 2h,(21),

e pour 1/2 <z <1, L,(t) hn(2t), H,(t) = (21),

e pourl <z <3/2, L,(t) =—-2h,(2t—2), Hy(t) = —24,(2t—2),

e pour3/2 <z <2 L,(t)=-2¢,(2t—-2), H,(t) = —2h, (2t —2).

et £yyq et hyyq sont définis parly, 1 = fom L, (t)dt

(
(
En particulier, on a: si f,g € Ay, alors,

(23) 17 = oo < M = bullo <

b) (Lemme d’extremalité) Soit o, le spline de degré n, défini récur-
stwement par

70 = 35 X[o,21

x
_— :/ (20m(24) — 20(21 — 2)) dt .
0
Alors 0,41 € Ay, et on a, pour tout f € Ay,

(24) ||f(n+1)||oo > ||07(Z_f;1)|| 2(n+1)(n+2)/2

et l’égalité n’a lieu que pour f = o,41.

¢) (Lemme de Majoration) Soit f € C™(R) telle que f™ soit lip-
schitzienne et telle que f(k) = 0 pour tout k € Z et f®)(k/2°P=1) = 0
pour tout k € Z et tout p € {1,...,n}. Alors on a

(25) Hf”oo < 21—n—((n+1)(n+2))/2||f(n+1)||oo
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PREUVE DU LEMME 8. Il est immédiat que si f € A,,, alors on a

) =r(5)nen+ () pee -2,

ou f1 et fo sont dans A, ;. L’idée est alors de démontrer (22) par
récurrence. On commence par vérifier que si f € A,,, alors pour 1 <
p<n, {fP(z) =0et 0 <z <2} siet seulement si

1 2 2P — 1

par hypothese, puisque

7o) = 1 () =0

et que f(™ est strictement monotone sur [2k/27, (2k + 1)/27] et sur
[2k+41/2"7, (2k+2)/2™], on voit que f(™ ne s’annule pas sur [k/2" 1, (k+
1)/2" 1 et donc que f(*~1 y est strictement monotone; ce qui prouve
A,, C A, _1 et par récurrence que les seuls zéros de f(P) sont les points
k/2p—1,

Pour démontrer (22), Rvachev introduit I’hypotheése de récurrence
(Hy) suivante: “Si f € A,, o, > 0 et g € [0,2] vérifient oy, (xp) <
f(zo) < Bhp(xo) alors sizg <1, 0na aly,(z) < f(z) < Bhy(x) pour
tout x € [0,x], et si g > 1, on a al,(z) < f(z) < [ h,(z) pour tout
x € [x0,2]”.

Hj est évident: puisque ¢y = 0, on a f(x) > afy(x) sur [0,2]: en
effet f est croissante de 0 a 1 sur [0, 1] et décroissante de 1 & 0 sur [1, 2];
de méme si f(zg) < Bho(zo) = [, on a nécessairement f(z) < [ sur
[0, zo] si xp < 1, sur [xg,2] sizg > 1.

Montrons que (Hy,) implique (Hy,41). Comme 1 est centre de
symétrie du probleme (pour tout n on a f(xz) € A, si et seulement
si f(2—1z) € Ap, ln(z) = £,(2 — ) et hy(x) = h,(2 — x)), nous
pouvons supposer o < 1. On suppose donc f € A,4+1, 29 < 1 et
alpi1(zo) < flwo) < Bhpga(wo). Sur [0,1], f'(z) = f'(1/2)g(22)
avec f'(1/2) > 0 et g € A,. On considere p(z) = f(z) — alpi1(x).
Cette fonction vérifie p(xzg) > 0 et ¢(0) = 0. On note z; le point
de [0,z0] ou ¢ atteint son minimum. Si z; = 0 ou z; = =z, alors
@ > 0 sur [0,zp], ce qu'il faut démontrer. Si 0 < z; < 1/2, alors
0=¢'(z1) = f'(1/2) 9(221) -2 £, (2x1). L’hypothese (H,,) permet de
conclure que ¢'(x) > 0 sur [0,z1] et donc ¢(x1) > ¢(0) = 0. De méme,
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si1/2 < xp < 1,alors 0 = ¢'(x1) = f'(1/2)g(2x1) — 2ah,(2x1), de
sorte que ¢'(z) < 0 sur [z1,1] et donc p(z1) > p(zp) > 0. Enfin si
x1 = 1/2, le méme argument s’applique si n +1 > 2; si n =0, £1 n’est
pas dérivable en 1/2; cependant £1(1/2) = 0 et f(1/2) > 0, de sorte que
©(1/2) > 0. (Hp41) est donc démontrée, le cas f(xg) < [ hpy1(z0) se
traitant de facon analogue.

(22) est alors immédiat. Pour n = 0, nous avons déja vu que
0<f< X[0.2]" Pourn > 1,on a f(1) =¢,(1) = h,(1) et (H,,) entraine
(22). Pour vérifier que £,(1) = hy,(1) = 1, il suffit de remarquer que
pour ¢t € [0,1] on a £,(t) + h,(1 —t) = 1. C’est vrai pour n = 0. Par
ailleurs, on a

t 1/2
loy1(t) + hper1(1—t) = / 24, (2u) du+ / 2hyp(2u) du
0 0

1—t
+/ 24,(2u) du
1/2

1 1/2
:/ En(u)du+/ (1)
0 0
1

:/(én(u)—}—hn(l—u))du:l, sitﬁ%.

En utilisant le fait que £,,(2 — u) = £,,(u) et donc

1—t 1/2
/ 24,(2u) du:/ 24,(2v) dv
1/2 t

et de méme £, 1(t) + hpp1 (1 —¢) =1sit > 1/2.

Pour démontrer a), il ne reste plus qu’a estimer ||£, — hy||loo. En
fait, on va montrer que pour 0 < z < 1, /,,(z) = hp(x —1/2"). On
commence par remarquer que c¢’est vrai pour n = 0 ou 1. Par ailleurs,
¢, (z) = 0 pour z € [0,1/2"] et donc h,, = 1 pour z € [1—1/2",141/2"].
On va montrer par récurrence que @, (x) = £y, (x) — hy(z — 1/2™) est
nulle sur [0, 1). En effet, on a:

0si0<z<1/2

1
() = 2£,(27) — 2hn(2a:— 27) — 20 (22) = 0,
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e si 1/2 + 1/2"""1 <x <1,

2 h, (21) —2£n(2x— zin) ,

2hn(2—2x)—2£n(2—2:c+2in>,

1
:{ —2<pn<2—2x—i—2—n>,

0,

<P:z+1(37) =

0sil/2 <z <1/241/20H,
Phy1(2) = 2 (22) = 21y (20— =) =2-2=0,
de sorte que ¢,41 = pp41(0) =0.

On remarque alors que

(5 == [ 2o 5

Le point a) est donc démontré.
Le point b) est quasiment immédiat. L’appartenance de 0,41 & A,
est immédiate (il suffit d’écrire op,41 = X, ,, ¥ 20,(22) pour vérifier

th - én”oo =

[0,1]
que pour tout n > 0, [o,dt =1 et donc pour tout n > 1, 0,,(1) = 1;
(k)

les annulations de o,,/; sont alors immédiates par récurrence puisque
07(1]21 = 2ka,gk_1)(2 t) sur [0,1] et = —2ka,(1k_1)(2t — 2) sur [1,2]). De
méme il est immédiat que sur |k/2", (k +1)/2"[,
Uﬁf) = epyp 20D (42)/2
ol €, ne dépend que de k et n et appartient a {—1,1}. Le spline oy, 41
est donc un spline parfait (i.e. un spline de degré n + 1 tel que
dn+1 .
e

W"nﬂ‘:c

presque partout sur son support). Il suffit alors de vérifier que si
supp f € [0,2], [F" Voo < oV lloo et FP(k/2071) = 0 pour
0 <k <2Palors |f(z)| < opt1(x) en tout point et f(1) =opy1(1) =1
si et seulement si f = 0, 41. Cela est évident par récurrence. Sin = 0,
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on a |f'| <1 presque pour tout et donc |f(z) — f(zo)| < |z — xo|; on
prend xg = 0 pour z € [0,1] et 29 = 2 pour x € [1,2] et on obtient
[f(@)] < (1 = [1—2x[)4 = 01(2); de plus on a

|f<1>|:\/01f'<t>dt\s/olldt=1,

avec égalité si et seulement si f/(¢) = w presque pour tout sur [0, 1], ol
|w| = 1 et w ne dépend pas de t; on trouve donc f(1) = 1 si et seulement
si f'=1sur]0,1] et —1 sur ]1,2[, et donc si et seulement si f = o7y.

Maintenant, si on suppose le résultat démontré pour n, il est facile
de le démontrer pour n + 1. En effet, puisque

(n+2)

+1
oD | = 2720 A Y

n+1 ||OO )

on écrit f’x[o 0= g(2x) et f'xp1,2) = h(22 —2) et on peut appliquer la
propriété au rang n a g et h:

197V |0 = 27+ | 42 < 2|0

et donc |f'(x)| < 2|op41(22)| sur [0,1] et < 2|o,41(22 — 2)| sur [1,2].
En particulier,

|f(z)] < /0 20041(21) dt = 0y pa()

si0<z<1,et

)] < / D oms1 (20— 2)di = onya(s)

si 1 <z < 2;de plus, égalité f(1) = 1 = o,42(1) n’est possible que
si f' = 20,41(2t) presque pour tout sur [0,1] et f/ = 20,41(2¢ —
2) presque pour tout sur [0,2], donc f = op42. Le point b) est donc
démontré.

Le point ¢) est maintenant évident. Puisque f (") est continue et
que f a un zéro d’ordre (n + 1) aux points entiers, on peut écrire

+oo
F=> fule—2k),

k=—o00
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ou fi est a support dans [0, 2], ]gp)(g/zp—l) —Opour 1 < p < n,
L<£<2"—1et fiy(l) =0, f,ﬁ”) est lipschitzienne et ||f,§”'*’1)||OO <
£+ o. La fonction

+1
[EaSnd/ie

1f Do + €

fk,e = Onp+1 + fk

(ot € > 0) appartient a A,,, de sorte que

2

||fk,€ - O-n—l—lHoo < 2_n .

Faisant tendre € vers 0, on obtient

2 —(n n n
Hf“oo = S%prk“oo < 2_ng (n+1)( +2)/2||f( +1)||oo )

Le Lemme 8 est donc démontré.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4. On vérifie facilement que up est solu-
tion des problemes P1) a P5). En effet, on a

d
o= 2up(2x) — 2up(2x —2)
et
suppup(2x) Nsuppup(2x — 2) = {1}.

On en conclut

dN—l

dN N dN 1
| o v, = 2| s (w2 =2 G ]

oo
et donc

dN (N+1) o(N+1)(N+2)/2

— =2 2 .
Il reste seulement a vérifier que tout polynome s’écrit a I’aide de trans-
latées de up. On va montrer plus précisément, pour p € N, pour

e {0,...,p},

(26) Z (£>eup(x - 2%) = 272* mod Cy_1[X].
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Pour p = 0, (26) se réduit a ), ., up(x — k) = 1, ou encore a up(0) = 1
et up(2km) = 0 pour k € Z*, ce qui est immédiat puisque

o= a(5).

Si (26) est vrai a ordre p, cela I’est encore a 1’ordre p+1 pour 0 < £ < p
k¢ k k¢ k
> () wlo—gw) = 2 (5) wlo-3)
kEZ keZ
k¢ 1 k
+;(ﬁ) wp (= g~ 57)

€z
¢ 1 i
j
+ Z (2P+1) Cr
j=1
k¢ 1 k
2 (z) (- gm0
¢
— 9Pyl 4 9P (g; - 2p+1> mod Cy_1 [z]

= 27128 mod Cp_y [X].
Pour ¢ = p + 1, on utilise le fait que up a un zéro d’ordre p + 2 en

202k r, k € Z*, puisque

p+1 1— e_ig/zj .

(€)= [ (553

J=0

la formule sommatoire de Poisson donne alors que

kot k te
Z<x_ 2p+1) uP<$_ 2p+1) =0T =1,
kEZ

ou ¥p4+1 est une constante ne dépendant pas de x. On obtient alors

p+1

0=3"C7, (~1)iart Y (2p+1 )Jup(x - 2p+1) mod C, [X]
Jj=0 keZ

= (_1)p+1 Z <2p]i—1)p+1u’p<x - 2pk-;+—1)

keZ
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Z (= )Pt 200 mod C, [ X

p+1 k
_1\p+1 _
1) Z<2p+1) “’p<$ 2p+1)
kEZ

— (=1)PFigrtlgPtl ;mod C,[X].

(26) est donc prouvé.

up est donc bien solution des problemes P1) a P5). Par ailleurs,
les restrictions sur la taille des dérivées de f dans P4) ou P5) sont bien
nécessaires pour ne pas avoir d’autre solution que up: pour P4), la
fonction

d
f—uz?—a%uzx

ou « > 0 est arbitraire, vérifie supp f C [0, 2], f02 fdr=1c¢et
> (30) 1= 5) =2 () (e~ 33)
kEZ ke
(S )l 5)
= 2P2P mod C,_1[X].
tandis que

e
n——+oo 2(n+1)(n+2)/2 o

Pour P5), la fonction f = up(2x — 1) vérifie supp f C [0,2], f(1) =1 et

tandis que

||f(n)||oo _ 2n2n(n+1)/2 — 12(n+1)(n+2)/2 )
2

Il reste maintenant a vérifier 'unicité des solutions de P1) a P5).
e Pour P1), c’est évident: si f = x *2 f(2x), alors

0 =x05(5) = IT1(5)1(35)
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et donc

e Pour P2), on remarque que

%(X*2f(2x)) =2f(22) - 2f(25-2),

de sorte que pour f € £ il est équivalent de dire que f = x*2 f(2z) ou

que
d
% =2f2z)-2fQ2x-2).
e Pour P3), on utilise le Lemme 8: si f vérifie les hypotheses de P3),
alors f € A, pour tout n. Comme up € A,, le lemme d’encadrement

donne que
2

1f = uplloo < |lhn = tnlle < on
Comme c’est vrai pour tout n, f = up.
e Pour P4), on commence par remarquer la chose suivante: si
p € CF et si v est la fonction de support minimum dans Vy[u], avec w
une fonction dans C2° vérifiant (w(x — k),v) = 0o pour k € Z, alors
le fait que f € L2 s’écrive

f:Zak,u(a:—k), avec {ay} € C%,
keZ

entraine que

f=Y (fol@—k)v(e—Fk).

keZ

En particulier, si 1 =}, -, ax pu(z — k), on obtient que

1= (1,w)ZV(x—k),

keZ

et donc que ), (dv/dx)(z — k) = 0; cela entraine que

dv
pri ay(z) —a(z—1),



FONCTIONS D’ECHELLES INTERPOLANTES 143
pour une fonction a; € CZ°, et donc que

1—e %

i

pour une fonction gy € C°. On a alors Vi [dp/dz] = Vi|p1]. A nouveau,
si v1 est la fonction de support minimum de Vi[dp/dz] et si wy € C°

vérifie
k
<w1 (37 - 5)7V1> = 0k,0 ,
on a pour

B OO P o (RGN T )

Ainsi, si en plusde 1 =}, ., ax pu(z — k) on a

=S (-5,

keZ

&) = f(§)

on écrit p "
=3 gl —3)
kEZ

et on obtient finalement

%1/1 = ay(x) —az(x — %)

et enfin _ _
1—e% 1 e %/2

3 i&/2
Cet argument s’itere a linfini et donne donc que si f vérifie les hy-
potheéses de P4), on a pour tout N € N,

&) =

fia(€) -

N1 emit/?

H 25/2] N+1(§)7

avec fyy1 € CZ°. Le probleme est alors de montrer que

Ngrilw fvi(€) =1
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ponctuellement. En notant fo = f, on a pour tout N,
k 1 d k
fis = 2NZ—fN( ) = 3w 2 g (e = 5w)-

En particulier, on a: supp fy41 C [inf supp fn,supsupp fy — 1/2V] =
[0,1/27], de sorte qu’en fait on a

Y

- 1 d _ _N(Nt1)/2( 4@
IN+1 =X __fN_X[Oyl/zN]2 (@

N+1
[0,1/2V] 2N dx )

et donc

2N

. 1/ |
(€)= 27 NHD/2 / FEFD () 28 g
0

Par ailleurs fy11(0) =1 et donc

) /2 |
frg1(g) =1 =2 NWFD/2 / FOHD () (€707 — 1) da,
0

d’ou

A 172"
eia(€) =11 £ 27N [T
- £
< 2~ NIN+1)/29 NHf(N+1)||oo 1€l

— 2—(1\’+2)(N+3)/2||f(N+1)||oo 8 |£|

et on a bien limpy_, 40 |fN+1(§) — 1| = 0. Enfin P5) est immédiat, en
appliquant le Lemme 8 (lemme de majoration) a f — up.
La Proposition 4 est donc démontrée.

Une propriété amusante de la fonction up est que ses valeurs aux
points dyadiques sont rationnelles et aisément calculables. Ce qui en
permet la tabulation et partant le calcul de toutes les quantités

(k+1)/27
/ ztup(z) da .
k)20
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Lemme 9. Pour tous j €N, k€ {1,...,2771 — 1} up(k/27) € Q.

PREUVE. On remarque d’abord que tous les moments

2
mg:/ ztup(z) do
0

sont a valeurs rationnelles. En effet, on a

2 2 xé—l—l d
/0 ztup(z) de = —/0 11 %up(az) dx

2 S|
:/0 (2up(2x—2)—2up(2x))£+1

()
= % 02 thup(t) dt

-1 1 ) 2Z+1—k 2 )
+;£+1C£+1 ST /0 tPup(t) dt .

Partant de f02 up(z) dr = 1, on voit que f02 ttup(t) dt € Q par induction
sur /.
On calcule alors up(k/27) par récurrence sur j a l’aide des formules

x—k\J x—k x\7 x :
_ x x — 90
Z( 9 ) “’p( 9 )‘/(21‘) “p(2j>d$_2 -
ke
Partant de up(1) = 1, on voit alors qu'on peut calculer les valeurs
up((2k — 1)/29F1) pour 1 < k < 27F1 4 T'aide des valeurs up(k/27),

1 < k < 2/t — 1, en résolvant le systeme de 271! équations & 271!
inconnues:

dx

((pour 0 < £ < j, pour 1 <r <2i7¢

2t+1_q

2 —1 kNt (-1 ky\
> (Gt gr) w( G + ) = 2'me.
k=0

(S) < 9J+1

2k — 1\Ji+1 2k — 1
I;( 9i+1 ) “p( 9i+1 )
2it1l_1

=2 = () ().

\ k=1
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Il reste & vérifier que le systéme est de Cramer. Mais les 27 équations
correspondant & £ = 0 permettent d’exprimer up((2r —1)/271 + 1) en

fonction de up((2r 1)/29F1) (1 < r < 27) et (S) devient alors pour ces
valeurs up((2r — 1)/27T) (1 <r < 29):

( pour 0 < £ < j,pour 1 <p < 207¢

2t 1
k

2r —1 114 2r—1 k¢
Z(( 9i+1 Tt T ) _(2j+1 +?>>
2r — 1 k
'uP< 2i+1 +ﬁ)

21
2T—1 k ¢
me-l-moZ( ]+1 +1> ’

2 ok—1 Pl 9k — 1NGHINIFL 2k — 1
Z(( 57 “) _< 5i+1 ) ) “p( 5i+1 )
k=1
2t :
. k\Jt+1 k
_ _93+1,,. _ _
= -2 m]+1+ Z (2j> up(2j>
k=1
2 ok 1 j+1
— J

(S') se réécrit alors,
(pour 0 </ <j—1,pourl<p <2714
PR

2T - 1 k 12 2,r _ 1 k B
% Z ( 27 + ﬁ) UP( 2j+1 + 2£+1> =Ctr,
k=0

(57)

<.

27

> () wl(gm) =

\ /=1

ot les ¢g, et ¢; sont des combinaisons linéaires des up(k/27) & coeffi-
cients rationnels. On retrouve le systeme (S) au rang j (ou les inconnues
up((2k—1)/27) sont remplacées par les inconnues up(1/2 (2k—1)/27)) et
par récurrence sur j, on obtient bien que (S) est un systéme de Cramer.
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Nous pouvons maintenant présenter le résultat le plus frappant de
Rvachev [26], [27]:

Proposition 5 (Série de Taylor généralisée). Pourp €|1,2[, on désigne
par K? l’espace de Banach

K? ={f € C®(R) : supp~ N2 NN/ (V)| < 4oo}.
N
Alors lapplication

f—A{f(F)} ez U {p_N2_N(N+1)/2f(N) (21\?—1 ) }N>1 kEZ

est un isomorphisme de K sur £*°(Z & N* x Z). Autrement dit toute
fonction de K* se décompose en

F= Y ko) + 30 3 Y (s Jenala),

keZ N=1k€eZ

ot o i est l'unique solution de: on i € KP, on(£) = dn,00k,e €l

(%)J@Nk(%> = 0N, Ok

pour j > 1. La convergence de la série a lieu uniformément sur tout
compact de R pour f ainsi que pour toutes ses dérivées.

PREUVE. Notons S, I'application

f—AF (k) }rez U {p_N2_N(N+1)/2f(N) (2NL—1> }N>1 =

I1 est clair que S, est injective de K” dans £°°(Z @ N* x Z). En effet,
si S,f =0, le Lemme 8 (lemme de majoration) donne que pour tout n
on a

P n+1 e _(n . .
[ flloo < 4<§) p~nmlg=(nA)(n42)/2)| p(nt D))

Si f € K?, cela donne || f||oo < C (p/2)"*! out C ne dépend pas de n et
donc f = 0.

Nous allons montrer maintenant I’existence de I'unique pn € K ¢
telle que

Solenn) = {0n00keteen | J{p™7 279026y 5 6k i} o1 0er -
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Nous montrerons de plus que ¢y € Vy[up] et que pour N > 1,

e [ () -1 8(h) 1]

Nous allons construire ¢ j par récurrence sur N. Si N = 0, on connait
déja la solution: ¢g = up(x — 1+ k). Pour construire ¢p 1, une fois
connues les ¢;; pour j < N, on part de I'égalité

dN

et on procede en trois étapes:

e en notant Iy 'intervalle

tes= [ B{gr) -8 1]

on définit wy p par

l 1
WN,k = E CN,k L UP(ZE T 9N-T + 2—N> 5
£/2N71€IN,]c et éZk

ou les ¢y ¢ sont choisis de sorte que: pour L)2N—1 ¢ Ing et k <Z,

N Ly
g o (gwer) = e
C’est—a-dire qu'on prend cy g, = 2~ VVFY/2 et pour £ > k,

-1
av L—m 1
- N(N+1)/2
Ny = —2- NI/ Z CNkm 7§ UP( N1 + 2—N) .

m=k

Les cn k¢ sont donc bien définis et on a
N 14
aom (=) = e

pour tous les points £/2N~1 € Iy 1, tandis que pour tout p > N et tout

L €7, ” ,
g7 <Nk (5mr) =0
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e On corrige alors wy  en

Yk =wnge— Y wnk(l)poelx)

Leln k
N-1 dp /
SIS @wN,k(%—_J%x(fL‘)-
p=1¢/2r=1cln

On a alors ¥y 1 (£) = 0 pour £ € Iy et

dP 14
o (gmr) = v e
our p > 1et 5/2”_1 € In - En particulier ¥y a un zéro d’ordre infini
aux deux bornes de I .

e Il suffit alors de poser: oy i = YNk X1y .

Bien siir, on peut remplacer dans ce raisonnement, / N,k par n’im-
porte quel intervalle I O Inj a bornes dans Z. On obtient alors o =
wr X; avec wr € Vy[upl; cela entraine que oy € Vy[up]. (En effet si
vy est une fonction de Viy[up| & support minimal et si v}, € C2° vérifie

(v (2 g ) ow()) = b

on utilise le projecteur
P23 (1 ) o )

sur Vi [up]. Son noyau est proprement supporté de sorte que Pyyn i =
N i est immédiat).

Il reste & démontrer la convergence dans C*° (convergence uniforme
sur tout compact de fonctions et de leurs dérivées) vers une fonction de
K7 de

o0

Z Z CN,k PN,k

N=1keZ

lorsque {p~N2=NIN+1/2c1 1 € ¢°°(N* x Z). Pour cela, on va noter
Ky p le nombre

dP

Ky =sup {H ZCN,k dop PN|| ¢ sup len k| < 1} .
kEL

HOO
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Comme g, = up(z — 1+ k), on a (puisque supp up = [0, 2|)
dP
- — 9.9p(p+1)/2
P

Nous allons alors estimer Ky, par récurrence sur N. On commence
par remarquer que si f € K? vérifie pour tout p > po et tout £ € Z,

daP f(2p 1) =0

alors
po—1

sz ) @o.e + sz@)(

(En effet la convergence de

)‘Pp,

po—1

1= LSO+ X T 1 (5
0

)@pé

est immédiate, la série étant localement finie. Par ailleurs, 'appar-
tenance de g & K* est immédiate: il suffit de remarquer que ¢, 4(z+1) =
©pe—2v-1(x), de sorte que les estimations de taille sur les dérivées de g
sont immédiatement uniformes. Enfin f = g puisque S,(f) = S,(9)).
On remarque également que si f € K? alors (df /dz)(x/2) € KP: si
g = (df /dz)(z/2) on a

dN+1
d.TN+1 fHoo

[l =2

S 2—NCpN+12(N+1)(N+2)/2

On note alors ey =) ;s CNk PNk SN > 2, 0ona

d€N
% = 2_N Z CN,k 2 @N—l,k(z 513)
kEZ

(27)
+Zld€—N(2k+1>2up(2x—2k).
k

2 dz 2
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Cela nous donne

ngN le
[T . < Ve Zemwowara]

1deny (2k+1
gN(N+1)/2 o, N ( )‘ .
+ p 2 dx 2

Par ailleurs on a

€N(k‘0 + 1) —€N(k0) =0

ko+1 d
— / 9EN 0
k dfl?

0

1 ds_N(2ko+1>

T2 dw 2
ko+1 1
+/ko 2—NZCN,k2<PN—1,k(2ZE) da
=

ce qui donne

2o ()= o [ Sewsowua]

Le Lemme 8 (lemme de majoration) permet alors d’écrire

dN—l
3-N-N(N-1)/2|| ¢
| Sevaonaaa] <2 s Sensonas

.

Au total, on a donc obtenu

Knn <Ky 1nN- 1(1+2N(N‘H)/2 93— N-N(N-— 1)/2)
2N
16
=Kn_1n-1 (1 + 2—N) .

On obtient donc

o0

i 16 16
KNNSjl:[<1+2 )K11<Co jli[z(lﬂLg)Kl,l-
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Par ailleurs Koo < 1 et Ky ; est bien fini puisque

< | R+ R0 5
On a donc montré
d 16
(28) sup KN,NSH(1+_-> -K1,1:CO.
NeN ek 27

L’estimation de Ky, est alors facile:

e si p < NN, on note

O p = 2VNFD/2 9Pt/ g

) )

et en utilisant & nouveau (27) on obtient

Knp <2 NKn_ypy +27PHD2 — s NONHDP KN 3 voa
S 2N
et donc
16 AR |
Onp <On_1p-1 + oN Co < Qn_p,0+16Co Z Pl
N—p+1

Par ailleurs, le Lemme 8 (lemme de majoration) donne que
KN po<Kn_pN_p4 9—(N=p)—(N-p)(N—p+1)/2
et donc Qn_p 0 < 42=-(N=P)Cy. Au total
(29) Knp < 9~ NIN+1)/2 9p(p+1)/29=(N=P) 5y . pour 0 <p < N.

e Si p > N, on remarque que

de (ZCNk ka) = Z (CZ—NN ZCN,k(PN,k> (%)up@]\% +1-10)
Cez

et donc (en utilisant que up(z) et up(z + 2) sont a supports disjoints)

(30) Kyy, <2KnnN o~ NWN+1)/2 9p(p+1)/2 pour p > N .
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On conclut alors que si p_N2_N(N+1)/2|cN7k| < M,ona

d .
[ 325w gON”“HOO < D Knp M NN/
Nk N=1

<M Z 20, 2P(P+1)/2pN
N<p

+ M Z 5Cp 20w t1)/2 )N o=(N-p)
p<N

< Co M pP 2p<p+1>/z(22 p—e+5z(§>‘> _

<0 £>0

La Proposition 5 et donc démontrée.

Nous allons maintenant décrire I’analyse multi-résolution non-stati-
onnaire engendrée par up (décrite dans [11] par N. Dyn et A. Ron).

Proposition 6. a) Soit upy la fonction de support minimum dans
Vie[up] normalisée par inf supp upy, = 0 et up,(0) = 1. Alors on a

(31) (20 = (*55) @(©),
5 0= [[min(f) wee mio= ()

En particulier, up engendre une analyse multirésolution non-station-
naire normale.

b) Soit Iy, le projecteur orthogonal de L* sur Vi|up]. Alors pour
tout N >0, il existe une constante Cny > 0 telle que, pour tous k > N,
feHN
(33) If =i fllz < On 27" M5

En particulier, la fonction up a un ordre d’approximation infini.

PREUVE. a) On a

T(E) = f[X(;)
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Par ailleurs, on sait que

o0 1+ —Z§/2J
%)

.
[y

On obtient donc

Le regroupement des termes étant autorisé par le fait que si || < ,

+oo oo

ZZ‘ og1+6_z£/2 ‘<+oo.

7=0¢=1
En particulier,
SOa:
= [ m (g)%(ﬁ)
j=1
avec
= §
= 11 mi(3)-
j=k+1
On vérifie facilement que v; € Vi[up] N L2 (11 suffit de vérifier que

comp*
si e L2 vérifie Y (—1)*p(x — k) = 0, alors v défini par

comp

. . 2
36) = 0(6) 1o
vérifie v € Volo] N L2,,,: en fait on a ¢ = (y(z) + v(z + 1))/2, ou
encore

—22<p:1:+k —22(,0:1:+k

On a alors vy € Lf, ., supp~y compact, donc v € L2, et v € Vo[e]). De
plus i est de support minimal dans Vi [up]: on peut utiliser le critere
d’A. Ron [24] qui dit que v est le support minimum dans Vp[u] si la
fonction entitre 7(z) = [v(x)e™"** dz n’a pas de zéro (complexe) 27-
périodique. Ce critere est évident: si v n’est pas de support minimum,

V:Zakyo(x—k) et (Za ek )1/0 z),
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si v par contre est de support minimum et si w € C° vérifie (w,v(z —
k)) = 05,0 alors

> 0(z + 2km) (2 + 2kr)
kEZ

converge uniformément sur tout compact de C vers la fonction 1.

Nous avons donc prouvé (32), et donc que {Vj[up]}r>o est normale.
(31) se déduit immédiatement de (32) en mettant (1 + e~%/2)% en
facteur dans m;44(&).

b) l'estimation (33) est relativement immédiate. On écrit f =
Jre + gk ou

- €N
Je = X ) (ﬁ)f
On a
g% — Mrgrll2 < 2(|gxll2 < 2 (2F7) 7N F®) ), .

Par ailleurs, on a
R k\ — k 2
) \ D" fiol€ + £2m25) @y (€ + L2702 )‘

1 LET up 2
ML fill3 = 5 (O] e
2 27r/_oo (Z|@k(§+2n£2k)|2>2 k
LEZ
Lt @P
= o | O S T
LEL
et donc

e — Wi frll3 = [1fxll3 — [Tk frll5
Z|@k(§+27f“k)|2

1 7T2k R E;ﬁo
=5 |fr ()] dg
27 J 2k > [upg (€ +2me27))?
LEL

On écrit

(€)= (%)%(2%) ,
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d’ou
> lup (€ + 2m £ 27)?
(40 Z |[upy, (€ + 27 £ 2F) |2
Z|upk (€ +2m L 28)? |upy, (€)1
_ Z\ ‘Zk [ap(§/2" + 27 £)|”
“ el aEE

Si [£] < w2k alors

1 1
— < SUp ——— < +00
[up(§/2%)| = 1< [Up(n)]
tandis que
|€+2m L2k — 272k — || —
et

0 e
|E+2m 02K — 272k — |¢| — w2k’

On obtient donc pour k > N,

w2k . ) ﬂ)zj\(

Y R GIHE

— 72k
sup Y [@p(y + 2 £) 2
In|<m 1£0

inf |u
inf ()

< On 2728V f)3

dg

La Proposition 6 est donc démontrée.

En fait, non seulement "approximation par up et ses translatées est
spectrale, mais elle est de plus optimale. Plus précisément, Rvachev a
étudié 'approximation des fonctions 2w-périodiques par des translatées
(périodisées) de up(x/m). Rappelons que si B est un espace de Banach
et si A est une partie de B, le diamétre de Kolmogorov d, (A, B) est

défini par

dn(A,B)= inf sup inf |la —v|p.
VoCB a€AVEVR
dim V,=n
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C’est la mesure de la meilleure approximation possible de A par des
vecteurs choisis dans un sous-espace de dimension n. On notera Ep
(A, V) la quantité sup,c 4 inf,cv ||a — v B.

Les 2m-périodisées de up((z — 1/2%)/7) forment un espace de di-
mension 281 noté Upy,. Rvachev montre alors [26]:

esi B=L%et Ay = {f € HN(R/27Z) : || f™N)]|5 < 1}, il existe
ko(N) tel que pour k > ko(N), Er2(An, Upg) = dosi1(An, L?).

e Si B=L%et Ay = {f € OV (R/27Z) : fN) € L[> et
||f(N)||oo < 1}, alors
Epe (ANvUpk) o
im - =
k—4o00 d2k+1 (AN,LOO)

Comme le souligne Rvachev, les approximations optimales pour ces
diametres de Kolmogorov sont réalisées par les polynomes trigonométri-
ques ou par les fonctions splines. Cependant les polynomes trigonomé-
triques n’offrent pas de bonnes propriétés de localisation spatiale (puis-
que leur support est R/27Z tout entier) tandis que les splines ont un
ordre d’approximation fini. La fonction de Rvachev combine les deux
aspects (support compact, approximation spectrale) tout en étant op-
timale (pour Papproximation de HY) ou asymptotiquement optimale
(pour I'approximation de C¥).

On peut aussi étudier l'interpolation par des translatées de up.
Plus précisément, Rvachev montre que Vy[up] contient une interpo-
lante Ay telle que

k
AN(Q_N> , si N est pair,

%0 = 2%k + 1
AN (W) s si N est 1mpalr

Il s’intéresse alors a 'opérateur d’interpolation

Zf(Zlmr) (i—%), si N est pair,
zk:f(sztll 27T>AN(; - 2£N> , si N est impair .

Il montre que lon a, si f € CM(R/27Z),

Inf =

1+ logN
1 = Inflloe < Crr —oe /90|
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(alors que I'interpolation aux 21 points 2k7 /2, 0 < k < 2V, par un
polynéme trigonométrique ne donne une qualité d’approximation que
de l'ordre de N ||f®)||,./2VM [31]; on passe donc d'une estimation
d’erreur

[FASSRl 1P

de I'ordre de N = Logs 2V & I'ordre de Log N = Log Logs 2%).

6. La base de Berkolaiko et Novikov.

En 1992, V. Berkolaiko et I. Novikov ont introduit une modification
de la fonction de Rvachev pour obtenir une base orthonormale de L?(R)
composée d’ondelettes non stationnaires C°° a support compact [2].
Cette construction a été également introduite par A. Cohen et N. Dyn
en 1993 [7], dans le cadre des travaux de N. Dyn sur les analyses multi-
résolutions non stationnaires. L’idée est de remplacer dans la formule
(32) le filtre

1+ e_’f)f

m;(©) = (—

(qui est le fitre d’échelle du B-spline de degré j — 1) par le filtre de
Daubechies
(1 +e %

mi(©) = (F ) ()

. i—1 _i
OU pj = D 9o Mk € * est tel que |m;i(&)> + |m;(€ +m)]2 = 1. En
effet, ce filtre conduit & une fonction d’échelle qui a le méme ordre
d’approximation que le spline de degré j — 1 mais qui de plus engendre

une base orthonormée d’ondelettes a support compact.

Proposition 7. Soient {my}n>1 des filtres de Daubechies, avec

) = (F5) w9,

ou Qn € RIX], degQn =N —1,Qn(1) =1 et

Imy (€)% + |my (€ + )2 =1.
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On définit alors pour N > 0, ®n et U par les formules

(34) O () = H mn+;(§)

j=1
(35) Ty () = e 2 Ty, (g + w)éNH (g) .
Alors

i) ®n et Uy sont C° a support compact, supp @y C [0,2N + 3],
supp ¥y C [N, N +2].
ii) La famille {2V/2® N (2N 2 — k) }rez est une base orthonormée de

VN [®o]. (En particulier ®n(2Nx) est de support minimal dans Vi [®o]
et ®¢g engendre une analyse multi-résolution non-stationnaire normale).

iii) La famille {2V/2U (2N 2 — k) }rez est une base orthonormée
de Vni41[®o] N VN [®o]L. En particulier, la famille {®o(z — k) }rez U
{2N2WU N (2N 2 — )} y>o,kez est une base orthonormée de L2(R).

iv) ®y a un ordre d’approximation infini. Plus précisément, pour
tout s € R et tout f € D'(R), f appartient a espace de Sobolev H® (R)
si et seulement si Ns(f) < 400 ot

I 1/2
NP = (S Bola— )P+ D 34V 2V w2V k) )
keEZ N=0keZ

et les normes || f||g= et Ns(f) sont équivalentes.

PREUVE. La convergence du produit infini (34) est immédiate. En effet,
nous avons ||[my|lec < 1 et degmy = 2N — 1, de sorte que 'inégalité
de Bernstein nous donne ||[dmy/d¢]|o < C N, et donc

§ N+
‘mN”(?)_l‘SC 27 €1
comine
Z(N+])§:N+2<+oo,
j=1

le produit converge. Par ailleurs, chaque produit fini est borné par 1;
la convergence a donc lieu dans §’. Par la transformation de Fourier
inverse, on voit que @ est un produit infini de convolution de sommes
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de masses de Dirac; le j-ieme terme du produit de convolution a son
support contenu dans [0, (2N + 25 — 1)/27], de sorte que supp ®n C
[0,2N + 3].

Par ailleurs, puisque [my (£)|? 4 |my (€ + 7)|? = 1 pour tous N et
&, les fonctions 0, définies par

(36) sl =y () T v (5)

1=

engendrent des familles orthogonales {fx,(z — k) }rez. Comme Oy, —
¢ quand p — +oo (la convergence étant ponctuelle), la preuve de la
Proposition 7 se réduit aux estimations suivantes

(37) O p(€)] < Cylg|mRosel
(38) (U (&) < DilelF,  pourkeN, k<N+1,

ou (7 et a sont des constantes positives ne dépendant ni de N ni de p,
et ou Dy ne dépend pas de N.

(37) est évident si |¢] < 23027 on écrit Oy, (€)] < 1. Si |¢] >
23027, on note £ I'entier (> 30) tel que 2¢2m < [¢| < 2¢H1 27, Sip < 4,
Onp(€)=0.Sip>/L+1,ona

{+1

g €)1 < TT e ()] = Ane(© Bra(®).
j=1

ol
/+1 _i&/97 . /+1
14 e %€/2 |N+j _ig /i
Ane @ =TI|==5—| 7 et Bwel®) = X |Quas(e*).
7j=1 7j=1

An ¢ se majore facilement du fait que pour [¢| < 2¢F1x, |sin (£/2°42)| >

(2/m)(11/22),

041 _ig/2) ¢ 41 _ig/2
14 e %/2 N 14 e—i€/2
Ave©) =11 ‘ 2 ‘ 11 2 ‘
j=1 k=0 j=k+1
- ‘ sin (£/2) ‘ H‘ sin (£/2F+1) ‘
126+ sin (£/2642) 261k gin (£ /2¢+2)

N Lt ok
< () ]2
) Lg
< 2—€N 2—£(£+1)/2 )
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Pour By, on part de la formule de Daubechies pour |Qy(e™%)| [8]

it 2_N_1Ck 1 —cos&NFk
[@n(e™™)] —kZ:% N+k—1( 2 )

Berkolaiko et Novikov ont remarqué que, puisque lei, o1 S C’]’f, 4 S
k< N-—1,ona |Qn(e™)| < |Qnsi(e”®)] pour tous N et & Par
ailleurs, le controle de Qn(e™%) Qn(e~2%) est classique

QN (e7®) Qn(e™ %) < |Qn(—1) Qu(e™2™/3)| < 2N-1/23N/2

En effet,
N-1 _ X \k
Av(0) = 3 v (F5)
k=0

décroit sur [—1, 1]; de plus on a toujours cos { > —1/2oucos2§ > —1/2,
de sorte que

Qn (™) Qn(e™9)] < [Qn(=1) Qn (> /%)
Par ailleurs, si X < 0, on a

An(X) < 22N—2(ﬂ>1\’—1(1 —X>

2 -X
il suffit d’écrire que C’]’f”rk_l < Cﬁ,ilkﬂ donc que

k k—N+1 ~N—1 ON—2 ok—N+1
CNjp—1 <2 Con_z <2 2 ;

cela donne |Qn(—1)| < 2V=1/2 et |Qn(e=2"/3)| < 3N/2, Cette estima-
tion sur An(X) donne également lorsque cos ¢ < 0,

1 -I-cos§>N/2
2

1 [singV
V—cos&  \/2[cosE|

L’estimation de By est alors facile. En effet, si £ = 2¢, on écrit

mav (€)1 < ( (1= cos§)N/2 2N =172

q
|Bw.e(8)] < ‘QN+1(€_Z£/2) H Qaors1an (€% ) Qopyryn(e7/%

r=1

q
< 2N—|—1/2 H 2N+2r+1/2 3N/2+r+1/2
r=1

(2\/§)N£/2+€(€+2)/4 2N+1/2 6£/4
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tandis que si £ =2q — 1 on écrit

q
2r—1 2r
|Bne(§)] < H Qnaor (€787 ) Qo (e7™/%)

2N+27’—1/2 3N/2-|—T‘

A
::]a I

Il
—

~~ =

— (2V/3)NEHD/2HEFDE43)/4 9= (E+1)/2
On obtient dans tous les cas
B e(©)] < (2V3)NEHD/2 (2B e/
et donc
|AN ¢ Bn g| < 2—EN(2\/§)N(£+2)/2 (2\/5)(6—1—2)(6-1—3)/4 2—6(6-1—1)/2 )

Comme £ > 30, (£ +2)/2 < 84/15 et donc

< (I (S

Comme v = (2v/3)8/1%/2 est < 1 (car 3 = 38216/230 = 38914 —
(81/128)2) et v/3/2 < 1, on a en choisissant a < log(v/3/2)/4 (et
a>0)

[Ane Bre(§)] < Coem"

ou C ne dépend ni de N, ni de £. Comme ¢ > log (|¢]|/27)/log2, on a

Y

—NLog (1/v)/Log2 ( €] ) —aLog (|¢]/2w)/(Log 2)*
2

i) < ()

(37) est donc démontré. A
(38) est immédiat. En effet, si |£] > 1, on a |V (£)] < 1. Si [¢| <1,
on a |{/2+ x| € [2m/3,4n /3] (d’ou cos (§ + ) < —1/2); on écrit alors

sin N+1 N+1 k
)| ey < () < (5)

Ex()] < ‘mN_H( 2cos 5/2) N2

La Proposition 7 est alors facile a établir. i) et ii) sont immédiats. Le
point iii) est facile a vérifier: si f,g € Vn[Po],

f(g):F(zf\f)@N(sz)



FONCTIONS D’ECHELLES INTERPOLANTES 163

et

on a alors

) =2 [ FOGO 5

e 2r

On applique cecia f =¥y _1etag=Py_1(x —k) ou Un_q1(z — k).
Enfin, la caractérisation de H® est aisée a établir. En utilisant (37)
et (38), on vérifie que pour tout £k € N

sup sup Y _ [¢ + 27 p[* [ (€ + 27 p) [P < +o0,
N20 ¢ PEZL

sup supz|§+27rp|_k|\le(£-i-27rp)|2 < 400
N2k-1 € 72

Cela entraine que, si A® est I'opérateur Xs\f = |£|Sf, on a pour s € R
et N > —s
IA°Qnfll2 < Cs 2V |QN Sz -

ou
Qnf=> 2Y(f, Un@Ve — k) Un(2Vz — k).
k

En particulier, on a

(A*QnF, A Qn [ = (M F QN f, A*FLQn f)]
< 2N QNS = INN QN f || Qv 12

et cela entraine
I£llme < CINfll2 = CUIPofII5+ 4N 1Qn f113)1?
0

(ou Py est le projecteur orthogonal sur Vp[®p]). L’inégalité inverse
s’obtient alors par dualité.
REMARQUE. On obtient facilement que

1 silé] <,

lim |$n (€)= , siléf=m,

N —+oo

Sl

0, sifé]>m.
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En particulier, par le théoreme d’Ascoli, cela entraine que

lim inf/|x—a:0|2|@N(a:)|2dx:+oo.

N—+o00 zo
Ainsi, le support numérique de @ tend vers l'infini. Cela entraine des
difficultés pour décrire les propriétés d’analyse fonctionnelle de la base
de Berkolaiko et Novikov.
Dans les sections suivantes, nous allons décrire des analyses multi-

résolutions non-stationnaires ou les fonctions d’échelle non-stationnaires
auront un bon comportement global en espace et en fréquence.

7. Analyse multi-résolution quasi-stationnaire.

Le manque de controle du comportement asymptotique des fonc-
tions @5 de Berkolaiko et Novikov provient de ce que les filtres de
Daubechies ont un mauvais comportement asymptotique lorsque N —
+00

1, si €] <

Y

13 o]

1
lim |my(£)| = Nk st =5

N —+oo
T
0, 31§<|§|§7r.

La situation estdifférente lorsque les filtres convergent dans C*° (R/27Z)

Definition. Une analyse multi-résolution quasi-stationnaire est l’ana-
lyse multi-résolution non-stationnaire {Vi[®o|} x>0 associée a une fonc-
tion ®y qui vérifie

i) @o(&) = [172, m;(8/27).
ii) m; est un polynome trigonométrique a coefficients réels tel que

oo

1 deem,
Zl2j egm; < +00.
]:

iii) m; converge dans C*(R/27Z) vers une fonction mo, qui est
un filtre d’échelle associé a une fonction d’échelle réguliere @ -

iv) Pour j assez grand, mj(m) =0 et m;(0) = 1.
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En fait, seules les propriétés de my, déterminent les propriétés de
I’analyse multi-résolution.

Théoréme 2 (Deuxieme théoréme d’approximation). Soient {m;};>1
des fonctions de C*°(R/277Z) vérifiant les hypothéses suivantes:

i) m; converge dans C*°(R/27Z) vers le filtre d’échelle ms, d’une
fonction d’échelle réguliere .

ii) Pour j assez grand, m;(0) =1 et mj(w) = 0.

Alors

a) Les fonctions ®;(€) = [[o2, mjre(€/2%), 5 > 0, sont C et de
carré intégrable. De plus leurs transformées de Fourier inverses ®; sont
a décroissance rapide dans L? et convergent rapidement vers oo dans
L2

b) De méme si a > 0, si poo € H* pour un e > 0 et si pour
j assez grand on a (0P /0&P)m;(m) = 0 pour 0 < p < [a], les ®; sont

a décroissance rapide dans H® et convergent rapidement vers o dans
H<.

c) Si tous lesm;j sont a valeurs positives ou nulles, st > 0, si oo €
B%te>° pour un e > 0 et si pour j assez grand on a (0P /OEP)m;(m)
= 0 pour 0 < p < 2[a/2] + 1, alors les ©; sont a décroissance rapide
dans B> et convergent rapidement vers ¢oo dans B>,

d) Tous les m; vérifient |m;(€)|?+|m;(E+m)|? =1 si et seulement
si toutes les familles {®;(x — k)}rez sont des familles orthonormales,

(ive. (®j(x — k), @5z — €)= be).

e) Si tous les mj sont a valeurs positives ou nulles, alors tous les
mj vérifient m;(&)+m;(§+m) =1 si et seulement si toutes les fonctions
®; sont interpolantes, (i.e. ®j(k) = 60).

f) Si tous les mj sont des polynomes trigonométriques et si

oo

> (F5) <+,

=1

alors toutes les ®; sont a support compact et pour j assez grand {(I>j(2jx
— k) }rez est une base de Riesz de V[ Qo).

REMARQUES. a) Parmi les propriétés qui ne peuvent pas se lire sur
Moo, on peut se demander dans f) si ®;(2x) est de support minimum
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dans Vj[®¢]. C’est bien str le cas si ®; est interpolante (cas e)) ou
orthogonale (cas d)).

b) Contrairement au cas de la fonction up [11], on a un controle de

sup H )\k@-(:r—k)H
Ik lla=1 zk: ’ 2

inf H A CD :1:— H
Ak =1 Z g

uniforme en j (pour j assez grand): en effet, cette quantité est donnée

par )
~ 1/2
sup (; B;(¢ + 26m) )

R 1/2
inf (; |, (¢ + 2k7r)|2>

et on montre facilement que Y7, |®;(& + 2km)|? converge uniformément
vers 3y oo (€ + 26)|2

Y

PREUVE. La preuve de a), b), ¢) est similaire a celle du Théoréme 1,
demandant juste un peu de précautions oratoires pour tenir compte de
la non-stationarité.

On vérifie facilement que Cﬁj est C°°. En effet, si V' est un voisinage
compact de &y € R, onasur V, Rem;1,(£/2%) > 1/2 pour £ assez grand;
il suffit de remarquer que

mav(©) = m (O] < sup | |

On a alors ¢ p "
Logmjie (5) | < 28up H@WHW 2

et pour p > 1
i temmsse(g1) = (5) (S i)'

o
Cela assure que )5, Logmjie(€/2%) est C° sur V, et il en va de
méme pour B

IT e (%) eXezto LOBM(6/2)
1<e<¥y
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Cette démonstration permet également de voir qu’il existe C' et M > 0
tels que pour tout j et tout & on ait: |®;(€)] < C (1 + [¢))™. Par
convergence dominée, cela entraine la convergence de ®; vers ¢, dans
H? pour s < —M —1/2 et dans B%>® pour § < —M — 1. Pour terminer
la démonstration de a), b), ¢), il suffit de vérifier que dans le cas b) on
a, pour 0 < ¢ < min{e, [a] + 1 — a} pour tout k € N,

sup [ ®; | grasor < +00
J

et dans le cas ¢) on a, pour 0 < ¢ < min {e, 2[a/2] + 2 — a} pour tout
keN,

sup ||x"’<I>J~||Bo¢+EI,oo < 400.
J oo

Bien évidemment, on peut se restreindre a j > jo et écrire:

e dans le cas b),

my(©) = () i)

(j > joouyj=+00)ou N =|a]+1;0na puj = fiee dans C*(R/27Z)

et si
A > 3
%= [Tmn(5).
k=1
on a e
A 1 —e "\ N
b (555
J Zf J
et le probleme est alors de montrer que

sup [ Q| gra—n-or < 00,
J

e dans le cas ¢),

mj(e) = (F26Y (e),

ou N =2[a/2] + 2 et

b, — <2(1 ;;OSé))NQj
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et le probleme est de montrer que

sup ||kuj||Ba72N+5',oo < 400.
k oo

Nous traitons le cas b), le cas c¢) se traitant de maniere totalement
analogue (en étudiant la norme H.TijHBa—zN«kEH’oo). Nous cherchons &
1

estimer

= [ | g S| ac,

ou encore (puisque o +¢’ — N < 0)

L= z /
|<2[2‘n’

/ ok . 2
£=0 § [€+27p| <2827

, ok . 2
(1 + Jely =2V | 5 0560 de

On note alors

ok . 2
M 0(§) = Z ‘—ij(ﬁ—F?Wp)‘

0
|E+2mp|<2¢2m ¢

Sik=0,ona

MJ',O,E ‘NJ+1< )‘ Mjit1,0,0— 1( >+‘NJ+1< +7r)‘ Mjit1,0,0— l(g)
=Tjy10Tjpz 0 0Tje(Mjre0,0),

ou T} est I'opérateur de transition associé a p;, i.e. T; est défini par

5= () 1(3) + s (5 + )1 G +).

Par positivité des opérateurs T} et controle uniforme des Qj sur [—2m,
27|, on obtient

(Mj0,e(§)] < CTjp10Tjr00--0Tje(1)(E).

Par ailleurs, si p est choisi de fagon & ce que 4V =27¢ < p < 4N_O‘_€’, on
sait quil existe @ tel que ||[T2(1)]|co < p9; si maintenant p’ est choisi
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de fagon a ce que p < p' < 4N_°‘_5', on aura qu’il existe j; tel que si
j=>jiona

|Tj10Tign o0 Tisq(1)llo < p'¥

et cela entralne, pour tous j et £,

1M;,0.6]l00 < C p'*

et donc Ij o < CYX (0" M) < 0.
On traite de méme M; y o: on a

(i)k l .
_k 0= 5 ch ag@ ”1(6) DEk— é“”l(g)
d’ou
| M 1.e(&)]

1
S 22[{7_1 TJ+1(MJ+1,]€,£—1)(£)
k
1 NE §
+2k) 7 (GO (‘mgi)l (5) ‘ Mi+1’k—q"‘1<§>
qg=1

LI g )}

Par récurrence, on suppose montré que |My ,.1.(¢)| < C p* pour ¢ < k
ot C, p ne dépendent ni de N ni de L et max {1,4V~27¢} < p < 4N-<,
On a alors

1 —
| Mjg,e(§)] < 321 Tjy1(Mjs10,0-1)(€) +Cp 1,

ce qui donne

1 \¢
M;e(§) < (W) Tjrro0Tjip0--- 0T o(Mjioko)
-1 pg_q_l
+CY Tjp10--0Tjy(1) (2%F-1)a
q=0

Or nous savons montrer que pour tous j et £ on a

| Tj1 0 Tjrz 0 -0 Tiap(1)|loo < Cp°
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et par ailleurs sup; || M x ol|cc < +00, de sorte que

-1
1 ¢ /—1 1 1 L
1M}k elloo < C(_22k_—1) Y -y SO
q=0

Nous avons donc prouvé

sup |2¥® ;|| fra+e < +o00.
j

Les points d) et e) sont relativement évidents. Démontrons par exemple
d). Si ®@; et ®;1 sont orthonormales (au sens que les familles {®;(x —
k)}kez et {®jy1(x — k) }rez le sont), alors mjyq vérifie

1=> " |9;(2& + 2km)[?

ke

= |mjr1(&)1* ) |21 (€ + 2km)|?

keZ

+ [y (E+m)P Y [Dj4a(€ + 7+ 2km)
ke

= |mj 1 (E) + [mjpa (6 + )7

Inversement, supposons que |m;(§)|® + |m; (€ + 7)[* = 1 pour tout &;
désignons par K un compact d’Albert Cohen associé a mq.; pour tout
p, la fonction Oy ,, définie par

P
5 £ £
j=1
vérifie
(0N p(2), ONp(z — k) = Ok,
par ailleurs, on a
1

inf [ (1)

05,5 (€)] < [@n(€)]

Y

comme P 4, converge uniformément vers @, sur K et que infg [@oo| >
0, on peut appliquer la convergence dominée: 6y, — ®xn dans L?
quand p — +o00, de sorte qu’on a bien

<(I)N(.T), (I)N(.T — k)> = 6k,0 .
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Enfin, le point f) est évident, d’aprés la remarque qui suit le Théoréeme
2.

Les théoremes 1 et 2 donnent deux résultats d’approximation d’une
fonction d’échelle par d’autres fonctions d’échelle (stationnaires pour le
Théoréme 1, non-stationnaires pour le Théoreme 2). La section suivante
décrit de telles approximations.

8. Polynémes de Bernstein, fonctions d’échelle interpolantes
et ondelettes de Kharkov.

Le point ii) de la Proposition 3 (qui caractérise les filtres des
fonctions d’échelle interpolantes (a transformée de Fourier positive))
et le point e) du Théoréme 2 (qui caractérise les filtres associés a
une suite quasi-stationnaire de fonctions d’échelle interpolantes non-
stationnaires) ont ramené 1’étude de ces filtres a celle des fonctions my
vérifiant:

i) mo € C®(R/27Z), mo(€) = mo(=E),
i) mo(0) = 1 et mp(&) > 0 pour tout &,
iii) mo(&) + mo(§ + m) = 1 pour tout &,
iv) my vérifie le critere d’Albert Cohen.

Il est alors facile de vérifier que les conditions i) a iii) équivalent a
mo(§) = F((1 + cos£)/2) on
j) Fec=(0,1)),

jj) F(1)=1et F(t) > 0 pour ¢t € [0, 1],
jij) F(t)+ F(1 —t) =1 pour tout ¢ € [0, 1].

Le cas ou1 myg est un polynome trigonométrique est particulierement
simple: la condition jjj) s’écrit pour F, si degmo < N,

N
(39) F(t) = ZgN’k C_,k\;r tk(l - t)N_k , aveC EN g + ENN—k = 1.
k=0

C’est-a-dire que F' se représente particulierement facilement dans la
base des polynomes de Bernstein de degré N [1], [18], [29].
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NoTATION. Nous noterons Py la classe des polynomes F' de degré < N
vérifiant F'(t)+F(1—t) = 1 (ou encore qui admettent une décomposition
(39) dans la base des polynémes de Bernstein avec eny = en N—k)-
Nous noterons P]'\',’ la classe des éléments de Py pour lesquels on a de
plusenyo=0et pour 1<k <N, 0<enp <1

Remarquons que si mo(§) = F((1 + cos€)/2) avec F € P; alors
my vérifie automatiquement les propriétés i) a iv). (Le critere d’Albert
Cohen est automatiquement vérifié puisque dans ce cas my ne s’annule
quen m). La famille Py fournit donc une classe de filtres d’échelle
associés a des fonctions d’échelle interpolantes a support compact (con-
tenu dans [—N, N)).

De plus, si my vérifie les propriétés i) a iv), on peut écrire grace au
lemme de Riesz mo (&) = |my(€)|? ot my est un polynome trigonométri-
que (& coefficients réels) associé & une fonction d’échelle orthogonale a
support compact o1 (ou “orthogonale” signifie que la famille {¢(x —
k)}rez est orthonormale). Ainsi, Py est associée & une classe de filtres
d’échelle orthogonaux.

Parmi les filtres d’échelle orthogonaux, les plus connus sont les
filtres de Daubechies mq(§) = un(€), définis [8] par deguny < 2N + 1,
| (€)]? vérifie 1) & iv) et un se factorise par ((1+e7%)/2)N*1. On a
alors

1+ cosé
v (©)? = Fy (—5—)
ou Fiy € P2+N+1: plus précisément on a
2N+1
(40) Fn(t) = Z Chn ot (1 —¢)2NH1=h,
k=N+1

C’est-a-dire que

1
1, sik>§(2N+1),
E2N+1,k — 1
0, sik<§(2N+1).

Fy peut se caractériser de plusieurs fagons. Nous venons de I'introduire
comme le seul élément de Pon 41 qui a un zéro d’ordre au moins N + 1
en 0. C’est aussi le seul polynome de degré 2 N + 1 qui vérifie F(t) =
OVt et F(1+1t) =1+ O(tN*1); cette description correspond aux
filtres maximalement plats de Herrmann [13].
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Une autre caractérisation est liée a la régularité des fonctions d’é-
chelle associées:

Proposition 8. Pour F vérifiant les propriétésj), jj), jij) et le critére
d’Albert Cohen pour

1+cos£)

mo(€) = F (=

on note B(F) le nombre B(F) = sup{a > 0 : [{|*¢ € L™} ou ¢ est
donnée par

o€ = [Tl 5)-

Alors:

i) F € Py, vérifie B(F) = MaXgept B(G) si et seulement si
F =Fy.

ii) Pour tout p €]1/4,1/2[ il existe A > 0 et Ng > N tel que

pour N > Ny si F' € P]'\',’ et vérifie ey = 0 pour 0 < k < uN, on a
B(F) > AN.

PREUVE. i) est presque évident. On remplace 3(F') par

Bo(F) = sup {a >0 : {2’“‘@(2’“ 2%) }kzo c EOO(N)} )

Il est clair que B(F') < (o(F); par ailleurs

() (5)

de sorte que [y(F') = —Log F'(1/4)/log2; enfin, d’aprés un résultat de
Cohen et Conze ([5]), B(Fn) = Bo(Fn).

i) se rameéne donc a vérifier: pour F € P2+N+1, F # Fy, on a
F(1/4) > Fn(1/4).

2w
=5
‘p( 3
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Mais ceci est évident,

1 1 N
(2) () = SoeamensCh

k=0 ' ((i)k(Z)zNﬂ_k _ <i)2N+1—k<Z)k)
N
= kzzoc‘izjv.q_Lk C§N+1 (i)k (Z>2N+1_k

-G

On a donc F(1/4) — Fn(1/4) > 0 si 'un des eany15 (0 <k < N) est
> 0. Le point ii) est assez simple. On factorise dans F'(¢) un facteur

tVNT o
orvsh 1+ cos& [vV]
mo(©) = (~—5—)  m(©)

et on obtient alors
o) = (H=thy™ Hml( ).

Le produit infini se controle aisément, comme nous 'avons fait déja
plusieurs fois, pour |£| > ,

Tl (3)] <
j=1

In|<2m j=1

[ ()] (5"

29 T

et donc on a
log ||m1]]oc

BE) 2 2[vN] - 25 0

Il faut donc estimer ||m || = supogtgl(F(t)/t[”N]). On écrit

N

F(t) Y _

= Y ewa Oy
k—[uN]+

=[uN]+1
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al Cz[\';N] k—[vN] ,k—[vN] N—k

= Z ] On_fnt (1-1)

k=[pN]+1 Ck

C[VN]

< sy A

1+[uN]<k<N O]
_ oy
~ ~[vN]

Cletun

On utilise alors la formule de Stirling pour écrire pour £ > 1

L) vEsmzal®)VE,

Co c
d’ou
<c N® (1+ [aN] = [pN]) NN
Imlle = N N T (1 V)
(CU
C ! N
S C2 : [VN]\N-"N] [Ny [#N]
( N ) ( N )
(n—v)h77 \N
<O (g =)
et donc

B = (20— —— tog LT

log 2 (l—y)l—l’pﬂ>N+ o),

de sorte que ii) est prouvé si on peut choisir v tel que

4v > (/1’ _ V)M_V
(1 —w)t=vpr
Cela est possible puisque quand v — 07 on a

4 =1+vlogd+ 01?)),

(p—v)=v <1 B ;)
e (e
(1-v+ 0(v?)
1-v+0@?)(1+vlogu+ O(v?))

=1-viogu+ 0%,

175
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Comme 44 > 1, on a log4 > —log p et ii) est démontré.

REMARQUE. La démonstration du point ii) est basée sur une idée
classique ([8]). Cependant si on factorisait tous les zéros (v = p)
comme dans le cas classique, on ne pourrait pas conclure: il faudrait
40 > 1/(1—p)r=Pur). Maison a p (1—p) < 1/4d’ot (dpu(1—p))H <1
tandis que 1/(1—p)t~2* > 1. Méme dans le cas u = 1/2, qui correspond
aux filtres de Daubechies, la factorisation totale ne permet pas de con-
clure liminf B(Fn)/N > 0 mais seulement liminf S(Fy)/log N > 0.
Pour obtenir liminf B(Fy)/N > 0, il faut alors une étude plus fine de

[[52, ma(€/27).

Bien évidemment, les polyndémes de Bernstein peuvent nous per-
mettre d’approximer des fonctions. Nous obtenons alors le théoreme
suivant:

Théoréme 3 (Approximation des fonctions d’échelle interpolantes).
Soit me, € C®(R/27Z) une fonction qui vérifie

1) Moo (&) = Moo (=€) > 0 pour tout &,

i) mo(0) =1,

i) Mmoo (§) + Moo (& + ) = 1 pour tout &,
iv) mo, satisfait le critére d’Albert Cohen,

et soit oo la fonction d’échelle interpolante réquliere associée a
Moo -

Pour N > 1, on définit my, a Uaide de la fonction Foo € C°°([0, 1))
définie par
1+ cos§>

mOO(é):FOO( 9

par la formule suivante

=S () () (g

Alors:

a) Pour tout N, my € Pj'\',’ et donc my définit une fonction d’éche-
lle interpolante a support compact pp .

b) my — my dans C*°(R/27Z) quand N — +oc.
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¢) pN converge rapidement vers Yo dans L.

d) Sia <1 etsipo € BETS® pour un € > 0, alors il existe Ny

tel que pour N > Ny, pn € BX™ et on converge rapidement vers @oo
dans B$™°.

e) Simeo est identiquement nulle sur un voisinage de 7, la conclu-
sion d) est valable pour tout o > 0.

f) De méme les fonctions d’échelle non stationnaires @, définies
par

by (€)= ﬁ TN+ (2%) )
j=1

sont a support compact, interpolantes et convergent rapidement vers
Yoo dans L™, et dans BEL™ sia < 1 et poo € BES pour un & > 0,
et dans BEL™® si a > 0, poo € BES® pour un € > 0 et meoo est
identiquement nulle sur un voisinage de 7.

Ce Théoreme 3 n’est bien stur qu'un théoreéme fantome, il s’agit
d’une simple application des théoremes 1 et 2 et de la théorie des ap-
proximations par les polynomes de Bernstein. Rappelons pour mémoire
que si F' € C*°([0,1]) les polynémes de Bernstein

()5 ()"

convergent vers F' dans C*°([0, 1]).

Cette construction d’interpolante non-stationnaire nous permet a-
lors d’introduire 1’snterpolante de Kharkov, en hommage a la ville d’ou
proviennent et les polynomes de Bernstein [3] et la fonction de Rvachev.
L’interpolante de Kharkov sera construite a partir d’une interpolante
de Lemarié-Meyer [19], désignée également dans la littérature sous le
nom d’interpolante de Littlewood-Paley-Meyer: on prend une fonction
F € C*(]0,1]) telle que:

i) Foo(t) = 0,
i) Fo(t) + Foo(1—t) = 1,

ili) Fio (t) = 0 pour [t| < 1/4.
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Un exemple de telle fonction peut étre définie par

4 3
1 it> 2
7 Sl —47
1 3
Foo(t) = ¢ up(2t—§>, sigSt<T,
0 i<
L s S1 _Z

ou encore (d/dt)Foo(t) = 4up(4t—1). La fonction d’échelle ¢, associée
a
1+ cos§>

Moo :Foo(
2

vérifie alors supp ¢oo C [—47/3,47/3] de sorte que o appartient a la

classe de Schwartz S(R). L’interpolante de Kharkov associée a Fio, est
la fonction ®( définie par

. > ¢
#o(6) =[] ma(5x)
N=1
ou my est définie par (41).
Théoréme 4 (Interpolante de Kharkov). Soit Fo, une interpolante
de Lemarié-Meyer (de fonction d’échelle po.), ®o son interpolante de

Kharkov et plus généralement {®n}n>o les fonctions d’échelle inter-
polantes non-stationnaires associées

. s ¢
(2v©) =TT+ (35))
7j=1
On désigne par In Uopérateur d’interpolation

In(f) = Zf(%)@N(ZNx—k) = 3 2N, 52V e — k) By (2N — k)

keZ keZ

et par ¥V “Uondelette de Kharkov” ¥y = ®n41(22 — 1). Alors
i) @n € CF pour tout N et Py — Yoo dans S(R) quand N — +oc.

ii) Iy et Iny1 — Iy sont des projecteurs,
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iii)
(In+r—In)f
=) (f(zfl\,—ill) — Zf(%)(lw(% +h—£) ) Uy @V — k)
kezZ Lez

= > 2N O (2N — )N (2N — ).
keZ

ot

9N:5(a;— %) —Z@N(%-i—ﬁ)(S(x—i—Z).
LET

iv) Si p,q € [1,+00] et s > 1/p alors pour f € D'(R) les trois
assertions suivantes sont équivalentes:

K1) f € BS?,
K2) Iof € LP et

12Y* | (Ing1 — IN) fll Loeyllesy < +00,

K3)
Y IF ()P < +o0,
ke
et
o~ 2k + 1 t =
H2N( 1/p)Hf( T )—;f(2—N><DN(§+k—€> ee (i) llea (V) 0.

PREUVE. i) Le point i) est une conséquence directe du Théoreme 2.

ii): le fait que Iy est un projecteur de C'(R) (fonctions continues
sur R) sur

{Z%‘PN(?N?? — k) : {artrez € CZ} =Vn
=

est évident. Le fait que In41 — Iy est un projecteur revient a ce que
IN+1OIN = INOIN+1 = IN; mais IN+1OIN = IN car VN C VN_|_1 (par
construction de @) tandis que Iy o In41 = Iy est évident puisque
Iny1f et f coincident sur Z/2N+1) donc sur Z/2V.
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iii) est évident

Unt+1 = In)f = Z( <2N+1) _INf<%))(DN“(2N+1$_k)'

Nous arrivons au point iv). Remarquons d’abord que ’équivalence entre
K2) et K3) est immédiate: il suffit de vérifier qu’il existe une constante
Cy telle que pour tout N on ait

) g (S me)" < | St n, < mr)”

Pour cela on note €2 la fonction duale de @ p

- du(¢)
On(€) = -
© > | @n (& + 2km)?

keZ

Il est immeédiat que Qn € S et que Qn — wo, dans S quand N — +o0,
ou .
A Poo
Woo = - 5
Y oo (€ + 2km)|

kEZ

On a alors

H Z)\kCDN(:E— k)Hp < <Z |)\k|p)1/PH Z|(I)N(~T B k)|Hoo |
kez kez =
(Z|Ak|p>”p: sup ‘<Z/\k(I>N(x—k),ZkaN(a:—k)>‘
k k

keZ ||Nk||£p’§1
<[ mewte-n)| [ lone-wi|
% P ker o

(42) est alors immédiat.

K3) implique K1) est assez facile et plusieurs arguments peuvent
s’appliquer. Par exemple, on prend une fonction d’échelle orthogonale
phi de Lemarié-Meyer et psi son ondelette associée. On sait [19] que
I'on a

HZ)\kphl x—k)+ ZZ)\Nkpm (2 x—k)‘

keZ N=0k€Z

< Cs,p,q(H)‘ka + ||

Bg*

(N)) )
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pour tous s € R et p,q € [1, +o0|; par ailleurs 'opérateur 7' défini sur
S par

T(phi(z —k)) = ®o(z — k), kelZ,
{T(psi(2N:r—k)):\I/N(2Nx—k), N>0, keZ,

est un opérateur pseudo-différentiel exotique appartenant a la classe
S(l)’l: son symbole est donné par

o(w,€) = phi (&) Y $o (£ + 2k) e

kEZ

+Zps1(2N)Z\IfN(—+2k Je2 ke,

keZ

Or la classe S?’l opere continiment sur ByP pour tout s > 0 [28] et
donc K3) implique K1) est prouvé.

Il reste a prouver K1) implique K3). Par dualité, cela revient a
vérifier que (en notant p’ =p/(p—1) et ¢ =q/(qg—1))

HZ’\’“ vk +ZZ,\Nk9N2 a;—k)H o

(43) Ak EL =0 k€L
< Cs,p,q<||)\k|lp' + ||2N(_s_1/p )H/\N,kHZP'(k)HE(I'(N)) :

Pour cela, on va vérifier que si o < —1/p alors il existe Cyp, 4 > 0 tel
que pour tout N > —o et toute suite {A\n 5} on ait

| S st @ B, < Copallnall w2V
kEZ q’

Supposons (44) établi et choisissons a > 0 tel que —s + a < —1/p et
fixons Ny > s+ a. On a alors

e pour N < Ny
H Z )\N,k 9N(2N:E — k)HBS’p’ < CNH)‘N,kHéP’ (k) *
ke a'
il suffit d’écrire [|F|| op < [ —stap! €h de remarquer que la norme

de By~ est 1ocahsab1e [22] de sorte que

(S 1®F)” < Coanliflisge

kEZ
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e pour N > Ny: on a pour n =+«

| o Awsbw(@Ve )|, < Ol 2V 00
kEZ q’

:C2NTI€N, ouen €49,
Si

W = Z Z)\N,ng(2N$—k): Z WN

N>Ny kEZ N>N,
la décomposition de Littlewood-Paley w = Sow + Zj>0 Aj w permet

facilement de montrer que w € Bq_,s’p

IS0l < D2 Sownlly <C 37 27Mey < +oo,
N>No N>No

tandis que

18wl < D 14wl

N2>No
<Y w26
N>Ny,N<j q
+ Z [P | P—— 9i(s+a)
ql

N2>No,N2j

de sorte que
27| Ajwllpy < C Y 27 Nley
N

et donc {277%||A; wl|,r} € £9(4) si {en} € L4(N).
Il reste a vérifier (44). C’est presque immédiat. En effet, si 2 est
a décroissance rapide dans BZ,+€’p ,on a

!

[ meew-—n| < (Znr) " c@
k a’ 2

(ce quelque soit o € R). En effet, c’est évident si p’ = ¢’ par localisation;
sip’ # ¢’ on écrit B C Bg,+€/2’p C Bg,+€’p . Sio >0, on en conclut
que pour A >1

[Srcaue -], <@ )" aviee
k q’ k
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Si o < 0, cela reste vrai pourvu que [2*Qdz = 0 pour 0 <k < [—0] =
No: dans ce cas on sait que Q = (d/dx)NoT1Q ot Q est & décroissance
Bg,+€+N°+1’p . (44) est donc immédiat, car les O vérifient

que pour tout p € N, {2P0x} est une famille bornée dans Bg,+6’p’ si

o+e < —1/p et de plus (y,2P) =0 pour 0 < p < N.
Le Théoréme 4 est donc démontré.

rapide dans

REMARQUES. i) Si0 < s <1/p et si

||2N(s—1/p)||)\N,k

|er (i)l ea () < +00,

on a démontré que

o0

Z Z/\N,k\IIN(2Nx — k)

N=0kecZ

définissait un élément f de ByP. Cependant on ne peut écrire Ay =
2N (f, 0N 2Nz —k)) puisque O & (Bg?)*. En particulier, on peut avoir
une série d’ondelettes convergeant vers 0 dans BgP avec des coeflicients
AN, non nuls.

ii) Le probléme de l'interpolation des fonctions périodiques décrit
a la fin de la section V est évident ici: si f € BD2™®(R/27Z) on a
If — Inflloo < C/(2Y)", ce qui est mieux que pour le systeme de
Rvachev ou pour le systeme trigonométrique.

9. Le probleme de la phase.

Dans la section précédente, nous avons décrit les fonctions d’échelle
interpolantes et leur approximation par des fonctions d’échelle inter-
polantes (stationnaires ou non-stationnaires) a support compact.

Par intégration par parties [17], nous pouvons de méme approximer
des fonctions d’échelle en bi-orthogonalité avec des fonctions splines:
en effet dire que la fonction ¢ est une fonction d’échelle réguliere en
dualité avec le B-spline N de degré k (N = ((1 —e~%) /i &)F*1) revient
a dire que la fonction @, définie par (d/dz)*t1® = AFtly ot Ap =
o(x 4+ 1) — ¢(x), est une fonction d’échelle interpolante.

Il serait de méme utile de savoir approximer les fonctions d’échelle
orthogonales par des fonctions d’échelle orthogonales a support com-
pact. Nous pourrions alors construire une base de Berkolaiko-Novikov
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sur le modele de l'interpolante de Kharkov, et obtenir des fonctions
d’échelle orthogonales non-stationnaires a support compact qui con-
vergeraient dans S, de sorte que la base d’ondelettes non stationnaires
serait une “base universelle” (au moins dans les échelles ByP, FJP, .. )
a l'instar des bases de Lemarié-Meyer.

Nous butons alors sur un probléme: nous n’avons pas de descrip-
tion directe des filtres d’échelle orthogonaux a réponse impulsionnelle
finie. C’est-a-dire que pour construire un tel filtre mg, on construit
d’abord |mg(€)|? (qui est un filtre d’échelle interpolant) puis on en
prend une “racine carrée polynomiale” grace au lemme de Riesz: on
a alors mg(&) = |mo(€)|e™™©) on la phase w dépend du choix des
racines qu’on a conservées pour définir mg. Comment alors controler
cette phase pour que la convergence de |mg|? entraine celle de mg?

Ce probléme reste extrémement délicat a traiter. Il a motivé (a coté
d’autres raisons) 1’étude d’un cas particulier: les filtres de Daubechies
mp (§). Pour lesquels on a

1, sifel <3,
lim |my (€)=
N—+o0 0, sig<|£|§7r,§:ig.

Dans ce cas, une étude de la phase peut étre poussée assez loin [16],
essentiellement parce que |my(€)|? est donné par

1+cos§>

mn(©) = Parver

ol Pon41 est le polynome de Bernstein associé a la fonction analytique

par morceaux x . Mais nous ne disposons pas encore de résultats

1/2,1
applicables a un[e /intzerpolante de Lemarié-Meyer.

Pour avoir une “base universelle”, on peut, au lieu de chercher a
tout prix une base orthogonale, scinder |mg(£)]? en un produit mq ()
m2(§) en imposant le convergence dans C*° de m; et de my. On ob-
tiendrait alors une base bi-orthogonale d’ondelettes non-stationnaires
qui serait une “base universelle” et dont les fonctions d’échelle non-
stationnaires tendraient vers des fonctions d’échelle bi-orthogonales sta-

tionnaires.
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10. Filtres peu réguliers.

Comme nous 'avons expliqué ci-dessus, la possibilité de décrire
le comportement asymptotique de la phase des filtres de Daubechies
tient & la simplicité de la limite de |my (€)%, ¢’est-a-dire de la fonction
qui définit en retour les filtres de Daubechies comme des polynomes de
Bernstein. Le point principal est que

d s 1
dz X[1/2,400] — (9” - 5) ’

ce qui donne pour le polynome

> Ol (1= o) = Py (a)
k>N

la formule

d
o Peva() = (N +1) Conra™ (1 =)V,

de sorte que Py s’écrit simplement

Pavanle) = [ C -0V .

Par ailleurs, les fonctions d’échelle ¢ héritent de la mauvaise local-
isation de fonction d’échelle ¢, associée a mgy = X[ _r/2.m/2] (Poo =

(sinmx)/(mwx)) de sorte que

limsupinf/|a;—a;0|2|<,0N(a;)|2dx: o0

N—+oo %0

On peut alors chercher a adoucir la limite de mpy tout en conservant
des propriétés remarquables pour cette limite, afin d’étre en mesure
de controler la phase. Une idée prometteuse est alors de prendre pour
|moo (€)|? un spline par morceaux, c¢’est-a-dire un exemple élémentaire
de fonction analytique par morceaux dont les dérivées se calculent
aisément; un tel choix offre par ailleurs I’avantage de permettre des cal-
culs explicites sur les filtres interpolants construits a ’aide de polynomes
de Bernstein, donc d’échantillonnages de |mq(£)]?. Cependant, la con-
vergence des filtres ne peut plus avoir lieu dans C'*° et la convergence des
fonctions d’échelle ne peut plus étre rapide. Il faut alors reprendre toute
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la théorie ci-dessus développée pour I'adapter aux filtres peu réguliers
et aux fonctions d’échelle peu décroissantes... A titre d’exemple, nous
signalons que le lecteur intéressé trouvera dans [15] une démonstration
du résultat suivant (qui généralise la Proposition 1).

Proposition 9. Soit mg € HY/?T¢(R/277Z) ot e > 0 telle que mo(0) =
1, mo(&) = mo(=E). On note ¢ la fonction

o© = [Tmo(5)

et Ty lopérateur agissant sur les fonctions 2mw-périodiques défini par

EVIZ (€ § 2. (€
1of =|mo(R)| 7 (3) + mo(G+ ) 15 +7)-
2f m02 f2 +m02+7r f2+7'('
Alors mg satisfait le critére d’Albert Cohen et sup y ||T9 (1)]|co < +00
si et seulement si (1 + |z|)/2 g € L2(R) et la famille {o(x — k) }rez
est une base de Riesz d’un sous-espace fermé de L*(R). De plus pour
tout o > 1/2, |x|%p € L*(R) si et seulement si mg € H*(R/27Z).
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