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Evolution d’une singularité
de type cusp dans

une poche de tourbillon

Raphaél Danchin

Résumé. Dans cet article, on étudie ’évolution de singularités dans la
frontiere de poches de tourbillon pour les équations de la mécanique des
fluides incompressible en dimension deux. On s’intéresse en particulier
aux singularités de type cusp qui, d’apres des simulations numériques
récentes, semblent stables.

On prouve ici que le champ de vitesse engendré par une poche de
tourbillon ayant un cusp, est lipschitzien (ce qui n’ est pas le cas pour
une singularité de type coin par exemple). On établit alors un résultat
de persistance globale en temps d’un certain type de régularité conor-
male du tourbillon, par rapport a une famille de champs de vecteurs
s’annulant en un point singulier, et qui généralise la structure de cusp.

On en déduit en particulier la stabilité pour tout temps du cusp
avec conservation de 'ordre d’effilement.

Abstract. We investigate the evolution of singularities in the boundary
of a vortex patch for two-dimensional incompressible Euler equations.
We are particularly interested in cusp-like singularities which, accord-
ing to numerical simulations, are stable. In this paper, we first prove
that, unlike the case of a corner-like singularity, the cusp-like singular-
ity generates a lipschitzian velocity. We then state a global result of
persistence of conormal regularity with respect to vector fields vanish-
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ing at a singular point, which generalizes the structure of cusp. This
entails the stability of cusp-like structures for all time with conservation
of the order of the cusp.

0. Introduction.

Le systeme d’Euler décrit I’évolution de la vitesse et de la pression
d’un fluide parfait incompressible. Sit € R et z € R, on note v(¢t, x)
la vitesse au point = a l'instant ¢ et p(t,x), la pression. Le couple (v, p)
vérifie alors

(O +v-V)v=—-Vp,
(E) dive =0,

V=0 = Y0,
ou vg est donnée.

On s’intéresse ici au cas d = 2. Au champ v on associe le tourbillon
w = 01v% — Oyv' qui vérifie une simple équation de transport

(T) {(8t+’v-V)w:0,

w|t=0 =W -
Connaissant w et sous des conditions d’intégrabilité suffisantes, on peut
alors retrouver la vitesse grace a la relation de Biot-Savart

(BS)

1 xl—yl
2
ta)=— [ —L w(y)dy.
) = 5 [ Tt u)ay

Désignons par ¢ le flot de v, c’est-a-dire la solution de

P(t, ) :a:+/0 v(s, (s, z))ds.

Formellement, 'équation (T) assure donc que w(t,z) = wo(¢; *(x)).
Le théoréme suivant démontré par V. Yudovitch en 1963 (voir [Yu])
donne un cadre rigoureux au raisonnement précédent. En effet, intro-
duisons l'espace £ des perturbations d’énergie finie des solutions sta-
tionnaires régulieres de (E) dont le tourbillon est & support compact

5—{ . 2 _‘/EJ_ ! 00
=Ju+o: uel eta—@ ) pg(p)dp, g € C; (R\{O})}
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Théoreme 0.1. Supposons que vy € £, divvg = 0 et wy € L* N L™
pour un a € [1,+o00[. Alors (E) admet une unique solution (v,p) dans
C(R; &) x L (R; L?) telle que w € L™ (R; L*NL>). De plus v est dans

loc

LS (R; L*°) et est quasi-lipschitzien: il existe K € L{S.(R) telle que

loc
o(t,2) = v(t.y)| < K(t) le—yl (1 —logle—y)),  si0<|e—y| <1.

Enfin, v admet un flot ¢ continu unique et on a w(t, ) = wo(t; *(x)).

Le champ v n’est pas lipschitzien, mais un résultat dic a Wolibner
(voir [W]) assure cependant que 1; appartient a la classe de Holder
Cexp (=Citlwolizeence) o € est une constante universelle. On sait
depuis que ce résultat est optimal en général (voir [BCh]).

L’étude des poches de tourbillon est un probleme classique lié au
systeme d’Euler incompressible en dimension deux. Il s’agit de décrire
I’évolution des solutions de (E) dont la donnée initiale a pour tourbil-
lon la fonction caractéristique d’un ouvert borné €)y. Le théoreme de
Yudovitch donne 'existence et I'unicité d’une solution dont le tourbil-
lon & Uinstant ¢ est la fonction caractéristique de 'ouvert €y = 14(£2p),
I'incompressibilité assurant que €2; et €2y ont méme mesure.

Toutefois, on ne peut rien dire a prior: sur I’évolution de la régula-
rité de la frontiere a ’aide du seul théoreme de Yudovitch.

Une premiere réponse a cette question est donnée par J.-Y. Chemin
en 1990 (voir par exemple [Ch2, Chapitre 5]). Il obtient le résultat
suivant:

Théoreme 0.2. Supposons que 08y soit une courbe simple de classe
C" avec r €]1,400[ \N. Alors la solution v de Yudovitch associée au
tourbillon initial 1q, reste lipschitzienne pour tout temps et vérifie

IVo(t)llL= < Ce*.

De plus, pour tout temps, 0 reste de classe C".

Signalons que ce résultat a été redémontré a 'aide de techniques
différentes dans [BeC] et [S].

Lorsque la frontiere initiale a des singularités, la solution n’est plus
lipschitzienne en générale, mais la régularité locale de la frontiere est
néanmoins préservée comine 'indique le théoreme suivant:

Théoreme 0.3. Supposons que 0S)y soit une courbe simple de classe
C" avec v €|1,+00[\N, en dehors d'un fermé ¥y. Alors pour tout
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temps, 0€); reste une courbe simple de classe C" en dehors du fermé
Yt = (2o)-

On renvoie a [Ch2, Chapitre 9] pour la preuve originale dans le cas
re]l,2[, et a [Da] pour la preuve dans le cas général.

Le sujet n’est pas clos pour autant. Certes, aucune singularité ne
peut apparaitre dans les parties initialement régulieres d’une poche de
tourbillon, mais les simulations persistent a nous montrer I’émergence
de structures filamentaires qui deviennent vite indiscernables d’un cusp
(voir par exemple [ZHR|, [Bu] ou [Dr]). Génériquement, tout se passe
comrme si la singularité de type cusp était un “attracteur” pour les struc-
tures régulieres (ce phénomene ne se limite d’ailleurs pas aux poches
de tourbillon: il est assez général en mécanique des fluides). Ceci ne
contredit pas les résultats de régularité globale cités précédemment:
les seules estimations connues sur les quantités géométriques liées a la
frontiere croissent doublement exponentiellement en temps.

Des simulations numériques récentes reposant sur un algorithme
adaptatif multi-échelle et le principe d’interpolation dyadique de Des-
lauriers-Dubuc [DD] ont permis d’étudier de plus pres le cas de singu-
larités de type cusp ou coin (voir [CD]). Au vu des résultats obtenus,
la singularité de type cusp semble stable alors que le coin est instable.

Dans cet article, nous nous proposons de montrer le résultat suiv-
ant.

Théoreme 0.4. Si 02y est réguliere en dehors d’un point xqy et
présente un cusp en xg, alors la solution v de Yudovitch est dans
L2 (R; Lip (R?)) et vérifie

loc

Vot < Ce

pour une constante C' ne dépendant que des données initiales. De plus,
pour tout temps 02, reste réguliére en dehors de x; et présente un cusp
xy = Yi(x0). Enfin, Uordre d’effilement du cusp est préservé. C’est-
a-dire que, s’il existe o > 0 tel que |Qo N B(xo, h)| = O(h*T%), alors
Q2 N B(xg, h)| = O(h?+*) pour tout t € R.

Nous prouverons en fait un résultat de propagation de structures
géométriques effilées un peu plus générales que le “cusp ordinaire”, et
le cusp dans le théoreme précédent doit étre entendu comme une sin-
gularité vérifiant Qo N B(zo, k)| = O(h?>T®) pour un a > 0 mais ne
possédant pas nécessairement de demi-tangente. En fait, nous verrons
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qu’'un analogue du Théoreme 0.4 s’applique également pour un tour-
billon initial du type wg = wy 1g, avec {}y présentant un coin, a con-
dition que wy soit suffisamment régulier et s’annule au niveau du coin.
Tout ceci sera précisé dans la premiere section de 'article. Notons ici
que 'hypothese d’effilement o > 0 est essentielle puisque 'on sait par
exemple que le champ de vitesse associé a un tourbillon fonction car-
actéristique d’un ouvert borné ayant un coin, n’est pas lipschitzien (voir
[Ch2]).

Signalons enfin que N. Depauw a prouvé récemment un résultat
géométrique plus précis sur la stabilité du cusp, mais qui n’est que
local en temps (voir [De]).

Avant d’énoncer le résultat de stabilité dans toute sa généralité, ce
qui fera 'objet de la premiere section, donnons ici une idée succincte
de sa preuve et des principales difficultés rencontrées.

Il convient d’abord de remarquer que les hypotheses d’effilement
de type cusp (cela apparaitra plus clairement dans la Section 1) sont
stables par le flot de v des que Vv est borné.

La premieére partie de la démonstration consiste donc a obtenir une
estimation stationnaire de Vv sachant que le tourbillon w a une struc-
ture effilée. Cette estimation stationnaire fait 'objet de la troisieme
section de l’article.

On pourrait croire alors qu’a partir de cette estimation, le théoreme
s’obtient par ’habituelle procédure consistant a régulariser la donnée
initiale, démontrer des estimations uniformes en grande norme sur la
solution régularisée puis passer a la limite en petite norme. Mais les
hypotheses faites ici sur la donnée initiale ne sont pas stables par con-
volution: ceci apparait de facon évidente dans le cas de la fonction
caractéristique d 'un cusp, par exemple.

Tout le probleme consiste donc a démontrer le Théoreme 0.4 sans
régulariser la donnée initiale. Dans la Section 4, nous serons amenés a
prouver d’abord une version pauvre du théoreme a temps petit et avec
perte de régularité en utilisant uniquement les résultats de [Ch2] pour
des singularités générales, et des estimations a perte qui font 'objet de
la Section 2. L’estimation stationnaire de la troisieme partie pour le
gradient de la vitesse servira ensuite a montrer a posteriori que la vitesse
reste lipschitzienne et que la géométrie effilée est, de ce fait, transportée
sans perte de régularité par le flot de la solution. De proche en proche,
on montre alors un résultat global en temps.

Dans tout I’article, on adoptera la convention d’Einstein pour la
sommation sur les indices répétés. Par ailleurs, sauf mention contraire,
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v désignera un champ de vitesse de R? & divergence nulle.

1. Définitions, notations et énoncé des résultats.

Dans cette partie, on énonce un théoreme de propagation de struc-
tures géométriques dégénérées en un point, de type “effilé”, pour le
systeme d’Euler incompressible en dimension deux. Nous verrons que
ce type de structure comprend le cas des poches de tourbillon avec sin-
gularité de type cusp. L’énoncé du théoreme de propagation reprend
largement le concept de régularité conormale par rapport a une famille
de champs de vecteurs (voir [Bol], [A] et [Chl]). Cependant, pour pou-
voir caractériser les structures singulieres qui nous intéressent a 1’aide
de champs de vecteurs au moins continus (plus précisément a coeffi-
cients dans une classe de Holder C¢ avec € €]0,1[), nous avons été
amenés a utiliser des champs s’annulant au point singulier et a imposer
au tourbillon une condition de support effilé pres de ce point.

1.1. Espaces fonctionnels a géométrie singuliere de type effilé.

L’objet de la définition suivante et de préciser le type de géométries
singulieres qui nous intéresse. Pour la définition des espaces de Holder,
on renvoie a la Section 2.1.

Définition 1.1. Soit zg € R?, ¢ €]0,1[ et v > 0. On appellera
géométrie (v,e)-effilée en xg la donnée d’un couple (¢, X) ot ¢ =
{dn}n>o est une famille de fonctions de R? dans R et X = {Xx}ren est
une famille de champs de vecteurs sur R?, ces deux familles vérifiant
en outre:

i) il existe ¥ inversible bilipschitzienne de R? dans R? avec ¥(0) =
zo et g € C§°(R?) valant 1 prés de 0, telles que si gn(x) = g(z/h) pour
h >0, on ait ¢, = gp, o ¥ 1,

ii) chaque champ Xy est a coefficients et a divergence dans C®,

inf  su 7|X>‘($)|
p
zEsupp ¢1 xeA |T — To|7

déf

iii) 0 < 7, (X) € < 400,

V) 0< J(X) L inf  sup |Xa(2)] < +0.
TZsupp d1 \cA
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On pose alors
[ Xalle = [[Xalle + lldiv Xl

et
1,(X) = min{Z,(X), J(X)}.

REMARQUE 1.1. Pour des raisons techniques qui apparaitront dans
la derniere partie, nous définissons également une notion de géométrie
(8,7,¢)-effilée en zy pour  €]0,1]. Lorsque = 1, cette définition
coincide avec la précédente. Si €]0,1[, on remplace la condition i)
par la condition suivante:

i) il existe ¥ bijective de R? dans R? avec ¥(0) = xg, de classe
CP ainsi que son inverse et g € C§°(R?) valant 1 preés de 0, telles que,
si gn(z) = g(x/h) pour h > 0, on ait ¢y = gp o ¥ 1.

Définition 1.2. Soit X un champ de vecteurs. On définit formellement
Uaction de X sur u par la formule X (x, D) u = 0;(X*u) — udiv X.

Nous allons maintenant construire des espaces de distributions liés
aux géomeétries effilées que nous venons de définir. Nous verrons dans
la Section 1.3 que ces espaces contiennent notamment les fonctions car-
actéristiques de domaines simplement connexes présentant une singu-
larité de type cusp.

Définition 1.3. Soit 2o € R, v > 0, a > 0, a € [1,+oc[, B€]0,1],
e€l0,1] et 0€]0,e[. Posonsa =2/(2+ ). Soit (¢, X) une géométrie
(B,7,¢)-effilée en xo. On dira que w appartient a Uespace CZ°(X) (on
omet la dépendance en a et () si et seulement si les quatre conditions
sutvantes sont vérifiées:

. déf
i) [lw] = lwllzenze < +oo,

i) sup | X (2, D) wll,_, < oo,
AEA

(Ef (0—e)/@

iii) Ny (X,w) = sup h | XA (z, D)(ppw)||,_1 < +00,

AEA
he]0,1]

iv) Vg (w) L sup Bt |prw||pr < +00.
he10,1]
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On pose alors
No (X, w) = No(X,w) + sup [ Xx(z, D) w|._, ,
AEA
Ny (w) = Ng(w) + [lw]l,
et

Ng(w) sup 1 XAl + No (X, w)
€

||w||cx,X - I,Y(X)

REMARQUE 1.2. En pratique, on choisit § = 1 si bien que ¥ est
bilipschitzienne. L’utilisation de fonctions ¢, = gn o ¥~! pour ex-
primer la petitesse du support du tourbillon pres du point singulier
peut paraitre inutilement compliquée. Cependant, cette définition a
I’avantage de pouvoir se propager a ’aide du flot ¢ de la solution si ’on
pose ¢rp = ¢y © ¢t On obtient alors des valeurs de /\/'qf‘t (wy) et de
Ny (X, we) constantes au cours du temps. Ce fait est trés important car
il permet une majoration de Vv par une quantité constante multipliée
par un logarithme de quantités qui, elles, sont susceptibles de croitre
rapidement au cours du temps (voir le Théoréme 3.1).

REMARQUE 1.3. Supposons que # = 1. Si la condition i) est vérifiée, la
condition iv) est alors équivalente a 'existence d’une constante K telle
que |wll L1 (p(zo ny) < KA*T* pour h€]0,1]. Cette condition signifie que
le support de w est effilé pres de ¢ ou que w(x) est dominé par une
puissance strictement positive de |z — x| lorsque x est proche de z¢. En
particulier, lorsque w est la fonction caractéristique d’un ouvert borné,
cette condition est vérifiée si la frontiere est suffisamment réguliere au
voisinage de xg et présente un cusp en zy. Elle ne I'est pas en revanche si
la frontiere présente un coin en x( car il existe alors une constante ¢ > 0
telle que ||ppw|z1 > ch?. Quant & la condition iii), nous verrons dans
la Section 1.3 que, dans les cas pratiques, elle est une conséquence des
injections de LP dans C~2/P, de la structure (1, ¢)-effilée de la géométrie
et de la condition iv).
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1.2. Enoncé du résultat principal.

Définissons d’abord la notion de champ de vecteurs transporté par
le flot.

Proposition 1.1. Soit v un champ de vecteurs lipschitzien et ¢ son
flot. Soit € €]0,1] et Xo un champ de vecteurs a coefficients et diver-
gence dans C¢. On note X; le champ transporté de Xy par le flot ¢
a Vinstant t, défini par Xy(z) = Xo(z, D) ¢s(¢; H(x)). Alors X, est
solution de

(TQ) {(8t+U-V)X:X(a:,D)v,

X)zo = Xo -

DEMONSTRATION. Il suffit de dériver en temps la relation X (1) (z)) =
Xo(z, D) ¢(x) et de revenir a la définition du flot.

On peut maintenant énoncer le théoreme de propagation de struc-
tures effilées.

Théoréme 1.1. Soit v € R?, e€]0,1[, « > 0, 0€]0,¢[, a € [1,+0o0[
et (¢o, Xo) une géométrie (1,¢)-effilée en xy. Soit v9 € & tel que
divvg = 0. Supposons de plus que le tourbillon initial wy appartienne a
C%(Xy) et que l'on ait

(1) celmil o oefoe(SD)[ aecm=

e+a 2+a

Notons v la solution de (E) de donnée initiale vy et ¢ son flot. Alors on
a Vv € L (R; L (R?)). De plus, pour tout temps t, le couple (¢p1, Xt)
reste une géométrie (1,¢)-effilée en xy ot ¢pp, = Pop © i, {Xir}tren
est la famille transportée de {Xo x}rea par le flot de v et zp = (o),
et w(t) € C3¢(Xy). Plus précisément, il existe une constante Ly ne
dépendant que des conditions initiales et une constante C' ne dépendant

que de €, o, a et «a, telles que
(1.2) IVo(t)||p < CLo NG, (wp) eFHNoo (w0)

(13)  wellZ, < Cloll, exp (CLo (N5 — 1)),

— o,
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REMARQUE 1.4. En reprenant les résultats de [Ch2, Chapitre 9] sur
les poches de tourbillon singulieres, on montre aisément que, sous les
hypotheses du Théoreéme 1.1, Vu(t) est dans LS (R*\{x+}) pour tout
temps. On prouve en fait ’existence d’une constante Cjy ne dépendant
que des données initiales et d’une constante C' ne dépendant que des

parametres de régularité, telles que pour tout he 0, 1]

(1.4) |Vo(t,z)| < C (1 —logh)|jwol e " | si|z— x| > h.

Cependant il ne semble pas raisonnable d’essayer de propager les hy-
potheses géométriques faites dans le Théoreme 1.1 sans perte de régu-
larité et en utilisant uniquement 'inégalité (1.4). L’exemple donné dans
[BCh] et qui montre que la régularité du flot associé & une poche de
tourbillon singuliére peut se dégrader de maniere exponentielle en temps
semble indiquer qu’une telle entreprise serait vouée a 1’échec.

1.3. Deux exemples d’application du Théoreme 1.1.

Dans cette partie, on montre que les hypotheses du Théoreme 1.1
sont satisfaites pour une large classe de données initiales wy.

Le premier exemple correspond au cas ou wy = wg lg, avec {2y
ayant une frontiere réguliere en dehors d’un point ou elle a une singu-
larité de type cusp, et Wy fonction de classe C° pour un € €10,1[. On
suppose que la singularité se trouve a l'origine, que le cusp est orienté
suivant ’axe des abscisses et que le contact entre les deux branches est
d’ordre fini.

Proposition 1.2. Soit a > 0, e€10,1[, Qo un ouvert borné tel que 0 €
00 et que 0Q\{0} soit de classe C1T¢. Supposons plus précisément
qu’il existen > 0 et deux fonctions fy et fo définies sur[0,n)] et telles que
Qo coincide localement avec {(x1,22), fi1(x1) < 23 < fo(x1)}. Posons
l(x) = (fa(z) — f1(x))/2 et g(z) = (f1(x) + f2(z))/2 et supposons enfin

que | et g vérifient les propriétés suivantes:
i) I et g sont de classe C1*¢ sur 0,7,
ii) 1(0) =1"(0) = g(0) = ¢'(0) = 0 et les applications h — hg'(h)

et h — h(I'/l)(h) sont prolongeables en 0 par continuité, le prolonge-
ment obtenu étant de classe C€ sur [0, 7],

iii) 4l existe C > 0 tel que C~1 b1+ < [(h) < C W' sur [0, 7).
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Donnons-nous par ailleurs wy € CE(R2) et posons wy = wy Lo, -
Alors il existe une géométrie (¢, X) (1,¢)-effilée en 0 telle que wy €
C%2=(X) pour tout 0 €10,¢[. En particulier, sie > 2/(2+ «), wy vérifie
les hypothéses du Théoreme 1.1.

PREUVE. Remarquons que, d’apres iii), la limite de h (I’/1)(h) en 0 est
forcément égale a4 1 + . On prolonge alors les f; sur [—n, n| par parité

et on pose
X(0,25) = (1 + ) 22 0y

et

I l’(xl)

(1)

Soit § € C§°(B(0,n)) valant 1 sur B(0,17/2). On pose alors X;(z) =
O(z) X (z) si |x| < n et on prolonge X; par 0 en dehors de B(0,7). 1l
est clair que, pour 0 < x1 <net i€ {1,2}, on a

X(v) =z 31+( (wa—g(z1))+a1 g'(fﬂl))az , 80 < |zq] <.

X (w1, fi(21)) = 21 (01 + fi(21) O2)

donc X est tangent a 0{2y. De plus, X est clairement de classe C¢ et
div X (z1,22) = 1 + 21 (I'/l)(21) donc div X; est de classe C° grace a
ii).

On considere ensuite une équation F' de classe C'1¢ de 09 telle
que sur un voisinage Vi de 9Q2\B(0,71/2), on ait |[VF(z)| > ¢ > 0. Soit
0 € C5°(Vp) valant 1 sur 09\ B(0,17/2). On pose alors

Xo=(1-0)0V+F, X3=(1-0)(1-0)8, et Xy=(1—0)(1—0)0,.

Ces trois champs sont visiblement a coefficients et divergence dans C*
et il est clair que pour z € B(0,7n/2), max {|Xz2(x)|, | X5(z)|, | Xa(x)|} >
c/2.

Posons A = {1, 2, 3,4} et ¢p,(z) = 0(x/h). Pour montrer que (¢, X)
est une géométrie (1,¢e)-effilée en 0, il faut prouver que

X
0 < inf sup [Xa ()]
TEP1L NcA |.T|

< +00.

Ceci résulte visiblement de la définition de X; et de ’hypothese ii).
Il ne reste plus qu’a montrer que wy € C2°(X). Il est clair que 1)
est vérifie puisque wy € L' N L. Par construction des champs Xy, on
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a Xx(z,D)wy =0 pour X € {3,4}. Par ailleurs, comme X; et X, sont
tangents a 0y, le Lemme 1 de 'appendice appliqué avec a = Wy et
b = 1g, nous assure que X, (z, D)wy € C*~! pour A € {1,2}. Donc ii)
est vérifiée. Enfin, 'hypothese iii) entraine immédiatement la finitude
de Ng (wo).

Comme les champs X2, X3 et X4 sont nuls au voisinage de 0, il ne
reste plus qu’a prouver que pour o € |0,¢[, on a || X1(z, D) wo dpll,_; <
Ch(e=2)/@  En appliquant & nouveau le Lemme 1 de appendice avec
cette fois-ci a = Wy et b = ¢p 1o, il vient X;(z,D)wy € C° 1,
Xl(x, D) opwo € Co1et

X1 (2, D) ¢ woll,_y

< C (Ilgn Loyl (1X1ll, |[@oll, + 1 X1 (z, D)@l _,)
+ [@ollz | X1 (2, D) (¢ Lag)ll,_1) -

En utilisant les injections L?/(6=9) <y C7=¢ et L2/(1=9) < =1 (voir
[T] par exemple), on obtient

ldn Loyl < Clldn 1oy || p2rc—o) < CRE=D/T,

g—& —

1 X1(z, D) (¢n Lag)ll,—1 < Clldan Lagllpzra-o | X1 (2, D) ¢nlle
S Ch(l—o‘)/a
< Ch(e—a)/a.

La condition iii) est donc vérifiée.

REMARQUE 1.5. La Proposition 1.2 s’applique en particulier au cas ou
Qo coincide localement avec {(z1,22): |z2| < 21T} pour un a > 0.
Le champ X est alors égal & x1 01 + (a + 1) z2 0s.

REMARQUE 1.6. En utilisant I'incompressibilité, il n’est pas difficile de
montrer qu’avec les hypotheses de la Proposition 1.2, on a pour tout
temps ¢,

(1.5) N2 (wo) = NE (wy)

Comme 9 est de plus lipschitzien puisque v l'est, il y a visiblement
conservation de 'ordre d’effilement de la poche pres de la singularité.
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Si wp est la fonction caractéristique d’un domaine borné régulier en
dehors de xg, la propriété (1.5) signifie que l'intersection de €2y avec des
boules B(zg,h) a une mesure de I'ordre de h2T* et que €2 jouit de la
meéme propriété en z; = (xp).

Les résultats du Théoreme 1.1 sont en revanche insuffisants pour
assurer la conservation des hypotheses faites a la Proposition 1.2. En
particulier, si 02y admet une demi-tangente en x, rien ne garantit
I'existence d’une demi-tangente en x; pour 0€.

Nous donnons un deuxieme exemple d’application du Théoreme
1.1. On suppose encore que wy = Wy lg, mais, cette fois-ci €}y a
un coin. Nous montrons dans la proposition suivante que ’on peut
encore avoir wy € C2¢(X) si wp a de bonnes propriétés d’annulation au
voisinage de l'origine.

Proposition 1.3. Soite€]0,1[, Qo un ouvert borné tel que 0 € 9y et
que 0Q2\{0} soit de classe C**¢ en dehors de 0. Supposons qu’il existe
n > 0 et deur fonctions f1 et fy définies sur [0,7], de classe C'*¢ et
telles que Qg coincide localement avec {(x1,x2) : f1(z1) <wa < fo(x2)}.
Posonsl(z) = (fa(z)—f1(x))/2 et g(x) = (f1(x)+ f2(x))/2 et supposons
en outre que '(0) > 0.

Donnons-nous par ailleurs Wy € C¢(R?) telle que de plus Vwy €
L?/(=9) qu voisinage de 0 et wo(0) = 0. Posons wy = wg Lg,. Alors
il existe une géométrie (¢, X) (1,¢)-effilée en 0 telle que wy € C2°(X)
pour tout o €10,¢[. En particulier, si ¢ > /3 — 1, wy vérifie les hy-
potheéses du Théoréeme 1.1.

PREUVE. Elle ressemble beaucoup a celle de la proposition précédente,
aussi n’en donne-t-on pas tous les détails. Apres avoir prolongé les f;
sur [—n, n], on pose cette fois-ci

X(@) = 1) on + (73t (D) e (220 ),

En remarquant que div X = 21'(z) et en posant encore X; = X, on
obtient un champ tangent a 0€2, a coefficients et divergence dans C*®.
On peut alors définir comme précédemment des champs X, X3 et X4
ainsi qu’une géométrie (1, ¢)-effilée en 0.

On a clairement wy € L N L et I'appartenance de X (x, D) wq
a C¢~1 résulte toujours du Lemme 1 de appendice. De plus, les hy-
potheses wy(0) = 0 et wy € C° entrainent |wo(x)| = O(|z|?) et donc la
finitude de Ng(wo)-
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Enfin, Xy(x, D) (é¢nwo) = wo X1(z, D) ¢n + 1q, ¢n X1(z, D) Wo.
Donc, en utilisant encore les injections de Sobolev, puis I'inégalité de
Holder, on a

1X1(z, D) (¢ wo)llo—1 < C (llwo P2nllp2/a-o) [[X1 (2, D) ¢~

+ ||p2n VWo || p2/a-2) [|dn X1l p2/c-))
< Chl—f—e—a

< Ch(e—a)/a )

REMARQUE 1.7. Plus généralement, le Théoreme 1.1 peut s’appliquer a
un certain nombre de données initiales utilisées dans [Ch2, Chapitre 9]
ou dans [Dal: il convient simplement d’imposer au tourbillon une con-
dition d’annulation a un ordre suffisamment élevé pres de la singularité.

2. Estimations a perte pour les équations de transport.

Apres un bref rappel sur la théorie de Littlewood-Paley inhomo-
gene, on démontre dans cette partie une estimation a perte pour les
équations de transport par un champ de vitesse quasi-lipschitzien. L’es-
timation obtenue servira dans la derniere partie a propager des géomé-
tries effilées avec perte de régularité et a temps petit, étape préliminaire
a la preuve du Théoreme 1.1.

2.1. Théorie de Littlewood-Paley.

On rappelle ici les bases de la théorie de Littlewood-Paley. Pour
plus de détails, on pourra par exemple consulter [Ch2].

Proposition 2.1. Soit C C R?, la couronne de centre 0 de petit rayon
3/4, de grand rayon 8/3 et B C R, la boule de centre 0 et de rayon
4/3. Il existe deuz applications x € C3°(B) et p € C§°(C) telles que

X+ 027%¢) =1,  pourtout £ € R*,
qeN

§X2(5)+Z‘Pz(2_q€) <1, pour tout € € R,
geN

Wl
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On définit alors des opérateurs A, et S, de L£(S'(R?),C>*(R?))
qui correspondent a des découpages des distributions en morceaux de
fréquences voisines de 2P pour A, et plus petites que 2P pour S,,.

Plus précisément, posons h = F~ Lo, h = F~1y et
Apu=0, sip<-—2,

A_ju=x(D)u=h*u,

Byu=p( " D)u=2" [ W@ ua—)dy,  sip=0,

Spu=x(2"PD)u= Z Au = 204 /%(27’ y)u(z —y)dy.

g<p—1

On montre la convergence de S, vers I'identité au sens des distributions
tempérées.

Le lemme suivant, qui exprime la quasi-orthogonalité des termes
de la série ) Apu, est une conséquence immédiate de la Proposition
2.1.

Lemme 2.1. Soient u et v, deux éléments de S'(R?). On a alors

ApAqu=0, silp—q|>2,
Ag(Sp—1uApv) =0, silp—q|>5,
A, (AguAw) =0, sig<r—>bet|lp—rl>2.

On peut maintenant donner une caractérisation des espaces de
Holder a l'aide de la décomposition de Littlewood-Paley. Cette car-
actérisation permet d’étendre de maniere naturelle la définition des es-
paces de Holder a tout réel.

Définition 2.1. Soitr € R. On note C™(R?), Uespace des distributions
tempérées u telles que

déf
[ull, & sup 29" ||AgullLe < co.
q>—1
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REMARQUE 2.1. Lorsque r € RT\N, cette définition redonne les es-
paces de Holder usuels avec des normes équivalentes. Par exemple,

si r €]0,1[, il existe une constante C' universelle telle que, pour tout
u € C"(R?), on ait

||U’ r < ||u||Loo + sup |U(.T) _U’(y)| < C
xy

le—ylm —r(1-

I
ull,. .
< 5l
On prendra garde au fait que, lorsque r € N, Pespace C"(R?) ainsi
défini contient strictement I'ensemble des fonctions bornées a dérivées
d’ordre r bornées. Pour éviter les confusions, on le notera alors CT (R%).

Définition 2.2. On dira qu’une suite {uq}qcn est a fréquences dans des
boules dyadiques s’il existe R > 0 tel que pour tout ¢ € N, supp {uy} C
B(0,29R). On dira qu’elle est a fréquences dans des couronnes dyadi-
ques s’il existe 0 < r < 1’ tels que pour tout ¢ € N, supp {u,} C
C(0,2%r,297").

Le lemme suivant sera fort utile dans les parties suivantes:

Lemme 2.2. Soit {ug}q>—1 a fréquences dans des boules dyadiques.
On suppose qu’il existe r > 0 et une constante K > 0 telle que pour tout
q > =1, lugl[pee < K279, Posonsu =73 5 juq. Alorsu € C"(R%)
et il existe une constante C' > 0 indépendante des u, et de r telle que

01+T
K.

lull, <

Soit {ug}e>—1 @ fréquences dans des couronnes dyadiques. On suppose
qu’il existe r € R et une constante K > 0 telle que pour tout q > —1,
lugllpee < K279, Posons u = 37 5 juq. Alors u € C"(R?) et il
existe une constante C' > 0 indépendante des uqy et de r telle que

lull, < C**" K

Définissons maintenant, d’apres [Bo2], le paraproduit.

Définition 2.3. Soient u € S(R?) et v € S(RY). On appelle parapro-
duit de u par v, lélément T,v € S(RY) défini par T,v = Zq Sq—1uAqu.
On notera par ailleurs R(u,v), le reste de u et v, défini par R(u,v) =
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PRPAWLY Eqv ot ﬁq = Ag_1 + Ay + Agq1. Enfin, on posera Tyv =
T.v + R(u,v).

REMARQUE 2.2. On a pour tout (u,v) € (S(R?))2, uv = Tyv + Tyu +
R(u,v).

REMARQUE 2.3. Si Y est un champ de vecteurs, on appellera para-
champ lopérateur Ty 0; et on le notera Ty par souci de concision.

Il est clair que la Définition 2.3 garde un sens dans un grand nombre
d’espaces fonctionnels. Nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 2.3. LopérateurT est bilinéaire continu de L°° x C" dans C".
Sit <0, il est également continu de C* x C" dans C"1t. L’opérateur R
est continu de C* x C" dans O™t dés que r +t > 0. De plus, il existe
des constantes C' universelles telles que

(2.1) ITu0l, < O+ ullpe vl ,  pour tout r € R,
Clr+tl+1
(2.2) [|[Tyvl], 4y < — lull, [|v]|. , pour tousr € R, t <O,
Cr+t+1
(2.3) (s 0) e < = Null ol

pour tous (r,t) €ER*, r+t>0.

Le lemme suivant clarifie le comportement des opérateurs de Fou-
rier homogenes dans les espaces de Holder et les propriétés de commu-
tation du paraproduit avec de tels opérateurs.

Lemme 2.4. Soitm € R et R > 0. Soit f une application de C*°(R?)
homogéne de degré m en dehors de la boule B(0, R). Il existe alors une
constante C' ne dépendant que de R telle que, pour tout réel r et pour
tout t < 1, on ait

(2.4) 1F (D) ull, _p,, < I ],

Olrl+lml+1

T [Vall,_y vl

(2.5) 1T F(D)] 0|y pge <

(2.6) [T FDN 0l —ygr < CTH V0] o0 o],
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2.2, Equations de transport avec perte.

Le lemme suivant généralise un lemme de [BCh] sur les équations
de transport. Cette généralisation porte sur le second membre de
I’équation que ’on suppose un peu moins régulier que la quantité trans-
portée.

Lemme 2.5. Soit 3€]0,1[, s € [f—1,1— (] et (V,G) un couple de
fonctions positives et localement intégrables sur RT. Il existe alors une
constante C universelle vérifiant les propriétés suivantes:

Posons

mzs—%A‘WﬂU+Gﬁ»W

et soit T un réel tel que op > 3 — 1.

Soit v un champ de vecteurs a divergence nulle tel que Vv €
LY([0,1],C?) et [|[Vu(t)|l, < V(t) pourt € [0,T], et fo une fonction
de classe C®. Soient f, g1 et go trois fonctions telles que

sup (| (1), <+,
te[0,T7]

sup_[lg1(0)],, < +oo,
t€[0,T]

et
[Aqg2(t) ||z~ < (g +2)279 GE) V() || F (D), -

Supposons que, sur Uintervalle [0,T], on ait

Ouf +div (fv) = g1 + g2,
(T) { f|t=0:f0'
Alors on a
(27) 15Ol <2 (100l + [ Nax(@)l, ar)

pour tout t € [0,T].

PrREUVE. Commencons par supposer que v est C° a dérivées vérifiant
les hypotheses du lemme. En appliquant l'opérateur A, a (7), il vient

{ Qe 4+v-V)Ayf =Agg1+Agga+[v-V, A f,

(Tq) Aqflt:o = AqfO .
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Pour estimer le commutateur, on fait une décomposition en paraproduit
et reste
[U-V,Aq]f:Rl-f—Rz-f—Rg ,

avec

Ry = [ijaAq] 8jfa
Rz = Taquf ’Uj — AqTajf Uj,
R3 = 0; (R(’Ujv Aqf) - AqR(Uja f))-

Ces différents termes se majorent a 1’aide des lemmes 2.3 et 2.4. Dans
[Ch2, Chapitre 4], il est montré que

Rl < (15— ) 270 [0l 1],

et
C

1Bl < (75757) 272 19elly 151l -

Pour majorer |Ry||1~, on ne peut pas utiliser (2.6) puisque Vv ¢ L.
En revenant a la définition du paraproduit, on trouve que

Rl - Z [Sql_l’l)j, Aq] aqu:f .
lg—q'|<4
Or
[Sq’—lvja Aq] 83' Aq’f(x)
_ / h(y) (Sy—1 0 (&) = Sy—1 09 (@ — 2799)) 8; Ayr f(y) dy.
R

Donc, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre 1,
on obtient

||[Sq’—1vjv A 0jA fllre < C279| Sy 1 V|| ||[Ag V| L
<Cg+2)V(E)27 | fll,, »

d’ou

(¢ +2)V(t)

%) oV, Afles <0 (25

)27 | £, -
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Par ailleurs, en intégrant (7;), on trouve
Aqf(tvx) = AqfO(tv¢;1($ )

+ / (Bygi+ Dgga + [0V, Ag) 1) (r e (97 () dr

Donc, en utilisant (2.8), il vient

t
[Agf ()= < [|Agfoll~ +/ 279 g (M), dr

0
t
1+G(7) .
vo [ () @z v sol,, i
0 T
En multipliant les deux membres par 29t et en prenant la borne supé-
rieure par rapport a g, on obtient

£, < lfoll,, + / o (P,

C
+— sup [|f(7)ll,,
B refo,]

¢
. sup 2(at2)o: / V(T) (¢ +2) 2~ (a+2)o- (1+G(1))dr.
g>—1 0

En posant C = 2C/log2, on trouve l'inégalité désirée. Dans le cas
ol v n’est plus supposé régulier, on pose v, = S,v. On montre alors
aisément des estimations indépendantes de n sur les quantités voulues

et une propriété de convergence dans des espaces plus grossiers (voir
[BCh]). On en déduit encore (2.7).

REMARQUE 2.4. Lorsque le champ v est lipschitzien et que le second
membre est aussi régulier que la quantité transportée, on obtient bien
str des estimations sans perte (voir par exemple [Ch2|): pour tout
re]—1,1[, il existe une constante C ne dépendant que de r et telle
que, si T > 0 et si
{ 8tf+d1V(f'U) =9,
fleeo = Jo

pour ¢ € [0,T], alors on ait

t
1f@Dl, < (||f0||r+/0 lg(7)]], e=C J& IVvr)lloe dr’ dT)

. C Jo IVu(T)llLoe dr

(2.9)
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3. Une estimation stationnaire pour le gradient de la vitesse.

Le but de cette partie est de prouver une estimation de la norme
lipschitzienne de la vitesse pour des champs de vitesse v de R? vérifiant
les hypotheses du Théoreme 1.1. Le théoreme obtenu ici est en fait
encore valable avec des hypotheéses un peu plus générales et autorise
notamment des géométries (f3,,¢e)-effilées avec [ et v pouvant étre
distincts de 1. Cette généralisation n’est pas un “luxe inutile” comme
nous le verrons dans la derniere partie lorsqu’il s’agira de propager
cette estimation stationnaire. De méme, observer que la constante de
I’estimation est continue par rapport aux parametres de régularité et
d’effilement s’averera indispensable.

On remarquera que lestimation obtenue ne fait intervenir des
quantités liées a la géométrie effilée et non conservées par le flot que de
maniere logarithmique. C’est cette propriété qui, comme dans le cas
de poches de tourbillons régulieres, permettra de propager la structure
singuliere initiale pour tout temps et d’obtenir encore une croissance de
IVv(t)||L~ au plus exponentielle en temps.

Soit 2y € R?. Dorénavant, on dira que {¢p}nr>o est une famille
concentrée en xq si et seulement si il existe deux applications g et ¥
vérifiant la condition i) de la Définition 1.1 (ou la condition i’) de la
Remarque 1.1 si 3 < 1), et telles que ¢p(z) = g(¥~(x)/h). On posera
alors wp, = ¢pw. Dans cette partie, on conviendra que ||\If_1||ﬂ =
VO si 3= 1.

En utilisant la continuité de I'inclusion de LP(R?) dans C~2/?(R2)
(voir [T]) et le fait que A~19; d; est un opérateur continu de LP dans
L? pour p €]1,400] (voir [Ch2] par exemple), on montre facilement
que le gradient de la vitesse garde un “souvenir” du caractere effilé
du tourbillon pres d’un point. Plus précisément, on obtient le lemme
suivant:

Lemme 3.1. Soit 1o € R%, {¢n}n>o une famille concentrée en xg
et a > 0. Supposons que w € LS. Soit enfin h > 0 et n €]0,2[.

loc*
Alors il existe une constante C' universelle telle que, st l'on pose v, =

ALV wy, on ait

Ch"/a/\/g(w) B 2
, avec @ = .
n(2—mn) 2+«

IVonll_,, <

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant:
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Théoréme 3.1. Soit a € [1,+o00| et D l’ensemble des quintuplets
(v, B,7,¢€,0) vérifiant U’hypothése suivante

a>0, a<pf<1, a<e<l1,
(1) - N
0<0<<€<E f) et 0<7§¥<€ 0).
Et+ a \e—+o

ot l'on a posé @ =2/(2+ «).

Soit g € R? et (¢, X) une géométrie (3,7, ¢)-¢effilée en xq. Soient
g et U deux applications vérifiant la condition i) de la Définition 1.1 si
B =1 ou la conditioni’) de la Remarque 1.1 sif < 1 et R’ < ||\If_1||ﬂ tel
que g = 1 sur B(0, R"). Soit enfin v un champ de vecteurs a divergence
nulle, a gradient dans L® et a tourbillon w € C3°(X). Alors on a

Ng (W) supea [[Xallc + Na(X,w)>

[Vv][r~ < CaNg(w)log(e+ -
( 125" B! L (X) Ng(w)

ot C est une fonction continue de («, 3,7,¢,0) sur le domaine D.

REMARQUE 3.1. Le lecteur vérifiera aisément que, sif=1,vy=1,et e
et o vérifient les hypotheses du Théoreme 1.1, alors («, 3,v,¢,0) € D.

La démonstration du Théoreme 3.1 reprend les idées principales
du [Ch2, Théoreme 3.3.2] que nous énongons ici.

Proposition 3.1. Il existe une constante C' telle que pour tout € €
10, 1], pour tout a € [1,+o0[ et pour tout fermé X du plan, on ait la
propriété suivante.

Soit { X} xea une famille de champs de vecteurs a coefficients et
divergence dans C¢ et telle que de plus

12, X) & inf sup | Xa(z)] > 0.
TEX NecA

Alors si v est un champ de vecteurs a divergence nulle, a gradient dans
L% et a tourbillon w dans L™ tel que de plus supyc, || Xa(z, D)wl|._; <
+00, on a

VOl oo ey

suprea [ Xa(z, D) wll._; + [|wll supyea ||XA||€)

<99 w0 (e+
=g Iwieele el I(%, X)
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Ce résultat joint au lemme suivant qui montre que la contribu-
tion de la partie effilée du tourbillon dans le calcul du gradient de la
vitesse reste bornée lorsqu’on s’approche de la singularité, permettront
de prouver le Théoreme 3.1.

Lemme 3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 3.1, il existe un polyno-
me P(z,y,z) ne s’annulant que pour zyz =0, z=1,x =y ouy =2
et tel que pour 0 <h <1,c; >0 etv, = A" V+twy,, on ait

“vvh“Loo(supp ¢1\B(wo,c1h1/8))
Ng(w)
~ P(o,avy/B,¢)

NG (w) supyep [ Xl +No (X, w)>

log (e +
¢] Zy(X) Ng (w)

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant
qui est un raffinement du [Ch2, Lemme 3.3.1] prenant en compte le
caractere effilé du support du tourbillon. Ce lemme peut-étre vu comme
un résultat d’interpolation logarithmique entre les espaces CY et C7.

Lemme 3.3. Soit Y un champ de vecteurs a coefficients C¢ (e €0, 1])
non identiquement nul sur R?> et h > 0. On suppose de plus qu’il existe
o €]0,1] tel que Y (z,D)vy, € C°(R?). Alors il existe une constante C
universelle telle que, pour 0 < &’ < e, on ait

C
Y(x,D o < Y| e
IY (o, D)ol € e Y e [Vl
g+ I DIy 1 NG IV
7€ (e = ) VT [Venll

DEMONSTRATION. On commence par découper le terme Y (z, D) vj, en
basses et hautes fréquences

Y (x,D)vp, = Sy (Y (z,D)vp) + Y Ay (Y(z, D) vp).

Pour la partie hautes fréquences, on a simplement

61 || X A m| < S ey Dy,
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Par ailleurs,
Sn(Y (z,D)vg) = Sn(Tyi0j vn) + Sn(T,0, Y7 + R(Y7,0;vp)) .
En utilisant la continuité du paraproduit de L> x C? dans C?, on a
(3.2) 1SN (Ty 395 0n) ||~ < C N |[[Y[|L<|[Vonl]y -
Pour le dernier terme, on écrit
SN(Ta;0, Y7 + R(Y?,0;0™))

=S (Y Ser20on A7) +Sw( D0 A0 A7)
qg<N+2 q>N+3

En utilisant une transformation d’Abel, on montre que

Sv( D SeradiunagY?)
g<N+2

= SN.|_3 Yj SN.|_4 8j Up — Z Sq+1 Yj Aq_|_1 8j Uh »
q<N+1

ce qui donne

33)  |Sv( D SerzdonAYT)| SCN Y= Tunlly -
g<N+2

Le Lemme 3.1 nous permet alors d’écrire les inégalités suivantes

lsv( X2 Bsojmay?)| <c X 1RO ol llAgY o~

¢>N+3 q>N+3
<0 Y 2 T Y,
q>N+3
C2—N(6—6') .
R ¥ /a Ara Yl .
~ el(e—¢) NG (W) 1Yl

En utilisant cette derniere inégalité ainsi que (3.1), (3.2) et (3.3), on
obtient

1Y (2, D) vl < C (N Y[ Fonly

PNG(W) Y (@, D)l
—Neg ¢ ’ hlle
t+2 ( e (e —¢) ¥+ o ))’
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avec e3 = min {e—¢’,o}. On trouve alors le résultat désiré en choisissant

N1 L g (AE@II 1Y Dl
es O\ oe (e — ) Yz~ [Venll
DEMONSTRATION DU LEMME 3.2. Une simple application de la Propo-
sition 3.1 permet d’affirmer que pour tous h > 0 et ¢y > 0, on a Vo, €
L™ (supp ¢1\B(xq, c1h'/?)). Malheureusement, I’estimation obtenue a
un comportement en logh pour h tendant vers 0. Nous allons montrer
ici que ’on peut obtenir une estimation indépendante de h en controlant
soigneusement toutes les puissances de h grace aux lemmes 3.1 et 3.3.

Soit donc yo € supp ¢1\B(zo,c1h/P). Quitte a translater les
différentes quantités manipulées, on peut toujours supposer que zy = 0.
On fixe alors une fois pour toutes une approximation de lidentité
p € C5°(B(0,1)) telle que [p = 1. Il existe par ailleurs A € A tel
que 2|Xx(y0)| > |yo|” Zy(X). On fixe A et on omettra l'indice A dans
le reste de la démonstration du Lemme 3.2. Posons

v=fyem: (RO o)

Soit 6 = 67 2p(67 1) % 1y avec & = (| X (yo)|/(4]|X]].))*/. 1l est clair
que

Ga  (FIXG0)l < X< | X)) = 0 =1).

De méme, on a

| X (o) 9
35 (X< =

Posons Y = 0X. De (3.4) et (3.5), on déduit

(36) IV~ <Xl et Y(o) = X(w0).
Remarquons maintenant que
Y (o) = (o) Yz, D) 01 — Y2(30) ¥, D) s + (Y (30))? A,
Y (0)|* 93 = Y?(yo) Y (z, D) 92 — Y (yo) Y (x, D) 01 + (Y (0))* A,

Y (y0)|? 01 02
= Yl(yo) Y(z,D) 02 + Y2(y0) Y(z,D) 01 — Yl(yo) Y2(y0) A.
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Comme vy, = A1 V¥ wy, ceci entraine grace au Lemme 3.3 et & (3.6),

[Von(yo)l

[Vonllg
min {o,e — ¢’}

< O (llnllz +
(3.7)

log (e N 1Y (2, D) vnl, + he /T NgH(w) ||Y||e>>
o' (e =€) [X(yo)| IVunllg ’

pour tout €’ tel que 0 < &’ < e.

Estimation de ||Y||_. On utilise le fait que || - || et || - [ Lo +8UPg< |5y <1

(|- (y) — - (x)])/]z — y|® sont des normes équivalentes dans C¢, d’apres
la Remarque 2.1. Supposons que x soit dans supp (Y). Ecrivons

(3.8)  Y(y)—Y(x) =0(y) (X(y) — X(z)) + (0(y) — 0(z)) X ().
On obtient alors
(3.9) Y(y) = Y(2)] <Clo—yl® (| X], + [X(2)]67°).

Par ailleurs, en utilisant (3.5), on voit que x € supp (Y) entraine
| X ()] <9|X(yo)|/4. Donc d’apres (3.9) et la définition de 4, on a

Y (y) =Y (2)| < Clz -yl X]. .
Finalement, comme ||Y ||~ < [|X||z~, on obtient donc

(3.10) 1Y, < ClIX]. .

Estimation de ||Y (z, D) vy||,. On a Y (z, D) v, = 0X(x, D) vy, donc
1Y (z, D) vnll, < [|0]], X (2, D) vnl|, -
En revenant a la définition de 6, on en déduit que

a1y e D)ul, <0 () X @D ul,
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Il ’agit donc maintenant de majorer || X (z, D) vp||,. Posons A~}(D) =
(1 — x(D)) A1 VL. De la définition du paraproduit, on déduit que
Tyw =T, (1 —x(D))w. Ceci permet d’écrire

(3.12) X(.T,D)Uh:R1+R2+R3+R4+R5

avec
Ry =AYD)X(z,D)wy ,
Ry = [Txs, A™*(D)] 9; wy, ,
R3z = A™Y(D) R(wp, div X),
Ry = —A~Y(D) (To,u, X7 + 0, R(wn, X7)),
Rs = Tp,0, X7 + R(0jvp, X7) .

Comme A~1(D) est un opérateur pseudo-différentiel de degré —1, I'iné-
galité (2.4) entraine immédiatement

(3.13) |Ry]|, < ChE=VTN (X, w).

En utilisant les lemmes 2.3 et 2.4, on montre aisément que,

C
1R2ly < 7= IVonll,_. 1Xle

C
[Rall, < = IVonll,— X,
9

C
< - X .
I5lly < gy Vel X1
Le Lemme 3.1 donne donc
Chle—o)/a o
(3.14) 1R:|, < Ng (W) 1X]],

eo(l—¢)(e—o0)?
pour i € {2,4,5}. Quant a Rs, il vérifie

Chle—o)/x

(3-15) ||R3||0 < m

Ng (w) [|div X ||, .
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Finalement, en réunissant les relations (3.12), (3.13), (3.14) et (3.15),
on obtient

ChE=E (N (X, w) + Ng(w) [ X].)
ec(l—¢)(e—o0)2 '

1 X (z, D) onl|, <

On en déduit d’apres (3.11) que

ChlE= (N (X, w) + N (w) [ X,
eo(l—¢)(e—0)?

I1X1l. \/
' (|X<yo>|> '

En prenant ¢’ = @~/ dans (3.7) puis en y injectant les inégalités (3.10)
et (3.16), on trouve apres quelques majorations faciles,

Vo (yo)|

1Y (2, D) vall, <

(3.16)

< O llwnllz
[Vonlly
P(o,av/B,e)
VB N X
Log(e+ 17 ML,
X0l [Venlo

—r | X (et0)/e ( Np(X,w)+ NG (w) || X]].
_I_h(e—o)/a( I ||5> ( ( - ) ¢( ) 11X )))
X (o)l XL 1170l
Compte tenu des hypotheses sur v et 3, de h <1 et de

X (y0)| = Z,(X) [yl = €] T,(X) K777,

on obtient

Von(o)| < C(llwnllz

[Vunll,
P(o,avy/B,¢)

- log(e + (Ng(w)ﬂan +/\/'0(X,w)>
1V unlo 12X II.

(7)™ ani)




EVOLUTION D’UNE SINGULARITE DE TYPE CUSP 309

On en déduit que, si ¢] Z,(X) > HXHE, on a
[Vun(yo)
C
S TS5 . — 7o\
P(o,ay/p,e)

(llenll + 1V olly

(3.17)
-log(e+ X1, (Nﬁ(w) ||X||5+NU(X7M)>>>

ALY Vol X,

Si c¢] Z,(X) < || X||,, on majore
X1,

] Z,(X)

par _
< 1 X1, )(6+0)/6.
] Z,(X)

Il s’agit ensuite de remarquer que
(3.18) log (¢ + zy°) < max{1,d}log (e + zy),

pour tout § > 0, (z,y) € ([1,+00[)? Ceci permet encore d’obtenir
(3.17). Comme de plus ||[Vup|ly < Cllwn|| < C|lw||, des majorations
élémentaires permettent alors d’obtenir I’estimation voulue.

Lemme 3.4. Soit p € [1,+o00[ et v un champ de vitesse a divergence
nulle et a tourbillon w dans LP. Alors il existe une constante C uni-
verselle telle que, si © ¢ supp (w),

Vo(2)| < Cplwl|ze (d(z, supp ())) 27

DEMONSTRATION. Supposons p > 1 et posons p’ = p/(p — 1). D’apres
la loi de Biot-Savart (BS), puis des majorations élémentaires,

— 2 ) |x—yl|?

1 dy 1/p'
< o= lwllzs — )
m supp (w) |'T y|

< (2m) 7 o) s / T

(z,supp () TP~

< Op|lwlLe (d(z,supp (w))) 77

[Vo(z)
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Lorsque p = 1, la majoration est immédiate a partir de la loi de Biot-
Savart.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1. D’apreés la Proposition 3.1, si
zop =0, on a Vv € L2 (R*\{0}), ce qui donne un sens aux calculs qui
suivent, pour presque tout .

Soit donc x € R?\{0}. Posons R = (||\If_1||glR’)1/ﬁ et hy =

RPE/(B=3)  Par hypothese, on a donc hy < 1.

Cas ou x est proche de la singularité. Supposons que |z| < hi/ﬁ R/2.
On pose alors b = (2|z|/R)? de telle sorte que h < h;. Pour estimer
|Vu(z)|, on utilise la décomposition suivante

Vu(z) = Vup(z) + V(v — vp) ().

Le premier terme s’estime grace au Lemme 3.2 appliqué avec ¢; = R/4
et a I'inégalité (3.18) pour remplacer (R/4)7 par R. On obtient

Von ()| € 5 N3 ()

(o, 2v/B,¢€)

N (w) supyeq [[Xall, + Ny (X, w>>
RI(X) N$ (w)

(3.19)

- log (e +

Magoration de V(v —vp)(x). Posons ¢1 = [(logy h1 —logy h) /] de telle
sorte que 298 h < by < 2(a+1)B b On écrit ensuite

q1—1

(3.20) V(v —vp)(®) = > V(vawrnsp —vzasp) (@) + V(0= p0155,) ()

q=0

Le premier terme pourra étre estimé a l'aide du Lemme 3.4. En effet,
on a

|V (vaa+nsp, — v2a8p) (%)| < C||daarnspw — poaspw||pr

(3.21) - (d(, supp (dgwtvsy — ¢52q6h)))_2 :
Comme ¥ et U~ sont dans C”, on a

r

(3.22) B(\I!(zo), (m>1m> B,



EVOLUTION D’UNE SINGULARITE DE TYPE CUSP 311

pour tous 2o € R%, r > 0. Il est clair que supp (Po+1)8;, — G2asp) C
R2\W(B(0,29° h R')). Donc en utilisant (3.22), on obtient

SUpp (paca+1sp, — P20op) C RE\B(0,29 1P R) .
De plus, par définition de h, on a 29 h'/# R = 2941 |z|. Donc
d(z,supp (Pawarnsp — Ggasp)) = 29[z,

pour g € N. D’apres (3.21) et la définition de N (w), il vient

|V (Ugas1p, — Vgasp) ()| < C (2UTDVIR)> TN (w) (29 |2]) 2
(2012 |g|)Heb—2
R(2+a)B b (W)

<C

En revenant a la définition de ¢; et de hq, on trouve donc

q1—1

Z V(Uz(q+1)6h - Uzqﬁh)(x)‘

4ﬁ(2+a)—2 hy 24+a—2/8 |x|(2+a),8—2
<Ca|—F— ) Ng(Ww) |+ o 2ta)d
. (C g ()
C2a hg_2+a)_2/6
< «
_(ﬁ—&>N¢(w) R2
C 2% o
< (£2) iz

Majoration de V(v — vqqy8p)(x). Elle repose sur la Proposition 3.1.
On adjoint a la famille {X}xea un champ Y de classe C*°, sup-

porté dans W(B(0,29 h R')) et & composantes valant Sup)\EAHXAHO'
sur U(B(0,2(0~18 b, R")). Comme

d(U(B(0,2a=18 b R"), RE\W(B(0,29° h R"))) > 20 1pt/B R |
un tel champ peut étre choisi de telle sorte que

Y], <C" (2% hYP R) " sup |Xxll,,  pour tout r > 0.
AEA
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Notons { X }xear la famille obtenue en adjoignant a la précédente le
champ Y. On applique alors la Proposition 3.1 avec cette nouvelle
famille et le champ de vecteurs v a divergence nulle et a tourbillon égal

35 Y (1= ¢opus,)w. On obtient

IVl

_ Cala
- o

1 ( @l supyrear [Xnrll; + supyrear [[ X (éL’,D)@H(,_l)
o |||l inf {T(X), (21 R 11/F)Y I,(X)}

Etant données les hypotheses de support sur @ et Y, on a Y(z,D)w = 0.
Par ailleurs, il est clair que ||w|| < [|w]||. Enfin,

Xx(z,D)w = X\(z,D)w — Xx(x, D) woa, 5y, -
Donc

1Xa(2, D) &lly_y < [ Xa(w, D) wlly_y + 207 )TN (X, w) .

Comme par définition de ¢, on a 29Ph < h; < 1 et 20 p1/6 < hi/ﬂ <
201+t1p1/8 on obtient

IVl

1 s i
< Z2 ) tog e+ 121 (' R)7=7 supsen [Xall, + NolXo)y
- o ol inf {7 (X), Rhy/PZ,(X)}

En revenant a la définition de R et de hy, on obtient

—1,—1 —a
n/ PR = (g RO

Il ne reste plus qu’a utiliser (3.18) pour éliminer les puissances de
R’ ||¢_1||El dans le logarithme. On trouve

Jlwll supsea 1Xall, + NolX,w)y.

Ca
(3.24) [|VU||p~ < — [|w]| log|e + -
L= =52 ( lwll B [l¢=1]|5" I (X)
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Les relations (3.19), (3.23) et (3.24) donnent finalement, pour |z| <
RA/(B=2) /9,

Ca?2*
(B—a)o?
Ng (@) supsen [Xall + No (X, w>) |
R ([~ 5" 1(X) Ngi(w)

[Vo(z)| < NG (w)

(3.25)

-log(e—i-

La majoration de Vv sur R2\B(0, R#/ (=) /2) est une simple consé-
quence de la Proposition 3.1. Pour trouver l’estimation voulue, on

élimine les puissances de R’ ||@b_1||g1 indésirables dans le logarithme a
l'aide de (3.18).

4. Un résultat de propagation de structures effilées.

Cette partie est consacrée a la démonstration du Théoreme 1.1.

Sachant qu’avec le type de géométrie qui nous intéresse, le gradient
de la vitesse est borné, il serait tentant d’appliquer les méthodes que
I’on utilise habituellement pour démontrer des résultats de propagation
de géométries singulieres dans les E.D.P. hyperboliques.

Schématiquement, ces méthodes consistent a régulariser les
données initiales par convolution avec des approximations de I'identité,
a démontrer des estimations uniformes pour ces solutions régularisées
portant notamment sur la géométrie que l'on veut propager (c’est ici
qu’interviennent les estimations uniformes sur le gradient de la vitesse),
puis a passer a la limite.

Dans le cas qui nous intéresse, ce genre de méthode parait difficile
a appliquer. En particulier, I’étape de controle des normes des solutions
régularisées semble délicate. En effet, les éléments de C7¢(X) se prétent
mal a la régularisation car, conformément au principe d’incertitude, on
perd alors les propriétés d’effilement pres d’un point, ce qui empéche
donc de controler le gradient de la vitesse régularisée via le Théoreme
3.1, a l'aide de quantités ne portant que sur la géométrie effilée.

C’est pourquoi nous avons opté pour une autre approche. La
premiere chose a remarquer est que l’existence et l'unicité d’une so-
lution est assurée par le théoreme de Yudovitch et que, comme on I’a
déja mentionné dans la Remarque 1.4, cette solution est en fait quasi-
lipschitzienne et a gradient borné localement en dehors de la singularité.
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Tout se ramene donc a montrer que cette solution est a gradient borné
et propage la géométrie effilée initiale.

La premiere étape de la démonstration consiste a prouver que
cette géométrie est effectivement transportée sans perte de régularité
et jusqu’au temps 7T si I'on sait de plus que Vv € L>([0, T'] x R?). Ceci
fait ’objet de la Proposition 4.1. Nous démontrons ensuite, dans le
Lemme 4.1, l'existence d'un 7 > 0 que 'on peut minorer a 'aide des
données initiales, et tel que Vv € L>([0, ] x R?). Pour cela, on remar-
que que, comme le tourbillon est dans L® N L°°, on peut obtenir des
estimations uniformes de la norme C? des solutions régularisées. Grace
aux estimations a perte de la partie 2, on peut donc espérer obtenir
des estimations uniformes a temps petit et avec perte de la solution
régularisée et donc appliquer le Théoreme 3.1 sur un petit intervalle de
temps.

La derniere étape consiste alors a conjuguer la Proposition 4.1 et
le Lemme 4.1 pour “pousser” le temps de persistance de la géométrie
effilée initiale.

Premiere étape. Il s’agit de prouver la proposition suivante.

Proposition 4.1. Soit T' > 0 et vg un champ de vecteurs vérifiant
les hypothéses du Théoréme 1.1. Supposons que la solution v de (E)
vérifie Vv € L=([0,T] x R?). Soit {X¢ x}xrea la famille transportée de
{Xor}ren parle flot de v, ¢ p, = qﬁo,howt_l et vy = Pi(xo). Alors pour
tout temps t € [0,T], la géométrie (¢y, Xi) reste (1,¢)-effilée en xy, et
wt € C2°(Xy). De plus, il existe une constante C' ne dépendant que de
e, de a, de o et de a, et telle que pour tout t € [0,T], on ait

(4.1) [V0(®)]lz~ < € Lo N, (w) e“ Voo,
v ¥ [ Xox (2, D) wol|,_
[Xeall, < € (TXoall. + L)
(4.2) lwoll Lo
Lo 00—y
| Xeate, D)l
(4.3)

CtNY (wg)
< C|[Xoa(z,D) w0||6_1 eCLo(e  ?0 o)y ,

CtNY (wg)
(4.4) L(X,) > I1(Xy) e~Clole 70" 1)

Y
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CtNg (wo)_
(4.5) o155, < CllwollF5, eCFete ™ 7Y,

avec

IV 8~ g [lwollg X, )

Ly =1
0 og(e + R/Ngo (@0)

et R', W vérifiant les conditions du Théoréme 3.1.

DEMONSTRATION. En revenant & la définition de X; et en utilisant
I’équation du tourbillon, on montre aisément que

(O +v-V)Xpa(z,D)w=0,
(8t +v- V) diVXty)\ = 0,
(at +v- V) Xt,)\ = Xt,)\(JT,D) v.

On se sert alors des estimations sur les équations de transport de la
Remarque 2.4 et de 'inégalité suivante

[Xea(z, D) oll, < C([Jwlly ldiv X all,

(4.6)
+[IVollp || Xeall, + [ Xea(w, D) wl|_,)

qui se démontre facilement a l'aide de la décomposition (3.12) et des
lemmes 2.3 et 2.4. On obtient

tAlle = U120, ox(7, D) wol|._

1Xeall. < (1 Xoull, + Ct (|| Xoa(z, D) woll,_,
+ ||w0||L°°||diVX07)\HE)) ecfot |V ()| oo dT,

(4.8) [div X 5]l < [|div Xo x|, €€ o IVellzoe dr

(4.9) [|Xex(z, D) wiell,_; < [|Xoa(w, D) wol,_, € o IVe@lueedr.

Conservation de la géométrie. Comme v(t) est lipschitzienne pour
t € [0,T], 1y est bilipschitzienne de R? dans R%2. On en déduit que ¢;
vérifie la condition i) de la Définition 1.1.

Montrons que (¢, X¢) est une géométrie (1,¢)-effilée en xy:

En revenant & la définition du flot, on obtient pour tout y € R?,

(4.10) Ot Xoa(w, D) Ye(y) = Vu(t, ¥(y)) Xoa(z, D) ¥e(y) -



316 R. DANCHIN

En intégrant cette expression entre les instants ¢ et 0 puis en appliquant
le lemme de Gronwall, il vient

[ Xo.(1)] < | Xo(, D) thy(y)] edo 170@lees dr

En appliquant cette derniére relation en y = v, *(z) et en remarquant
que x € supp ¢ entraine ;' (x) € supp ¢o.1, on obtient

(4.11) T(X3) > T(Xo) e~ Jo IVv@lls dr

Par ailleurs,
@ — 24| < [Veel| Lo [97 () — mol,

et en revenant a la définition du flot, il est facile de prouver que
(4.12) [VE | oo < edo 1Yo drlioe
On en déduit que

[Xea@)| [ Xoa(¥; ()] o2 JL IVl dr
|z — @] T |y (@) — @

En regroupant ce dernier résultat avec (4.10), on obtient finalement,

(4.13) L(Xy) > L(Xo) e 2do IVe(llze dr

Etude du tourbillon. Comme, par définition, les fonctions ¢t n sont
constantes le long des lignes de flot, et qu’il en est de méme pour le
tourbillon, on a (0; + v - V) ¢t w = 0. L’incompressibilité assure alors
la conservation des normes L" de w et de w ¢ . On en déduit que

(4.14) Ng, (wi) = Ng, (wo) , por tout ¢t € [0,77].
De méme, comme
Xia(z,D)wep, =w Xea(z,D) pep + .0 Xea(x, D) w
et comme X, (z, D) ¢y, est aussi constante le long des lignes de flot

(il suffit d’utiliser la commutation entre 0; +v -V et X; x(x, D) pour le
voir), on en déduit que (0y +v - V) Xy A (2, D) wy p, = 0.
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En utilisant la Remarque 2.4 puis en regroupant avec (4.9), on
obtient t
NG(Xtth) S NU(XO,CU()) eCfo IVv(T)llLoe dT .

Cette derniere inégalité combinée avec (4.7), (4.8), (4.13) et (4.14) et
le fait que .
Cth?O(WO) < eCtN¢0(w0),

entraine

(4.15) lwell 2%, < Cllwoll7%, €€ Jo UIVe(r)llLoe +Ng, (wo)) dr

D’apres le Théoreme 3.1, on a

197 e |90 e,

IVo(®)llz~ < ONg, (we) log e + NG (o)

Donc, d’apres (4.12), (4.14) et (4.15), des majorations immédiates don-
nent

IVl < CNg, (wo) (Lo + / Vo) o dr).

Une simple application du lemme de Gronwall donne (4.1) puis la rela-
tion suivante

t
(4.16) / Vo (7)|| e dr < Lo (Vo0 (@0) — 1)
0

Un report de cette inégalité dans (4.7), (4.8), (4.9), (4.11) et (4.15)
acheve la preuve de la proposition.

Deuxiéme étape. Il existe n > 0 tel que Vo € L>([0,7] x R?).

Ce résultat est assuré par la Remarque 1.4 et le lemme suivant.
Lemme 4.1. Soit vy un champ de vecteurs de £ vérifiant les hypotheses
du Théoréme 1.1. Notons v la solution de Yudovitch de (E) avec donnée

initiale vy. Soit K une fonction croissante continue positive telle que,
st xy = YP(xp), on ait pour tout temps t,

VU t,' oo 2 T
(417) o(t. Yl + sup VUt )l Lo m2\B(a,.

h))
< O ||wol| K (t) .
he10,1] 1—logh < O [Jwoll K(2)
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Alors il existe une constante universelle C telle que si l’on pose T =
20 (1 —0)/Cllwol|, on ait Vv € L>([0,n] x R?) pour

1 2 -—te—ao—o¢
—mind T, ——— log(1
n mm{ *2C4 [Jwol| Og( +(e+a) (1+K(T))a>}

PREUVE. Remarquons tout d’abord que méme si, a priori, v n’est pas
lipschitzien, la relation (4.17) assure que Vi, est localement borné en
dehors de z; et, d’apres (4.26) ci-apres, w;tl — Id € ¢exp(=Cillwot]l)
Ceci permet donc de définir, selon la Proposition 1.1, une notion de
famille de champ de vecteurs transportée par le flot, en dehors des
points singuliers x;. On prolonge les champs obtenus par 0 en z;. La
définition ¢y p, = ¢o.p 0y 1 est également licite.

La premiere partie de la preuve du Lemme 4.1 consiste a mon-
trer que, sur un intervalle de temps [0,T] avec T suffisamment petit,
la géométrie (¢¢, Xy¢) est (B, v, er)-effilée en x; avec des parametres
d’effilement ~; et de régularité 3; et ¢; qui se dégradent au cours du
temps (plus précisément, v; est une fonction croissante et continue de
t valant 1 en 0, (; est décroissante continue valant 1 en 0 et &; est
décroissante continue et vaut ¢ en 0). En outre, wy € C79°t(X}). Ces
résultats font ’objet du Lemme 4.2 et permettront ensuite de montrer,
via le Théoreme 3.1, que Vu(t) est borné, tant que les conditions

ﬂt_a 1+2 e+

. B .
(4.19) e > @, 0<£<—(€t Jt) et 0<0't<5t(€t a)
€t

sont satisfaites, donc sur un petit intervalle de temps non vide.

Lemme 4.2. Sous les hypothéses du lemme précédent, il existe une
constante universelle C telle que, si l'on pose T =20 (1 — o) /(C||lwol|)
et

o= e Cnlt =1 (K (5) 4 1) (Ol 1),
(4.20)

€ € ¢ ||wol| t et ¢ ||woll t
= _— O =0 — ———
t 1—o 0 t 1—o 0 )

la géométrie (¢py, Xy) reste (Bi, Vi, €t)-effilée pour tout t € [0,T]. De
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plus, on a
= = [ Xo.a (2, D) woll,_,
4.21 X < X ’ <
(421) X, < (Xl )
(4.22) [ Xea(z, D) well,, y < 2| Xoa(z, D)woll_ ,
(423) Na’t (Xt,wt) S 2N0(X0,CU0),
(4.24) N, (wi) = NG (wo)
11(Xo)

4.25 I, (X;)>
( ) %( t) = L(t) ’
avec

(L+E®)(e*1 w01t 1)

L(t) =

(max {1, diam (supp ¢o) + 2t C1||wo|| K (t)})

ou C' est une constante ne dépendant que de € et de o.

DEMONSTRATION. Elle exploite d’'une part que |Vu(t, z)| croit comme
(1 —log |x —x4|), ce qui entraine une dégradation de 'indice ;, d’autre
part que v est seulement quasi-lipschitzien a priori, ce qui, d’apres le
Lemme 2.5, provoque une perte linéaire de régularité dans les estima-
tions sur les champs de vecteurs transportés. Comme de plus le flot
¢ de v perd aussi de la régularité au cours du temps (voir la relation
(4.26) ci-dessous), on a également une décroissance de U'indice f.

1) Conservation des hypothéses de type effilé. Rappelons d’abord
que, d’apres [Ch2] par exemple, le flot ¢ de v vérifie

|21 — 22 _oCillwolt
— " <e

e
(4.26)
+ + oyl
impliquement i (21) — i (22))] < (|Z1 - Zz|>e Crlleollt
e - e ’

ou C; est une constante universelle et z;, zo sont dans R2.
En intégrant 'expression (4.10) entre ¢ et 0 puis en appliquant le
lemme de Gronwall, on obtient

(4.27) | Xox(y)| < | Xoa(z, D) (y)] eJo IVu(rw- ()| dr
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Soit x tel que |z — x| < el il gy appliquant (4.26) a w;l
avec z1 = = et zo = x4, on constate que pour tout 7/ € [0,¢], on a

W=t () — Yot ()] < el=e 1ol e permet d’appliquer & nouveau
(4.26) & b, 21 = Y (z) et 2o = 9 (z). On trouve finalement

!
eC1llwoll™

1=t (w) — ot ()] > e(@) , pour tout 7' € [0,¢].

D’apres (4.17), on a
Vo (T, - (9 (2)))] < Cr llwoll K (1) (1= log|r (7 ' (2)) — - |) -
D’ou
Xo (071 (2))] < [ Xp ()] CrIwol K@ 5 0-log(p 7 (@)= 7' (w)) dr
<Xy ()] Crllol K@) f5 11«01 (1log [a—ae) dr’

< [ Xy ()| KOO loglo—ae) (e 10l 1)

Enfin,
) |z — 2 C1llwollt
_ _ S o 1T =2l
97 () = o] = e =) ,
donc
| Xoa(y; " (2))]
|9y () — o
|Xt,)\(x)| e(K(t)+1)(eC’1 ||w0\lt_1) .

Tl — ./L-t|K(t)(eol||W0Ht_1)+eC'1||w0||t

En revenant a la définition de Z;(Xy), de ¢4 1 et de 7, on en déduit

X
(4.28) I;(Xp) < ( inf sup M) el
TESUPP ¢¢,1 AEA |$ - xt|%
|z—z¢|<exp(1—exp(2Ci [|lwo|t))

D’apres (4.26), on a, pour 7 € [0, ], si

1—eC1llwoll (2t+7)

7 () — 7 H(ay)| <e

alors 2 o
_ 1llwollt
lz — x| < el™®



EVOLUTION D’UNE SINGULARITE DE TYPE CUSP 321

e2C1llwollt

Pour # € R? tel que |z — 24| > e~ , on a donc

1—eC1llwoll (2t4+7)

7 () — 7 a)| > e

En revenant aux relations (4.17) et (4.27), et en procédant comme dans

1—e2C1llwollt

le cas |z —x¢| < e on montre alors que

. e2C1llwollt (Crllwollt _
[ Xoa (0 (@)] < [Xpa(x)] 50 Crliwolleg ollt—1)

En revenant a la définition de I, et en utilisant (4.28), on en déduit
finalement l'inégalité (4.25).

2) Evolution de la régularité de la famille X ,.

i) Régularisation. On régularise la donnée initiale en posant v, ¢ =
Spvo. Soit vy, la solution correspondante de (E) et ¢, son flot. On
fixe A € A et, pour alléger les notations, on omet I'indice A dans cette
partie. On note alors X,, le champ de vecteurs transporté de Xy » par
,,. Rappelons que les hypotheses wg € L*N L™ et vy € o+ L? suffisent
pour assurer que v, est une suite de Cauchy de Ly (R; o+ L?). Comme
par ailleurs il existe une constante universelle C telle que ||Vu, (1), <
C1 |lwol|, on obtient v € LS (R; CL) avec convergence de vy, vers v dans

tous les espaces LS (R; C1~") tels que > 0. Une application de [Ch2,
Lemme 5.5.2] entraine alors que, pour tout 7' > 0, {1, }nen est bornée
dans L>°([0, T];Id 4 C =P(=C1llwollT)) et converge dans tous les espaces

L2([0, T); 1d + C P(=CullwollT)=1) ayvec 5 > 0.

ii) Estimations uniformes avec perte de régularité. Nous al-
lons maintenant montrer des estimations a perte pour X,,, div X,, et
Xn(z,D) wy,. En utilisant le Lemme 2.5 et les relations

(0 + v, - V) Xp(2,D)w,, =0 et (0 + v, - V)divX, =0,

on obtient directement ’existence d’une constante universelle C telle
que, en définissant 1" et €; selon ’énoncé du lemme, on ait

(4.29) |div X

| < 2[|div Xol. ,

e
(4.30) [ Xt (2, D) winlly, -y < 2[[Xo(x, D) woll._y -
Pour estimer X,,, on part de la relation

(O + vy, - V) Xy, = Xy (2, D) vy,
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et on écrit X, (x,D)v, = Ry + Ry + R3 + R4 + Rs comme en (3.12).
En utilisant les lemmes 2.3 et 2.4, et en remarquant que 0/2 < ¢e; < ¢
pour ¢ € [0, 7], on obtient

[B1l,, < CllXn (2, D) wnll

Et—]. ’

Clwnlly 1 Xnll,,
1—¢ ’
CHwnHO HdiVXnHet

IRsll., < . ,

1R, <

Cllwallo 1 Xall,

o

[Rall, <
Enﬁn, R5 = R(E?J Un,Xj) + Zq Sq—l 8j Up Aq XTJL et

1R(95 v, X7)]|

€

C
= Vel [ X,
et .
1Sg—1 05 vn Aqg Xj)|lLoe < q 279 [[Vug |, | Xnll, -
On a donc (0 + vy, - V) X, = g1,n + g2, avec

C

|€t < 0(17_8) (J|lwoll ||Xn||5t + | Xn(z, D) wn“et—l)?

191,n
&g g2.nllze < C (g +2)27% Jwol| [ Xaull,, -

Le Lemme 2.5 appliqué avec = 1 —o donne donc I'estimation suivante

C t
Xialle, <21 Xoll, + —— X0 div X, .,
Xl < 20500 + s ([ el (1l + i X, )

+ | X (@, D) wrnl., y dr).

En remarquant que 7' < C/||wp|| et en utilisant les inégalités (4.29) et
(4.30), il vient

| Xo(x, D) woll._,

~ t
1Xenll,, < (1ol + +laoll [ 1
ool ;

., <

|€T dT).
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Une application du lemme de Gronwall permet alors d’obtenir ’estima-
tion

(4.31) IXa ()], < C(HXOHE N | Xo(x, D) w0||€_1> |

[lwoll
pour t € [0,T].

iii) Convergence. Rappelons que Xo(z,D) ¢, = X¢p 0o 9y pn. On
vient de montrer que {X, }nen est bornée dans L*°([0,7]; C°T) et on

sait que {¥p }nen est bornée dans L*°([0,T]; Id + Ce_clquHT), donc

—CrllwollT

(4.32) Xo(z, D) )y, est bornée dans L ([0, T]; C°T° ).

D’autre part,

Xo(x, D) ¢t p—Xo(x, D) Yy = div (Xo®@ (V4,0 —%t)) — (Yr,n —1e) div X .

Comme 1, — Id converge vers 1) —Id dans L>([0, T] x R?), on en déduit
que Xo(z, D) v, converge vers Xo(x, D)1 dans L>([0,T];C~1). Une
interpolation avec (4.32) donne, pour tout n > 0,

Xo(x, D) 1)y, converge vers Xo(z, D)

—Cl\lwo\IT_n) '

dans L*([0,T]; Co*¢
Etudions maintenant la convergence de { X, }nen. On a

Xin(@) — Xo(2) = Xo(@, D) th.n (i (7)) — Xo(z, D) then (¥ ()
+ Xo(x, D) (. — 1) (5 1 ()) -

D’apres (4.32), le dernier terme converge vers 0 dans L>([0,7] x R?).
De plus,

| Xo (2, D) Prn (V7 0 (2) — Xo(z, D) the (3 ()]
< | Xo(x, D) el e crtiwonr |9, () — 7 (2)|74°

—CpllwollT

De (4.32) et des propriétés de convergence du flot, on déduit que X,
tend vers X dans L°([0,7] x R?). Par interpolation avec (4.29) et
(4.31), on trouve 'inégalité (4.21).
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Il reste a prouver l'estimation (4.22). On écrit

Xn(z,D)w, — X(x,D)w = div (v, (X,, — X)) — w, div (X,, — X)
+div (X (wy, —w)) — (wy, —w) divX.

Au vu des résultats précédents, la convergence des deux premiers ter-
mes vers 0 dans L°([0,T]; C~1) est claire. En décomposant les deux
derniers en paraproduit et reste, on montre finalement que X, (z, D) wy,
tend vers X (z, D)w dans L*>([0,T];C~'). Grace & l'estimation uni-
forme (4.30), on obtient donc I'inégalité (4.22).

3) Evolution de la régularité de la famille {¢;  }5>0. Soient U et
g, deux applications vérifiant la condition i) de la Définition 1.1 pour
{¢0.n}r>0. L'application ¥ est donc bilipschitzienne, vérifie ¥(0) = z
et on a ¢op(x) = g(¥1(z)/h).

Si 'on pose ¥y = 1), o U, W, est visiblement bijective de R? dans
R?, de classe C *P(=Cillwollt) qingi que son inverse, vérifie ¥, (0) = z; et
Bun(w) = g(7 () /1)

On en déduit que {¢¢p}n>0 vérifie la condition i’) de la Remar-
que 1.1 avec lindice B, = e~ Ctlwollt, La géométrie (¢, X¢) est donc
(Be, e, €1 )-effilée en xy.

4) Conservation des hypothéeses d’effilement sur le tourbillon.
Comme par hypothese, les fonctions ¢y, sont transportées par le flot et
comme le tourbillon est constant le long des lignes de flot, on a w;j =
wo oty . L'incompressibilité assure donc que N, o (wr) = NG (wo).

De méme, en remarquant que les champs 0;4+v-V et X; commutent,
on prouve que (0; + v - V)(X¢(x, D) wy ) = 0, ce qui assure d’apres le
Lemme 2.5, que

Ng’t (Xt, wt) S 2NU(X0, u)o) .

Ceci acheve la démonstration du Lemme 4.2.

FIN DE LA PREUVE DU LEMME 4.1. Grace au Lemme 4.2, on peut
appliquer le Théoréme 3.1 et donc prouver que Vu(t) est borné pour
tout temps ¢ € [0, 7] tel que la condition (4.19) soit satisfaite.

En remarquant que €; — 0y = € — 0, on constate que la condition
(4.19) est satisfaite tant que

- 9
e, >a, &(Hﬁ)g‘g_a ot 14 < =5t
ﬁt Et

o] €t g+«
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Il n’est pas difficile de vérifier que, étant données les hypotheses faites
sur o et €, la premiere et la troisieme relations sont automatiques sur
[0, T].

Comme pour t € [0,T],on a 1+ 0¢/e; < 1+ 0/e, on en déduit que
(4.19) est satisfaite tant que

Vi o E—0

(4.33) el0T) e (1+ 8) <=

Comme K est croissante, on a v;/8; < 1 + (1 4+ K(T) (e2Crllwollt —
1)), sur [0,7]. On établit facilement qu’en définissant 7 comme en
(4.18), la relation (4.33) est vérifiée. On peut alors conclure a I'aide du
Théoréeme 3.1 en observant en particulier que sur [0, 7], le quintuplet
(«, Bt, Ve, €, 0¢) reste dans un compact de D, ce qui permet d’avoir
une constante C' indépendante du temps dans le Théoreme 3.1, puis en
appliquant les estimations du Lemme 4.2.

REMARQUE 4.1. Les hypotheses du Théoréme 1.1 assurent que €2 —
ae—ao—oe>0. On a donc bien > 0 dans le Lemme 4.1.

Troisieme étape. On pousse le temps de persistance de la géométrie
effilée.
Il suffit simplement de prouver que Vv € L (R,R?), la Propo-

loc
sition 4.1 entrainant alors la conclusion du Théoreme 1.1. Grace a la
réversibilité en temps de (E), il suffit en fait de montrer que Vv €
L (R, R?).
Supposons par l'absurde que Vv & L (R; L (R?)). Soit T™*, le
plus petit temps tel que Vo ¢ L ([0, T*] x R?). Rappelons que d’apres
(1.4), la condition (4.17) est satisfaite avec K (t) = C eCoc™ ! Op a

donc T* > 0. Définissons

e2_—@e—aoc—oe¢ )}

1+ K(T+T%))(e+o)a

N:min{T,T*,ilO (1-|—
! 20, woll
Posons To = T* — 77/2, o(t,z) = v(t + Ty, z) et K(t) = K(¢t +Tp). En
posant Xo x = X7, et en utilisant la Proposition 4.1, on constate que
les hypotheses du Lemme 4.1 sont vérifiées: on a bien wy € C7°(Xy).
Une simple application du Lemme 4.1 donne donc Vv € L ([0, n] x R?)
avec

2 —a@e—ao—o¢
=min{ 7T, ——— log(1 + —
! { 2Cy [|woll g( (1+K(T))(e+a)a>}
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Comme K(T) < K(T +T*), on a n > i, et donc en particulier Vo €
L*°([0,T* + n/2] x R?). Ceci contredit Vo ¢ L*°([0, T*]; L>°(R?)).

On en déduit donc que Vv € L2 (R; L (R?)), ce qui acheve la
démonstration du Théoreme 1.1.

REMARQUE 4.2. Le Théoreme 1.1 est également valable pour une
géométrie initiale (¢, Xo) (5,7, ¢)-effilée et un tourbillon initial wy €
CP*<(Xy) a condition que

gela, 1], e€la, 1],

[ | A T EET)

avec @ = 2/2 + a.. La preuve est exactement la méme.

REMARQUE 4.3. 1l va de soi qu’au prix d’une surcharge technique
supplémentaire, le Théoreme 1.1 peut étre généralisé a des géométries
effilées en un nombre fini de points.

Appendice.

Dans cet appendice, on prouve quelques résultats admis dans la
Section 1.3. On montre entre autres que, si wy = wp 1o, ou wo est de
classe C¢ et €y est un ouvert & frontiere C*T¢, et si X est un champ
tangent a 09 a coefficients et a divergence dans C*¢, alors X¢(x, D) wy €
C¢~1. C’est une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 1. Soit ¢ €]0,1[, o €]0,¢[ et X un champ de vecteurs a
coefficients et divergence dans C¢(R?). Sia € C*(R?) et b € C°~¢(R?)
avec en outre X (x,D)b € C°~Y(R?), alors on a X (x,D)a € C*~H(R?)
et X(z,D)ab e C°~YHRY). Plus précisément, il existe une constante
C ne dépendant que de € et o et telle que

(1) |X (2, D)all._y < C(IX|. lally + 1X ][z ]lall.)

|X (2, D) abll,_, < C(IXI. llall. 5], + llallz= [1X (2, D) b],_,
(2) +bll, 1 X (2, D) all._y) -

De plus, la deuzieme inégalité reste valable lorsque o = € a condition
de supposer b € L™ et de remplacer ||b||___ par ||b]|p~-
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PREUVE. La premiere inégalité est immédiate. On écrit
(3) X(z,D)a=Txa+Ts X"+ 0;R(X",a) — R(div X, a)

et on applique le Lemme 2.3.

Supposons o €)0,e[. Pour démontrer la deuxiéme inégalité, on
commence par remarquer que, en vertu du Lemme 2.3, on a T,b € C?
et Tya € C7 avec

ITabllo < Cllall=[blly et Tpall, < Cbll,_cllall. -

ol

On écrit alors X (z,D)ab= X(x,D)T,b+ X(z,D)Tja. En reprenant
la décomposition (3) avec Tja au lieu de a, on obtient

(4) 1X (=, D) Tyall,—y < ClIXII [[bll_c [lall, -
Le terme X (z, D) T,b est plus délicat & traiter. On écrit
(5) X (z,D)T,b=Tx Tyb+To1,s X' +0;R(X", T,b) — R(div X, T,b) .

Grace au Lemme 2.3, les trois derniers termes sont dans C¢~1 et véri-
fient I'estimation voulue.

Pour montrer que TxT,b € C¢~1, il faut remarquer d’une part que
Txa € C°~' et Txb € C°~1, d’autre part que le parachamp Tx vérifie
“presque” l'identité de Leibniz, c’est-a-dire que

Tx Tob=Troob+To Txb+ R

ol le terme de reste R appartient & C°~!. Pour un énoncé rigoureux
de ce dernier résultat, on pourra par exemple se référer a [Da, Corol-
laire 2.2] qui donne

1T Tabll;_y < C([|X]], lallze< 1], _.
+llallz[[Txbll; —y + (10l Txall. ) -

En décomposant en paraproduit et reste, on montre que
[ Txa — X(x, D) all._, < C[X|| lally

et
|Txb— X (x, D) b]|,_; < C|X]|_[|bl,_. -
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D’apres (6), on a donc

1T Tabll gy < C(I1X]]. llall e [1bll,

+llallo= [ X (2, D) bll,_y + bl | X (2, D) all._,) -

I1 ne reste plus qu’a revenir a (4) et (5) pour conclure.

Dans le cas 0 = ¢, le raisonnement précédent reste valable a con-

dition de remplacer partout ||b||___ par [[b||r~: ¢’ est une conséquence
de I'inégalité (2.1) et de [Da, Corollaire 2.2].
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