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�Evolution d�une singularit�e

de type cusp dans

une poche de tourbillon

Rapha�el Danchin

R�esum�e� Dans cet article� on �etudie l��evolution de singularit�es dans la
fronti�ere de poches de tourbillon pour les �equations de la m�ecanique des
�uides incompressible en dimension deux� On s�int�eresse en particulier
aux singularit�es de type cusp qui� d�apr�es des simulations num�eriques
r�ecentes� semblent stables�

On prouve ici que le champ de vitesse engendr�e par une poche de
tourbillon ayant un cusp� est lipschitzien �ce qui n� est pas le cas pour
une singularit�e de type coin par exemple	� On �etablit alors un r�esultat
de persistance globale en temps d�un certain type de r�egularit�e conor

male du tourbillon� par rapport �a une famille de champs de vecteurs
s�annulant en un point singulier� et qui g�en�eralise la structure de cusp�

On en d�eduit en particulier la stabilit�e pour tout temps du cusp
avec conservation de l�ordre d�e�lement�

Abstract� We investigate the evolution of singularities in the boundary
of a vortex patch for two
dimensional incompressible Euler equations�
We are particularly interested in cusp
like singularities which� accord

ing to numerical simulations� are stable� In this paper� we �rst prove
that� unlike the case of a corner
like singularity� the cusp
like singular

ity generates a lipschitzian velocity� We then state a global result of
persistence of conormal regularity with respect to vector �elds vanish
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ing at a singular point� which generalizes the structure of cusp� This
entails the stability of cusp
like structures for all time with conservation
of the order of the cusp�

�� Introduction�

Le syst�eme d�Euler d�ecrit l��evolution de la vitesse et de la pression
d�un �uide parfait incompressible� Si t � R et x � R

d � on note v�t� x	
la vitesse au point x �a l�instant t et p�t� x	� la pression� Le couple �v� p	
v�eri�e alors

�E	

�����
��t 
 v � r	 v � �rp �
div v � � �

vjt�� � v� �

o�u v� est donn�ee�
On s�int�eresse ici au cas d � �� Au champ v on associe le tourbillon

� � ��v
� � ��v

� qui v�eri�e une simple �equation de transport

�T	

�
��t 
 v � r	� � � �

�jt�� � �� �

Connaissant � et sous des conditions d�int�egrabilit�e su�santes� on peut
alors retrouver la vitesse gr�ace �a la relation de Biot
Savart

�BS	

v��t� x	 � � �

��

Z
R�

x� � y�

jx� yj� ��y	 dy �

v��t� x	 �
�

��

Z
R�

x� � y�

jx� yj� ��y	 dy �

D�esignons par � le �ot de v� c�est
�a
dire la solution de

��t� x	 � x


Z t

�

v�s� ��s� x		 ds �

Formellement� l��equation �T	 assure donc que ��t� x	 � ����
��
t �x		�

Le th�eor�eme suivant d�emontr�e par V� Yudovitch en ���� �voir �Yu�	
donne un cadre rigoureux au raisonnement pr�ec�edent� En e�et� intro

duisons l�espace E des perturbations d��energie �nie des solutions sta

tionnaires r�eguli�eres de �E	 dont le tourbillon est �a support compact

E �
n
u
 � � u � L� et � �

x�

jx�j
Z jxj

�

	 g�		 d	 � g � C�� �Rnf�g	
o
�
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Th�eor�eme ���� Supposons que v� � E� div v� � � et �� � La � L�

pour un a � ���
�� � Alors �E	 admet une unique solution �v� p	 dans
C�R� E	�L�loc�R�L�	 telle que � � L��R�La �L�	� De plus v est dans

L�loc�R�L
�	 et est quasi�lipschitzien � il existe K � L�loc�R	 telle que

jv�t� x	� v�t� y	j � K�t	 jx� yj ��� log jx� yj	 � si � 
 jx� yj � � �

En�n� v admet un �ot � continu unique et on a ��t� x	 � ����
��
t �x		�

Le champ v n�est pas lipschitzien� mais un r�esultat d�u �a Wolibner
�voir �W�	 assure cependant que �t appartient �a la classe de H�older
C exp ��C�tk��kL��La � o�u C� est une constante universelle� On sait
depuis que ce r�esultat est optimal en g�en�eral �voir �BCh�	�

L��etude des poches de tourbillon est un probl�eme classique li�e au
syst�eme d�Euler incompressible en dimension deux� Il s�agit de d�ecrire
l��evolution des solutions de �E	 dont la donn�ee initiale a pour tourbil

lon la fonction caract�eristique d�un ouvert born�e ��� Le th�eor�eme de
Yudovitch donne l�existence et l�unicit�e d�une solution dont le tourbil

lon �a l�instant t est la fonction caract�eristique de l�ouvert �t � �t���	�
l�incompressibilit�e assurant que �t et �� ont m�eme mesure�

Toutefois� on ne peut rien dire a priori sur l��evolution de la r�egula

rit�e de la fronti�ere �a l�aide du seul th�eor�eme de Yudovitch�

Une premi�ere r�eponse �a cette question est donn�ee par J�
Y� Chemin
en ���� �voir par exemple �Ch�� Chapitre ��	� Il obtient le r�esultat
suivant�

Th�eor�eme ���� Supposons que ��� soit une courbe simple de classe

Cr avec r � ���
�� nN� Alors la solution v de Yudovitch associ�ee au

tourbillon initial ���
reste lipschitzienne pour tout temps et v�eri�e

krv�t	kL� � CeCt �

De plus� pour tout temps� ��t reste de classe Cr�

Signalons que ce r�esultat a �et�e red�emontr�e �a l�aide de techniques
di��erentes dans �BeC� et �S��

Lorsque la fronti�ere initiale a des singularit�es� la solution n�est plus
lipschitzienne en g�en�erale� mais la r�egularit�e locale de la fronti�ere est
n�eanmoins pr�eserv�ee comme l�indique le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ��	� Supposons que ��� soit une courbe simple de classe

Cr avec r � ���
�� nN� en dehors d�un ferm�e ��� Alors pour tout
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temps� ��t reste une courbe simple de classe Cr en dehors du ferm�e

�t � �t���	�

On renvoie �a �Ch�� Chapitre �� pour la preuve originale dans le cas
r� ��� �� � et �a �Da� pour la preuve dans le cas g�en�eral�

Le sujet n�est pas clos pour autant� Certes� aucune singularit�e ne
peut appara��tre dans les parties initialement r�eguli�eres d�une poche de
tourbillon� mais les simulations persistent �a nous montrer l��emergence
de structures �lamentaires qui deviennent vite indiscernables d�un cusp
�voir par exemple �ZHR�� �Bu� ou �Dr�	� G�en�eriquement� tout se passe
comme si la singularit�e de type cusp �etait un  attracteur! pour les struc

tures r�eguli�eres �ce ph�enom�ene ne se limite d�ailleurs pas aux poches
de tourbillon� il est assez g�en�eral en m�ecanique des �uides	� Ceci ne
contredit pas les r�esultats de r�egularit�e globale cit�es pr�ec�edemment�
les seules estimations connues sur les quantit�es g�eom�etriques li�ees �a la
fronti�ere croissent doublement exponentiellement en temps�

Des simulations num�eriques r�ecentes reposant sur un algorithme
adaptatif multi
�echelle et le principe d�interpolation dyadique de Des

lauriers
Dubuc �DD� ont permis d��etudier de plus pr�es le cas de singu

larit�es de type cusp ou coin �voir �CD�	� Au vu des r�esultats obtenus�
la singularit�e de type cusp semble stable alors que le coin est instable�

Dans cet article� nous nous proposons de montrer le r�esultat suiv

ant�

Th�eor�eme ��
� Si ��� est r�eguli	ere en dehors d�un point x� et

pr�esente un cusp en x�� alors la solution v de Yudovitch est dans

L�loc�R� Lip�R
�		 et v�eri�e

krv�t	kL� � CeCt

pour une constante C ne d�ependant que des donn�ees initiales� De plus�

pour tout temps ��t reste r�eguli	ere en dehors de xt et pr�esente un cusp

xt � �t�x�	� En�n� l�ordre d�e
lement du cusp est pr�eserv�e� C�est�

	a�dire que� s�il existe � � � tel que j�� � B�x�� h	j � O�h���	� alors
j�t �B�xt� h	j � O�h���	 pour tout t � R�

Nous prouverons en fait un r�esultat de propagation de structures
g�eom�etriques e�l�ees un peu plus g�en�erales que le  cusp ordinaire!� et
le cusp dans le th�eor�eme pr�ec�edent doit �etre entendu comme une sin

gularit�e v�eri�ant j�� � B�x�� h	j � O�h���	 pour un � � � mais ne
poss�edant pas n�ecessairement de demi
tangente� En fait� nous verrons
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qu�un analogue du Th�eor�eme ��" s�applique �egalement pour un tour

billon initial du type �� � �� ���

avec �� pr�esentant un coin� �a con

dition que �� soit su�samment r�egulier et s�annule au niveau du coin�
Tout ceci sera pr�ecis�e dans la premi�ere section de l�article� Notons ici
que l�hypoth�ese d�e�lement � � � est essentielle puisque l�on sait par
exemple que le champ de vitesse associ�e �a un tourbillon fonction car

act�eristique d�un ouvert born�e ayant un coin� n�est pas lipschitzien �voir
�Ch��	�

Signalons en�n que N� Depauw a prouv�e r�ecemment un r�esultat
g�eom�etrique plus pr�ecis sur la stabilit�e du cusp� mais qui n�est que
local en temps �voir �De�	�

Avant d��enoncer le r�esultat de stabilit�e dans toute sa g�en�eralit�e� ce
qui fera l�objet de la premi�ere section� donnons ici une id�ee succincte
de sa preuve et des principales di�cult�es rencontr�ees�

Il convient d�abord de remarquer que les hypoth�eses d�e�lement
de type cusp �cela appara��tra plus clairement dans la Section �	 sont
stables par le �ot de v d�es que rv est born�e�

La premi�ere partie de la d�emonstration consiste donc �a obtenir une
estimation stationnaire de rv sachant que le tourbillon � a une struc

ture e�l�ee� Cette estimation stationnaire fait l�objet de la troisi�eme
section de l�article�

On pourrait croire alors qu��a partir de cette estimation� le th�eor�eme
s�obtient par l�habituelle proc�edure consistant �a r�egulariser la donn�ee
initiale� d�emontrer des estimations uniformes en grande norme sur la
solution r�egularis�ee puis passer �a la limite en petite norme� Mais les
hypoth�eses faites ici sur la donn�ee initiale ne sont pas stables par con

volution� ceci appara��t de fa#con �evidente dans le cas de la fonction
caract�eristique d �un cusp� par exemple�

Tout le probl�eme consiste donc �a d�emontrer le Th�eor�eme ��" sans

r�egulariser la donn�ee initiale� Dans la Section "� nous serons amen�es �a
prouver d�abord une version pauvre du th�eor�eme �a temps petit et avec
perte de r�egularit�e en utilisant uniquement les r�esultats de �Ch�� pour
des singularit�es g�en�erales� et des estimations 	a perte qui font l�objet de
la Section �� L�estimation stationnaire de la troisi�eme partie pour le
gradient de la vitesse servira ensuite �a montrer a posteriori que la vitesse
reste lipschitzienne et que la g�eom�etrie e�l�ee est� de ce fait� transport�ee
sans perte de r�egularit�e par le �ot de la solution� De proche en proche�
on montre alors un r�esultat global en temps�

Dans tout l�article� on adoptera la convention d�Einstein pour la
sommation sur les indices r�ep�et�es� Par ailleurs� sauf mention contraire�
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v d�esignera un champ de vitesse de R� �a divergence nulle�

�� D�e�nitions� notations et �enonc�e des r�esultats�

Dans cette partie� on �enonce un th�eor�eme de propagation de struc

tures g�eom�etriques d�eg�en�er�ees en un point� de type  e�l�e!� pour le
syst�eme d�Euler incompressible en dimension deux� Nous verrons que
ce type de structure comprend le cas des poches de tourbillon avec sin

gularit�e de type cusp� L��enonc�e du th�eor�eme de propagation reprend
largement le concept de r�egularit�e conormale par rapport �a une famille
de champs de vecteurs �voir �Bo��� �A� et �Ch��	� Cependant� pour pou

voir caract�eriser les structures singuli�eres qui nous int�eressent �a l�aide
de champs de vecteurs au moins continus �plus pr�ecis�ement �a coe�

cients dans une classe de H�older C� avec 
 � ��� �� 	� nous avons �et�e
amen�es �a utiliser des champs s�annulant au point singulier et �a imposer
au tourbillon une condition de support e�l�e pr�es de ce point�

���� Espaces fonctionnels �a g�eom�etrie singuli�ere de type e
l�e�

L�objet de la d�e�nition suivante et de pr�eciser le type de g�eom�etries
singuli�eres qui nous int�eresse� Pour la d�e�nition des espaces de H�older�
on renvoie �a la Section ����

D�e�nition ���� Soit x� � R
� � 
 � ��� �� et � � �� On appellera

g�eom�etrie ��� 
	�e
l�ee en x� la donn�ee d�un couple ���X	 o	u � �
f�hgh�� est une famille de fonctions de R� dans R et X � fX�g��� est

une famille de champs de vecteurs sur R� � ces deux familles v�eri�ant

en outre �

i	 il existe $ inversible bilipschitzienne de R� dans R� avec $��	 �
x� et g � C�� �R�	 valant � pr	es de �� telles que si gh�x	 � g�x�h	 pour
h � �� on ait �h � gh �$���

ii	 chaque champ X� est 	a coe
cients et 	a divergence dans C��

iii	 � 
 I��X	
d	ef
� inf

x� supp��
sup
���

jX��x	j
jx� x�j� 
 
� �

iv	 � 
 J �X	
d	ef
� inf

x�� supp��
sup
���

jX��x	j 
 
� �
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On pose alors

ekX�k� � kX�k� 
 kdivX�k�
et

I��X	 � min fI��X	�J �X	g �

Remarque ���� Pour des raisons techniques qui appara��tront dans
la derni�ere partie� nous d�e�nissons �egalement une notion de g�eom�etrie
��� �� 
	
e�l�ee en x� pour � � ��� ��� Lorsque � � �� cette d�e�nition
co��ncide avec la pr�ec�edente� Si � � ��� �� � on remplace la condition i	
par la condition suivante�

i�	 il existe $ bijective de R� dans R� avec $��	 � x�� de classe
C	 ainsi que son inverse et g � C�� �R�	 valant � pr�es de �� telles que�
si gh�x	 � g�x�h	 pour h � �� on ait �h � gh �$���

D�e�nition ���� Soit X un champ de vecteurs� On d�e�nit formellement

l�action de X sur u par la formule X�x�D	u � �i�X
iu	� u divX�

Nous allons maintenant construire des espaces de distributions li�es
aux g�eom�etries e�l�ees que nous venons de d�e�nir� Nous verrons dans
la Section ��� que ces espaces contiennent notamment les fonctions car

act�eristiques de domaines simplement connexes pr�esentant une singu

larit�e de type cusp�

D�e�nition ��	� Soit x� � R
� � � � �� � � �� a � ���
�� � � � ��� ���


� ��� �� et �� ��� 
� � Posons � � ���� 
�	� Soit ���X	 une g�eom�etrie

��� �� 
	�e
l�ee en x�� On dira que � appartient 	a l�espace C
��
� �X	 �on

omet la d�ependance en a et �	 si et seulement si les quatre conditions

suivantes sont v�eri��ees �

i	 k�k d	ef
� k�kL��La 
 
� �

ii	 sup
���

kX��x�D	�k��� 
 
� �

iii	 N
�X��	
d	ef
� sup

���

h� 
���


h�
����� kX��x�D	��h�	k
�� 
 
� �

iv	 N�
� ��	

d	ef
� sup

h� 
���


h������ k�h�kL� 
 
� �
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On pose alors

N
�X��	 � N
�X��	 
 sup
���

kX��x�D	�k��� �

N�
� ��	 � N�

� ��	 
 k�k �

et

k�k
����X �

N�
� ��	 sup

���

ekX�k� 
N
�X��	

I��X	
�

Remarque ���� En pratique� on choisit � � � si bien que $ est
bilipschitzienne� L�utilisation de fonctions �h � gh � $�� pour ex

primer la petitesse du support du tourbillon pr�es du point singulier
peut para��tre inutilement compliqu�ee� Cependant� cette d�e�nition a
l�avantage de pouvoir se propager �a l�aide du �ot � de la solution si l�on
pose �t�h � �h � ���t � On obtient alors des valeurs de N�

�t
��t	 et de

N
�Xt� �t	 constantes au cours du temps� Ce fait est tr�es important car
il permet une majoration de rv par une quantit�e constante multipli�ee
par un logarithme de quantit�es qui� elles� sont susceptibles de cro��tre
rapidement au cours du temps �voir le Th�eor�eme ���	�

Remarque ���� Supposons que � � �� Si la condition i	 est v�eri��ee� la
condition iv	 est alors �equivalente �a l�existence d�une constante K telle
que k�kL��B�x��h��

� Kh��� pour h� ��� ��� Cette condition signi�e que

le support de � est e�l�e pr�es de x� ou que ��x	 est domin�e par une
puissance strictement positive de jx�x�j lorsque x est proche de x�� En
particulier� lorsque � est la fonction caract�eristique d�un ouvert born�e�
cette condition est v�eri��ee si la fronti�ere est su�samment r�eguli�ere au
voisinage de x� et pr�esente un cusp en x�� Elle ne l�est pas en revanche si
la fronti�ere pr�esente un coin en x� car il existe alors une constante c � �
telle que k�h�kL� 	 c h�� Quant �a la condition iii	� nous verrons dans
la Section ��� que� dans les cas pratiques� elle est une cons�equence des
injections de Lp dans C���p� de la structure ��� 
	
e�l�ee de la g�eom�etrie
et de la condition iv	�
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���� �Enonc�e du r�esultat principal�

D�e�nissons d�abord la notion de champ de vecteurs transport�e par
le �ot�

Proposition ���� Soit v un champ de vecteurs lipschitzien et � son

�ot� Soit 
� ��� �� et X� un champ de vecteurs 	a coe
cients et diver�

gence dans C�� On note Xt le champ transport�e de X� par le �ot �
	a l�instant t� d�e�ni par Xt�x	 � X��x�D	�t��

��
t �x		� Alors Xt est

solution de

�TG	

�
��t 
 v � r	X � X�x�D	 v �

Xjt�� � X� �

D�emonstration� Il su�t de d�eriver en temps la relation Xt��t�x		 �
X��x�D	�t�x	 et de revenir �a la d�e�nition du �ot�

On peut maintenant �enoncer le th�eor�eme de propagation de struc

tures e�l�ees�

Th�eor�eme ���� Soit x� � R
� � 
� ��� �� � � � �� �� ��� 
� � a � ���
��

et ���� X�	 une g�eom�etrie ��� 
	�e
l�ee en x�� Soit v� � E tel que

div v� � �� Supposons de plus que le tourbillon initial �� appartienne 	a

C
��
� �X�	 et que l�on ait

����	 
� ��� �� et � �
i
�� 

�
� �



 �

�h
� avec � �

�

� 
 �
�

Notons v la solution de �E	 de donn�ee initiale v� et � son �ot� Alors on

a rv � L�loc�R�L
��R�		� De plus� pour tout temps t� le couple ��t� Xt	

reste une g�eom�etrie ��� 
	�e
l�ee en xt o	u �t�h � ���h ����t � fXt��g���
est la famille transport�ee de fX���g��� par le �ot de v et xt � �t�x�	�
et ��t	 � C
��

� �Xt	� Plus pr�ecis�ement� il existe une constante L� ne

d�ependant que des conditions initiales et une constante C ne d�ependant

que de 
� �� a et �� telles que

krv�t	kL� � CL�N
�
��
���	 e

CtN�
��

���� �����	

k�tk
����Xt
� C k��k
����X�

exp �CL� �e
CtN�

��
���� � �		 �����	
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Remarque ���� En reprenant les r�esultats de �Ch�� Chapitre �� sur
les poches de tourbillon singuli�eres� on montre ais�ement que� sous les
hypoth�eses du Th�eor�eme ���� rv�t	 est dans L�loc�R

�nfxtg	 pour tout
temps� On prouve en fait l�existence d�une constante C� ne d�ependant
que des donn�ees initiales et d�une constante C ne d�ependant que des
param�etres de r�egularit�e� telles que pour tout h� ��� ��

���"	 jrv�t� x	j � C ��� logh	 k��k eC�e
Ck��kt

� si jx� xtj 	 h �

Cependant il ne semble pas raisonnable d�essayer de propager les hy

poth�eses g�eom�etriques faites dans le Th�eor�eme ��� sans perte de r�egu

larit�e et en utilisant uniquement l�in�egalit�e ���"	� L�exemple donn�e dans
�BCh� et qui montre que la r�egularit�e du �ot associ�e �a une poche de
tourbillon singuli�ere peut se d�egrader de mani�ere exponentielle en temps
semble indiquer qu�une telle entreprise serait vou�ee �a l��echec�

��	� Deux exemples d�application du Th�eor�eme ����

Dans cette partie� on montre que les hypoth�eses du Th�eor�eme ���
sont satisfaites pour une large classe de donn�ees initiales ���

Le premier exemple correspond au cas o�u �� � �� ���
avec ��

ayant une fronti�ere r�eguli�ere en dehors d�un point o�u elle a une singu

larit�e de type cusp� et �� fonction de classe C� pour un 
� ��� ��� On
suppose que la singularit�e se trouve �a l�origine� que le cusp est orient�e
suivant l�axe des abscisses et que le contact entre les deux branches est
d�ordre �ni�

Proposition ���� Soit � � �� 
� ��� �� � �� un ouvert born�e tel que � �
��� et que ���nf�g soit de classe C���� Supposons plus pr�ecis�ement

qu�il existe � � � et deux fonctions f� et f� d�e�nies sur ��� �� et telles que
�� co��ncide localement avec f�x�� x�	� f��x�	 
 x� 
 f��x�	g� Posons

l�x	 � �f��x	� f��x		�� et g�x	 � �f��x	
 f��x		�� et supposons en�n

que l et g v�eri�ent les propri�et�es suivantes �

i	 l et g sont de classe C��� sur ��� ���

ii	 l��	 � l���	 � g��	 � g���	 � � et les applications h 
�� h g��h	
et h 
�� h �l��l	�h	 sont prolongeables en � par continuit�e� le prolonge�

ment obtenu �etant de classe C� sur ��� ���

iii	 il existe C � � tel que C�� h��� � l�h	 � C h��� sur ��� ���
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Donnons�nous par ailleurs �� � C��R�	 et posons �� � �� ���
�

Alors il existe une g�eom�etrie ���X	 ��� 
	�e
l�ee en � telle que �� �
C
��
� �X	 pour tout �� ��� 
� � En particulier� si 
 � ����
�	� �� v�eri�e

les hypoth	eses du Th�eor	eme ����

Preuve� Remarquons que� d�apr�es iii	� la limite de h �l��l	�h	 en � est
forc�ement �egale �a � 
 �� On prolonge alors les fi sur ���� �� par parit�e
et on pose

X��� x�	 � �� 
 �	x� ��

et

X�x	 � x� ��

�x� l��x�	

l�x�	
�x��g�x�		
x� g��x�	

�
�� � si � 
 jx�j � � �

Soit � � C�� �B��� �		 valant � sur B��� ���	� On pose alors X��x	 �
��x	X�x	 si jxj � � et on prolonge X� par � en dehors de B��� �	� Il
est clair que� pour � 
 x� � � et i � f�� �g� on a

X�x�� fi�x�		 � x� ��� 
 f �i�x�	 ��	 �

donc X� est tangent �a ���� De plus� X� est clairement de classe C� et
divX�x�� x�	 � � 
 x� �l

��l	�x�	 donc divX� est de classe C� gr�ace �a
ii	�

On consid�ere ensuite une �equation F de classe C��� de ��� telle
que sur un voisinage V� de ���nB��� ���	� on ait jrF �x	j 	 c � �� Soite� � C�� �V�	 valant � sur ���nB��� ���	� On pose alors

X������	 e�r�F � X������	 ���e�	 �� et X������	 ���e�	 �� �
Ces trois champs sont visiblement �a coe�cients et divergence dans C�

et il est clair que pour x �� B��� ���	� max fjX��x	j� jX��x	j� jX��x	jg 	
c���

Posons % � f�� �� �� "g et �h�x	 � ��x�h	� Pour montrer que ���X	
est une g�eom�etrie ��� 
	
e�l�ee en �� il faut prouver que

� 
 inf
x���

sup
���

jX��x	j
jxj 
 
� �

Ceci r�esulte visiblement de la d�e�nition de X� et de l�hypoth�ese ii	�
Il ne reste plus qu��a montrer que �� � C
��

� �X	� Il est clair que i	
est v�eri��ee puisque �� � L��L�� Par construction des champs X�� on
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a X��x�D	�� � � pour � � f�� "g� Par ailleurs� comme X� et X� sont
tangents �a ���� le Lemme � de l�appendice appliqu�e avec a � �� et
b � ���

nous assure que X��x�D	�� � C��� pour � � f�� �g� Donc ii	
est v�eri��ee� En�n� l�hypoth�ese iii	 entra��ne imm�ediatement la �nitude
de N�

� ���	�
Comme les champs X�� X� et X� sont nuls au voisinage de �� il ne

reste plus qu��a prouver que pour �� ��� 
� � on a kX��x�D	�� �hk
�� �
Ch���
���� En appliquant �a nouveau le Lemme � de l�appendice avec
cette fois
ci a � �� et b � �h ���

� il vient X��x�D	�� � C����
X��x�D	�h �� � C
�� et

kX��x�D	�h ��k
��
� C �k�h ���

k
�� �ekX�k� k��k� 
 kX��x�D	��k���	

 k��kL� kX��x�D	 ��h ���

	k
��	 �

En utilisant les injections L�����
� �� C
�� et L�����
� �� C
�� �voir
�T� par exemple	� on obtient

k�h ���
k
�� � C k�h ���

kL������� � Ch���
��� �

kX��x�D	 ��h ���
	k
�� � C k��h ���

kL������� kX��x�D	�hkL�
� Ch���
���

� Ch���
��� �

La condition iii	 est donc v�eri��ee�

Remarque ���� La Proposition ��� s�applique en particulier au cas o�u
�� co��ncide localement avec f�x�� x�	 � jx�j 
 x���� g pour un � � ��
Le champ X est alors �egal �a x� �� 
 ��
 �	x� ���

Remarque ��	� En utilisant l�incompressibilit�e� il n�est pas di�cile de
montrer qu�avec les hypoth�eses de la Proposition ���� on a pour tout
temps t�

����	 N�
�����	 � N�

�t��t	 �

Comme � est de plus lipschitzien puisque v l�est� il y a visiblement
conservation de l�ordre d�e�lement de la poche pr�es de la singularit�e�
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Si �� est la fonction caract�eristique d�un domaine born�e r�egulier en
dehors de x�� la propri�et�e ����	 signi�e que l�intersection de �� avec des
boules B�x�� h	 a une mesure de l�ordre de h��� et que �t jouit de la
m�eme propri�et�e en xt � �t�x�	�

Les r�esultats du Th�eor�eme ��� sont en revanche insu�sants pour
assurer la conservation des hypoth�eses faites �a la Proposition ���� En
particulier� si ��� admet une demi
tangente en x�� rien ne garantit
l�existence d�une demi
tangente en xt pour ��t�

Nous donnons un deuxi�eme exemple d�application du Th�eor�eme
���� On suppose encore que �� � �� ���

mais� cette fois
ci ��� a
un coin� Nous montrons dans la proposition suivante que l�on peut
encore avoir �� � C
��

� �X	 si �� a de bonnes propri�et�es d�annulation au
voisinage de l�origine�

Proposition ��	� Soit 
� ��� �� � �� un ouvert born�e tel que � � ��� et

que ���nf�g soit de classe C��� en dehors de �� Supposons qu�il existe
� � � et deux fonctions f� et f� d�e�nies sur ��� ��� de classe C��� et

telles que �� co��ncide localement avec f�x�� x�	 � f��x�	
x�
f��x�	g�
Posons l�x	 � �f��x	�f��x		�� et g�x	 � �f��x	
f��x		�� et supposons
en outre que l���	 � ��

Donnons�nous par ailleurs �� � C��R�	 telle que de plus r�� �
L������� au voisinage de � et ����	 � �� Posons �� � �� ���

� Alors

il existe une g�eom�etrie ���X	 ��� 
	�e
l�ee en � telle que �� � C
��
� �X	

pour tout � � ��� 
� � En particulier� si 
 �
p
� � �� �� v�eri�e les hy�

poth	eses du Th�eor	eme ����

Preuve� Elle ressemble beaucoup �a celle de la proposition pr�ec�edente�
aussi n�en donne
t
on pas tous les d�etails� Apr�es avoir prolong�e les fi
sur ���� ��� on pose cette fois
ci

X�x	 � l�x�	 �� 

�
f ���x�	

�x� � f��x�	

�

�
� f ���x�	

�x� � f��x�	

�

��
�� �

En remarquant que divX � � l��x	 et en posant encore X� � �X� on
obtient un champ tangent �a ���� �a coe�cients et divergence dans C��
On peut alors d�e�nir comme pr�ec�edemment des champs X�� X� et X�

ainsi qu�une g�eom�etrie ��� 
	
e�l�ee en ��
On a clairement �� � L� � L� et l�appartenance de X��x�D	��

�a C��� r�esulte toujours du Lemme � de l�appendice� De plus� les hy

poth�eses ����	 � � et �� � C� entra��nent j���x	j � O�jxj�	 et donc la
�nitude de N�

����	�
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En�n� X��x�D	 ��h ��	 � ��X��x�D	�h 
 ���
�hX��x�D	���

Donc� en utilisant encore les injections de Sobolev� puis l�in�egalit�e de
H�older� on a

kX��x�D	 ��h ��	k
�� � C �k�� ��hkL������� kX��x�D	�hkL�

 k��hr��kL������� k�hX�kL�������	

� Ch����


� Ch���
��� �

Remarque ��
� Plus g�en�eralement� le Th�eor�eme ��� peut s�appliquer �a
un certain nombre de donn�ees initiales utilis�ees dans �Ch�� Chapitre ��
ou dans �Da�� il convient simplement d�imposer au tourbillon une con

dition d�annulation �a un ordre su�samment �elev�e pr�es de la singularit�e�

�� Estimations �a perte pour les �equations de transport�

Apr�es un bref rappel sur la th�eorie de Littlewood
Paley inhomo

g�ene� on d�emontre dans cette partie une estimation �a perte pour les
�equations de transport par un champ de vitesse quasi
lipschitzien� L�es

timation obtenue servira dans la derni�ere partie �a propager des g�eom�e

tries e�l�ees avec perte de r�egularit�e et �a temps petit� �etape pr�eliminaire
�a la preuve du Th�eor�eme ����

���� Th�eorie de Littlewood�Paley�

On rappelle ici les bases de la th�eorie de Littlewood
Paley� Pour
plus de d�etails� on pourra par exemple consulter �Ch���

Proposition ���� Soit C 
 R
d � la couronne de centre � de petit rayon

��"� de grand rayon &�� et B 
 R
d � la boule de centre � et de rayon

"��� Il existe deux applications � � C�� �B	 et � � C�� �C	 telles que
���	 


X
q�N

����q �	 � � � pour tout � � R
d �

�

�
� ����	 


X
q�N

�����q �	 � � � pour tout � � R
d �
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On d�e�nit alors des op�erateurs 'p et Sp de L�S ��Rd 	� C��Rd 		
qui correspondent �a des d�ecoupages des distributions en morceaux de
fr�equences voisines de �p pour 'p et plus petites que �p pour Sp�

Plus pr�ecis�ement� posons h � F�� �� eh � F�� � et

'pu � � � si p � �� �

'��u � ��D	u � eh � u �
'pu � ����pD	u � �pd

Z
h��p y	u�x� y	 dy � si p 	 � �

Spu � ����pD	u �
X

q	p��

'qu � �pd
Z eh��p y	u�x� y	 dy �

On montre la convergence de Sp vers l�identit�e au sens des distributions
temp�er�ees�

Le lemme suivant� qui exprime la quasi
orthogonalit�e des termes
de la s�erie

P
'pu� est une cons�equence imm�ediate de la Proposition

����

Lemme ���� Soient u et v� deux �el�ements de S ��Rd	� On a alors

'p'qu � � � si jp� qj 	 � �

'q�Sp��u'pv	 � � � si jp� qj 	 � �

'p�'qu'rv	 � � � si q � r � � et jp� rj 	 � �

On peut maintenant donner une caract�erisation des espaces de
H�older �a l�aide de la d�ecomposition de Littlewood
Paley� Cette car

act�erisation permet d��etendre de mani�ere naturelle la d�e�nition des es

paces de H�older �a tout r�eel�

D�e�nition ���� Soit r � R� On note Cr�Rd	� l�espace des distributions
temp�er�ees u telles que

kukr
d	ef
� sup

q
��
�qr k'qukL� 
� �
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Remarque ���� Lorsque r � R
�nN � cette d�e�nition redonne les es


paces de H�older usuels avec des normes �equivalentes� Par exemple�
si r � ��� �� � il existe une constante C universelle telle que� pour tout
u � Cr�Rd	� on ait

kukr
C

� kukL� 
 sup
x�
y

ju�x	� u�y	j
jx� yjr � C

r ��� r	
kukr �

On prendra garde au fait que� lorsque r � N � l�espace Cr�Rd 	 ainsi
d�e�ni contient strictement l�ensemble des fonctions born�ees �a d�eriv�ees
d�ordre r born�ees� Pour �eviter les confusions� on le notera alors Cr


�R
d 	�

D�e�nition ���� On dira qu�une suite fuqgq�N est 	a fr�equences dans des

boules dyadiques s�il existe R 	 � tel que pour tout q � N� supp fuqg 

B��� �qR	� On dira qu�elle est 	a fr�equences dans des couronnes dyadi�

ques s�il existe � � r � r� tels que pour tout q � N� supp fuqg 

C��� �qr� �qr�	�

Le lemme suivant sera fort utile dans les parties suivantes�

Lemme ���� Soit fuqgq
�� 	a fr�equences dans des boules dyadiques�

On suppose qu�il existe r � � et une constante K 	 � telle que pour tout

q 	 ��� kuqkL� � K ��qr� Posons u �
P

q
�� uq� Alors u � Cr�Rd	
et il existe une constante C 	 � ind�ependante des uq et de r telle que

kukr �
C��r

r
K �

Soit fuqgq
�� 	a fr�equences dans des couronnes dyadiques� On suppose

qu�il existe r � R et une constante K 	 � telle que pour tout q 	 ���
kuqkL� � K ��qr� Posons u �

P
q
�� uq� Alors u � Cr�Rd	 et il

existe une constante C 	 � ind�ependante des uq et de r telle que

kukr � C��jrjK �

D�e�nissons maintenant� d�apr�es �Bo��� le paraproduit�

D�e�nition ��	� Soient u � S�Rd 	 et v � S�Rd	� On appelle parapro�

duit de u par v� l��el�ement Tuv � S�Rd	 d�e�ni par Tuv �
P

q Sq��u'qv�
On notera par ailleurs R�u� v	� le reste de u et v� d�e�ni par R�u� v	 �
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q 'qu e'qv o	u e'q � 'q�� 
 'q 
 'q��� En�n� on posera T �uv �

Tuv 
 R�u� v	�

Remarque ���� On a pour tout �u� v	 � �S�Rd		�� u v � Tuv 
 Tvu

R�u� v	�

Remarque ���� Si Y est un champ de vecteurs� on appellera para

champ l�op�erateur TY i�i et on le notera TY par souci de concision�

Il est clair que la D�e�nition ��� garde un sens dans un grand nombre
d�espaces fonctionnels� Nous aurons besoin du lemme suivant�

Lemme ��	� L�op�erateur T est bilin�eaire continu de L��Cr dans Cr�

Si t 
 �� il est �egalement continu de Ct�Cr dans Cr�t� L�op�erateur R
est continu de Ct � Cr dans Cr�t d	es que r 
 t � �� De plus� il existe

des constantes C universelles telles que

kTuvkr � Cjrj�� kukL� kvkr � pour tout r � R �����	

kTuvkr�t �
Cjr�tj��

�t kukt kvkr � pour tous r � R� t 
 � �����	

kR�u� v	kr�t �
Cr�t��

r 
 t
kukt kvkr �

pour tous �r� t	 � R
� � r 
 t � � �

����	

Le lemme suivant clari�e le comportement des op�erateurs de Fou

rier homog�enes dans les espaces de H�older et les propri�et�es de commu

tation du paraproduit avec de tels op�erateurs�

Lemme ��
� Soit m � R et R � �� Soit f une application de C��Rd	
homog	ene de degr�e m en dehors de la boule B��� R	� Il existe alors une
constante C ne d�ependant que de R telle que� pour tout r�eel r et pour

tout t 
 �� on ait

kf�D	ukr�m � Cjrj�jmj�� kukr ����"	

k�Tu� f�D	� vkr�m�t �
Cjrj�jmj��

�� t
krukt�� kvkr �����	

k�Tu� f�D	� vkr�m�� � Cjrj�jmj�� krukL� kvkr �����	
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���� �Equations de transport avec perte�

Le lemme suivant g�en�eralise un lemme de �BCh� sur les �equations
de transport� Cette g�en�eralisation porte sur le second membre de
l��equation que l�on suppose un peu moins r�egulier que la quantit�e trans

port�ee�

Lemme ���� Soit � � ��� �� � s � �� � �� � � �� et �V�G	 un couple de

fonctions positives et localement int�egrables sur R� � Il existe alors une

constante C universelle v�eri�ant les propri�et�es suivantes �
Posons

�t � s� C
�

Z t

�

V ��	 �� 
G��		 d�

et soit T un r�eel tel que �T 	 � � ��
Soit v un champ de vecteurs 	a divergence nulle tel que rv �

L����� T �� C�

	 et krv�t	k� � V �t	 pour t � ��� T �� et f� une fonction

de classe Cs� Soient f � g� et g� trois fonctions telles que

sup
t����T 


kf�t	k
t 
 
� �

sup
t����T 


kg��t	k
t 
 
� �

et

k'qg��t	kL� � �q 
 �	 ��q
t G�t	V �t	 kf�t	k
t �
Supposons que� sur l�intervalle ��� T �� on ait

�T 	
�
�tf 
 div �fv	 � g� 
 g� �

fjt�� � f� �

Alors on a

���(	 kf�t	k
t � �
�
kf�ks 


Z t

�

kg���	k
� d�
�
�

pour tout t � ��� T ��

Preuve� Commen#cons par supposer que v est C� �a d�eriv�ees v�eri�ant
les hypoth�eses du lemme� En appliquant l�op�erateur 'q �a �T 	� il vient

�Tq	
�

��t 
 v � r	'qf � 'qg� 
'qg� 
 �v � r�'q� f �

'qfjt�� � 'qf� �
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Pour estimer le commutateur� on fait une d�ecomposition en paraproduit
et reste

�v � r�'q� f � R� 
R� 
R� �

avec

R� � �Tvj �'q� �jf �

R� � T�j�qf v
j �'qT�jf v

j �

R� � �j �R�vj�'qf	�'qR�vj� f		 �

Ces di��erents termes se majorent �a l�aide des lemmes ��� et ��"� Dans
�Ch�� Chapitre "�� il est montr�e que

kR�kL� �
� C

�� �t

�
��q
t krvk� kfk
t

et

kR�kL� �
� C

� 
 �t

�
��q
t krvk� kfk
t �

Pour majorer kR�kL� � on ne peut pas utiliser ����	 puisque rv �� L��
En revenant �a la d�e�nition du paraproduit� on trouve que

R� �
X

jq�q�j	�

�Sq���v
j �'q� �j'q�f �

Or

�Sq���v
j �'q� �j 'q�f�x	

�

Z
Rd

h�y	 �Sq��� v
j�x	� Sq��� v

j�x� ��q y		 �j 'q� f�y	 dy �

Donc� en utilisant la formule de Taylor avec reste int�egral �a l�ordre ��
on obtient

k�Sq���vj �'q� �j'q�fkL� � C ��q kSq���rvkL�k'q�rfkL�
� C �q 
 �	V �t	 ��q
t kfk
t �

d�o�u

���&	 k�v � r�'q� fkL� � C
� �q 
 �	V �t	

�� ��t

�
��q
t kfk
t �
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Par ailleurs� en int�egrant �Tq	� on trouve

'qf�t� x	 � 'qf��t� �
��
t �x		




Z t

�

�'q g� 
'q g� 
 �v � r�'q� f	��� ����
��
t �x			 d� �

Donc� en utilisant ���&	� il vient

k'qf�t� �	kL� � k'qf�kL� 


Z t

�

��q
� kg���	k
� d�


 C

Z t

�

�� 
G��	

�� ���

�
�q 
 �	 ��q
� V ��	 kf��	k
� d� �

En multipliant les deux membres par �q
t et en prenant la borne sup�e

rieure par rapport �a q� on obtient

kf�t	k
t � kf�k
t 

Z t

�

kg���	k
�



C

�
sup
�����t


kf��	k
�

� sup
q
��

��q���
t
Z t

�

V ��	 �q 
 �	 ���q���
� �� 
G��		 d� �

En posant C � �C� log �� on trouve l�in�egalit�e d�esir�ee� Dans le cas
o�u v n�est plus suppos�e r�egulier� on pose vn � Snv� On montre alors
ais�ement des estimations ind�ependantes de n sur les quantit�es voulues
et une propri�et�e de convergence dans des espaces plus grossiers �voir
�BCh�	� On en d�eduit encore ���(	�

Remarque ���� Lorsque le champ v est lipschitzien et que le second
membre est aussi r�egulier que la quantit�e transport�ee� on obtient bien
s�ur des estimations sans perte �voir par exemple �Ch��	� pour tout
r � � � �� �� � il existe une constante C ne d�ependant que de r et telle
que� si T � � et si �

�tf 
 div �fv	 � g �

fjt�� � f� �

pour t � ��� T �� alors on ait

����	
kf�t	kr �

�
kf�kr 


Z t

�

kg��	kr e�C
R �
�
krv�� ��kL� d� � d�

�
� eC

R
t
�
krv���kL� d� �
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	� Une estimation stationnaire pour le gradient de la vitesse�

Le but de cette partie est de prouver une estimation de la norme
lipschitzienne de la vitesse pour des champs de vitesse v de R� v�eri�ant
les hypoth�eses du Th�eor�eme ���� Le th�eor�eme obtenu ici est en fait
encore valable avec des hypoth�eses un peu plus g�en�erales et autorise
notamment des g�eom�etries ��� �� 
	
e�l�ees avec � et � pouvant �etre
distincts de �� Cette g�en�eralisation n�est pas un  luxe inutile! comme
nous le verrons dans la derni�ere partie lorsqu�il s�agira de propager
cette estimation stationnaire� De m�eme� observer que la constante de
l�estimation est continue par rapport aux param�etres de r�egularit�e et
d�e�lement s�av�erera indispensable�

On remarquera que l�estimation obtenue ne fait intervenir des
quantit�es li�ees �a la g�eom�etrie e�l�ee et non conserv�ees par le �ot que de
mani�ere logarithmique� C�est cette propri�et�e qui� comme dans le cas
de poches de tourbillons r�eguli�eres� permettra de propager la structure
singuli�ere initiale pour tout temps et d�obtenir encore une croissance de
krv�t	kL� au plus exponentielle en temps�

Soit x� � R
� � Dor�enavant� on dira que f�hgh�� est une famille

concentr�ee en x� si et seulement si il existe deux applications g et $
v�eri�ant la condition i	 de la D�e�nition ��� �ou la condition i�	 de la
Remarque ��� si � 
 �	� et telles que �h�x	 � g�$���x	�h	� On posera
alors �h � �h �� Dans cette partie� on conviendra que k$��k	 �

kr$��kL� si � � ��
En utilisant la continuit�e de l�inclusion de Lp�R�	 dans C���p�R�	

�voir �T�	 et le fait que '���i �j est un op�erateur continu de Lp dans
Lp pour p � ���
�� �voir �Ch�� par exemple	� on montre facilement
que le gradient de la vitesse garde un  souvenir! du caract�ere e�l�e
du tourbillon pr�es d�un point� Plus pr�ecis�ement� on obtient le lemme
suivant�

Lemme 	��� Soit x� � R
� � f�hgh�� une famille concentr�ee en x�

et � � �� Supposons que � � L�loc� Soit en�n h � � et � � ��� �� �
Alors il existe une constante C universelle telle que� si l�on pose vh �
'��r� �h� on ait

krvhk�� �
C h���N�

� ��	

� ��� �	
� avec � �

�

� 
 �
�

Le r�esultat principal de cette section est le th�eor�eme suivant�
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Th�eor�eme 	��� Soit a � ���
�� et D l�ensemble des quintuplets

��� �� �� 
� �	 v�eri�ant l�hypoth	ese suivante

�H	

� � � � � 
 � � � � � 
 
 
 � �

� 
 � 
 

�
� �



 �

�
et � 
 � � 
 �

�

�
� �



 �

�
�

o	u l�on a pos�e � � ���� 
 �	�
Soit x� � R

� et ���X	 une g�eom�etrie ��� �� 
	�e
l�ee en x�� Soient
g et $ deux applications v�eri�ant la condition i	 de la D�e�nition ��� si

� � � ou la condition i�	 de la Remarque ��� si � 
 � et R� � k$��k	 tel

que g � � sur B��� R�	� Soit en�n v un champ de vecteurs 	a divergence

nulle� 	a gradient dans La et 	a tourbillon � � C
��
� �X	� Alors on a

krvkL� � C aN�
� ��	 log

�
e


N�
� ��	 sup���

ekX�k� 
N
�X��	

k$��k��	 R� I��X	N�
� ��	

�
o	u C est une fonction continue de ��� �� �� 
� �	 sur le domaine D�

Remarque ���� Le lecteur v�eri�era ais�ement que� si � � �� � � �� et 

et � v�eri�ent les hypoth�eses du Th�eor�eme ���� alors ��� �� �� 
� �	 � D�

La d�emonstration du Th�eor�eme ��� reprend les id�ees principales
du �Ch�� Th�eor�eme ������ que nous �enon#cons ici�

Proposition 	��� Il existe une constante C telle que pour tout 
 �
��� �� � pour tout a � ���
�� et pour tout ferm�e � du plan� on ait la

propri�et�e suivante�

Soit fX�g��� une famille de champs de vecteurs 	a coe
cients et

divergence dans C� et telle que de plus

I��� X	
d	ef
� inf

x���
sup
���

jX��x	j � � �

Alors si v est un champ de vecteurs 	a divergence nulle� 	a gradient dans

La et 	a tourbillon � dans L� tel que de plus sup��� kX��x�D	�k��� 


�� on a

krvkL���c�

� C a



k�k log

�
e


sup��� kX��x�D	�k��� 
 k�k sup��� ekX�k�

 k�k I��� X	

�
�
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Ce r�esultat joint au lemme suivant qui montre que la contribu

tion de la partie e�l�ee du tourbillon dans le calcul du gradient de la
vitesse reste born�ee lorsqu�on s�approche de la singularit�e� permettront
de prouver le Th�eor�eme ����

Lemme 	��� Sous les hypoth	eses du Th�eor	eme ���� il existe un polyn
o�

me P �x� y� z	 ne s�annulant que pour x y z � �� z � �� x � y ou y � z
et tel que pour � 
 h � �� c� � � et vh � '��r� �h� on ait

krvhkL��supp��nB�x��c�h��	��

� N�
� ��	

P ��� ����� 
	
log
�
e


N�
� ��	 sup���

ekX�k� 
N
�X��	

c�� I��X	N�
� ��	

�
�

Pour d�emontrer ce r�esultat� nous aurons besoin du lemme suivant
qui est un ra�nement du �Ch�� Lemme ������ prenant en compte le
caract�ere e�l�e du support du tourbillon� Ce lemme peut
�etre vu comme
un r�esultat d�interpolation logarithmique entre les espaces C�


 et C
�

Lemme 	�	� Soit Y un champ de vecteurs 	a coe
cients C� �
� ��� ��	
non identiquement nul sur R� et h � �� On suppose de plus qu�il existe

� � ��� �� tel que Y �x�D	vh � C
�R�	� Alors il existe une constante C
universelle telle que� pour � 
 
� 
 
� on ait

kY �x�D	 vhkL� � C

min f�� 
� 
�g kY kL�krvhk�

� log
�
e


kY �x�D	vhk
 
 h�
���N�

� ��	 kY k�
� 
� �
� 
�	 kY kL� krvhk�

�
�

D�emonstration� On commence par d�ecouper le terme Y �x�D	 vh en
basses et hautes fr�equences

Y �x�D	 vh � SN �Y �x�D	 vh	 

X
q
N

'q �Y �x�D	 vh	 �

Pour la partie hautes fr�equences� on a simplement

����	
			 X
q
N

'q �Y �x�D	 vh	
			 � C

�
��N
 kY �x�D	 vhk
 �
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Par ailleurs�

SN �Y �x�D	vh	 � SN �TY j�j vh	 
 SN �T�jvhY
j 
 R�Y j � �j vh		 �

En utilisant la continuit�e du paraproduit de L� � C�

 dans C�


 � on a

����	 kSN �TY j�j vh	kL� � C N kY kL�krvhk� �
Pour le dernier terme� on �ecrit

SN �T�jvhY
j 
 R�Y j � �j v

h		

� SN
� X
q	N��

Sq�� �j vh'qY
j
�

 SN

� X
q
N��

e'q �j vh'qY
j
�
�

En utilisant une transformation d�Abel� on montre que

SN
� X
q	N��

Sq�� �j vh'q Y
j
�

� SN�� Y
j SN�� �j vh �

X
q	N��

Sq�� Y
j 'q�� �j vh �

ce qui donne

����	
			SN� X

q	N��

Sq�� �j vh'q Y
j
�			 � C N kY kL�krvhk� �

Le Lemme ��� nous permet alors d��ecrire les in�egalit�es suivantes			SN� X
q
N��

e'q �j vh'qY
j
�			 � C

X
q
N��

ke'q �j vhkL�k'qY
jkL�

� C
X

q
N��

��q����
�� krvhk��� kY k�

� C ��N������


� �
� 
�	
h�

���N�
� ��	 kY k� �

En utilisant cette derni�ere in�egalit�e ainsi que ����	� ����	 et ����	� on
obtient

kY �x�D	 vhkL� � C
�
N kY kL�krvhk�


 ��N��
�h����N�

� ��	


� �
� 
�	
kY k�


kY �x�D	 vhk

�

��
�



�Evolution d	une singularit�e de type cusp �
�

avec 
� � minf
�
�� �g� On trouve alors le r�esultat d�esir�e en choisissant

N � � 

�


�
log

�h����N�
� ��	 kY k� 
 kY �x�D	 vhk


� 
� �
� 
�	 kY kL� krvhk�
�
�

D�emonstration du Lemme ���� Une simple application de la Propo

sition ��� permet d�a�rmer que pour tous h � � et c� � �� on a rvh �
L��supp ��nB�x�� c�h

��			� Malheureusement� l�estimation obtenue a
un comportement en logh pour h tendant vers �� Nous allons montrer
ici que l�on peut obtenir une estimation ind�ependante de h en contr�olant
soigneusement toutes les puissances de h gr�ace aux lemmes ��� et ����

Soit donc y� � supp ��nB�x�� c�h
��		� Quitte �a translater les

di��erentes quantit�es manipul�ees� on peut toujours supposer que x� � ��
On �xe alors une fois pour toutes une approximation de l�identit�e
	 � C�� �B��� �		 telle que

R
	 � �� Il existe par ailleurs � � % tel

que � jX��y�	j 	 jy�j� I��X	� On �xe � et on omettra l�indice � dans
le reste de la d�emonstration du Lemme ���� Posons

U �
n
y � R

� �
� jX�y	j
jX�y�	j

���
� �

o
�

Soit � � ���	���� �	 � �U avec � � �jX�y�	j��" kXk�		���� Il est clair
que

���"	
��
"
jX�y�	j � jX�y	j � (

"
jX�y�	j

�
� ���y	 � �	 �

De m�eme� on a

����	
�
jX�y	j � jX�y�	j

"
ou jX�y	j 	 �

"
jX�y�	j

�
� ���y	 � �	 �

Posons Y � �X� De ���"	 et ����	� on d�eduit

����	 kY kL� � �

"
jX�y�	j et Y �y�	 � X�y�	 �

Remarquons maintenant que

jY �y�	j� ��� � Y ��y�	Y �x�D	 �� � Y ��y�	Y �x�D	 �� 
 �Y ��y�		
�' �

jY �y�	j� ��� � Y ��y�	Y �x�D	 �� � Y ��y�	Y �x�D	 �� 
 �Y ��y�		
�' �

jY �y�	j� �� ��
� Y ��y�	Y �x�D	 �� 
 Y ��y�	Y �x�D	 �� � Y ��y�	Y

��y�	' �



�
� R� Danchin

Comme vh � '��r� �h� ceci entra��ne gr�ace au Lemme ��� et �a ����	�

jrvh�y�	j

� C
�
k�hkL� 


krvhk�
min f�� 
� 
�g

� log
�
e


kY �x�D	 vhk
 
 h�
���N�

� ��	 kY k�
� 
� �
� 
�	 jX�y�	j krvhk�

��
�

���(	

pour tout 
� tel que � 
 
� 
 
�

Estimation de kY k�� On utilise le fait que k � k� et k � kL�
sup��jx�yj��
�j � �y	� � �x	j	�jx� yj� sont des normes �equivalentes dans C�� d�apr�es
la Remarque ���� Supposons que x soit dans supp �Y 	� �Ecrivons

���&	 Y �y	� Y �x	 � ��y	 �X�y	�X�x		 
 ���y	� ��x		X�x	 �

On obtient alors

����	 jY �y	� Y �x	j � C jx� yj� �kXk� 
 jX�x	j ���	 �

Par ailleurs� en utilisant ����	� on voit que x � supp �Y 	 entra��ne
jX�x	j � � jX�y�	j�"� Donc d�apr�es ����	 et la d�e�nition de �� on a

jY �y	� Y �x	j � C jx� yj� kXk� �

Finalement� comme kY kL� � kXkL�� on obtient donc

�����	 kY k� � C kXk� �

Estimation de kY �x�D	 vhk
� On a Y �x�D	 vh � �X�x�D	 vh� donc

kY �x�D	 vhk
 � k�k
 kX�x�D	 vhk
 �

En revenant �a la d�e�nition de �� on en d�eduit que

�����	 kY �x�D	 vhk
 � C
� kXk�
jX�y�	j

�
��
kX�x�D	 vhk
 �
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Il s�agit donc maintenant de majorer kX�x�D	 vhk
� Posons %���D	 �
�� � ��D		'��r�� De la d�e�nition du paraproduit� on d�eduit que
Tuw � Tu ��� ��D		w� Ceci permet d��ecrire

�����	 X�x�D	 vh � R� 
 R� 
 R� 
 R� 
 R�

avec

R� � %���D	X�x�D	�h �

R� � �TXj �%���D	� �j �h �

R� � %���D	R��h� divX	 �

R� � �%���D	 �T�j�hX
j 
 �jR��h� X

j		 �

R� � T�jvhX
j 
 R��j vh� X

j	 �

Comme %���D	 est un op�erateur pseudo
di��erentiel de degr�e ��� l�in�e

galit�e ���"	 entra��ne imm�ediatement

�����	 kR�k
 � Ch���
���N
�X��	 �

En utilisant les lemmes ��� et ��"� on montre ais�ement que�

kR�k
 �
C

�� 

krvhk
�� kXk� �

kR�k
 �
C



krvhk
�� kXk� �

kR�k
 �
C

� �
� �	
krvhk
�� kXk� �

Le Lemme ��� donne donc

����"	 kRik
 �
Ch���
���


 � ��� 
	 �
� �	�
N�
� ��	 kXk� �

pour i � f�� "� �g� Quant �a R�� il v�eri�e

�����	 kR�k
 �
Ch���
���

� �
� �	
N�
� ��	 kdivXk� �
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Finalement� en r�eunissant les relations �����	� �����	� ����"	 et �����	�
on obtient

kX�x�D	 vhk
 �
Ch���
��� �N
�X��	 
N�

� ��	
ekXk�	


 � ��� 
	 �
� �	�
�

On en d�eduit d�apr�es �����	 que

�����	

kY �x�D	 vhk
 �
Ch���
��� �N
�X��	 
N�

� ��	
ekXk�	


 � ��� 
	 �
� �	�

�
� kXk�
jX�y�	j

�
��
�

En prenant 
� � ���� dans ���(	 puis en y injectant les in�egalit�es �����	
et �����	� on trouve apr�es quelques majorations faciles�

jrvh�y�	j
� C

�
k�hkL�



krvhk�

P ��� � ���� 
	

� log
�
e


h��	

jX�y�	j
N�
� ��	 kXk�
krvhk�


h���
���
� ekXk�
jX�y�	j

����
����N
�X��	
N�
� ��	

ekXk�ekXk� krvhk�
���

�

Compte tenu des hypoth�eses sur � et �� de h � � et de

jX�y�	j 	 I��X	 jy�j� 	 c�� I��X	h��	 �

on obtient

jrvh�y�	j � C
�
k�hkL�



krvhk�

P ��� � ���� 
	

� log
�
e


�N�
� ��	

ekXk� 
N
�X��	

krvhk� ekXk�
�

�
�� ekXk�

c�� I��X	

����
���



ekXk�
c�� I��X	

���
�
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On en d�eduit que� si c�� I��X	 	 ekXk�� on a

jrvh�y�	j

� C

P ��� � ���� 
	

�
�
k�hkL� 
 krvhk�

� log
�
e


ekXk�
c�� I��X	

�N�
� ��	

ekXk�
N
�X��	

krvhk� ekXk�
���

�

����(	

Si c�� I��X	 � ekXk�� on majore ekXk�
c�� I��X	

par � ekXk�
c�� I��X	

����
���
�

Il s�agit ensuite de remarquer que

����&	 log �e
 x y�	 � max f�� �g log �e
 x y	 �

pour tout � 	 �� �x� y	 � ����
�� 	�� Ceci permet encore d�obtenir
����(	� Comme de plus krvhk� � C k�hk � C k�k� des majorations
�el�ementaires permettent alors d�obtenir l�estimation voulue�

Lemme 	�
� Soit p � ���
�� et v un champ de vitesse 	a divergence

nulle et 	a tourbillon � dans Lp� Alors il existe une constante C uni�

verselle telle que� si x �� supp ��	�

jrv�x	j � C p k�kLp �d�x� supp ��			���p �

D�emonstration� Supposons p � � et posons p� � p��p� �	� D�apr�es
la loi de Biot
Savart �BS	� puis des majorations �el�ementaires�

jrv�x	j � �

��

Z j��y	j
jx� yj� dy

� �

��
k�kLp

�Z
supp ���

dy

jx� yj�p�
���p�

� ���	���p k�kLp
�Z ��

d�x�supp ����

dr

r�p���

���p�
� C p k�kLp �d�x� supp ��			���p �
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Lorsque p � �� la majoration est imm�ediate �a partir de la loi de Biot

Savart�

D�emonstration du Th�eor�eme ���� D�apr�es la Proposition ���� si
x� � �� on a rv � L�loc�R

�nf�g	� ce qui donne un sens aux calculs qui
suivent� pour presque tout x�

Soit donc x � R
�nf�g� Posons R � �k$��k��	 R�	��	 et h� �

R	 ���	���� Par hypoth�ese� on a donc h� � ��

Cas o	u x est proche de la singularit�e� Supposons que jxj � h
��	
� R���

On pose alors h � �� jxj�R		 de telle sorte que h � h�� Pour estimer
jrv�x	j� on utilise la d�ecomposition suivante

rv�x	 � rvh�x	 
r�v � vh	�x	 �

Le premier terme s�estime gr�ace au Lemme ��� appliqu�e avec c� � R�"
et �a l�in�egalit�e ����&	 pour remplacer �R�"	� par R� On obtient

�����	

jrvh�x	j � C

P ��� ����� 
	
N�
� ��	

� log
�
e


N�
� ��	 sup���

ekX�k� 
N
�X��	

RI��X	N�
� ��	

�
�

Majoration de r�v� vh	�x	� Posons q� � ��log� h�� log� h	��� de telle
sorte que �q�	 h � h� � ��q����	 h� On �ecrit ensuite

�����	 r�v�vh	�x	 �

q���X
q
�

r�v��q���	h�v�q	h	�x	
r�v�v�q�	h	�x	 �

Le premier terme pourra �etre estim�e �a l�aide du Lemme ��"� En e�et�
on a

jr�v��q���	h � v�q	h	�x	j � C k���q���	h� � ��q	h�kL�
� �d�x� supp ����q���	h � ��q	h			

�� ������	

Comme $ et $�� sont dans C	 � on a

�����	 B
�
$�z�	�

� r

k$��k	
���	�


 $�B�z�� r		 �
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pour tous z� � R
� � r � �� Il est clair que supp ����q���	h � ��q	h	 


R
�n$�B��� �q	 hR�		� Donc en utilisant �����	� on obtient

supp ����q���	h � ��q	h	 
 R
�nB��� �q h��	R	 �

De plus� par d�e�nition de h� on a �q h��	 R � �q�� jxj� Donc

d�x� supp ����q���	h � ��q	h		 	 �q jxj �

pour q � N � D�apr�es �����	 et la d�e�nition de N�
� ��	� il vient

jr�v��q���	h � v�q	h	�x	j � C ���q���	h	���N�
� ��	 ��

q jxj	��

� C
��q�� jxj	�����	��

R�����	
N�
� ��	 �

En revenant �a la d�e�nition de q� et de h�� on trouve donc

�����	




 q���X
q
�

r�v��q���	h � v�q	h	�x	





� C �
�"	�������

� � �

�
N�
� ��	

�h�
h

�������	 jxj�����	��
R�����	

�
� C ��

� � �

�
N�
� ��	

h
��������	
�

R�

�
� C ��

� � �

�
N�
� ��	 �

Majoration de r�v � v�q�	h	�x	� Elle repose sur la Proposition ����
On adjoint �a la famille fX�g��� un champ Y de classe C�� sup


port�e dans $�B��� �q�	 hR�		 et �a composantes valant sup���
ekX�k


sur $�B��� ��q����	 hR�		� Comme

d�$�B��� ��q����	 hR�		�R�n$�B��� �q�	 hR�			 	 �q���h��	R �

un tel champ peut �etre choisi de telle sorte que

kY kr � Cr ��q� h��	R	�r sup
���

ekX�k
 � pour tout r � � �
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Notons fX��g����� la famille obtenue en adjoignant �a la pr�ec�edente le
champ Y � On applique alors la Proposition ��� avec cette nouvelle
famille et le champ de vecteurs ev �a divergence nulle et �a tourbillon �egal

�a e� d	ef
� ��� ��q�	h	�� On obtient

krevkL�
� C a ke�k

�

� log
�
e


ke�k sup����� ekX��k
 
 sup����� kX���x�D	 e�k
��
� ke�k inf fJ �X	� ��q�Rh��		� I��X	g

�
�

�Etant donn�ees les hypoth�eses de support sur e� et Y � on a Y �x�D	 e� � ��
Par ailleurs� il est clair que ke�k � k�k� En�n�

X��x�D	 e� � X��x�D	� �X��x�D	��q�	h �

Donc

kX��x�D	 e�k
�� � kX��x�D	�k
�� 
 ��q�	 h	���
���N
�X��	 �

Comme par d�e�nition de q�� on a �q�	h � h� � � et �q�h��	 � h
��	
� �

�q���h��	 � on obtient

krevkL�
� C a

��
k�k log

�
e


k�k �h��	� R	���
 sup���
ekX�k
 
N
�X��	

k�k inf fJ �X	�Rh��	� I��X	g
�
�

En revenant �a la d�e�nition de R et de h�� on obtient

h
��	
� R � �k���k��	 R�	���	��� �

Il ne reste plus qu��a utiliser ����&	 pour �eliminer les puissances de

R� k���k��	 dans le logarithme� On trouve

����"	 krevkL� � C a

��
k�k log

�
e


k�k sup��� ekX�k
 
N
�X��	

k�kR� k���k��	 I��X	

�
�
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Les relations �����	� �����	 et ����"	 donnent �nalement� pour jxj �
R	��	������

�����	

jrv�x	j � C a ��

�� � �	��
N�
� ��	

� log
�
e


N�
� ��	 sup���

ekX�k� 
N
�X��	

R� k���k��	 I��X	N�
� ��	

�
�

La majoration de rv sur R�nB���R	��	�����	 est une simple cons�e

quence de la Proposition ���� Pour trouver l�estimation voulue� on

�elimine les puissances de R� k���k��	 ind�esirables dans le logarithme �a
l�aide de ����&	�


� Un r�esultat de propagation de structures e
l�ees�

Cette partie est consacr�ee �a la d�emonstration du Th�eor�eme ����
Sachant qu�avec le type de g�eom�etrie qui nous int�eresse� le gradient

de la vitesse est born�e� il serait tentant d�appliquer les m�ethodes que
l�on utilise habituellement pour d�emontrer des r�esultats de propagation
de g�eom�etries singuli�eres dans les E�D�P� hyperboliques�

Sch�ematiquement� ces m�ethodes consistent �a r�egulariser les
donn�ees initiales par convolution avec des approximations de l�identit�e�
�a d�emontrer des estimations uniformes pour ces solutions r�egularis�ees
portant notamment sur la g�eom�etrie que l�on veut propager �c�est ici
qu�interviennent les estimations uniformes sur le gradient de la vitesse	�
puis �a passer �a la limite�

Dans le cas qui nous int�eresse� ce genre de m�ethode para��t di�cile
�a appliquer� En particulier� l��etape de contr�ole des normes des solutions
r�egularis�ees semble d�elicate� En e�et� les �el�ements de C
��

� �X	 se pr�etent
mal �a la r�egularisation car� conform�ement au principe d�incertitude� on
perd alors les propri�et�es d�e�lement pr�es d�un point� ce qui emp�eche
donc de contr�oler le gradient de la vitesse r�egularis�ee via le Th�eor�eme
���� �a l�aide de quantit�es ne portant que sur la g�eom�etrie e�l�ee�

C�est pourquoi nous avons opt�e pour une autre approche� La
premi�ere chose �a remarquer est que l�existence et l�unicit�e d�une so

lution est assur�ee par le th�eor�eme de Yudovitch et que� comme on l�a
d�ej�a mentionn�e dans la Remarque ��"� cette solution est en fait quasi

lipschitzienne et �a gradient born�e localement en dehors de la singularit�e�



��� R� Danchin

Tout se ram�ene donc �a montrer que cette solution est �a gradient born�e
et propage la g�eom�etrie e�l�ee initiale�

La premi�ere �etape de la d�emonstration consiste �a prouver que
cette g�eom�etrie est e�ectivement transport�ee sans perte de r�egularit�e
et jusqu�au temps T si l�on sait de plus que rv � L����� T ��R

�	� Ceci
fait l�objet de la Proposition "��� Nous d�emontrons ensuite� dans le
Lemme "��� l�existence d�un � � � que l�on peut minorer �a l�aide des
donn�ees initiales� et tel que rv � L����� ���R

�	� Pour cela� on remar

que que� comme le tourbillon est dans La � L�� on peut obtenir des
estimations uniformes de la norme C�


 des solutions r�egularis�ees� Gr�ace
aux estimations �a perte de la partie �� on peut donc esp�erer obtenir
des estimations uniformes �a temps petit et avec perte de la solution
r�egularis�ee et donc appliquer le Th�eor�eme ��� sur un petit intervalle de
temps�

La derni�ere �etape consiste alors �a conjuguer la Proposition "�� et
le Lemme "�� pour  pousser! le temps de persistance de la g�eom�etrie
e�l�ee initiale�

Premi�ere �etape� Il s�agit de prouver la proposition suivante�

Proposition 
��� Soit T � � et v� un champ de vecteurs v�eri�ant

les hypoth	eses du Th�eor	eme ���� Supposons que la solution v de �E	
v�eri�e rv � L����� T �� R

�	� Soit fXt��g��� la famille transport�ee de

fX���g��� par le �ot de v� �t�h � ���h ����t et xt � �t�x�	� Alors pour
tout temps t � ��� T �� la g�eom�etrie ��t� Xt	 reste ��� 
	�e
l�ee en xt� et
�t � C
��

� �Xt	� De plus� il existe une constante C ne d�ependant que de


� de �� de � et de a� et telle que pour tout t � ��� T �� on ait

krv�t	kL� � C L�N
�
��
���	 e

CtN�
��

���� ��"��	

ekXt��k� � C
�ekX���k� 


kX����x�D	��k���
k��kL�

�
� eCL��e

CtN�
��

������� �

�"��	

kXt���x�D	�tk���
� C kX����x�D	��k��� eCL��e

CtN�
��

������� �
�"��	

I��Xt	 	 I��X�	 e
�CL��e

CtN�
��

����
��� ��"�"	
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k�tk
����Xt
� C k��k
����X�

eCL��e
CtN�

��
����

��� ��"��	

avec

L� � log
�
e


kr$��kL�k��k
����X�

R�N�
��
���	

�
et R��$ v�eri�ant les conditions du Th�eor	eme ����

D�emonstration� En revenant �a la d�e�nition de Xt et en utilisant
l��equation du tourbillon� on montre ais�ement que

��t 
 v � r	Xt���x�D	� � � �

��t 
 v � r	 divXt�� � � �

��t 
 v � r	Xt�� � Xt���x�D	 v �

On se sert alors des estimations sur les �equations de transport de la
Remarque ��" et de l�in�egalit�e suivante

�"��	
kXt���x�D	 vk� � C �k�k� kdivXt��k�


 krvkL�kXt��k� 
 kXt���x�D	�k���	

qui se d�emontre facilement �a l�aide de la d�ecomposition �����	 et des
lemmes ��� et ��"� On obtient

kXt��k� � �kX���k� 
 C t �kX����x�D	��k���

 k��kL�kdivX���k�		 eC

R
t
�
krv���kL� d� �

�"�(	

kdivXt��k� � kdivX���k� eC
R t
�
krv���kL� d� ��"�&	

kXt���x�D	�tk��� � kX����x�D	��k��� eC
R
t
�
krv���kL� d� ��"��	

Conservation de la g�eom�etrie� Comme v�t	 est lipschitzienne pour
t � ��� T �� �t est bilipschitzienne de R� dans R� � On en d�eduit que �t
v�eri�e la condition i	 de la D�e�nition ����

Montrons que ��t� Xt	 est une g�eom�etrie ��� 
	
e�l�ee en xt�
En revenant �a la d�e�nition du �ot� on obtient pour tout y � R

� �

�"���	 �tX����x�D	�t�y	 � rv�t� �t�y		X����x�D	�t�y	 �
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En int�egrant cette expression entre les instants t et � puis en appliquant
le lemme de Gronwall� il vient

jX����y	j � jX����x�D	�t�y	j e
R t
�
krv���kL� d� �

En appliquant cette derni�ere relation en y � ���t �x	 et en remarquant
que x � supp �t�� entra��ne ���t �x	 � supp ����� on obtient

�"���	 J �Xt	 	 J �X�	 e
�
R t
�
krv���kL� d� �

Par ailleurs�
jx� xtj � kr�tkL� j���t �x	� x�j �

et en revenant �a la d�e�nition du �ot� il est facile de prouver que

�"���	 kr���t kL� � e
R
t
�
krv���d�kL� �

On en d�eduit que

jXt���x	j
jx� xtj 	

jX�����
��
t �x		j

j���t �x	� x�j
e��

R
t
�
krv���kL� d� �

En regroupant ce dernier r�esultat avec �"���	� on obtient �nalement

�"���	 I��Xt	 	 I��X�	 e
��

R
t
�
krv���kL� d� �

�Etude du tourbillon� Comme� par d�e�nition� les fonctions �t�h sont
constantes le long des lignes de �ot� et qu�il en est de m�eme pour le
tourbillon� on a ��t 
 v � r	�t�h � � �� L�incompressibilit�e assure alors
la conservation des normes Lr de � et de � �t�h� On en d�eduit que

�"��"	 N�
�t
��t	 � N�

��
���	 � por tout t � ��� T � �

De m�eme� comme

Xt���x�D	�t�h � �Xt���x�D	�t�h 
 �t�hXt���x�D	�

et comme Xt���x�D	�t�h est aussi constante le long des lignes de �ot
�il su�t d�utiliser la commutation entre �t
 v �r et Xt���x�D	 pour le
voir	� on en d�eduit que ��t 
 v � r	Xt���x�D	�t�h � ��
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En utilisant la Remarque ��" puis en regroupant avec �"��	� on
obtient

N
�Xt� �t	 � N
�X�� ��	 e
C
R
t
�
krv���kL� d� �

Cette derni�ere in�egalit�e combin�ee avec �"�(	� �"�&	� �"���	 et �"��"	 et
le fait que

C tN�
��
���	 � eCtN

�
��

���� �

entra��ne

�"���	 k�tk
����Xt
� C k��k
����X�

eC
R t
�
�krv���kL��N�

��
����� d� �

D�apr�es le Th�eor�eme ���� on a

krv�t	kL� � CN�
�t
��t	 log

�
e


kr$��kL�kr���t kL�k�tk
����Xt

R�N�
�t
��t	

�
�

Donc� d�apr�es �"���	� �"��"	 et �"���	� des majorations imm�ediates don

nent

krv�t	kL� � CN�
��
���	

�
L� 


Z t

�

krv��	kL� d�
�
�

Une simple application du lemme de Gronwall donne �"��	 puis la rela

tion suivante

�"���	

Z t

�

krv��	kL� d� � L� �e
CtN�

��
���� � �	 �

Un report de cette in�egalit�e dans �"�(	� �"�&	� �"��	� �"���	 et �"���	
ach�eve la preuve de la proposition�

Deuxi�eme �etape� Il existe � � � tel que rv � L����� ��� R
�	�

Ce r�esultat est assur�e par la Remarque ��" et le lemme suivant�

Lemme 
��� Soit v� un champ de vecteurs de E v�eri�ant les hypoth	eses

du Th�eor	eme ���� Notons v la solution de Yudovitch de �E	 avec donn�ee
initiale v�� Soit K une fonction croissante continue positive telle que�

si xt � �t�x�	� on ait pour tout temps t�

�"��(	 kv�t� �	kL� 
 sup
h� 
���


krv�t� �	kL��R�nB�xt�h��

�� log h
� C� k��kK�t	 �
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Alors il existe une constante universelle C telle que si l�on pose T �
�� ��� �	�C k��k� on ait rv � L����� ��� R

�	 pour

� � min
n
T�

�

�C� k��k log
�
� 



� � � 
� �� � � 


�

 �	 �� 
K�T 		�

�o
�

Preuve� Remarquons tout d�abord que m�eme si� a priori� v n�est pas
lipschitzien� la relation �"��(	 assure que r�t est localement born�e en
dehors de xt et� d�apr�es �"���	 ci
apr�es� ���t � Id � C exp��C�k��tk��
Ceci permet donc de d�e�nir� selon la Proposition ���� une notion de
famille de champ de vecteurs transport�ee par le �ot� en dehors des
points singuliers xt� On prolonge les champs obtenus par � en xt� La
d�e�nition �t�h � ���h � ���t est �egalement licite�

La premi�ere partie de la preuve du Lemme "�� consiste �a mon

trer que� sur un intervalle de temps ��� T � avec T su�samment petit�
la g�eom�etrie ��t� Xt	 est ��t� �t� 
t	
e�l�ee en xt avec des param�etres
d�e�lement �t et de r�egularit�e �t et 
t qui se d�egradent au cours du
temps �plus pr�ecis�ement� �t est une fonction croissante et continue de
t valant � en �� �t est d�ecroissante continue valant � en � et 
t est
d�ecroissante continue et vaut 
 en �	� En outre� �t � C
t��t

� �Xt	� Ces
r�esultats font l�objet du Lemme "�� et permettront ensuite de montrer�
via le Th�eor�eme ���� que rv�t	 est born�e� tant que les conditions

�"���	 
t � � � � 

�t
�t
� �

�

�

t � �t

� 

�t

t

�
et � 
 �t 
 
t

�
t � �


t 
 �

�

sont satisfaites� donc sur un petit intervalle de temps non vide�

Lemme 
��� Sous les hypoth	eses du lemme pr�ec�edent� il existe une

constante universelle C telle que� si l�on pose T � �� ��� �	��C k��k	
et

�"���	

�t � e�C�k��kt � �t � � 
 �K�t	 
 �	 �eC�k��kt � �	 �


t � 
� C
�� �

k��k t et �t � � � C
�� �

k��k t �

la g�eom�etrie ��t� Xt	 reste ��t� �t� 
t	�e
l�ee pour tout t � ��� T �� De
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plus� on a

ekXt��k�t � C
�ekX���k� 


kX����x�D	��k���
k��k

�
��"���	

kXt���x�D	�tk�t�� � � kX����x�D	��k��� ��"���	

N
t�Xt� �t	 � �N
�X�� ��	 ��"���	

N�
�t��t	 � N�

�����	 ��"��"	

I�t�Xt	 	 I��X�	

L�t	
��"���	

avec

L�t	 �
e���K�t���e�C�k��kt���

�maxf�� diam�supp ��	 
 � t C�k��kK�t	g	�t

o	u C est une constante ne d�ependant que de 
 et de ��

D�emonstration� Elle exploite d�une part que jrv�t� x	j cro��t comme
��� log jx�xtj	� ce qui entra��ne une d�egradation de l�indice �t� d�autre
part que v est seulement quasi
lipschitzien a priori� ce qui� d�apr�es le
Lemme ���� provoque une perte lin�eaire de r�egularit�e dans les estima

tions sur les champs de vecteurs transport�es� Comme de plus le �ot
� de v perd aussi de la r�egularit�e au cours du temps �voir la relation
�"���	 ci
dessous	� on a �egalement une d�ecroissance de l�indice ��

�� Conservation des hypoth�eses de type e
l�e� Rappelons d�abord
que� d�apr�es �Ch�� par exemple� le �ot � de v v�eri�e

�"���	

jz� � z�j
e

� e�e
C�k��kt

impliquement
j���t �z�	� ���t �z�	j

e
�
� jz� � z�j

e

�e�C�k��kt
�

o�u C� est une constante universelle et z�� z� sont dans R� �
En int�egrant l�expression �"���	 entre t et � puis en appliquant le

lemme de Gronwall� on obtient

�"��(	 jX����y	j � jX����x�D	�t�y	j e
R t
�
jrv������y��j d� �
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Soit x tel que jx � xtj � e��e
�C�k��kt

� En appliquant �"���	 �a ���� �
avec z� � x et z� � xt� on constate que pour tout � � � ��� t�� on a

j���� � �x	� ���� � �xt	j � e��e
C�k��k�

�

� Ceci permet d�appliquer �a nouveau
�"���	 �a �� � � z� � ���� � �x	 et z� � ���� � �xt	� On trouve �nalement

j���� � �x	� ���� � �xt	j 	 e
� jx� xtj

e

�eC�k��k��
� pour tout � � � ��� t� �

D�apr�es �"��(	� on a

jrv��� ������t �x			j � C� k��kK��	 ��� log j�� ����t �x		� x� j	 �

D�o�u

jX�����
��
t �x		j � jXt���x	j eC�k��kK�t�

R
t
�
���log�j���

��
�x�����

��
�xt�j� d�

�

� jXt���x	j eC�k��kK�t�
R
t
�
eC�k��k�

�
���log jx�xtj� d�

�

� jXt���x	j eK�t����log jx�xtj��e
C�k��kt��� �

En�n�

j���t �x	� x�j 	 e
� jx� xtj

e

�eC�k��kt
�

donc

jX�����
��
t �x		j

j���t �x	� x�j
� jXt���x	j
jx� xtjK�t��eC�k��kt����eC�k��kt

e�K�t�����eC�k��kt��� �

En revenant �a la d�e�nition de I��X�	� de �t�� et de �t� on en d�eduit

�"��&	 I��X�	 �
�

inf
x�supp�t
�

jx�xtj	exp���exp��C�k��kt��

sup
���

jXt���x	j
jx� xtj�t

�
e��t��� �

D�apr�es �"���	� on a� pour � � ��� t�� si

j���� �x	� ���� �xt	j � e��e
C�k��k��t���

alors
jx� xtj � e��e

�C�k��kt

�
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Pour x � R
d tel que jx� xtj � e��e

�C�k��kt

� on a donc

j���� �x	� ���� �xt	j � e��e
C�k��k��t���

�

En revenant aux relations �"��(	 et �"��(	� et en proc�edant comme dans

le cas jx� xtj � e��e
�C�k��kt

on montre alors que

jX�����
��
t �x		j � jXt���x	j eK�t�e�C�k��kt�eC�k��kt��� �

En revenant �a la d�e�nition de I�t et en utilisant �"��&	� on en d�eduit
�nalement l�in�egalit�e �"���	�

�� �Evolution de la r�egularit�e de la famille Xt���

i� R�egularisation� On r�egularise la donn�ee initiale en posant vn�� �
Snv�� Soit vn la solution correspondante de �E	 et �n son �ot� On
�xe � � % et� pour all�eger les notations� on omet l�indice � dans cette
partie� On note alors Xn le champ de vecteurs transport�e de X��� par
�n� Rappelons que les hypoth�eses �� � La�L� et v� � �
L� su�sent
pour assurer que vn est une suite de Cauchy de L�loc�R��
L�	� Comme
par ailleurs il existe une constante universelle C� telle que krvn�t	k� �
C� k��k� on obtient v � L�loc�R�C

�

 	 avec convergence de vn vers v dans

tous les espaces L�loc�R�C
��� 	 tels que � � �� Une application de �Ch��

Lemme ������ entra��ne alors que� pour tout T � �� f�ngn�N est born�ee
dans L����� T �� Id 
C exp��C�k��kT �	 et converge dans tous les espaces
L����� T �� Id 
 C exp��C�k��kT ���	 avec � � ��

ii� Estimations uniformes avec perte de r�egularit�e� Nous al

lons maintenant montrer des estimations �a perte pour Xn� divXn et
Xn�x�D	�n� En utilisant le Lemme ��� et les relations

��t 
 vn � r	Xn�x�D	�n � � et ��t 
 vn � r	 divXn � � �

on obtient directement l�existence d�une constante universelle C telle
que� en d�e�nissant T et 
t selon l��enonc�e du lemme� on ait

kdivXt�nk�t � � kdivX�k� ��"���	

kXt�n�x�D	�t�nk�t�� � � kX��x�D	��k��� ��"���	

Pour estimer Xn� on part de la relation

��t 
 vn � r	Xn � Xn�x�D	 vn
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et on �ecrit Xn�x�D	 vn � R� 
 R� 
 R� 
 R� 
 R� comme en �����	�
En utilisant les lemmes ��� et ��"� et en remarquant que ��� � 
t � 

pour t � ��� T �� on obtient

kR�k�t � C kXn�x�D	�nk�t�� �

kR�k�t �
C k�nk� kXnk�t

�� 

�

kR�k�t �
C k�nk� kdivXnk�t

�
�

kR�k�t �
C k�nk� kXnk�t

�
�

En�n� R� � R��j vn� X
j	 


P
q Sq�� �j vn'qX

j
n et

kR��j vn� X
j	k�t �

C

�
krvnk� kXnk�t

et
kSq�� �j vn'qX

j
nkL� � q ��q�t krvnk� kXnk�t �

On a donc ��t 
 vn � r	Xn � g��n 
 g��n avec

kg��nk�t �
C

� ��� 
	
�k��k ekXnk�t 
 kXn�x�D	�nk�t��	 �

k'q g��nkL� � C �q 
 �	 ��q�t k��k kXnk�t �

Le Lemme ��� appliqu�e avec � � ��� donne donc l�estimation suivante

kXt�nk�t � � kX�k� 

C

� ��� 
	

�Z t

�

k��k �kX��nk�� 
 kdivX��nk�� 	


 kX��n�x�D	���nk���� d�
�
�

En remarquant que T � C�k��k et en utilisant les in�egalit�es �"���	 et
�"���	� il vient

kXt�nk�t � C
�ekX�k� 


kX��x�D	��k���
k��k 
 k��k

Z t

�

kX��nk�� d�
�
�
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Une application du lemme de Gronwall permet alors d�obtenir l�estima

tion

�"���	 kXn�t	k�t � C


ekX�k� 

kX��x�D	��k���

k��k
�
�

pour t � ��� T ��

iii� Convergence� Rappelons que X��x�D	�t�n � Xt�n � �t�n� On
vient de montrer que fXngn�N est born�ee dans L����� T ��C
T 	 et on

sait que f�ngn�N est born�ee dans L����� T �� Id 
 C e�C�k��kT 	� donc

�"���	 X��x�D	�n est born�ee dans L����� T ��C
T e
�C�k��kT

	 �

D�autre part�

X��x�D	�t�n�X��x�D	�t � div �X����t�n��t		���t�n��t	 divX� �

Comme �n� Id converge vers �� Id dans L����� T ��R�	� on en d�eduit
que X��x�D	�n converge vers X��x�D	� dans L����� T ��C��	� Une
interpolation avec �"���	 donne� pour tout � � ��

X��x�D	�n converge vers X��x�D	�

dans L����� T ��C
T e
�C�k��kT��	 �

�Etudions maintenant la convergence de fXngn�N� On a

Xt�n�x	�Xt�x	 � X��x�D	�t�n��
��
t�n�x		�X��x�D	�t�n��

��
t �x		


X��x�D	 ��t�n � �t	��
��
t �x		 �

D�apr�es �"���	� le dernier terme converge vers � dans L����� T �� R
�	�

De plus�

jX��x�D	�t�n��
��
t�n�x		�X��x�D	�t�n��

��
t �x		j

� kX��x�D	�t�nk
T e�C�k��kT j���t�n�x	� ���t �x	j
T e�C�k��kT �

De �"���	 et des propri�et�es de convergence du �ot� on d�eduit que Xn

tend vers X dans L����� T � � R
�	� Par interpolation avec �"���	 et

�"���	� on trouve l�in�egalit�e �"���	�
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Il reste �a prouver l�estimation �"���	� On �ecrit

Xn�x�D	�n �X�x�D	� � div ��n �Xn �X		� �n div �Xn �X	


 div �X��n � �		� ��n � �	 divX �

Au vu des r�esultats pr�ec�edents� la convergence des deux premiers ter

mes vers � dans L����� T ��C��	 est claire� En d�ecomposant les deux
derniers en paraproduit et reste� on montre �nalement que Xn�x�D	�n
tend vers X�x�D	� dans L����� T ��C��	� Gr�ace �a l�estimation uni

forme �"���	� on obtient donc l�in�egalit�e �"���	�

	� Evolution de la r�egularit�e de la famille f�t�hgh��� Soient $ et
g� deux applications v�eri�ant la condition i	 de la D�e�nition ��� pour
f���hgh��� L�application $ est donc bilipschitzienne� v�eri�e $��	 � x�
et on a ���h�x	 � g�$���x	�h	�

Si l�on pose $t � �t � $� $t est visiblement bijective de R� dans
R
� � de classe C exp��C�k��kt� ainsi que son inverse� v�eri�e $t��	 � xt et

�t�h�x	 � g�$��t �x	�h	�
On en d�eduit que f�t�hgh�� v�eri�e la condition i�	 de la Remar


que ��� avec l�indice �t � e�C�k��kt� La g�eom�etrie ��t� Xt	 est donc
��t� �t� 
t	
e�l�ee en xt�


� Conservation des hypoth�eses d�e
lement sur le tourbillon�
Comme par hypoth�ese� les fonctions �t�h sont transport�ees par le �ot et
comme le tourbillon est constant le long des lignes de �ot� on a �t�h �
���h � ���t � L�incompressibilit�e assure donc que N�

�t
��t	 � N�

��
���	�

De m�eme� en remarquant que les champs �t
v�r etXt commutent�
on prouve que ��t 
 v � r	�Xt�x�D	�t�h	 � �� ce qui assure d�apr�es le
Lemme ���� que

N
t�Xt� �t	 � �N
�X�� ��	 �

Ceci ach�eve la d�emonstration du Lemme "���

Fin de la preuve du Lemme ���� Gr�ace au Lemme "��� on peut
appliquer le Th�eor�eme ��� et donc prouver que rv�t	 est born�e pour
tout temps t � ��� T � tel que la condition �"���	 soit satisfaite�

En remarquant que 
t � �t � 
 � �� on constate que la condition
�"���	 est satisfaite tant que


t � � �
�t
�t

�
� 


�t

t

�
� 
� �

�
et � 


�t

t



� 
t


t 
 �
�
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Il n�est pas di�cile de v�eri�er que� �etant donn�ees les hypoth�eses faites
sur � et 
� la premi�ere et la troisi�eme relations sont automatiques sur
��� T ��

Comme pour t � ��� T �� on a �
 �t�
t � �
 ��
� on en d�eduit que
�"���	 est satisfaite tant que

�"���	 t � ��� T � et
�t
�t

�
� 


�




�
� 
� �

�
�

Comme K est croissante� on a �t��t � � 
 �� 
 K�T 	 �e�C�k��kt �
�		 � sur ��� T �� On �etablit facilement qu�en d�e�nissant � comme en
�"��&	� la relation �"���	 est v�eri��ee� On peut alors conclure �a l�aide du
Th�eor�eme ��� en observant en particulier que sur ��� ��� le quintuplet
��� �t� �t� 
t� �t	 reste dans un compact de D� ce qui permet d�avoir
une constante C ind�ependante du temps dans le Th�eor�eme ���� puis en
appliquant les estimations du Lemme "���

Remarque ���� Les hypoth�eses du Th�eor�eme ��� assurent que 
� �
� 
� �� � � 
 � �� On a donc bien � � � dans le Lemme "���

Troisi�eme �etape� On pousse le temps de persistance de la g�eom�etrie
e�l�ee�

Il su�t simplement de prouver que rv � L�loc�R�R
�	� la Propo


sition "�� entra��nant alors la conclusion du Th�eor�eme ���� Gr�ace �a la
r�eversibilit�e en temps de �E	� il su�t en fait de montrer que rv �
L�loc�R

� �R�	�
Supposons par l�absurde que rv �� L�loc�R�L

��R�		� Soit T 
� le
plus petit temps tel que rv �� L����� T 
��R�	� Rappelons que d�apr�es

���"	� la condition �"��(	 est satisfaite avec K�t	 � C eC�e
Ck��kt

� On a
donc T 
 � �� D�e�nissons

e� � min
n
T� T 
�

�

�C� k��k log
�
� 



� � � 
� �� � � 


�� 
K�T 
 T 
		 �

 �	�

�o
�

Posons T� � T 
 � e���� ev�t� x	 � v�t 
 T�� x	 et eK�t	 � K�t
 T�	� En

posant eX��� � XT��� et en utilisant la Proposition "��� on constate que

les hypoth�eses du Lemme "�� sont v�eri��ees� on a bien e�� � C
��
� � eX�	�

Une simple application du Lemme "�� donne donc rev � L����� ���R�	
avec

� � min
n
T�

�

�C� k��k log
�
� 



� � �
� �� � � 


�� 
 eK�T 		 �

 �	�

�o
�
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Comme eK�T 	 � K�T 
 T 
	� on a � 	 e�� et donc en particulier rv �
L����� T 
 
 ����� R

�	� Ceci contredit rv �� L����� T 
��L��R�		�
On en d�eduit donc que rv � L�loc�R�L

��R�		� ce qui ach�eve la
d�emonstration du Th�eor�eme ����

Remarque ���� Le Th�eor�eme ��� est �egalement valable pour une
g�eom�etrie initiale ���� X�	 ��� �� 
	
e�l�ee et un tourbillon initial �� �
Cp��
� �X�	 �a condition que

�� ��� �� � 
� ��� �� �

� �
i
�� 

�
� �



 �

�h
et � �

i
��

 �

�

�
� �



 �

�h
�

avec � � ��� 
 �� La preuve est exactement la m�eme�

Remarque ���� Il va de soi qu�au prix d�une surcharge technique
suppl�ementaire� le Th�eor�eme ��� peut �etre g�en�eralis�e �a des g�eom�etries
e�l�ees en un nombre �ni de points�

Appendice�

Dans cet appendice� on prouve quelques r�esultats admis dans la
Section ���� On montre entre autres que� si �� � �� ���

o�u �� est de
classe C� et �� est un ouvert �a fronti�ere C���� et si X� est un champ
tangent �a ��� �a coe�cients et �a divergence dans C�� alorsX��x�D	�� �
C���� C�est une cons�equence imm�ediate du lemme suivant�

Lemme �� Soit 
 � ��� �� � � � ��� 
� et X un champ de vecteurs 	a

coe
cients et divergence dans C��Rd	� Si a � C��Rd 	 et b � C
���Rd	
avec en outre X�x�D	 b � C
���Rd	� alors on a X�x�D	 a � C����Rd	
et X�x�D	 a b � C
���Rd	� Plus pr�ecis�ement� il existe une constante

C ne d�ependant que de 
 et � et telle que

kX�x�D	 ak��� � C �ekXk� kak� 
 kXkL�kak�	 ���	

kX�x�D	 a bk
�� � C �ekXk� kak� kbk
�� 
 kakL� kX�x�D	 bk
��

 kbk
��kX�x�D	 ak���	 ���	

De plus� la deuxi	eme in�egalit�e reste valable lorsque � � 
 	a condition

de supposer b � L� et de remplacer kbk
�� par kbkL��
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Preuve� La premi�ere in�egalit�e est imm�ediate� On �ecrit

��	 X�x�D	 a � TXa
 T�iaX
i 
 �iR�Xi� a	�R�divX� a	

et on applique le Lemme ����
Supposons � � ��� 
� � Pour d�emontrer la deuxi�eme in�egalit�e� on

commence par remarquer que� en vertu du Lemme ���� on a Tab � C�



et T �ba � C
 avec

kTabk� � C kakL�kbk� et kT �bak
 � C kbk
��kak� �

On �ecrit alors X�x�D	 a b � X�x�D	Tab
X�x�D	T �ba� En reprenant
la d�ecomposition ��	 avec T �ba au lieu de a� on obtient

�"	 kX�x�D	T �bak
�� � C ekXk� kbk
�� kak� �
Le terme X�x�D	Tab est plus d�elicat �a traiter� On �ecrit

��	 X�x�D	Tab � TX Tab
T�iTabX
i
�iR�Xi� Tab	�R�divX�Tab	 �

Gr�ace au Lemme ���� les trois derniers termes sont dans C��� et v�eri

�ent l�estimation voulue�

Pour montrer que TXTab � C���� il faut remarquer d�une part que
TXa � C��� et TXb � C
��� d�autre part que le parachamp TX v�eri�e
 presque! l�identit�e de Leibniz� c�est
�a
dire que

TX Tab � TTXab
 Ta TXb
R

o�u le terme de reste R appartient �a C
��� Pour un �enonc�e rigoureux
de ce dernier r�esultat� on pourra par exemple se r�ef�erer �a �Da� Corol

laire ���� qui donne

��	
kTX Tabk
�� � C �kXk� kakL�kbk
��


 kakL�kTXbk
�� 
 kbk
�� kTXak���	 �

En d�ecomposant en paraproduit et reste� on montre que

kTXa�X�x�D	 ak��� � C ekXk� kak�
et

kTXb�X�x�D	 bk
�� � C ekXk� kbk
�� �



��� R� Danchin

D�apr�es ��	� on a donc

kTX Tabk
�� � C �ekXk� kakL�kbk
��

 kakL�kX�x�D	 bk
�� 
 kbk
�� kX�x�D	 ak���	 �

Il ne reste plus qu��a revenir �a �"	 et ��	 pour conclure�
Dans le cas � � 
� le raisonnement pr�ec�edent reste valable �a con


dition de remplacer partout kbk
�� par kbkL� � c� est une cons�equence
de l�in�egalit�e ����	 et de �Da� Corollaire �����
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