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Solutions des équations de
Navier-Stokes incompressibles

dans un domaine exterieur

Nicolas Depauw

0. Introduction.

Le mouvement d’un fluide incompressible visqueux, de viscosité ¢,
remplissant un ouvert {2 C R™ a bord 02 régulier est modélisé par les
équations de Navier-Stokes

{8tu+(u-V)u—6Au+Vp:f, ulon =0,

V-u=0, Ult=0 = U -

La dimension est n > 3. Les inconnues sont le champ vectoriel de
vitesses u(t,x) € R et le champ scalaire pression p(t,z) € R ; les vari-
ables sont t € R et x € 2. V est U'opérateur différentiel (0y,,...,0s, ),
noté comme un vecteur. Ainsi V-u est la divergence du champ u, tandis
que (u- V) est Vopérateur de dérivation partielle uy 0y, + - -+ + uy Oy, -
A est I'opérateur de Laplace (V- V).

L’équation de Navier-Stokes présente deux types de difficultés.
D’une part elle est non linéaire. Dans la résolution de cette équation,
le terme (u - V) u est souvent traité comme un terme de perturbation.
D’autre part, en ignorant le terme non linéaire, cette équation ressemble
beaucoup a I’équation de la chaleur avec condition de Dirichlet

{(%u—sAuzOzf, ulog =0,

u|t:0 = Up ,
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mais en differe par I'incompressibilité. Prenant modele sur I’équation de
la chaleur, on peut résoudre ’équation de Stokes avec second membre

u—ecAu+Vp=f, ulgg=0,
V-ou=0, ul—o = ug ,

a ’aide d’'un semi-groupe d’opérateur, apres avoir défini correctement
les espaces de champs de vitesses a divergence nulle et tangent au bord.

Dans le cas de R™, de €2, borné, du demi-espace R} et enfin d’un
domaine extérieur {2, c’est-a-dire le complémentaire d’'un compact, il
a été démontré que le semi-groupe en question est analytique et borné
uniformément en temps sur des espaces construits a partir d’espaces de
Lebesgue LP(€2).

Pour traiter de la perturbation non linéaire, on la considére comme
un second membre et on résout ’équation de point fixe qui en résulte
par le théoreme du point fixe dans les espaces de Banach. Afin d’en
vérifier les hypotheses, Fujita et Kato [6] ont introduits les puissances
fractionnaires du générateur du semi-groupe considéré sur L? et étudié
leurs domaines. D’un autre coté Weissler [32] a considéré le semi-groupe
sur les espaces LP. Les différentes adaptations aux quatre cas (R, €,
R? et €2) de ces techniques de semi-groupe, puissances fractionnaires
et espaces de Lebesgue ont été poursuivis, entre autre grace aux travaux
de Giga [9].

Dans le cas de I’équation de Navier-Stokes sur R™, Cannone [4] a
étudié 'existence globale de solutions a données petites dans ’espace de
Besov homogene Bj, L/ (R™). Ce type d’argument semble avoir été
poussé au maximum par Kozono et Yamazaki dans [18]. Cette étude
est justifiée parce qu'une donnée initiale peut étre a la fois petite dans
Bpa™?(Rm) et grande dans L™(R™) & condition d’étre suffisamment
oscillante. De plus, 'existence de solutions a données dans de tels es-
paces de Besov est essentielle pour I'étude des solutions autosimilaires
de I'équation de Navier-Stokes telle que I'ont menée Cannone et Plan-
chon [27], [5], [28]. Les méthodes utilisées par ces auteurs reposent de
maniere essentielle sur ’expression explicite du noyau de la chaleur par
transformation de Fourier.

Nous exposons dans cet article ’analogue de ces résultats d’exis-
tence pour I’équation de Navier-Stokes, mais sur un domaine extérieur
., complémentaire d’un compact a bord lisse. Les deux difficultés
nouvelles qui se présentent sont ’absence d’une représentation explicite
en Fourier du semi-groupe associé a 'opérateur de Stokes et la nécessité
de transposer la notion d’espace de Besov homogene.
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La méthode de point fixe utilisée depuis Weissler, reprise par Kato
[16] et plus récemment par Cannone et Planchon, présente le défaut de
n’assurer 'unicité d’une solution continue a valeur L™(R™), pour une
donnée initiale dans L" petite dans B;? ;jn/ P que dans une boule d’un
sous-espace de l'ensemble C'(L™(R™)) des fonctions continue de [0, co]
dans L™ (R™).

Récemment, Furioli, Lemarie-Rieusset et Terraneo [7], [8] ont ob-
tenu un remarquable résultat d’unicité des solutions locales C(L3(R?)),
a l'aide de ces espaces de Besov homogenes. Signalons au passage que
Lions et Masmoudi [21] ont annoncé une autre démonstration, encore
valable dans le cas d'un domaine 2 a bord régulier.

Pour le cas de €2, domaine extérieur, nous retrouvons le résultat
d’unicité des solutions locales C'(L™(£2)). Nous preferrons utiliser 1a
les espaces de Besov non homogenes de Kobayashi et Muramutu [17],
pour éviter la détérioration de ’estimation du gradient du semi-groupe
en temps grand quand 2 = (2, mise en évidence par Maremonti et
Solonnikov [22].

Un certain nombre d’auteurs ont utilisé des espaces de Besov non
homogenes sur un domaine extérieur. Grubb et Solonnikov [13], [12]
ont introduit de tels espaces pour résoudre sur I x € (I intervalle
de R, € ouvert borné) les équations de Navier-Stokes avec toute une
variété de conditions au bord et un second membre. Il s’agit d’espaces
de Besov avec des régularités différentes en temps et en espace, ce qui
donne des résultats tres précis sur les conditions de compatibilité que
doivent vérifier les données pour obtenir existence et unicité de solutions
régulieres. Grubb [11] a récemment adapté cette méthode au cas de 2,
domaine extérieur, mais en n’utilisant que des espaces non homogenes,
son résultat n’est que local en temps. De meme pour Kobayashi et
Muramutu [17] qui ont obtenu sur 2. un résultat d’existence locale en
temps pour une donnée initiale dans un espace de Besov abstrait non
homogene construit par interpolation réelle a partir du générateur du
semi-groupe. Encore pour ()., mentionnons que Borchers et Myakawa
[2] avaient utilisé des espaces d’interpolation complexe définis a partir
du générateur du semi-groupe (qui sont en quelque sorte ’analogue des
espaces de Bessel homogenes) pour obtenir des estimations coercives
homogeénes optimales.

Pour les espaces homogenes, signalons en plus de [4] et [27], que
Kozono et Yamazaki dans [19] présentent un résultat d’existence glob-
ale & donnée petite dans l'espace de Lorentz L™°°(2.) pour un do-
maine €2, par la méthode de Kato. Meyer dans [24] donne des résultats
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de continuité pour le terme non-linéaire dans L™*°(R™), qui sont faux
dans L3(R3) d’apres Oru [26], et qui permettent tout & la fois de prou-
ver l'existence globale & donnée petite dans L™ (R™) et de retrouver
'unicité des solutions C(L3(R3)).

PLAN DE L’ARTICLE. Dans les préliminaires, apres des notations géné-
rales nous étudions 'opérateur de Stokes, son semi-groupe associé, puis
décrivons les espaces fonctionnels construits avec. La section suivante
rassemble les énoncés des résultats importants de D'article : existence
a donnée petite, avec un exemple, et unicité. La troisieme section est
consacrée a la démonstration des théoremes, apres étude de la continuité
du terme non linéaire. La derniere section expose en détail 'exemple.

1. Préliminaires.
1.1. Notations générales.

On note Ry =10,00[ et Ry = [0,00[. C(I; X) et Cyp(I; X) désig-
nent respectivement les fonctions continues et continues bornées de [
dans X.

Notons £(X;Y') 'espace de Banach des applications linéaires con-
tinues d’un espace de Banach X dans un espace de Banach Y, et
||| (x;v) la norme d'un opérateur 7' élément de cet espace. Si X =Y,
on écrit seulement £(X). Si X est inclus dans Y et si I'injection est
continue, on écrit X — Y.

Nous considérons un ouvert €2 de R" dont le bord 02 est lisse et
dont le complémentaire K est compact. Pour p €]1,00[ et k € N,
on note W} (€2) I'espace de Sobolev des distributions dont les dérivées
jusqu’a lordre k sont dans LP(€2), et W, () Padhérence dans W) ()
des fonctions test C§°(2). On note L () les distributions sur £ dont
la restriction & B N €2, pour toute boule B de R, est dans LP(B N Q).
On note V¥u le gradient itéré k fois d’une distribution, c’est-a-dire la
collection des 97u = Oy, -+ Oy, u pour « décrivant I'ensemble des
applications de {1,...,k} dans {1,...,n}, de sorte que, par exemple,
Zfzo [V"ul|, est une norme équivalente sur W} ().

Nous aurons aussi besoin quelquefois :

e des espaces de Lorentz LP9(2) pour ¢ € [1,00]|, obtenus par
interpolation réelle a partir des LP(£2) ;
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e des espaces de Besov B, () pour s € Ry \ N et ¢ € [1,00],
obtenus par interpolation réelle a partir des sz (Q) ;

e des espaces de Sobolev sur le bord W}F(9Q), k € N et méme
des espaces de Slobodetskii W7 (052) (dits aussi espaces de traces) pour
s € Ry \ N obtenus par interpolation réelle a partir des précédents.

Il est possible d’étendre ces définitions aux indices k € Z et s € R
(voir [30]).

On note v le vecteur normal (unitaire rentrant) au bord de €2 et 9,
lopérateur différentiel associé. On note you la restriction a 92 d’une
fonction continue sur Q et Y1u = Yo dpu si u est contintiment dérivable.
On sait étendre ’action de ces opérateurs a certains espaces de distri-
butions. Par exemple 7o est continu de W, (€2) dans Wy —1/p (092), mais
n’est pas continu sur LP(€2). Pour une distribution u sur 0Q a valeur
vectorielle, on définit ’opérateur de projection orthogonale m,u = (u-v)
sur v. On note v, = 7,7y l'opérateur de trace normale au bord.

On note X,, (respectivement X,,,) "adhérence dans LP(2) (respec-
tivement LP2(Q2) ) des champs de vecteurs C§°(£2) a divergence nulle. I1
est bien connu que X, coincide avec le sous-espace fermé des u € LP((2)
tels que V- u = 0 et vu = 0. Ici V- désigne 'opérateur différentiel
de divergence. La nullité de la divergence permet d’étendre 'opérateur
de trace normale 7,, au moyen d’une intégration par partie, en un
opérateur continu du sous-espace fermé de LP(2) d’équation V-u =0

dans Wp_l/p(aﬁ). On sait aussi qu’on peut décomposer en somme di-
recte 'espace de Banach

(1.1) LP(Q) =X, ®{Vpe LP(Q): pe L} ()}
et qu’il existe un opérateur linéaire P, continu pour tout 1 < p < o0
sur les champs de vecteurs LP(£2), qui est une projection (en partic-
ulier P? = P) sur PLP(2) = X, parallelement aux champs gradients,
orthogonale pour la structure euclidienne de L?(2). Pour le cas rel-
ativement général qui nous intéresse, a savoir 1 < p < oo et {2 non
borné, mais cependant 92 compact, la preuve de ces trois affirmations
est présentée en détail dans [25].

On note p’ l'exposant conjugué de p défini par 1/p + 1/p’ = 1.
On peut identifier X, au dual de X, qui est donc réflexif. L’adjoint
du projecteur P : LP(Q) — LP(Q) est le projecteur P : LP (Q) —»
LP'(Q), tandis que si on considére P : LP(Q) — X, son adjoint est
simplement l'injection canonique I : X, — LPI(Q).
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On note A, I'opérateur dans X,,, de domaine
(1.2) D(A,) =W NW, N X,
et agissant comme 'opérateur de Stokes A = —PA. On remplace alors
la résolution de I’équation linéaire de Stokes pour la viscosité ¢ = 1
o — Au+Vp=0,
{V-u:O, You = ujg =0,

par I'équation différentielle abstraite écrite dans X, qu’on obtient en
appliquant le projecteur P a I’équation de Stokes

du+Au=0.

Pour la commodité du lecteur, nous avons rassemblé dans le tableau 1

tous les autres espaces de fonctions définis dans la suite de 'article.

Espace Norme Référence Remarque

A Déf. 16

Byq(4) lu| By, Déf.13, (1.11)

B} |u | BY| Déf. 32 = BIr/atn/r(4)
B, |lu | B,.|| Déf. 32 = B"

B; ,(A) lu| B5,|  Déf. 16, (1.14)

B, u | By | Déf. 27 = B/ 4)
Ly ulm, Déf. 27

Ep0(0), Epo(o0) Déf. 27

Fy ]| x D&f. 32

G, lullas Dét. 32 — L (B,)

H [Julln (4.4)

LT (X) Déf. 32

L¥ 111 Not. 11

LP*0 1 f [lpx0s Not. 11

Lpeee [ | pxoo Not. 11

W, (4) ], Déf. 12 - X,

W, (4) lw | W2l Déf. 12 — D(4,)

W, (A) lu| W, % Déf. 12

Tableau 1. Liste des espaces fonctionnels.
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1.2. Opérateur de Stokes.
1.2.1. Décomposition de la résolvante.

Nous décrivons ici comment on peut trouver u € X, solution du
probleme de Stokes (A + A)u = f. Précisément : étant donné A €
C\] —o0,0] et f € X, on cherche u tel que

A=A)u+Vp=f, V-u=0, You = 0.

Nous suivons les exposés de [9], [25].

Soit f € X,. On note fe LP(R™) son prolongement par zéro hors
de €2. On voit facilement que la distribution V - fest nulle parce que
V - f et v, f sont nulles. On note wu la solution du probleme de Stokes
dans R" B

A=A)u+Vp=f, V-u=0.

Puisque V - szO, en fait p = 0 et on peut calculer u = E’)\f au moyen
de l'opérateur E, de convolution par le potentiel volume e, sur R"
qui est la transformée de Fourier inverse de & — (A + [£]?)71. Par
le théoréme de Mihlin, E, est continu de L?(R") dans W2(R™) pour
chaque 1 < p < 0.

La restriction rqu vérifie ’équation intérieure de Stokes sur €2

(A—A)rgﬁ:f, V-I"Qazo,

puisque rop = 0, mais pas la condition au bord. On élimine la com-
posante normale v, = m,79 = v - 79 au moyen du projecteur de Leray
P. On sait que pour v dans LP(Q2) a divergence nulle, la projection Pv
s’exprime au moyen de l'opérateur solution du probleme de Neumann.
Fixons les notations. Pour ¢ € Wp_l/p((?Q) avec [,o¢ = 0, on note
w = N¢ la solution du probleme

Aw=0, Vuwe LP(Q),
YW = ¢7 lim |UJ($)| = 07

|z|— o0

obtenue au moyen du potentiel simple couche associé a 'opérateur de
Laplace A. Voir [25] et, en annexe, la définition du potentiel simple
couche et son application au probleme de Neumann a la Section B.3.
Remarquons que V-V = A et 7,V = ;. L’opérateur VN est continu
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du sous-espace fermé de Wp_l/p(aﬁ) d’équation [,, ¢ = 0 dans L?(Q).
La restriction P, de P aux champs a divergence nulle s’écrit P, =
1—VNr,.

Ainsi u, = Prgu est solution de

A=A)u,+Vp,=f, V-u,=0,
’)/,/UV:O,

avec p, = AN v, rQu. Evidemment la trace Yo 4, n’est pas nécessai-
rement nulle, mais elle est tangentielle.
Soit u, = V9 la solution du probleme tangentiel

A—MNu, +Vp, =0, V-u,=0,
13 {< )

’YVUTZO, VOUT:wa

avec 1 un champ de vecteurs tangentiel au dessus de 0€). Le fait qu’on
puisse définir v u, dans Wp_l/ P(09) pour un u dans LP(Q) qui vérifie
les trois autres équations de (1.3) est justifié par un argument de dualité
dans [9]. D’apres [9, Proposition 2.2] et le théoréme du graphe fermé,
Vi est continu de Wp_l/p(OQ) dans LP(€2).

Si on choisit ¢ = —vp u,, on vérifie enfin que u = Grf = u, + u,
est la solution du probleme de Stokes

A=ANu+Vp=f, V-u=0,
You = 0.

REMARQUE 1. Les résultats de continuité rappelés ci-dessus sont vrais
pour chaque A € C \ | — 00, 0] fixé. Ils découlent des propriétés des
systemes elliptiques aux limites. L’amélioration principale due a [9]
consiste en des estimations uniformes par rapport a A.

1.2.2. Résolvante et semi-groupe.

Dans toute la suite, V. désigne, pour un ¢ donné dans [0, 7], 'en-
semble _
Ve={Ae€C\R_: |arg\| <c¢e}.

Voici un résultat important dans I'étude du comportement en temps
long des solutions de ’équation de Stokes.
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Théoréme 3. Pour tout p €]1,00[, 'opérateur —A, est m-sectoriel :
étant donné ' €10, [, il existe C tel que

(1.4) [[(A+ A" oll, <CIAHwllp,  pour tous A € Ve, v E X, .

Ce théoreme permet de construire des solutions a ’équation de
Stokes au moyen du semi-groupe engendré par —A.

Corollaire 4 ([15, p. 487-492]). Pour tout p € 1,00, lintégrale de

Dunford
1

Ut) = f/eﬂ (A + A4)~1d
2im Jp

ou I' est un chemin dans C contournant | — 0o, 0] dans le sens positif,

de 0o-e~ a4 0o-e? pour 0 €n/2, x|, définit une application t — U (t)

de V, U{0} dans L(X)), indépendante de 6, vérifiant sur cet ensemble

la régle de composition U(t)U(s) = U(t + s), holomorphe sur V;, et

telle que pour tout ¢’ < w, il existe une constante C' avec

\U@) x|, < Cllzl,p, pour toust € Vo U{0}, z € X,
lim |U(t)z — ||, =0, pour tout x € X .
t—0
tEV,,

Pour tout k € N, Uapplication t — t* AF U(t) est continue bornée de
Ry dans L(X) et OU(t) = —AU(t).

Rappelons que le domaine D(A’) du dual d’un opérateur A non
borné dans X de domaine D(A) dense dans X est 'ensemble des 2’ € X’
tel qu’il existe y' € X' vérifiant pour tout z € D(A) légalité (z/, Ax) =
(', x).

Théoreme 5 ([25]). On a les identifications d’espaces et d’opérateurs
duauz

(1.5) D(A,) =D(Ap), A=Ay

Proposition 6. Soit p et ¢ dans |1,00[ tels que 0 < 1/p—1/q < 1/n.
Alors Uapplication t — (1+ A)~rU(t) PV- est continue bornée de R,
dans L(LP(2); X,).



30 N. DEpAUW

DEMONSTRATION. On sait déja que (14+A4) 7! et U(t) commutent et que
U(t) € Cp(Ry; L(X,)). Montrons que (14 A)"I1PV- € L(LP(2); X,).
Par définition de D(Ay) et injection de Sobolev de W, (Q) dans L (Q)
pour 0 < 1/¢'—1/p" < 1/n, on obtient V(14+4)~" € £L(X,; L (Q)). Or
V(1+A)~!t = VI (1+ A)~! est bien 'opérateur dual de (1+ A)~1PV-.

Pour le semi-groupe engendré par 'opérateur de Stokes, on dispose
d’estimations LP-L9.

Définition 7. On note

Théoréme 8 (Estimations LP-L? [2], [14], [22]).
1) Etant donné 1 < p < q < o0, il existe C tel que

(1.6) |Ut) ]l < C vl t~ P9, pour tout v € X, .
2) Etant donné 1 < p < q <mn, il existe C tel que

(1.7) IVU () v, < C ||v||,t~ /2~ Pd pour tout v € X, .
3) Etant donné 1 < p < q<oo avecn < q, il existe C tel que

(1.8) VU () vlly < Clloll,t= /27 (1), pour tout v € X, .

REMARQUE 9. Dans le cas de R™, (1.7) est valable pour tout p, ¢ dans
J1,00[ avec p < q. [16] en déduit un théoreme d’existence globale en
temps d’une solution a l’équation de Navier-Stokes dans C(L™(R™))
quand la donnée initiale est suffisamment petite dans L.

Pour le domaine extérieur €2, le cas limite n = p est atteint d’apres
[14]. Cela lui permet d’étendre le résultat de [16] & ce cas. [22] montre
que (1.8) est optimale. Notons que pour ¢ grand, I'exposant est

1 7

—5—[ 761]+[7MI]:—%-

Corollaire 10. Soit p et q dans |1,00| tels que p < q, et k dans N.
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1) Sin' < p, alors Uapplication t — tF+1/2+ Pl AR () PV - est
continue bornée de Ry dans L(LP(2); X,).

2) Pour tout T > 0, Uapplication t — tk+1/2+pal AR () PV est
continue bornée de 10, T dans L(LP(§2); X,).

DEMONSTRATION. Considérons d’abord le premier point, cas k = 0.
On procede par dualité comme pour la Proposition 6. L’opérateur dual
de VU(t) = VIU(t) est U(t)PV-. La borne dans L£L(L?(2); X,) vient
de (1.7). Pour k > 0, on écrit AKU(t)PV- = (AFU(¢/2))(U(t/2)PV-),
puis on applique le cas k = 0 & U(t/2)PV- et le Corollaire 4 & A* U(t/2)
Le second point est tres semblable : on utilise (1.8) et la borne sur t.
La continuité vient du Corollaire 4.

1.3. Description des espaces fonctionnels.

Notation 11. On munit Ry de la mesure de Haar dt/t associée a
la structure de groupe multiplicatif. Alors on note LP* D’espace des
fonctions de puissance p-ieme intégrable, avec la norme

= ([ 100P )™

T

pour 1 < p < oo. Pour p = oo, l'extension usuelle de la définition
coincide avec L*° (R ). Si on considére seulement 'intervalle |0, 1] (res-
pectivement [1,00[), on notera respectivement LP*" et || f||,«0 (respec-
tivement LP**° et || f||pxoo)-

Si f est a valeur dans un espace de Banach (X, || - ||), on se place
dans le cadre de la théorie de I'intégrale de Bochner en supposant que
f est fortement mesurable. D’apres le théoreme de Pettis, il suffit que
f soit faiblement mesurable (i.e. pour tout f' € X', s — (f', f(s))
est mesurable) et presque partout & valeur séparable (i.e. il existe un
ensemble S de mesure nulle telle que f(R; \ S) soit séparable).

On rappelle en Annexe A la définition et les propriétés principales
de 'interpollation réelle (Ao, A1)g o entre deux espaces de Banach Ay
et Al-
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1.3.1. Extrapolation.

Définition 12. Notons W, (A) = X, et WZ(A) = D(A,) le domaine
de lopérateur de Stokes défini par (1.2), muni de la norme ||u | W2|| =
(1 + A)ul|,. Comme dans [17], on définit aussi des espaces d’indice
négatif : Wp_z(A) est l'espace complété a partir de X, pour la norme

lu | W2l = [[(L+ A) "l

Puisque le graphe G4, est fermé et que le domaine D(A,) est dense
dans X, cet espace coincide avec la construction plus abstraite par
quotient : (X, x X,)/Ga,, introduite dans [10]. Ceci est expliqué en
détail dans [31]. On y apprend aussi qu’en lien avec la dualité (1.5),
cet espace est le dual de D(A,).

On peut étendre A en un opérateur non borné dans W, 2(A),
fermé de domaine W;}(A) dense. Il hérite des propriétés spectrales de
l'opérateur A dans X,,. On peut aussi étendre a Wp_Z(A) tout opérateur
pris dans £(X,) qui commute avec la résolvante (1 + A)~'. En parti-
culier U(t) admet une telle extension, qui coincide avec le semi-groupe
engendré par 'extension de A. Le domaine du carré de ’extension de
A est W2(A). Pour tout ¢ > 0, Popérateur U (t) est continu de W ?(A)

dans W2(A) (cf. [17]).

1.3.2. Espaces de Besov.

Comme WPQ(A) — Wp_z(A), on peut leur appliquer 'interpolation
réelle.

Définition 13. Pour s = —2(1 — 0) + 26, avec 0 < 6 < 1 et donc
|s| <2, pourp€]l,o0] et qe€[l,00]

B3 (A) = (W, (4), W2 (4))sq

p p

Il est bien connu (voir [20]) que
(1.9) W2 (A) < B (A) = W, *(A).

De plus on peut montrer (voir [10]) que By, (A) < W)(A) — By (A).
Du théoréme de réitération, il vient alors B (A) = (W) (A), W2 (A))s,q
pour s =26 €]0,2].
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[10] donne une expression de la norme dans ces espaces a l’aide des
puissances de la résolvante (A+ A)~". On trouve dans [17] la définition
équivalente suivante, valable pour |s| < 2

By (A) ={ue W, 2(A): [N2INAA+A)2ulp [lgroo < 00}
muni de la norme
(1.10) [ | W, 2l + A2 A A (A + A) 2 ullp | geoo -

Le lien avec les solutions de I’équation d’évolution est plus sensible
quand on exprime ces normes avec le semi-groupe engendré par 1’opé-
rateur.

Lemme 14. Pour |s| < 2, B (A) est I'ensemble des éléments de

Wp_z(A) tels que la quantité

(1.11) lu | By gl = U L) ully + [1t=/2 [t AU (E) ullpllgxo

soit finie. Cette quantité définit alors une norme équivalente.
DEMONSTRATION. Notons provisoirement ||u||x la quantité définie par
(1.11), et X l'ensemble des éléments de W, ?(A) qui vérifient ||ul|x <
00.

Montrons d’abord B ,(A) <= X. Soit u € B, ,(A). On peut écrire
(voir Proposition 48) pour 7 € R,

(1.12) u=u_(7)+ uy(r)
avec, quand on a fixé s_ et s; deux réels tels que
(1.13) s_sy <0, (1-0)s_+0s4 =0,
comme définition d’une norme équivalente
s | Byl = inf (7 lfuz(r) | Wy 2 lgn + 17+ ffu (7) | W2 )

ol la borne inférieure est prise sur toutes les décompositions (1.12).
Or U(1) € L(W,?(A); W) (A)) donc (1.9) implique [|U (1) ull, < C [|u |
By ,|l- On calcule pour ¢ <1

[t AU ully < [t AUE) u-@)lp + [t AU @) us (8)l]p
<[tAQ+AUE) A+ u @,
+HIEAQ+ATIUE) 1+ A) us ()],
< CtH lu— () | W, %+t luge (8) | W
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parce que t AU (t) et t* AU (t) sont bornés sur X,, (et ¢ est borné), de
méme que A (1 + A)~! et U(t). En multipliant par £=°/2, on voit que

[E7=/2 |t AU (2) ullpllgxo
< C ([ Tum @) I W [ llgw + N1+ Nl (8) T Hlgs)
en choisissant s_ = —1 —s/2, s, = 1 — s/2, qui vérifient les conditions
(1.13) d’apres la liaison entre s et 6 et —2 < s < 2. En passant a la
borne inférieure, ceci montre bien que ||ul|x < C'||u | B;gH.
Montrons ensuite X — B, (A). Puisque X C W;2(4), on peut

écrire, dans cet espace, en vertu des propriétés analytiques du semi-
groupe,

u:/27A2U(T)ud7'+(1+2A)U(2)u

dr

2 00
d
:/ T2A2U(T)u—+ca/ T_“(1+2A)U(2)u—T
0 T 2

T

pour n’importe quel réel a positif. Ainsi donc on a défini une fonction
u(7) telle que dans W, 2(A) I'intégrale [~ u()/7 dr converge, et vaut
u. Pour 7 > 2, on majore, grace a l'effet régularisant de U(1),

lu(r) [ Wy 2 < 7= U D) ullp
lu(r) [ Wyl < 7= [|UQL) ull, -

Pour 7 < 2, on calcule

lu(r) | W, = I 4% (L4 4) U ully < C 7|5 AU(F )|

)
p

lu(r) | W2 = I 42 L+ A U () ull, < C77H| 2 AU (S )

parce que 2A(1 + A)~1U(7/2) est borné sur X,, de méme que
72 A2U(7/2) et 73 A3U(7/2) (et 7 est borné). Prenant par exemple
a = 2, on en déduit que

7= Nlu(m) | W52 Hlgs + 175 flu() | Wl llge < € llullx

ou s_ et s; sont encore —1 — s/2 et 1 — s/2, donc respectivement
dans | — 2,0[ et ]0,2[. On a utilisé s; — a (et s— — a) négatif pour la
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convergence des intégrales en 7 — co. Comme les conditions (1.13) sont
vérifiées, ceci montre bien que [[u | B, || < C|Jul|x (voir Proposition
48).

REMARQUE 15. Rappelons la définition des espaces de Besov usuels sur
R"™ au moyen d’une décomposition dyadique spectrale (voir par exemple
[30]). On se donne x € C2°(R™), nulle hors de la boule de rayon 2 et
égale a 1 sur la boule de rayon 1. On pose p(&) = x(271 &) — x(€). Puis
on note p_1 = x et, pour j €N, x;(§) = x(277&) et ¢; (&) = p(277 ),
de sorte que pour tout £k € N

L= 0@ =xu©+D w6, xi) =) wnlé).
j>—1 j>k k=-1

On définit ensuite les opérateurs dyadiques A; et S; par

— —

Aju(€) = ¢ (u),  Sju(§) = x;(§)ul§),

ou u désigne la transformée de Fourier de w.
L’espace de Besov B, (R") est alors I'ensemble des distributions
tempérées u telles que

oo

|Soull, + <Z 9574 HAjqu) Ha < 00.

=0

La comparaison de (1.11) avec cette définition des espaces de Besov
sur R™ révele que U(1) joue le role du filtre basse fréquence Sy, et
que l'échelle 27 (avec j > 0) et le filtre A; associé & cette fréquence
correspondent respectivement a la quantité t=%/2 (avec t < 1) et & I’
opérateur t AU(t).

Vue leur définition, ces normes peuvent jouer un role important
pour traiter de l'existence de solutions locales en temps. Le choix du
temps 1 est arbitraire.

1.3.3. Espaces de Besov “homogenes”.

Nous nous intéresserons au probleme de l'existence globale. 1l
parait alors judicieux d’introduire des normes qui prennent en compte
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les temps ¢ — 00. Soit u dans I'un des espaces W, ?(A). On sait faire
opérer U(t) sur u, et donc exprimer une condition portant sur U (t) u

Définition 16. On note A = Upe]l,oo[W_2(A)7 et 1(2,p) =

P
]—2,min{2,n/p}[. .
Pour s € I(2,p), on note B;, (A) l'ensemble des u € A tels que

lu | B3 |l = 675/2 1t AU @)ullyllgx < o0

REMARQUE 17. Pour les espaces de Besov homogenes définis sur R" a
partir d'une décomposition spectrale dyadique, on utilise alors Aj pour
JjEZ.

Avec cette définition, il n’est pas évident que B; 4(A) soit un espace
vectoriel, car A n’est pas stable par addition.

Proposition 18. B;q(A) muni de || - | B;qH est un espace de Banach
pour s € 1(2,p).

BZiq(A) — B;gq(A) pour s; € I(2,p;), p1 < p2 et 1 —n/p; =

§2 — 7}/272
B3 (A) = By (A) pour s €]-2,0[.

B3 ,(A) = B3 (A) pour s €]0,min {2,n/p}[.

DEMONSTRATION. Nous affirmons tout d’abord que pour s €]—2,0[,

Bs ,(A) est en fait inclus dans W;?(A). En effet, si u € B;q(A),
il ex1ste r tel que u € W,72(A), et on peut donc écrire en vertu des pro-
priétés analytiques du semi-groupe

UZ/ZTAZU(T)UCZT+(1+2A)U(2)u

dT

T

:/02T2A2U(T)udT—T+(1+2A)/OOOTAU( Ju

On estime la norme de chacun des deux termes dans W, ?(A)

H(1+2A)/2007-AU( ‘W H

<H/ rAU(r H
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<[ rrErirav@ul,) T
2 T

< L2007 2l Nl | Byl

2 d
H/ T2A2U(T)’U,—T‘Wp_2H
0 T

g/o |1+ A) P A2U(T) ullp) Ci__T

< [[ermer((3) |z av(G)u]) L

< Ol Tl [l | Byl

ot 'on a utilisé que A (1+ A)~1U(7/2) est borné sur L uniformément,
en 7. Les intégrales convergent précisément parce qu’on a supposé s < 0
et —2 <s.

Ainsi, quand s € |—2,0[, puisque B;q(A) C Wp_2(A), on en déduit
que B;q(A) est un espace vectoriel et que [|u | B;qH est une norme.
L’inclusion correspond a une injection continue. De plus, on vient de
voir que [|[U(2)ull, < Clu | B;qH. Le méme calcul montre que cette
majoration vaut aussi pour U(1)u. On en déduit |ju | B, || < Clu |
B; |l et By (A) = By (A).

Soient s; € I(2,p;), i = 1,2. D’apres les inégalité LP:-LP2 sur le
semi-groupe, pour p; < pa,

22 |E AU(E) ull, = £/ 2HU(%> % A U(%)u .

540(3)

Et comme —s3/2 — [p1,p2] = —(s2 — n/p2 + n/p1)/2, on obtient en
prenant la norme dans L9%*

< C t—82/2—[l71 2]

D1

. . n n
lul Bz gll < Cllwl Byigll, - pour sy == =51 = -

Cela implique Bfﬁq(A) C B;gq(A). Vu que s; —n/p; < 0, on peut

toujours trouver s €]—2,0] et py € [p1,00[ vérifiant s; — n/ps =
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s1 —n/p1. Alors Bt (A) C W, ?(A) ; comme précédemment cela
entraine que B! (A) est un espace vectoriel normé et que les inégalités
correspondent a des injections continues. A ce stade, on vérifie sans

peine que les espaces B;Q(A) pour s € I(2,p) sont complets.
Enfin, soit 0 < s < min{2,n/p} et u € B, (A). Par (1.9) et le
Corollaire 4,
£ AU ) ull, < C 72 |full, € L9
car s > 0. Donc u € B;q(A).

Ajoutons deux résultats qui renforcent le lien avec le semi-groupe.

t=S 2| U (t) ullpllgw définit sur

Lemme 19. Soit s < 0. La quantité
B, (A) une norme équivalente.

DEMONSTRATION. De la majoration |t AU(t)ull, < C|U(t/2)ull,
uniforme par rapport a ¢ on tire directement

lu | B oIl < ClIE=*2 U () ullpllgx -

dl

Inversement, si u € B;q(A), comme 5 < 0 on sait que u € W, ?(A) et
on peut écrire

U(t)u:/tooTAU(T)ud—T.

T

Donc

s ot/ dr
cE oo, < [ (5) R I Av@ ) T

< (Lo 7= 2) % (172 T AU(7) ullp)

ou ici * désigne la convolution sur le groupe (R4, x,dt/t). L’inégalité
de Holder-Young donne alors

6752 [T () wlpllgn < 130,07/ 12 172 |7 AT(T) w0

<Clu| By

puisque s < 0.
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REMARQUE 20. Dans le cas de R®, en prenant A = —A et donc U(t) =
exp (t A), ce lemme correspond a [4, Lemme 3.3.3]. C’est un point
crucial dans la relecture par [4] du résultat de [16].

Lemme 21. Soit s € I(2,p) et q € [1,00]. L’application t — U(t) est
continue bornée de Ry dans C(B;q( )). Si de plus s —n/p+n/r €
1=2,0[ et p <7 alors limy_,oU(t) u = u dans W,*(A) pour tout u €
Bs (A).

DEMONSTRATION. La continuité en 0 dans W,~2(A) vient des injections

25 . — n o on
Byo(4) = Bl y(4) = Bi,(A) > WH(A),  c=s— 4

et de la continuité de U(t) dans cet espace.

La borne et la continuité de U(t) dans C(Bf,q(A)) découlent
des méme propriétés dans L(X,), par commutation de U(t) et
O1=3/2AU(0).

2. Enoncés.

On considere I'équation de Navier-Stokes dans €2 pour la viscosité
e=1

Ou—Au+V-(u®u)+Vp=0,
(2.1)

V-u=0, You = ujpn =0,

avec la donnée initiale u—o = up. On a écrit V - (u ® u) pour
k

En appliquant le projecteur P, on se ramene a
hu+Au+PV-(u®u)=0, Ujp=o = Up , You =0,

dont on cherche les solutions sous la forme

(2.2)  u(t) = U(t)ug — /0 Ut —7) PV - (u® u)(r) dr.
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Considérant le second terme du membre de droite comme un opérateur
(quadratique) appliqué a u, on lit (2.2) comme une équation de point
fixe.

Définition 22. On note Uy = U(t) ug. On note © lopérateur bilinéaire
t
O(u.v)(t2) = [ Ut=1) PV (u®)(r2) dr
0

ot V- (u®v) désigne le champ de vecteurs ", O (uf v?).

Ainsi on cherche a résoudre ’équation de point fixe

(2.2) u=Up—0O(u,u).

Théoréme 23. [l existe n € C(|n,o0[;Ry) vérifiant ceci. Pour tout
ug € X, s'il existe p > n tel que ||ug | B;;jn/pﬂ < n(p), alors il existe
u € Cp(Ry; X,,) solution de I’équation (2.2) avec u(0) = ug.

u est 'unique solution de (2.2) parmi les fonctions v de C (R ; X,,)

vérifiant sup,o t P2 o (b, < 21(p).

Pour le cas de R3, ce résultat est dii & [4, 28] L’intérét de n’imposer
la petitesse que sur la norme dans un espace de Besov se voit bien
dans le lemme suivant, qui est une adaptation au cas de notre domaine
extérieur d’un résultat semblable sur R* de [14].

Lemme 24. Soit n < p. Il existe une suite u* € X,, telle que

1< inf||ufll, et lim |[uf | Bpes 7| =0.
k k—o0

On peut étendre 'ensemble des données initiales de la fagon suiv-
ante :

Théoréme 25. Il existe n € C(]n,o0[;Ry) vérifiant ceci. Pour tout

r€ln,o0] etug € B,n_;o+n/r(A), s’il existe p > r tel que ||ug | B;;jn/pﬂ

< n(p), alors il existe u € Cb(R+;B;§o+n/T(A)) solution de l’équation
(2.2) avec u(t) — ug dans W,72(A) quand t — 0.

uw est lunique solution de (2.2) parmi les fonctions v de
Co(Ry; By s ™" (A)) vérifiant sup,s o tE=/2)/2 ||u(t)||, < 2n(p).
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Comme dans le cas de R3, ces théoremes d’existence, obtenus par
un point fixe dans un espace de Banach plus petit que celui induit
naturellement par la donnée initiale, ne sont pas satisfaisants pour
leur assertion sur 'unicité. On y demande la condition supplémentaire
SUP;so tE7/P/2 |y (t)]], < 2m(p). Ceci est relié au fait qu’on ne sait pas
si l'opérateur bilinéaire © est continu dans Cy(Ry, X,,). D’apres [26],
il ne I'est pas dans L3(R3), tandis qu’il est dans L*>°°(R3), d’apres
[24]. Cette difficulté est contournée dans [7], [8] par l'utilisation de
normes différentes pour les deux arguments de l'opérateur bilinéaire.
Nous avons adapté leur résultat au cas de €2 ouvert extérieur.

Théoréme 26. Soit ug € X,, et Uy = U(t)ug. Soit u' et u* dans
Cy([0,T[; X,,), solutions de I’équation (2.2). Alors u' = u? sur [0,T].
3. Démonstrations des théoremes.

Nous rassemblons d’abord les résultats de continuité sur © utilisés
ensuite. Puis nous prouvons les deux théoremes d’existence. Enfin le
théoreme d’unicité.

3.1. Continuité de 1’opérateur bilinéaire O.

3.1.1. Pour l’existence.

Définition 27. On définit
1 n
bl =l =5(1-2).
de sorte que [p, ] = g] — 7]
On définit a la maniére de [27] Uespace de Banach E, comme

l'ensemble des u continus de Ry dans X, tels que

lullg, = sup [[t# u(t)[l, < oo.
t>0

Pour T, =0 ou 0o, on définit aussi le sous-espace (fermé) Ey,.o(Ty) de
E, par

Epo(Ty) = {u(t,z) € By : tl_ig}* ¢ u(®)ll, =0}



42 N. DEPAUW
\ S5—14n/p y
Enfin on abrége Byoo ' (A) en Bp.
Proposition 28. Etant donnés p, q et r dans |11, 00[ tels que

(3.1) + +

S | =

<

1
< =
r

==
|
S

Uopérateur bilinéaire © est continu de E, x E, dans C(Ry; W, 2(A)),
et

(32)  O(uv) () | W2 < O PO |, o]l -

En particulier, lim;_,0 ©(u,v)(t) = 0 dans W,72(A).

Proposition 29. Etant donnés p, q et r dans |1, 00[ tels que

(3.3) L

1
- <
rp q

1 1 1
—— < -<-+ S—,
nor n

| =

1
p
lopérateur bilinéaire © est continu de E, x E, dans E,.

De plus, pour T, =0 ou oo, siu € Eyo(Ty) ouv € Ego(Ty) alors
O(u,v) € Epo(Ty).

Proposition 30. Etant donnés p, q et r dans |1, 00[ tels que

1
p

1 2
(3.4) <—4 - < —
q n

<=

Uopérateur bilinéaire © est continu de E, x E; dans Cp(Ry;B,.).

Notation 31. On note s le nombre tel que 1/p+1/q = 1/s, et a =
—[pl —lg] = -1+ n/(2s). Pour (u,v) € E, x E,, on note u(t) =
tPlu(t) et o(t) = tldu(t), si bien que © ® v € Cyp(Ry; L*()) avec
sup [[(@ @ 0)(1)|[s < |lullg, lv]=, et (uw@0)(t) =1 (u®0)(?).

On note U(t) = t=°U(t) PV-, ou lexposant b s’adapte & chaque
proposition, et @(t,7) = U(t (1 — 7)) (@ @) (¢ 7).

Enfin on note

fit, ) =tU(t(1—71))PV-(u®uv)(tT)

de sorte que

O u, v)(t) = /0 F(t7) dr
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et
flt,r) = gitaetd o (1- T)b w(t,T).

PREUVE DE LA PROPOSITION 28. D’apres la Proposition 6, pour
s,r dans 1,00 tels que 0 < 1/s —1/r < 1/net b = 0, U(t) €
Cp(Ry; L(L5(2); W,72(A))). Alors w € Cp(Ry x0,1[; W,72(A)), et
comme a > —1, le résultat découle du théoreme de continuité sous
le signe [ appliquée a fol f(t,7)dr.

PREUVE DE LA PROPOSITION 29. D’apres le Corollaire 10, pour s, r

dans |1,00[ tels que 1/r < 1/s < 1/n’ et b = —=1/2 — [s,7], U(t) €

Cpo(Ry; L(L*(82); Xy)). Alors w € Cp(Ry x 10, 1[; X,). Comme [r]+ 1+

a+b=0et a>—1, on obtient le résultat par le théoreme de continuité

sous le signe [ pourvu que b > —1, ce qui s’écrit encore 1/s—1/n < 1/r.
Si limy_,7, w =0 dans X, (respectivement v, X,), alors

lim w(t,7) =0
t—T.

dans X, uniformément en 7 sur tout compact de |0,1[. On en déduit
facilement que lim;_,7, t'1O(u,7) = 0 dans X,..

PREUVE DE LA PROPOSITION 30. On va montrer que, pour b =
—n/(2s) et r, s dans |1,00[ tels que 1/r < 1/s < 1/n’ et 1/r < 3/n,
U(t) € Cp(Ry; L(L5(Q); B,)). Alors @ € Cyp(Ryx10,1[;5,). Comme
1+a+b=0et a> —1, on obtient la proposition par le théoreme
de continuité sous le signe f pourvu que b > —1, ce qui s’écrit encore
1/s < 2/n.

Commengons par la borne. Soit ¢ = 1+ [r] et w € L*(Q2). Par
définition

sup |[U(t) w| By|| = sup 0t~ [|AU(t + 0) PV - w]], .
>0 £,6>0

D’apres le Corollaire 10, [[AU(t + 0) PV - w||, < C (t+60)°=¢||lw||s pour

n' <s<r,car 1+1/2+[s,7] =c—b. Or 0°t=0(t +0)*=¢ < 1 pour

b<0<cet(t0) € Ry xRy. On en déduit la borne des que n/r < 3.
Finissons par la continuité, qui découle de

Ut+h) —U(t) = (U(% +h> - U(%))ﬁ(%)
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et de U(t) € Cy(Ry; £(B,)) vu au Lemme 21.

3.1.2. Pour ’unicité.

Définition 32. On pose O (u,v) = O(v,u). On note L5 (X) les fonc-
tions fortement mesurables bornées de 10,T] dans un espace de Ba-
nach X. On définit I’espace de Banach FpT comme ’ensemble des u
mesurables de 10,T[ dans X, tels que

lullzr = sup ([P u(t)], < oo
0<t<T

On abrége By T/P(A) en B4, et By en B,. Enfin G} = LE(B,).

Proposition 33. Etant donnés p,q et r dans |1, 00[ tels que

1
--<

1
(3.5) <5

<

S

1
n

il existe C tel que pour tout T €]0,1[, les opérateurs bilinéaires © et ©
sont continus de F] x LF(X,y) dans L (BY) avec une norme majorée
par C.

DEMONSTRATION. Posons ¢ = 1+ [g,r]. Par définition de ||O(u,v)(t) |
B{||, on cherche C tel que pour u € i, v e L¥(Xy) et 0 <t < T <1,

|U(1) ©(u,v)(t)||r + sup [[0°AT(0)O(u,v)(t)]-
(36) 0<o<L1
< Cllullpr vl x,) -

Or
[(w@v)(T)lls < 7 lull gz lvllLgex,) »
avec 1/s=1/p+1/q et a = —[p].
Et
U(1l)O(u,v)(t) = /0 Ul+t—7)PV-(u®v)(r)dr.

D’apres le Corollaire 10, U(¥) PV- est borné dans £(L*(Q2); X,) pour
v=1+t—71 €]1,2] et s < r. Comme fJTadT < 2, on obtient la
premiere partie de (3.6).
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Et
6 AU(0) O(u, 0)(t) = /t AU+t —7) PV - (1 v)(r) dr .

D’apres le Corollaire 10, 9= U(9) PV- est borné dans L(L*(2); X,)
avec b= —3/2 —[s,r], pour 9 =0+t —7€]0,2] et s <r. Donc

10°AU(0) O (u, v)(D)l]

(3.7) 6 .
< Cluller lollzgx, | 65O+t —7)°redr.
0

L’intégrale devient

1
I:/O EE+1—1)0r%dr

sionpose  =t& cara+b+c=—-1. Si -1 <a<0<c, alors

1
Ig/ (1—7)"t7r%dr
0

car alors, pour (£,7) € Ry xRy, €6(€+1—7)°(1 —n)tfe < 1. Si
a=0<c¢ alors I <1/c. Or (3.5) implique a € | —1/2,0] et 1/2 < c.
On obtient donc la seconde partie de (3.6).

Corollaire 34. Etant donnés p, q et r dans 10,1] tel que

1 1
(3.8) 0<-——< =<
n

7

S|

1
p

il existe C tel que pour tout T € [0,1], les opérateurs bilinéaires © et ©
sont continus de FpT x G dans GT avec une norme magjorée par C.

DEMONSTRATION. D’une part L™ >°(Q) = (L?(2), L°(£2))s,00 dés que
1

3.9 —=— 4+ —.

(3.9) " + =

Quand on se restreint aux champs a divergence nulle et tangents au

bord, on obtient X, = (X4, X0)s,00 (voir [19]). D’autre part, B, =
(B2, B2)g o0 d’apres le théoreme de réitération. Par ailleurs, pour r < n,
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Br 5t/ (Q) —» L™%°(Q) par injection de Sobolev et interpolation réelle

(voir [30]), et B, — X, N Byt (Q) d’apres [17, Lemma 4.4]. On en
déduit B, — X,, . Enfin, la théorie de I'interpolation (voir par exem-
ple [20]) nous enseigne que, pour tout § €10,1[, LF((Ao, A1)s,00) =
(LT (Ao), LT (A1))6,00- Donc

(L5 (BY), L (B0 = GT <> L (X 0) = (LEF (X), LF (X))o
On fixe maintenant u € FpT ,
v +— O(u,v) et v — O(u,v). On leur applique la Proposition 33 et la
propriété fondamentale de I'interpolation (voir Théoréme 49). Il reste
a choisir o < ¢ vérifiants (3.9) et (3.5), ce qui est possible d’apres (3.8)
en prenant g assez proche de n.

et on considere les opérateurs linéaires

3.2. Existence globale a donnée petite.
3.2.1. Point fixes.

Lemme 35. Soit E un espace de Banach, Uy e E et © : EXE — FE
une application bilinéaire avec ||©(u,v)||g < Cllullg ||v||g. On note
f: E — E Uapplication continue f(u) = Uy — O(u,u).

1) Si ||Upllg < (4C)7L, alors ’équation de point fize f(u) = u
admet une solution dans la boule fermée de rayon

(20)71 -1 -4C[UollE) -

2) L’équation de point fixre f(u) = u admet au plus une solution
dans la boule ouverte de rayon (2C)~L.

La preuve est élémentaire.

Voici maintenant la partie existence globale a donnée petite. Rap-
pelons que up € A s’il existe p € |1, 00[ tel que ug € Wp_z(A). Dans ce
cas, on sait faire opérer U(t) sur ug, et donc exprimer une hypothese
du genre U(t) up € E,. Comme le point fixe fait intervenir U, plutot
que ug, on énonce le résultat en ces termes :

Proposition 36 (Existence). Soit n < p, et ug € A tel que Uy =
U(t)uy € Ep avec

(3.10) |Uollg, < (4C)~*
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ot C est la norme de Uopérateur bilinéaire © : E, x E, — E,,. Alors

il existe une solution u € E, a U’équation (2.2) qui est unique dans la

boule de cet espace de rayon (2C)~*. De plus ||ul|g, < 2||UsllE, -
Pour T, =0 ou oo, si Uy € Epo(Tx) alors u € Epo(Ty).

La preuve est une application immédiate du lemme précédent et
de la continuité de 'opérateur bilinéaire énoncé dans la Proposition 29.
Ajoutons seulement que p > n > 3 implique 2/p < 2/n < 1/n'. Et que

pour z < (4C)7 L (2C)"1(1-V1-4Cx) <2x.

REMARQUE 37. Le Lemme 39 ci-dessous permettra de transférer 1'hy-
pothese de petitesse de ||Up||s, & |luo |By||. Mais il n’est pas comple-
tement vain de garder a l'esprit que, plus que wug, c’est Uy qui est
réellement la donnée du probleme. Sion étudiait par exemple I’équation
de Navier-Stokes avec un terme de force (un f au second membre de
(2.1)), on s’arrangerait pour le faire rentrer dans Up. Il resterait ensuite
a trouver des conditions sur f suffisantes pour que le Uy ainsi déterminé
vérifie les hypotheses du théoreme.

On va maintenant exploiter plus largement la Proposition 29 pour
obtenir des renseignements supplémentaires sur la solution. Il s’agit de
résultats de régularité, qui rappellent ceux de 1’équation de la chaleur.

Proposition 38 (Régularité). Soit n < p, et ug € A tel que Uy =
U(t)ug € Ep. Alors Uy € Eg pour p < s.

Si de plus v € E, est une solution de ’équation (2.2) alors u € E,
pour p < s et u— Uy € Es pour p/2 < s.

Si de plus Uy € E4 pour un q € [n,p[, alors u et Uy sont dans E,
pour q < s, et u— Uy € Es pour q/2 < s.

Pour T, =0 ou 0o, tout ceci est encore valable quand on remplace
les espaces E, par leur variante E,.o(Ty).

DEMONSTRATION. On remarque que n > 3 entraine 2/n < 1/n'.

Tout d’abord, on constate que si Uy € E,, alors Uy € Es pour
1/s €]0,1/p], par 'estimation LP-L* du semi-groupe (1.6).

Ensuite, comme n < p, on vérifie 2/p < 2/n < 1/n/, et donc
u € E, implique d’apres la Proposition 29 que ©(u,u) € E, pour
1/r €| max{0,2/p — 1/n},2/p], donc v = Uy + O(u,u) € E, pour
1/s € |max{0,2/p — 1/n},1/p]. On montre ensuite par récurrence sur
k que pour tout k lassertion : “u € Ej pour tout s vérifiant 1/s €
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max {0, 2% /p— (28 —1)/n},1/p]” est vraie. En effet pour k = 1, on vient
de le voir. Et pour passer de k a k+ 1, on écrit encore u = Uy + O(u, u)
et on applique a nouveau la Proposition 29. Voir sur la Figure 1 la
fleche issue de 1/p;. Chaque segment vertical de la fleche représente
I'intervalle des valeurs de 1/s qu’on ajoute a chaque itération. Le fait
que u — Uy € Es pour 1/s € [1/p,2/p] découle de lassertion déja
démontrée “O(u,u) € E, pour 1/r € |max{0,2/p — 1/n},2/p]”. Les
autres valeurs de s s’obtiennent en considérant u et Uy séparément.

N
NI=

Figure 1. Propriétés supplémentaires.

On utilise le méme argument pour les valeurs de s plus petites que
p, avec I'hypothese que Uy € B, et n < g < p. Si Uy € E; alors, par
I'estimation L?-L* du semi-groupe (1.6), Uy € E, pour 1/s €]0,1/q].
On a déja dit que u € E, et 1/p < 1/n impliquent ©(u, u) € E, pour
1/r €] max{0,2/p — 1/n},2/p]. Donc u = Uy + O(u,u) € E,; pour
1/s € [1/p,min{2/p,1/q}]. On montre ensuite par récurrence sur k
que, pour tout k vérifiant la condition 2% /p < 2/q, I'assertion : “u € E,
pour tout s vérifiant 1/s € [1/p, min {2F /p, 1/q}]” est vraie. Pour k = 1,
la condition est vérifiée puisque q < p, et 'assertion est vraie comme on
vient de le voir. Pour passer de k£ a k41, on note que I’assertion au rang
k implique u € E, pour 1/p < 1/s < min {2%/p,1/q}. La condition au
rang k + 1 implique alors 1/s < 2F/p puis 2/s < 2/q < 1/n/, car
n < ¢. On peut donc appliquer a nouveau la Proposition 29. Quand
la récurrence s’arréte, on obtient £ = K tel que I'assertion soit vraie
au rang K et 2% /p > 1/q, donc u € E, pour 1/s € [1/p,1/q]. Comme
2/q < 1/n/, on applique une derniére fois la Proposition 29 qui donne
O(u,u) € Eg pour 1/s € [1/p,2/q]. Voir sur la Figure 1 la fleche issue

de ]_/p2
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3.2.2. Preuve des théorémes d’existence.

Lemme 39. Soit ug € X,,. Alors
1) U(t)ug € Ey pour n < p, avec ||U(t) uol|g, < Cllugl|n-
2) ug € B, pour n < p avec ||lug | Byl < C ||uo]n.

3) %in(l)t[p] U () woll, = 0 pour n < p, autrement dit U(t) uy €
—
E,.0(0).

DEMONSTRATION. La premiere assertion découle des inégalités L™-LP.
La seconde assertion est une conséquence des inégalités L"-L, de
Pestimation uniforme de t AU(t) sur X,, et de la définition de B; ,(A)
par (1.14).
La derniere assertion s’obtient par un raisonnement classique : si

up € W2(A), alors ||(U(g) — Id) uol|n < €||Augl|n. Donc

tPH|(U(t +e) = U ) uoll, < (WU (1) (U(e) —1d) uoll,
< Cl(U(e) = 1d) uolln < Ce || Auglln

donc ! ||(U(t +¢) — U(t)) uol|[, — 0 quand ¢ — 0, uniformément
par rapport a t. D’autre part,

t [p]
U +€)uolly < (75=) lull -

Pour tout £ > 0 cela tend vers 0 quand ¢ — 0, car [p] > 0 pour p > n.
En additionnant, lim;_,o ¢ |U(¢) uol|, = 0 pour tout ug € W,2(A). Or
tlP1U(t) est borné dans £(X,,, X,), et W2(A) est dense dans X,,. Donc
la convergence a lieu pour tout ug € X,,.

DEMONSTRATION DU THEOREME 23. Soit ug € X,,. D’apres le Lemme
39, Uy € E4 pour ¢ > n et Uy € Eq,0(0) pour ¢ > n. De plus on dispose
de p > n tel que

Juo | Byll = sup #91 [T, = o], < m(p) = (4Gy) ™"

ou I’équivalence des normes vient du Lemme 19 et ou C), est la constante
de continuité de © : E, x E, — FE, fournie par la Proposition 29.
D’apres la Proposition 36, il existe une solution u € E,.,(0) de (2.2),
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et ||ul|lg, < 2||Uol|g,. C’est 'unique solution dans la boule de E, de
rayon 217)(p).

La Proposition 38 assure que u € E, pour ¢ > n et u € E,(0)
pour ¢ > n. On en déduit que O(u,u) € E,,o. Comme par ailleurs
on sait que limy_,o Uy = up dans X,,, on a bien u € Cyp(Ry, X,,) et
u(0) = uo.

DEMONSTRATION DU THEOREME 25. Soit up € B, et 7 > n. Par la
Proposition 38 et le Lemme 19, Uy = U(t) uyp € E4 pour ¢ > r. De plus
on dispose comme ci-dessus de p > r tel que

luo | Byl| =~ j;llgt[”] 1Wollp = 1Vl &, < n(p) = (4Cp) 7"

Donc il existe une solution v € E, de I’équation (2.2), unique dans la
boule de E, de rayon 27(p), et ||u||lg, < 2||Usl|E,-
La Proposition 38 assure que v € E,; pour ¢ > r. D’apres les

propositions 30 et 28, O(u,u) € Cyp(Ry;B,) et O(u,u)(t) — 0 dans
W 2(A) quand t — 0. Or Uy € Cyp(Ry;B,) et Uy — ug dans
W, 2(A) quand t — 0, d’apres le Lemme 21. Donc u aussi.

T

3.2.3. Quand t — oo.

Ayant des solutions globales, on s’intéresse a leur comportement
quand ¢ tend vers 'infini. Nous avons introduit les espaces E,.o(c0)
dans ce but. Comme [28] dans le cas de R®, nous montrons que deux
solutions ont le méme comportement a l'infini s’il en va de méme de
leurs parties linéaires.

1

Théoréeme 40. Soit n < p, et u', u? deuzr solutions dans E, de

I’équation de point fize

u' = Uy — O(ut,u'), uw? = UG — O(u?,u?).
Etant donné n < q, on suppose que lutl|e, + [[u?||g, < C~' o C est
la constante de continuité de © de E, x E, ot E4; x E, dans E,. Si

UE — U} € Eyo(00) alors u? — ul € Ego(c0).

DEMONSTRATION.  Notons w = u? — ul et Wy = UZ — U}. Alors
w = Wy — O(w,u?) — O(ul,w). Cette équation de point fixe w = g(w)
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a un sens dans E,; des que Wy € E; et © est continu de E, x E,
et By x E, dans E,. Elle admet une solution unique puisque g est
affine et contractante de rapport k& = C (||lut||g, + [[v?||g,) < 1. w
est nécessairement la limite dans F, de la suite définie par wy = Wy,
w;i+1 = g(w;). On montre alors par récurrence que w; € Ego(00) des
que Wy € Eg0(c0), grace a la Proposition 29. Il s’ensuit que w €
Eg;0(c0).

3.3. Unicité des solutions locales C'(X,,).

Lemme 41. Soit ug € X, et Uy = U(t)ug. Soit ul et u?® dans
C([0,T[; X,,), solutions de l’équation (2.2). Alors il existe € > 0 tel
que ul = u? sur [0,6] N[0, T7].

2

DEMONSTRATION., La différence w = u? — u! des deux solutions de

(2.2) vérifie, au moins formellement,
w = 0O(u',u') — O(u?,u?)
= —O(w,u* — Uy) — O(u? — Uy, w) — O(w, Up) — O(Uy, w).
Par le Corollaire 34, on sait que © est bilinéaire continu de Gy x Fy
et Iy x Gy dans G7, pour r et p vérifiant (3.8), avec une norme

indépendante de € < 1. Fixons p et r tels que 0 < 1/r —1/n < 1/p <
1/n. On a alors

lwllg; < Cllwlle: 21Uollrs + [lu* = Uollr; + [lu® — Uollrz) -

Le premier terme dans la parenthese tend vers 0 quand e — 0, d’apres
le Lemme 39. Les deux autres termes tendent aussi vers 0 car u’ et U
sont continues a valeurs dans X,, et égales en 0. Pour € assez petit,
|w||a: < ||w||lg: et donc w = 0 sur [0,¢].

DEMONSTRATION DU THEOREME 26. Soit J = {t € [0,T[: u! =
u? sur [0,¢]}. Par continuité des fonctions u!, J est fermé. Pour tout
T' € [0,T], u* : t —> u*(T" + t) appartient a C([0,7 — T'[; X,,), et
résout 1’équation (2.2) pour la donnée initiale @} = u*(1”). Le lemme
appliqué & u’ assure que J est ouvert. Or 0 € J car u'(0) = ug = u?(0),
donc J =[0,T7.
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4. L’exemple.

Il s’agit de démontrer le Lemme 24 en exhibant un exemple de
suite u¥. Comme dans [4], nous allons montrer deux points. D’une
part que le produit de ug par une suite w® trés oscillante tend vers 0
dans un espace de Besov homogene d’indice négatif. D’autre part qu’en
choisissant convenablement w*, le produit ne tend pas vers 0 en norme
LP. Plus précisément, voici les énoncés qui tiennent compte du fait que
le produit uo w® n’est pas en général dans X, :

Proposition 42. Soit ug € L™(Q) et {w* : k € N} C L*(2) une
suite bornée qui tend faiblement vers 0. Alors pour n < p

lim sup t%! ||U(t) P(uow®)||, = 0.
k—0o0 ¢>0

Proposition 43. Soit ug € L™(Q) et w*(x) = ¢(z) exp (i k& - x), ot
¢ € C®(Q) est nulle au voisinage de OS2 et vaut 1 au voisinage de oo
et £ € R™ avec €] = 1. Si||¢puo|l, > 0 alors on peut choisir § de sorte
que

.. k

hine%anP(uow Mp > 0.

4.1. Convergence dans un espace de Besov d’indice négatif.
La preuve de la Proposition 42 consiste a se ramener au

Lemme 44. Soit uy € C°() et {w*} comme dans Uénoncé de la
proposition. Soit K un compact de C\ | — 00,0]. Pour tout p € K,

Tim [[(5+ 4)7F Pl 0¥, = 0.

PREUVE QUE LE LEMME 44 IMPLIQUE LA PROPOSITION 42. Fixons
e > 0. On peut toujours écrire ug = uy + uy avec u; € C3°(Q) et
|luzl|n < e, et donc, d’apres (1.6),

sup sup tP! | U(t) P(uy w®)|, < Csup ||P(uz w®)||, < Ce.
keN t>0 keN

Pour uy, on dit d’abord qu’il existe T tel que

sup sup P |U(t) P(uyw®)|, < Ce.
RENtg [T, T]



SOLUTIONS DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES INCOMPRESSIBLES 53

En effet, pour ¢t < 7!, on invoque que u; appartient & L?(2), donc la
suite des P(u; w¥) est bornée dans X,,. Comme le semi-groupe U (t) est
borné sur cet espace, il ne reste plus qu’a majorer t’!. Or pour p > n,
on sait que [p] > 0. Pour ¢t > T, on tient le méme raisonnement en
partant de u; € L9(£2), en choisissant ¢ < n. Notons simplement que

[p] = lg,p] = [g] < 0.
Sur Pintervalle compact [T, T¢] les fonctions

t — tPU(t) P(uy w®)||,

sont uniformément équicontinues. En effet on sait qu’il existe des con-
stantes telles que

U(t)u=—-AU(t)u et sup [[tAU(t) ullp, < Clulp ,
>0

pour tout u € X,
sup [t PAT () ull, < Clulln
>0

k

pour tout u € X,,. En appliquant ceci a u = u; w”, on obtient

sup 19t U (8) Puz w®))llp < 7 [Jualln
€

pour tout ¢ € [T.!,T.]. La norme ||-||, est une application lipschitzi-
enne. On en déduit ’équicontinuité uniforme des fonctions

tPH|U () P(urw®)p -

D’apres 'une des versions du théoreme d’Ascoli, une suite équicontinue
de fonctions qui converge simplement converge uniformément sur tout
compact. Il nous suffit donc de vérifier que pour tout ¢t € [T, T.],

lim [|U(t) P(uyw®)|l, =0.
k— o0

On fixe donc maintenant ¢ dans cet intervalle.

Il est plus facile de controler I'influence du bord 052 sur la résolvan-
te. On écrit donc le semi-groupe a l'aide de I'intégrale de Dunford sur le
contour I' = I'y, qui est le bord dans C\ | — oo, 0] de l'ouvert contenant
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les A tels que m — 6 < Jarg(A)| < mou |[A| < @ (ol on a fixé un 0 tel que
T/2<m—0<m)

1
Ut)u = f/eﬂ (A + A)~ud
29w T
(4.1) ,
= — [t A+ A) " ud).
29w T

La seconde égalité vient du changement de variable tA —— A. On
peut conserver le méme contour I' d’intégration grace au théoreme de
Cauchy. On sait grace l'estimation (1.4) sur la résolvante que

sup IO+ A) 7 Pluy w®)lp < C AT [l -

Il existe donc R, tel qu’en notant B, la boule fermée dans C de rayon
R., on ait

supHL,/ AT+ A) T Py wk)d)\H <Ce.
ken 120 Jr\B, P

Appelons K le compact de C\ | — oo, 0] que décrit =\ quand ¢ varie
dans [T, T.] et A varie dans 'NB.. Grace au théoréme de convergence
dominée appliquée a l'intégrale sur I'N B, il nous suffit donc de montrer
que pour tout p € K,

Jim (e + 4) 7 P(paw®), = 0.
— 00

Nous décomposons la démonstration du Lemme 44 en trois étapes qui
s’enchainent naturellement.

Lemme 45 (Premitre étape). Soit u; € C§°(Q) et {wk} une suite
bornée dans L () qui tend vers 0 pour la topologie *-faible. Alors
f¥ = P(uy w®) est bornée dans X, tend faiblement vers 0, et est uni-
formément p-intégrable a 'infini : pour tout € il existe Re tel que pour
tout k € N

(4.2) 15 ponB. <€

ot B, est la boule fermée de rayon R..
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DEMONSTRATION. La borne dans X, et la convergence faible viennent
de la continuité (forte et donc aussi faible) de P.

Soit K’ un compact de € contenant le support de u;. Pour tout u
dans LP(K') étendu a Q par 0 hors de K', on sait que (1 — P)u = Vp
ou p est 'unique solution du probleme de Laplace-Neumann

(4.3) Ap=V -u, yip =0, Vp e LP(Q).

En effet, d’apres la décomposition de Helmholtz (1.1), il existe un p
dans L? (), unique & une constante pres, tel que (1 — P)u = Vp.
Ceci implique que p vérifie Ap = V - u et y1p = 0, puisque le support
de u ne rencontre pas 0€2. L’unicité de p sous la condition Vp € LP(2)
vient de [25, Lemma 1.4]. Soit B une boule de rayon R si grand que
(K'"U0Q) C (1/2) B. 1l est clair que p et donc Vp sont harmoniques
sur Q \ B. D’apres le Théoreme 50 de représentation des fonctions

harmoniques, on peut développer p en série de Laurent
oo oo

p(x) =Y el* ¥ Hj(w) + Y Hj(x)
j=0 J=0

ouH;et H J' sont des polyndomes harmoniques homogenes de degré j. La
premiére série converge uniformément sur €2\ B, tandis que la seconde
converge uniformément sur les couronnes B,. \ B pour tout r > R, avec
B, la boule de rayon r. La série est dérivable terme a terme

Vp(z) =

I

I
o

V(a7 Hy(x)) + Z VHj(z) .

Le terme VH|) est nul, et comme on sait que Vp € LP(£2), nécéssaire-
ment Hj(x) = 0 pour j > 0. Dans la premiere série, le terme d’indice j
est en O(|x|1™"77), et le terme d’indice 0 est exactement ¢, Hy |z|"z.
Par ailleurs le théoreme de Stokes implique, pour tout r > R,

/ ’Ylp:/ V'U—/ ’YlP:/ Twu=0.
8B, QNB, aQ 8QUOB,

Si on remplace p par la série dans l'intégrale, quand on fait tendre r
vers 'infini, on voit que nécessairement Hy(z) = 0. On obtient Vp(x) =
O(Jz|~™) quand x — oco. Notons H 'espace des champs harmoniques
sur Q2 \ B, continus sur Q\ B et telles que

[ulle = supfz]" ju(z)] < oco.
z€Q\B
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Il est immédiat que H muni de |lul|3 est un espace de Banach. On
considére l'opérateur linéaire Q de LP(K') dans H qui associe & u la
restriction & Q \ B de v — Pu = Vp. Nous affirmons que @ est un
opérateur fermé. En effet soit u¥ — u dans LP(K') et QuFf — v
dans H. Ceci implique en particulier que Q u* — v dans LP(Q2\ B).
Par ailleurs, la continuité de 1— P sur LP(£2) implique que Q u* — Qu
dans LP(Q2\ B). Donc v = Q u. Par le théoréme du graphe fermé, on a
donc une constante C' telle que pour tout u € LP(K'),

1Qullx < Cllul

p,K' -
Revenons & f* = P(u; w®) = u; w* — (1 — P) (u; w*). On voit que

sup [z |f*(2)] < C lluallp.x -
z€Q\B

Cela implique bien que f* est uniformément p-intégrable & I'infini.

Avant d’énoncer le deuxieme point, rappelons que E A a été défini
a la Section 1.2.1 pour A € C\ | — 00, 0], comme 'opérateur de con-
volution par le potentiel volume €, transformée de Fourier inverse de

(A+ €3~

Lemme 46 (Deuxiéme étape). Soit A € K et f* une suite bornée
dans X,, qui tend faiblement vers 0 et est uniformément p-intégrable
a Uinfini (i.e. vérifie (4.2)). On note fk Uextension de f* par 0 hors
de Q, et ©* = Exf*. Alors @* est bornée dans W, (R™), d divergence
nulle, et tend vers 0 dans LP(R™).

DEMONSTRATION. Il est immédiat que fk = eqf* est bornée dans
LP(R"), et on a déja vu que V - f¥ = 0. Par le théoréme Mihlin, on
en déduit que u* est bornée dans W} (R™) et a divergence nulle. Soit
Xp = X(z/R) avec x une fonction réguliere égale & 1 sur la boule de
rayon 1 et nulle hors de la boule de rayon 2. Quel que soit R > 0, la suite

Xon u” est donc compacte dans LP(R™), d’aprés I'injection de Sobolev.

Soit ¢ dans CS°(R™). E) étant continu sur LP(R™), la convergence
faible supposée de f* implique que u* converge faiblement vers 0 dans
LP(R"), de méme que x,, u¥. Par compacité, Xon u* tend fortement
vers 0.

Si |z| > 2 R, alors

(e ox PR () = (X @ # (L= X ) FO) (@)
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Donc, d’apres (4.2), pour tout ¢ il existe R, tel que pour tout R > R,
et tout k£ € N,

10 = o) (% PRl < CIIL = xg,5) F¥lly < e

D’un autre coté, comme § = 9g(A + [£]?) 7 est L' (R™) pour |a| =
n + 2, il existe C' tel que

(1= xr)ex(@)| <CR)"Ha)™ 1, [[L-xr)exlh < C(R)T,
et donc, quitte a augmenter R., pour tout R > R, et tout k € N,

11 = xXop) (L= xg) e fE)lp <C(R)THIf My < e
Finalement on a montré que

lim sup [[(1 — x,) @l = 0.

R—o0 kEN X2R

ce qui implique que @* tend vers 0 en norme L?.

Avant d’énoncer la troisieme étape, rappelons la décomposition de
la résolvante vue & la Section 1.2.1. Soit f € X,,. On note f =eqf et

u = EA}’V Alors on peut écrire
()\ + A)_lf = Uy + U, = (1 — V){Yo)PI‘Qﬂ,
u, = Prou= P,rqgu=(1—VNn~,)rqu,
ur = —Vxyouy , Yoy = YoreU — (YoVN) T,

ou V) est Popérateur solution du probleme de Stokes tangentiel (1.3).

Lemme 47 (Troisieme étape). Soit u* une suite bornée dans W (R"),

a divergence nulle, et qui tend vers 0 dans LP(R™). Alors u* = (1 —
Vayo) Proa® tend vers 0 dans LP ().

DEMONSTRATION. Il est clair que I’hypothese implique ro @* tend vers
0 dans LP. Comme P est continu sur LP(2), la conclusion s’étend a
uk = Prqa”. La borne sur Va* dans LP(R"™) et I'inégalité de trace

~ ~nl—1 ~nl
o xe .00 < C @l 2P IV,
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montrent que vy ro U~ tend vers 0 dans LP(92). D’apres [9, Lemma 2.3],
7V N est un opérateur continu sur cet espace, donc ¥ = —yyuk =
(1—70 VN m,)vorq u* tend encore vers 0 dans cet espace. Finalement
la continuité de Vy de LP(09Q) dans LP(Q) implique que u¥ = Vy ¥
tend vers 0.

Résumons la preuve du Lemme 44. On écrit (A + A) 71 P(uy wk) =
uk avec

uF = (1 —Vyy) Prou®,
ak:E‘)\fkv fk:eﬁfkv
f* = P(uywh),

et on applique successivement les lemmes 45, 46 et 47.

4.2. Non convergence vers (0 dans un espace de Lebesgue.

Nous donnons maintenant la preuve de la Proposition 43.

Rappelons tout d’abord un résultat de [4]. On se place sur R™.
On note P I’opérateur de projection sur les champs a divergence nulle.
C’est le multiplicateur de Fourier associé a la fonction

Pe) = (1-5).

réguliere hors de 0 et homogeéne de degré 0. Soit u € LP(R™) pour
1 <p<oo,et wh =ek*® avec |¢] = 1. Alors

Jim |P(@a*) — " P(€)all, =0.

Revenons a la situation de la Proposition 43, ug w® = ug ¢ exp (i k& -x).
On peut considérer © = ug ¢ comme un fonction dans L™ (R™). P(¢)u
vaut alors ¢ P(&) ug. On obtient

lim ||P(upw®) — w® P(€) ugll, = 0.
k—o0

Comme | exp (i€ - 2)| = 1, on sait que [[w*B(€) uolly = |6 PE) uoll,
qui ne dépend pas de k et qu'on peut supposer étre non nul en choisis-
sant bien §, puisque par hypothese |[¢uo||, > 0. On en déduit, d’apres
(4.5), que ||rq P(upw®)]||, ne tend pas vers 0.
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Soit Vo un voisinage de d§2, compact dans R et qui ne rencontre
pas le support de ¢. Il est clair que la restriction de ¢ P(§) ug & Vag
est nulle, ce qui implique |¢ P(€) uol|p,vee = 0. D’apres (4.5), on en
déduit que ||lrg P(ug w*)||p.veqnae tend vers 0. Ceci va nous permettre
de passer de rg P(ugw®) & P(ugw").

En effet pour un champ f € LP(Q2) a divergence nulle, on a déja vu
que Pf =P,f = (1 —=VN~,)f. Et on a déja vu que =, est continu de
I'ensemble des champs a divergence nulle de LP(£2) dans Wp_l/ P(oQ). Il
est clair que y,u ne dépend que de la restriction de u a un voisinage de
012, donc en fait v, est continu de 'ensemble des champs a divergence
nulle de LP (Voo N Q) dans Wp_l/p(aﬁ). Donc 7, rg P(ug w*) tend vers
0 dans Wp_l/ P(0Q). Comme en fait il s’agit de la trace normale sur
0€) d’une fonction a divergence nulle sur R" tout entier, le théoreme de
Stokes implique que son intégrale sur 0€) est nulle.

Ensuite VIV est continu de ’ensemble de fonctions Wp_l/ P(69)
d’intégrale égale & 0 dans LP(R). Cela montre que VN7, rq P(ug w®)
tend vers 0 dans LP(2). Enfin,

lim inf ||rq P(up w®)||, > 0
k—o0

et
lim [|[VNv, rq P(ugw®)||, =0
k—o00

impliquent que P(ugw*) = (1 — VN7,) o P(uo w*) ne tend pas vers 0
dans X,,.

A. Interpolation réelle.
Rappelons deux caractérisations des espaces d’interpolation réelle.

Proposition 48. Soit (A;,|| - |li), i = 0, 1, deux espaces de Banach
qui s’injecte continiament chacun dans un espace vectoriel topologique
séparé A. Soit q € [1,00] et 0 €]0,1[. Les deux définitions suivantes
définissent le méme espace de Banach avec des normes équivalentes.

1) Soit & deux nombres réels tels que £g &1 < 0 et (1—0)E{+60& =
0. On considére l’ensemble des éléments u € Ay + A1 qui s’écrivent

(A1) "= /Ooo u(t) &

t
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ot lintégrale converge dans A et ot u(t) est une fonction de Ry dans
Ap N Ay vérifiant

(A.2) £ [u()llollgx + [1E [[u() 1]l gx < oo

La norme de u est la borne inférieure de ’ensemble des quantités (A.2)
pour toutes les fonctions u(t) réalisant (A.1).

2) Soient & deux nombres réels tels que {o &1 < 0 et (1 —0) & +
0& = 0. On considére l’ensemble des éléments u € Ay + Ay qui
s’écrivent

(A.3) u = ug(t) + uy(t), pour tout t >0,
ot u;(t) est une fonction de Ry dans A; et

£ fluo(®)llollgw + 1£5* [lur (8)[[1]lgx < o0

La norme de u est la borne inférieure de ’ensemble des quantités (A.4)
pour tous les couples de fonctions (ug(t),uq(t)) réalisant (A.3).

On note (Ap, A1) 4 cet espace.

Pour la démonstration de cette proposition, d’autres définitions
de ces espaces et ’étude de leurs propriétés, nous renvoyons aux ou-
vrages tels que [1] ou [29], trés complets avec de nombreuses références
historiques.

L’intéret principal de l'interpolation pour les équations aux déri-
vées partielles réside dans la propriété suivante :

Théoreme 49. Soit (A, || - |li), ¢ = 0, 1, deuz espaces de Banach
qut s’injectent continiment chacun dans un espace vectoriel topologique
séparé A. De méme (B, || - ;) et B.

Soit T un opérateur linéaire de Ag+ A1 dans By + By, continu de
Ag dans By et de A, dans Bj.

Alors, pour tout 0 €]0,1] et q € [1,00], T est continu de (Ao, A1)g 4
dans (B, B1)g,q €t

—0 6
TN 2 (A0, 41)0,0:(BoB1Yo.0) < N T 00 1T ZA158,) -
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B. Eléments de théorie du potentiel.

Soit  C R™ un ouvert a bord 012 lisse. Rappelons que v est
Iopérateur de trace au bord relatif & Q : si u est continu sur Q, you(x)
est la limite de u(y) quand y € Q tend vers x € 9€2. On oriente le bord
0 a l'aide du vecteur normal unitaire v rentrant. Les opérateurs de
trace au bord -, et y; sont définis en conséquence, avec en particulier
v1 =v -7V =7, V. Les formules de Stokes et Green s’écrivent donc

(B.1) /Q—V-u,:/'y,,u,

(B.2) / (u(~Av) — (~Au)v) = / (Yowmo — w0 ).

oN

On note ' 'ouvert tel que R* = QUIQUQ. On note (|, opérateur de
trace de Q' sur 9 = 9Q. 1l s’agit de la limite de u(y) quand y, dans
V', tend vers x € 0€). De méme, on définit v, = v -] et v; = 7, V.
Notons que ces deux opérateurs sont les opposés des opérateurs v, et
~1 relatifs a Q.

On note E(z) = ¢, |z|>~™ la solution fondamentale de I’équation
de Laplace en dimension n > 3 : —AFE = ¢, avec ¢ la masse de Dirac en
0. On note G, la fonction de Green associée qui a y fait correspondre
Ga(y) = E(z —y).

Dans la suite de cette section, on convient que VG, désigne le
gradient de la fonction de Green par rapport a sa deuxieme variable.
De méme pour la trace voG, : c’est la seconde variable qu’on astreint
a rester sur 0€2. Pour noter qu'une dérivée ou une trace se rapporte
a la premiere variable, on ajoutera un indice : V (;)Gy, Yo (x) G,. En
particulier —A,)G, = —AG, = J; ol 0, est la masse de Dirac au
point z, et

(B.3) mGa(y) = —v(y) - VE(x—y) =v(y) - VE(y — ) = 71(y) Gy () .

B.1. Potentiels simple couche et double couche.

Soit v une fonction C'*° au voisinage d’un ouvert borné 2. On
suppose de plus que u est harmonique, c’est-a-dire qu’elle vérifie Au =
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0. Alors en remplacant v par G, dans la formule de Green (B.2), on
obtient

(B.4) u(x) = /8 (U Ge =1 Ga).

Inversement, donnons-nous un ouvert régulier €2 et une fonction ¢ dans
C2°(0€2). On définit les potentiels simple couche Vdgl) et double couche

Vlén) par

Vl/SI) = ¢70 Gw ) Vw(H) = / ¢’Yl Gw .
[5]9) oQ

La théorie classique du potentiel dit que les restrictions a € (respective-
ment ) de ces deux potentiels sont des fonctions C'*° jusqu’au bord
de chacun de ces ouverts.

Le potentiel simple couche est continu a travers la surface, mais
pas sa dérivée normale au bord. Elle est donnée par la formule

1
" Vf)(:r) =3 P() + /mwﬁ(m) Gq
(B.6)

1 1
M Vyf (2) = t3 P(x) +/ VY1(z) G -
o0
L’intégrale au second membre est une intégrale impropre. On sait que

T —y
|z — 9|

v(w)Gm(y) =Cn (2 - n) |.27 - y|1—n

est homogene de degré 1 — n en x — y a x fixé. Mais si x et y sont
astreints a rester sur 0f2, quand y tend vers z, (z — y)/|x — y| tend
vers le plan tangent & z, orthogonal & v(z). Et donc v1(,)Gx(y) est en
O(|z —y|*>=™). Comme 052 est de dimension n — 1, 'intégrale impropre
est convergente.

Le potentiel double couche n’est pas continu au travers de la surface
0f). Ses traces intérieure et extérieure sont données par

1
WV @) = +5 9@+ [ $nG.,
o0

(B.7)

1
W%V (@) =5 9@+ [ $mGs.
o0
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Méme remarque sur l'intégrale singuliere au second membre.
Pour le cas de la dimension d’espace n = 3, on trouvera ces formules
et d’autres encore dans [23].

B.2. Décomposition en série de Laurent.

Voici ’équivalent pour les fonctions harmoniques dans R de la
décomposition en série de Laurent pour les fonctions holomorphes dans

C.

Théoréme 50. Soit v € D'(C) une distribution sur la couronne C
définie par {x € R* : r < |z| < R}. Si Au = 0 (on dit que u est
harmonique) alors on peut représenter u par un unique développement
en séries de Laurent

(B.8) u(z) =Y Hj(x)+ Y |a| 77" Hy(x)

JeEN JeEN

ot HJ’ et H; sont des polynomes harmoniques homogenes de degré
j. La premiére (respectivement la seconde) série converge, ainsi que
toutes ses dérivées, uniformément sur les boules de rayon inférieur a R
(respectivement hors des boules de rayon supérieur a ).

INDICATIONS POUR LA PREUVE. Comme Au = 0, le théoreme de
régularité elliptique implique qu’en réalité u est C°°(C). Donnons nous
une autre couronne C; = {x € R" : r < |z| < Ri} avecr <1 < Ry <
R. wu est alors C*° au voisinage de C;. D’apres (B.4), pour tout = € Cy,

u@) = [ oumn Ga = 1ur0Gy) =, (@) + u, (0
oCy

ou u,, est la fonction donnée par l'intégrale quand on restreint le do-
maine d’intégration a la composante |y| = r1 de 0Cq, et de méme avec
R;. Puisque you(y) et y1u(y) sont C*, ug, et u,, le sont sur C.

La représentation intégrale de ug, permet d’étendre cette fonc-
tion en une fonction harmonique sur la boule Bg,, C*° sur la boule
fermée. En décomposant la restriction de ug, a la sphere Sg, = 0Bg,
en harmoniques sphériques, on obtient

um ()= D¢ () el =R,

JeEN
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ou QS; est une harmonique sphérique d’ordre j et ou la série converge
uniformément. Alors la fonction

xH%(%)j%(%) =S Hi(z), |el <R,

JeEN

est continue sur la boule fermée, harmonique & Uintérieur (car |z|7 ¢ (x)
est un polynéme harmonique) et prend les mémes valeurs au bord que
ug,. C'est donc elle. On a ainsi obtenu un développement de ug,, qui
donne la premiere série de (B.8).

On tient un raisonnement similaire pour w,, sur le complémentaire
de la boule de rayon r; : la formulation intégrale assure que la fonction
tend vers 0 a l'infini, qu’elle est harmonique sur |z| > r; et C° sur

|| > r1. On décompose sa restriction a || = r; en harmoniques
sphériques.
T
ur1($)zz¢j(R_)a |$|:R17
jEN !

ou ¢; est une harmonique sphérique d’ordre j et ou la série converge
uniformément. Alors la fonction

v Y ()T () = Sl @), el < R
jen 1 1 jen

est continue sur |z| > 7y, harmonique sur |z| > 7 (car Hj(z) =
|27 ¢;(z) est un polyndme harmonique homogene de degré j et donc
|z| 72927 H;(x) est encore harmonique) et prend les mémes valeurs au
bord que ug,. C’est donc elle. On a ainsi obtenu le développement de
ug, qui donne la seconde série de (B.8).

L’unicité du développement s’obtient en fixant une direction &.
On écrit la série en x = p¢. Elle se présente alors comme une série de
Laurent en la variable réelle p. Si on fait varier p dans C, la série est
convergente sur les compacts de la couronne r < |p| < R. La somme
de la série est une fonction holomorphe, nulle sur la partie de la droite
réelle incluse dans cette couronne, donc elle est nulle. L’unicité du
développement montre en particulier qu’il ne dépend pas de r; et R;.

L’assertion sur les séries dérivées découle de 'application du théo-
reme de Harnack pour les fonctions harmoniques aux somines partielles
des séries.
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B.3. Probléme de Neumann extérieur.

Nous expliquons maintenant ce que signifie résoudre “a I’aide d’un
potentiel simple couche” le probleme de Neumann pour 2 domaine
extérieur. Il s’agit de résoudre, pour ¢ € C°(01),

(B.9) Aw =0, Nw=a¢, lim w(z)=0.

|z|—0
Pour éviter la difficulté liée au fait que €2 n’est pas compact, on va se
ramener a un probléeme sur 0€), qui est compact par définition d’un
domaine extérieur.

On cherche w sous la forme d’un potentiel simple couche, c’est-a-
dire qu’on cherche en réalité v sur 0€) tel que w définit par w = Vlél)
(voir (B.5)) soit solution de (B.9). On a déja vu que pour n’importe
quel 9, un tel w est harmonique dans 2. On montre qu’il tend vers 0
quand |z| tend vers l'infini par une majoration directe puisque G, (y) <
C |z —y|*™™ et que y varie dans 9.

La condition au bord donne I’équation dont v doit étre solution

Y =V =¢.

L’opérateur II est un opérateur pseudodifférentiel sur 0€2. Cela vient
de G;(y) = E(z — y) et du fait que la convolution par E est, modulo
un opérateur a noyau C'°°, un opérateur () pseudodifférentiel sur R"
paramétrix de —A. Ce dernier a un symbole polynémial donc () possede
la propriété de transmission par rapport a toutes les hypersurfaces.
Nous affirmons que le symbole principal de II est égal a la fonction
constante —1/2. Cela peut se calculer, en se ramenant par localisation
dans des cartes au bord de 0f2 au cas du demi-espace. On peut aussi
s’en convaincre d’apres (B.6), comme nous avons déja fait remarquer
que le noyau de l'intégrale au second membre de (B.6) a une singularité
sur la diagonale z = y en O(|z — y|>™") (et on est sur I de dimension
n —1). On en déduit que non seulement 'opérateur II est elliptique,
mais en plus que son indice est le méme que celui de I'identité, 0.

Pour affirmer que II est inversible, montrons qu’il est surjectif. Il
nous suffit de montrer que son transposé Il est injectif. Calculons
formellement cet opérateur. Soit 1 et 1" dans C*°(012).

(IL, ") = (4, IT)
= [ v (=50 @+ [ e Go)da
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1

s [ [ v@ v @ G dedy
o0 002

d’apres (B.6). Or v1(,) G (y) = 71 Gy() d’apres (B.3). Donc en appli-

quant le théoreme de Fubini,

o) =3 [ wvs [ ([ ome)wwa= [ vy

d’aprés (B.7). Finalement on a montré que *IL¢) = v} Vdgn).
Alors l'injectivité de !II découle de I'unicité pour le probleme de
Dirichlet sur I'ouvert borné '. En effet, w’ = Vw(H) est une fonction

harmonique sur €', et prend au bord 99" = 99 la valeur 7, Vléu). Si
ceci est nul, nécessairement w’ = 0, par exemple par le principe du
maximum. On a montré que le noyau de I est réduit & 0. Donc II est
surjectif. Comme son indice est nul, il est bijectif.

Puisque 11 est un opérateur pseudodifférentiel de degré 0, elliptique
et inversible, son inverse est encore un opérateur pseudodifférentiel de
degré 0. Cela permet de résoudre I’équation Il ¢ = ¢ dans, par exemple,
Wp_l/ P(0Q). Le potentiel simple couche w = Vw(I) a encore un sens,
puisqu’on peut le voir comme la convolution de E avec la distribution
a support compact ¥ ® dgq.
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