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Paraproduit sur le groupe

de Heisenberg et applications

Hajer Bahouri et Isabelle Gallagher

R�esum�e� En adaptant au cas inhomog�ene la d�ecomposition de Little�
wood�Paley homog�ene sur le groupe de Heisenberg introduite par H�
Bahouri� P� G�erard et C��J� Xu dans ��	� on construit des op�erateurs de
paraproduit analogues �a ceux d�e
nis par J��M� Bony dans ��	� malgr�e
le fait que lon ne dispose pas de formule simple pour la transform�ee de
Fourier dun produit� des propri�et�es de localisation spectrale du cas clas�
sique sont pr�eserv�ees sur le groupe de Heisenberg apr�es passage au pro�
duit� �A partir du d�ecoupage dyadique et du paraproduit� on d�emontre
lin�egalit�e de Gagliardo�Nirenberg sur le groupe de Heisenberg� et lon
�etudie la r�egularit�e des solutions de syst�emes sous�elliptiques semi�
lin�eaires� ainsi que des �equations dondes semi�lin�eaires�

Abstract� We adapt the homogeneous Littlewood�Paley decomposi�
tion on the Heisenberg group constructed by H� Bahouri� P� G�erard
and C��J� Xu in ��	 to the inhomogeneous case� which enables us to
build paraproduct operators� similar to those de
ned by J��M� Bony
in ��	� although there is no simple formula for the Fourier transform
of the product of two functions� some spectral localization properties
of the classical case are preserved on the Heisenberg group after the
product has been taken� Using the dyadic decomposition and the para�
product algorithm� we prove the Gagliardo�Nirenberg inequality on the
Heisenberg group� the smoothness of solutions of subelliptic� semi�linear
systems is also studied� as well as semi�linear wave equations�

��
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�� Introduction�

Ce travail vise �a donner des applications de la th�eorie de Little�
wood�Paley sur le groupe de Heisenberg� �a partir de la construction de
la d�ecomposition homog�ene men�ee par H� Bahouri� P� G�erard et C��J�
Xu dans ��	� Une adaptation de la m�ethode de ��	� utilisant aussi un
r�esultat de ���	� conduit �a la construction dune d�ecomposition inho�
mog�ene� ce qui nous permet de transposer au groupe de Heisenberg
divers r�esultats connus dans le cas classique �que lon peut trouver par
exemple dans ��	� ��	 ou dans ��	�� concernant la th�eorie de Littlewood�
Paley� On d�emontre notamment des r�esultats concernant le co�ut de
la d�erivation pour des fonctions dont la transform�ee de Fourier est lo�
calis�ee dans une boule ou dans une couronne� ainsi que des estimations
concernant laction des applications homog�enes et la composition par
des fonctions C�� En
n cette d�ecomposition de Littlewood�Paley per�
met de d�emontrer les inclusions de Sobolev Hs � Lp � ces inclusions
sont �egalement d�emontr�ees dans ��	� par une m�ethode di��erente�

On d�e
nit ensuite� dans la Section �� les op�erateurs de paraproduit
sur le groupe de Heisenberg� et lon �etudie leurs propri�et�es� La d�e
nition
de J��M� Bony �voir ��	� dans le cas classique sav�ere op�erante dans ce
cadre� une fois v�eri
�e �par la Proposition ���� que certaines propri�et�es
de localisation dans lespace de Fourier sont pr�eserv�ees apr�es passage
au produit� Ces op�erateurs� comme dans le cas classique� permettent de
d�emontrer des lois de produit et des estimations douces dans les espaces
de Besov�

En
n la derni�ere section est consacr�ee �a des applications de cette
th�eorie� La premi�ere concerne la d�emonstration de lin�egalit�e de Ga�
gliardo�Nirenberg par utilisation du d�ecoupage dyadique et des fonc�
tions maximales sur le groupe de Heisenberg� La seconde application
vise �a d�emontrer un r�esultat de r�egularit�e pour les solutions d�equations
sous�elliptiques semi�lin�eaires� par utilisation du paraproduit� La m�e�
thode de d�emonstration suit la d�emarche de J��Y� Chemin et C��J� Xu
dans ��	� En
n la derni�ere application concerne des �equations dondes
semi�lin�eaires sur le groupe de Heisenberg� en utilisant les estimations
douces d�emontr�ees plus haut� associ�ees aux estimations de Strichartz
g�en�eralis�ees de ��	� on d�emontre un th�eor�eme analogue �a un r�esultat de
G� Ponce et T� Sideris �voir ���	� dans le cas classique�

Remarquons que dans ���	� P��G� Lemari�e construit une base don�
delettes sur les groupes de Lie nilpotents strati
�es abstraits� �a partir
de laquelle on peut d�eduire une formule de paraproduit� Lint�er�et de
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la construction que nous pr�esentons ici est quelle est adapt�ee au cadre
Heisenberg� et ainsi directement utilisable pour des applications�

�� Notations et rappels�

Nous allons rappeller ici quelques r�esultats sur la th�eorie de Little�
wood�Paley sur le groupe de Heisenberg� Pour des d�etails concernant
le groupe de Heisenberg� nous renvoyons �a ��	� ���	� ���	� ���	� ���	� ���	�
et pour le d�ecoupage dyadique homog�ene sur le groupe de Heisenberg�
on consultera le travail de H� Bahouri� P� G�erard et C��J� Xu dans ��	
et ��	�

���� Rappels de d�e�nitions�

Le groupe de Heisenberg H n est lensemble C n � R muni de la loi
de produit suivante

�z� s� � �z�� s�� � �z � z�� s � s� � � Im z � z �� �
pour tous ��z� s�� �z�� s��� � H n � H n � Le groupe H n �etant non commu�
tatif� la transform�ee de Fourier sur H n est d�e
nie �a laide des repr�esen�
tations irr�eductibles unitaires de H n � Nous choisissons ici les repr�esen�
tations d�e
nies �a partir des espaces de Bargmann�

H� � fF holomorphe sur C n � kFkH�
��g �

o�u lon a not�e

kFk�H�

def
�
�� j�j

�

�n Z
Cn

e��j�jj�j� jF ���j� d� �

et les repr�esentations irr�eductibles unitaires �u��H������ sont alors

u�z�sF ��� � F �� � z� ei�s������z�jzj���� � pour � � � �

et
u�z�sF ��� � F �� � z� ei�s������z�jzj���� � pour � � � �

Notons que lon a une base orthornorm�ee de lespace de Hilbert H��
form�ee de

F������ �
�
p

� j�j ���p
	

� 	 � N �
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On d�e
nit la transform�ee de Fourier dune fonction f � L��H n� par

F�f���� �

Z
Hn

f�z� s�u�z�s dz ds �

Dans le cas particulier des fonctions radiales� telles que f�z� s��g�jzj� s��
la proposition suivante� d�emontr�ee dans ���	� nous sera dune grande
utilit�e�

Proposition ���� Si f � L��H n� est radiale� alors F�f����F��� �
Rj�j���F���� o�u

Rm��� �

�
m � n� �

m

��� Z
f�z� s� ei�s L�n���

m �� j�j jzj�� e�j�jjzj� dz ds �

et o�u les L
�n�
m �t� sont les polyn�omes de Laguerre

L�n�
m �t� �

mX
k��

����k
�
m � n

m� k

�
tk

k�
�

R�eciproquement� s�il existe des scalaires Rm��� tels que F�f����F��� �
Rj�j���F���� et

X
m

�
m � n� �

m

��� Z
jRm���j� j�jn d� �� �

alors f � L��H n� est radiale� et l�on a presque partout

f�z� s� �
�n��

�n��

X
m

Z
e�i�sRm���L�n���

m �� j�j jzj�� e�j�jjzj� j�jn d� �

En
n rappellons quil existe une base de champs de vecteurs in�
variants �a gauche sur le groupe de Heisenberg� not�es

Xj � 
xj�� yj 
s et Yj � 
yj��xj 
s � pour tous j � f�� � � � � ng �

o�u lon a �ecrit� pour tout zj � C n � zj � xj � i yj � On notera

�Hn
def
�

nX
j��

�X�
j � Y �

j � �
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et pour tout � � N � X � sera un produit de � champs de vecteurs� du
type

����� X � � Xj� � � �Xj�

o�u jk � f�� � � � � �ng� et lon convient que Xj�n � Yj � pour j�f�� � � � � ng�
Remarquons que pour toute fonction f � S�H n�

����� F��Hn f����F��� � �� j�j �� j	j� n�F�f����F��� �

On peut en
n d�e
nir lop�erateur suivant

����� F����Hn ����f����F��� � �� j�j ��j	j� n�����F�f����F��� �

pour tous � � R� f � S�H n ��

���� Th�eorie de Littlewood�Paley sur le groupe de Heisenberg�

Nous allons rappeller tout dabord la d�e
nition de la d�ecomposition
de Littlewood�Paley homog�ene construite dans ��	 et ��	� Nous pr�ecise�
rons �a la 
n de ce paragraphe comment cette construction peut sadap�
ter pour obtenir une d�ecomposition inhomog�ene�

Dor�enavant nous noterons C� la couronne f � R � ��� � j j � �g�
B� la boule f � R � j j � �g� et nous consid�ererons une fonction
R� � C�� �C��� telle queX

j�Z

R�����j � � � � pour tout  � R
� �

Dautre part� on d�e
nit la fonction eR� � C�� �B��� identiquement �egale
�a � pr�es de �� telle que

eR��� �
X
j��

R�����j� � � � pour tout  � R �

Dans ce qui suit� nous noterons R�m�� � R����m� n� �� La Proposi�
tion ��� nous permet de d�e
nir la fonction radiale

��z� s� �
�n��

�n��

X
m

Z
e�i�sR�m���L�n���

m �� j�j jzj�� e�j�jjzj� j�jn d� �
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et ��� Proposition ���	 indique que � est un �el�ement de S�H n �� Ce
r�esultat est aussi une cons�equence de ���	� Ainsi lon peut �ecrire en
particulier

F������F��� � R�j�j���F��� �

et si �j�z� s� � �Nj ���jz� ��js� � o�u N � �n � � est la dimension
homog�ene de H n � alors la s�erie

f �
X
j�Z

 �jf � avec  �jf � f � �j �

est la d�ecomposition de Littlewood�Paley de f � S�H n � sur le groupe
de Heisenberg�

La convergence de la s�erie
P

j�Z
 �jf est d�emontr�ee dans ��	� No�

tons que cette s�erie ne converge pas dans S ��H n� ��a cause des fonctions
polyn�omiales� qui v�eri
ent  �jf � �� pour tout j � Z�� Dautre part�
notons que cette d�ecomposition dyadique est bien une d�ecomposition
de Littlewood�Paley� puisque �voir ��� Proposition ���	� si f � S ��H n�
v�eri
e

P
j�Z

 �jf � f � alors f � Lp�H n� est �equivalent �a k  �jfk	��Z� �
Lp�H n��

Notre but �etant d�ecrire une th�eorie du paraproduit sur le groupe de
Heisenberg� il convient �a pr�esent de construire une d�ecomposition inho�
mog�ene de Littlewood�Paley� en dautres termes� nous allons �a pr�esent
chercher �a montrer que la fonction � d�e
nie par

�����

��z� s�

�
�n��

�n��

X
m

Z
e�i�s eR�m���L�n���

m �� j�j jzj�� e�j�jjzj� j�jn d�

v�eri
e � � S�H n�� Alors on �ecrira� pour f � L��H n��

�����

f �
X
j���

�jf � avec pour tout j � N �

�jf �  �jf � ���f � f � �
et pour tout j � ��� �jf � � �

On d�e
nit aussi Sjf � �j � f � avec �j�z� s� � �Nj ���jz� ��js�� pour
tout j � N �

Il sagit donc de v�eri
er que � d�e
nie en ����� est un �el�ement
de S�H n�� Une adaptation de ��� Proposition ���	 nous permet de
d�emontrer le r�esultat suivant�
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Proposition ���� La fonction � d�e�nie par

��z� s� �
�n��

�n��

X
m

Z
e�i�s eR�m���L�n���

m �� j�j jzj�� e�j�jjzj� j�jn d� �

o�u eR� � C�� �B�� est identiquement �egale �a � pr�es de �� v�eri�e

k���Hn �k�kL��Hn � � Ck � pour tout k � N ������

k�i s� jzj��	�kL��Hn � � C	 � pour tout � � N ������

et donc � est dans S�H n��

D�emonstration de la Proposition� Nous allons commencer par
d�emontrer ������ Rappellons quil est d�emontr�e dans ��	 que la trans�
form�ee de Fourier sur le groupe de Heisenberg r�ealise un isomorphisme
du sous�espace des fonctions radiales de L��H n� sur les op�erateurs A �a
un param�etre� d�e
nis par

A���F��� � Qj�j���F��� �

avec
�n��

�n��

X
m

�
m � n� �

m

�Z �

��

jQm���j� j�jn d� �� �

Alors la Proposition ���� associ�ee �a ������ donne le r�esultat� puisque

X
m

�
m � n� �

m

�Z �

��

j�� ���m�n� j�j�jk j eR����m�n���j� j�jn d�

�
X
m

�
m � n� �

m

�
��m � n��n��

Z �

��

j eR��k���j� j�jn d� �

o�u eR��k est une fonction de C�
� �R�� donc cette s�erie est convergente�

Pour ce qui est de ������ on peut reprendre les calculs de ��	� si Q
est une fonction de C�� �R��� et si Qm��� � Q���m� n���� alors il est
montr�e dans ��	 que la fonction

f�z� s� �
�n��

�n��

X
m

Z
e�i�sQm���L�n���

m �� j�j jzj�� e�j�jjzj� j�jn d�
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est dans L��H n�� mais aussi toutes les fonctions �i s � jzj��	f pour
� � N � On constate facilement �nous nentrerons pas dans les d�etails
ici�� au vu de la d�emonstration de ce r�esultat dans ��	� que la condition
Q � C�� �R�� peut �etre relax�ee en Q � C�� �R�� et Q constante pr�es de

� � �� Cest en particulier le cas pour la fonction eR�� et donc le point
����� est d�emontr�e�

Reste donc �a v�eri
er que ����� et ����� impliquent bien que � �
S�H n�� Cela r�esulte du lemme suivant�

Lemme ���� Soit f � S ��H n� telle que

���Hn �kf � L��H n� � pour tout k � N �

et

�i s� jzj��	f � L��H n � � pour tout � � N �

Alors f � S�H n��

D�emonstration� Nous allons d�emontrer ce r�esultat uniquement dans
le cas � � �� le cas g�en�eral sen d�eduit sans di!cult�e� La sous�ellipticit�e
de ���Hn �k implique �voir ��� Lemme ���	� quil su!t de d�emontrer
que

���Hn �k��i s� jzj��f� � L��H n � � pour tout k � N �

Il est facile de voir� par la formule de Leibnitz et avec la notation ������
que

X �k��i s� jzj�� f� � �i s� jzj��X �kf �
X
k�
�k

Pk��z�X k�f �

pour tout k � N� � o�u Pk� est un polyn�ome� Mais lhypoth�ese �i s �
jzj��	f � L��H n� implique que pour tout � � N � on a z�f � L��H n ��
par cons�equent il vientZ

Hn

X �k��i s� jzj��f�X �k��i s� jzj��f� dz ds

� C

Z
Hn

�i s� jzj�� f X �k��i s� jzj�� f� dz ds

� C

Z
Hn

�i s� jzj��� f X �kf dz ds
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�
X
k�
�k

Z
Hn

Pk��z� �i s� jzj�� f X k�f dz ds

� C sup
�	�k

k���Hn ��fkL��Hn � k�i s� jzj��� fkL��Hn � �

Le lemme est d�emontr�e� et avec lui� la proposition�

�� Lemme de localisation et applications�

���� �Enonc�e du lemme et d�emonstration�

Le r�esultat suivant est lanalogue du ��� Lemme �����	 dans le cas
classique� Il d�ecrit le co�ut de la d�erivation pour une fonction dont la
transform�ee de Fourier est localis�ee�

Lemme ���� Soient p et q deux �el�ements de ����	� avec p � q� et soit
u � Lp�H n� une fonction telle que u � f � � pour toute fonction radiale

f � S�H n � v�eri�ant� pour tout 	 � Nn �

����� F�f����F��� � � � pour � � �� j	j� n��� ��j B� �

Alors on a

����� sup
��k

kX �ukLq�Hn � � Ck �Nj���p���q��kj kukLp�Hn � �

pour tout k � N� D�autre part� si u � g � � pour toute fonction radiale

g � S�H n� v�eri�ant� pour tout 	 � Nn �

������ F�g����F��� � � � pour � � �� j	j� n��� ��j C� �
alors

C��
� ��j� k���Hn ����ukLp�Hn � � kukLp�Hn �

� C� ��j� k���Hn ����ukLp�Hn � �������

pour tout � � R�

Remarques� Dans le cas o�u la fonction u est un �el�ement de S�H n ��
alors les hypoth�eses ����� et ������ se traduisent respectivement en

F�u����F��� � ���j�j�n�����jB����F�u����F��� �
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et

F�u����F��� � ���j�j�n�����jC����F�u����F��� �

Notons en outre que le second r�esultat de ce lemme ne concerne que
le cas o�u lop�erateur de d�erivation est du type ���Hn ����� Cela est
d�u au fait que dans le cas des op�erateurs Xj � on ne dispose pas de
d�ecomposition dans la base des F��� aussi simple que celle donn�ee par
����� pour ��Hn �

D�emonstration du Lemme� Nous allons nous placer dans le cas o�u
la fonction u est un �el�ement de S�H n �� le lemme suit par densit�e� Soit
R � C�� �R�� identiquement �egale �a � pr�es de B�� Alors on a

F�u����F��� � Rj�j��
��j��F�u����F��� �

o�u lon a pos�e Rj�j��� � R��� j	j� n���� Mais alors dapr�es les propo�
sitions ��� et ���� il existe une fonction g � S�H n � radiale� telle que

F�g����F��� � Rj�j���F��� �

En �ecrivant gj�z� s� � �Nj g��jz� ��js�� on a alors

F�u����F��� � F�gj����F�u����F��� �

et donc u � gj � u� Mais on a alors

X �u � �j�N��� X �g���j �� � u �

o�u pour tout a� �a est la dilatation homog�ene d�e
nie par �a�z� s� �
�a z� a�s�� Comme dans ��	� il su!t alors dappliquer lin�egalit�e de
Young pour obtenir ������

D�emontrons �a pr�esent ������� Soit R� � C�� �R��� identiquement
�egale �a � pr�es de C�� Alors

F�u����F��� � R�j�j��
��j��F�u����F��� �

o�u R�j�j��� � R���� j	j� n���� donc

F�u����F��� � ��j�
R�j�j��

��j��

�����j j�j �� j	j� n�����
F����Hn ����u����F��� �
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D�e
nissons alors la fonction

����� �
R����

�� j�j��� �

�a laquelle on associe ��j�j��� � ����� j	j� n���� Alors �� � C�� �R��� et

dapr�es ��	� il existe une fonction g� � S�H n� telle que

F�g�����F��� � ��j�j���F��� �

et lon conclut comme pr�ec�edemment� Le lemme est d�emontr�e�

���� Applications�

������ Lemme de caract�erisation�

Cette premi�ere application du Lemme ��� permet de caract�eriser
lappartenance dune fonction �a un espace de Besov� la d�e
nition des
espaces de Besov sur le groupe de Heisenberg est identique au cas clas�
sique �voir ��	�� Rappellons simplement que lespace B�

p�r�H
n�� pour

� � R et �p� r� � ����	� est d�e
ni comme lespace des distributions
temp�er�ees v�eri
ant

u �
X
j

�ju et kukB�
p�r�Hn �

def
�
� X
j���

�jr� k�jukrLp�Hn �

���r
�� �

et lespace de Besov homog�ene  B�
p�r�H

n�� pour � � N�p est lespace

des distributions temp�er�ees telles que u �
P

j
 �ju� et que la norme

suivante soit 
nie

kuk 	B�
p�r�Hn �

def
�
�X
j�Z

�jr� k  �jukrLp�Hn �

���r
�

Remarque� On d�e
nit aussi� comme dans le cas classique� les espaces
de H"older C�� que lon identi
e pour tout � � R � N �a B�

���� ainsi
que les espaces de Sobolev Hs et leurs versions homog�enes� pour tout
s � R�

Lemme ���� Soit � � � et �p� r� � ����	�� Les deux assertions

suivantes sont �equivalentes�
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i� u � B�
p�r�H

n��

ii� Il existe fujgj�� telle que u �
P

uj� et pour tout � � R�

k���Hn ��ujkLp�Hn � � C� cj ��j������ � avec � � � �

o�u C� ne d�epend que de �� et fcjgj�� est une suite de �r�N��

D�emonstration� Le Lemme ��� pr�ec�edent implique clairement que
i� implique ii�� D�emontrons donc que ii� implique i�� Soit j� � N � et
�ecrivons X

j

�j� uj �
X
j�j�

�j� uj �
X
j	j�

�j� uj �

Alors

�j
�� k�j� ukLp
� �j

��
X
j�j�

k�j� ujkLp � C� �j
��
X
j	j�

���j�� k�j����Hn ��ujkLp �

par le Lemme de localisation ���� avec � �a 
xer� Mais alors on a� par
hypoth�ese�

�j
�� k�j�ukLp � C

X
j�j�

��j
��j�� cj � C�

X
j	j�

��j�j
�������� cj �

o�u fcjgj�� est une suite de �r�N�� Il su!t alors de prendre la norme �r

en j�� en choisissant � tel que � � � �� Comme lon a en outre suppos�e
que � � �� on a le r�esultat�

Remarque� Un r�esultat analogue s�enonce bien s�ur dans le cas des
espaces homog�enes�

Le Lemme ��� permet de d�emontrer de mani�ere �evidente la conti�
nuit�e des op�erateurs Xj dans les espaces de Besov� Les notations sont
comme en ������

Lemme ���� Soit � � N�p� et soit le couple �p� r� � ����	� Si u
est un �el�ement de  B�

p�r�H
n�� alors pour tout j � f�� � � � � �ng� on a

Xju �  B���
p�r �H n �� et

kXjuk 	B���
p�r �Hn � � C kuk 	B�

p�r�Hn � �
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D�emonstration� On a par d�e
nition de  B�
p�r�H

n��

k  �kukLp�Hn � � ck ��k� � pour tout k � Z �

o�u fckgk�Z est une suite de �r�Z�� Par cons�equent� on a par le lemme
d�echantillonage ���

kXj
 �kukLp�Hn � � C ck ��k����� � pour tous j � f�� � � � � �ng �

Les op�erateurs Xj et  �k commutent� ce qui d�emontre le lemme�

Remarque� Le m�eme r�esultat est �evidemment vrai dans le cas inho�
mog�ene�

������ Estimations douces�

Une autre application du lemme de localisation ��� consiste en la
d�emonstration destimations douces� du type suivant� Remarquons que
les �enonc�es sont les m�emes dans le cas des espaces homog�enes�

Lemme ��	� Soit s � �� Si u et v sont deux �el�ements de L�	Hs�H n ��
alors u v est un �el�ement de L� 	Hs�H n �� et

ku vkL�
Hs�Hn � � C �kukL�kvkHs � kvkL�kukHs� �

Nous ne d�emontrons pas ce lemme ici� car il peut �etre obtenu aussi
comme un corollaire des lois dop�erance des op�erateurs de paraproduit
que nous d�e
nirons plus bas� Par contre� d�emontrons le r�esultat suivant�
dont la d�emonstration dans le cas classique peut �etre trouv�ee dans ���
p� ���	 par exemple�

Lemme ��
� Soit k � N� et soient u et v deux fonctions de L��H n�	
Hk�H n�� Alors pour tout couple ��� �� � N� tel que � � � � k� on a

kX �uX �vkL��Hn � � C �kukL��Hn �kvkHk�Hn � � kvkL��Hn �kukHk�Hn �� �
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D�emonstration� Supposons par exemple que � 
 � �puisque si � �
� � �� alors le r�esultat est trivial�� Par la formule de Leibnitz� on peut
�ecrire

X �uX �v �
X
j

cjXj�X �juX �jv� � ck uX ���v �

o�u les cj sont des constantes� et o�u �j � �j � k � �� Il su!t donc de
d�emontrer que

kX �juX �jvkH��Hn � � C �kukL��Hn �kvkHk�Hn ��kvkL��Hn �kukHk�Hn �� �

Mais on a

X �juX �jv �
X
q��

�SqX �ju� ��qX �jv� �
X
q��

��qX �ju� �Sq��X �jv�

et le Lemme ��� implique que

k�SqX �ju� ��qX �jv�kL� � kSqX �jukL�k�qX �jvkL�

� C �q�j kukL� vq kvkHk ��q�k��j� �

o�u fvqgq�� est une suite de ���N�� de norme �� On peut alors conclure
que

k�SqX �ju� ��qX �jv�kL� � C vq ��q kukL�kvkHk �

ce qui d�emontre le r�esultat�

������ Action des applications homog�enes�

La proposition suivante d�ecrit laction des applications homog�enes
dans les espaces de Besov� et est la traduction au groupe de Heisenberg
��� Th�eor�eme �����	� Avant d�enoncer le r�esultat� donnons la d�e
nition
suivante�

D�e�nition ���� Pour toute fonction f � C��R��� on appellera

f����Hn ����� l�op�erateur d�e�ni par

F�f����Hn �����u����F��� � f��� j�j �� j	j� n������F�u����F��� �

pour tout u � S�H n��
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Proposition ���� Si f � C��R�� est homog�ene de degr�e m� alors

pour tout � � N�p� pour tout �p� r� � ����	� et pour tout u �  B�
p�r�

lim
k��

���X
j	k

�jf����Hn �����u
���

	B��m
p�r

� C kuk 	B�
p�r

�

D�emonstration� Nous allons d�emontrer que pour toute fonction u �
S�H n�� on a

kf����Hn �����uk 	B��m
p�r

� C kuk 	B�
p�r

�

La proposition suit alors par densit�e� Avec les notations rappell�ees au
Paragraphe ���� on a

F�  �jf����Hn �����u����F���

� R�j�j��
��j��f��� j�j �� j	j� n������F�u����F��� �������

ce qui� par lhomog�en�eit�e de f � conduit �a

F�  �jf����Hn �����u����F���

� �jmR�j�j��
��j��f��� j���j � j�� j	j� n������F�u����F��� �

D�e
nissons alors ����� � R����f�� j�j����� et soit h la fonction radiale�
dans S�H n� par ��	� telle que

F�h����F��� � ��j�j���F��� �

o�u comme pr�ec�edemment� on a not�e ��j�j��� � ����� j	j � n���� La
condition de support de R� nous permet d�ecrire

F�  �jf����Hn �����u����F���

� �jm ��j�j��
��j��

X
jj�j�j	�

R�j�j��
��j���F�u����F��� �

On en conclut que

������  �jf����Hn �����u � �jm�jN h���j �� �
X

jj�j�j	�

 �j� u �

et donc le lemme est d�emontr�e� par application de lin�egalit�e de Young
comme dans ��	�
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����	� Composition par des fonctions C��

Le Lemme ��� a en
n pour cons�equence le r�esultat suivant� sur la
composition par des fonctions de classe C��

Proposition ���� Soit u � L� 	 B�
p�r�H

n � une fonction �a valeurs

r�eelles� avec � � �� Soit F une fonction dans l�espace C��R� telle que

F ��� � �� Alors F �u� est dans L� 	 B�
p�r�H

n�� et

kF �u�kB�
p�r�Hn � � C kukB�

p�r�Hn � �

o�u C ne d�epend que de F et de kukL��Hn ��

D�emonstration� La d�emonstration de cette proposition repose sur le
lemme de caract�erisation ���� et est identique au cas classique �voir ��	�
���	�� Rappellons bri�evement la m�ethode� on �ecrit F �u� comme la s�erie

������ F �u� �
X
j���

vj � o�u vj � F
�X
k	j

�ku
�
� F

� X
k	j��

�ku
�
�

en se souvenant que

F �u� � lim
j��

F
�X
k	j

�ku
�
�

Il su!t alors de d�emontrer que

������ k���Hn ��vjkLp�Hn � � C� cj ��j������ � pour tout � � N �

o�u C� ne d�epend que de �� et fcjgj�� est une suite de �r�N�� ce qui par
le Lemme ��� donnera le r�esultat�

Lestimation ������ sobtient en �ecrivant la formule de Taylor avec
reste int�egral� �a lordre �� qui fournit

F
�X
k	j

�ku
�
� F

� X
k	j��

�ku
�

� �ju

Z �

�

F �
� X
k	j��

�k u � t�ju
�
dt �

La 
n de la preuve consiste alors �a estimer des d�eriv�ees successives du
terme dans lint�egrale� par application de la formule de Faa�di�Bruno�
nous renvoyons �a ���	 pour des d�etails�
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Remarque� On a le m�eme type de r�esultat pour les espaces de Sobolev
homog�enes  Hs� pour tout s � ��

����
� Inclusions de Sobolev�

Nous allons dans cette section pr�esenter une d�emonstration des
inclusions de Sobolev utilisant le d�ecoupage dyadique�

Th�eor�eme ���� Soit p � ����	 et soit � � R tel que � � � � N�r�
Alors l�inclusion

B�
r�r�H

n� � Lp�H n� � avec p �
rN

N � r�

est continue�

D�emonstration� Soit f � S�H n �� On a

kfkpLp�Hn � � p

Z �

�

ap����fjf j � ag� da �

o�u � est la mesure de Haar sur H n ��egale �a la mesure de Lebesgue��
Soit alors A un r�eel strictement positif �a 
xer� et �ecrivons

f � f��A � f��A � avec f��A �
X
�j
A

�jf et f��A �
X
�j�A

�jf �

On a� en utilisant le Lemme ����

������

kf��AkL��Hn � �
X
�j
A

k�jfkL��Hn �

�
X
�j
A

�j� k�jfkLr�Hn � �j�N�r���

� CAN�r�� kfkB�
r�r�Hn � �

Choisissons �a pr�esent A � Aa tel que

CAN�r��
a kfkB�

r�r�Hn � �
a

�
�
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Comme

��fjf j � ag� � �
�n
jf��Aj � a

�

o�
� �

�n
jf��Aj � a

�

o�
�

on en d�eduit� avec le choix A � Aa� que

�
�n
jf j � a

o�
� �

�n
jf��Aj � a

�

o�
�

Mais on a� par lin�egalit�e de Bienaym�e�Tchebytchev�

�
�n
jf��Aj � a

�

o�
� �r a�r kf��AkrLr�Hn � �

et

kf��Aa
krLr�Hn � �

Z
Hn

��� X
�j�Aa

�jf
���r dz ds

�
Z
Hn

� X
�j�Aa

�jr j�jf jr dz ds
�� X

�j�Aa

��jr
�

�r�r�
�

o�u ��r � ��r� � �� et donc

kf��Aa
krLr�Hn � � CA�ra

X
�j�Aa

�jr k�jfkrLr�Hn � �

Par cons�equent� on peut �ecrire� en utilisant le th�eor�eme de Fubini� que

kfkpLp�Hn � � C

Z �

�

ap�r��A�ra

X
�j�Aa

�jr k�jfkrLr�Hn � da

� C
X
j���

�Z C�j�N�r���kfk
B
�
r�r

�

ap�r���r�r��N�r��� da
�

� ��C kfkB�
r�r

�r
��N�r���� �jr k�jfkrLr�Hn �

� C kfkp�r
B�
r�r

X
j���

�j�N�r����p�r� k�jfkrLr�Hn �

� C kfkp�r
B�
r�r

X
j���

�j�r k�jfkrLr�Hn � �
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Le th�eor�eme est d�emontr�e�

Remarque� La m�eme d�emonstration permet dobtenir lin�egalit�e de
Sobolev pr�ecis�ee suivante �voir ���	�

kfkLp�Hn � � C kfk��r�p
B
��N�r���
��� �Hn �

kfkr�p
B�
r�r�Hn �

�

Il su!t en e�et de modi
er le calcul ������� si lon nutilise pas le Lemme
���� il vient

kf��AkL� � CAN�r��kfk
B
��N�r���
���

�

et les calculs sont alors identiques� en choissant A � Aa avec

a

�
� CAN�r��

a kfk
B
��N�r���
���

�

	� Paraproduit sur le groupe de Heisenberg�

Lobjet de cette section est dadapter au groupe de Heisenberg
lalgorithme de paraproduit introduit par J��M� Bony dans ��	�

Par rapport au cas classique� une di!cult�e appara�#t� due au fait
que lon ne dispose pas d�ecriture simple pour la transform�ee de Fourier
du produit de deux fonctions� Notamment il nest pas �evident a priori�
et contrairement au cas classique� que si deux fonctions ont une trans�
form�ee de Fourier support�ee dans des couronnes su!samment �eloign�ees
lune de lautre� alors la transform�ee de Fourier de leur produit reste
support�ee dans une couronne� N�eanmoins ce r�esultat est conserv�e pour
le groupe de Heisenberg� comme le montre la proposition suivante�

Proposition 	��� Soient j et j� deux entiers� et soient f et g deux

fonctions de S ��H n� telles que f � efj � � et g � egj� � � pour toutes les

fonctions radiales efj et egj� dans S�H n �� telles que

F� efj����F��� � � � pour � � �� j	j� n��� ��j C� �

F�egj�����F��� � � � pour � � �� j	j� n��� ��j
� C� �

Alors si j�� j � �� il existe une couronne C�� telle que fg �ehj� � � pour

toutes les fonctions radiales ehj� dans S�H n�� telles que

F�ehj�����F��� � � � pour � � �� j	j� n��� ��j
� C�� �
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D�autre part� si jj� � jj � �� alors il existe une boule B�� telle que fg �eh�j� � � pour toutes les fonctions radiales eh�j� dans S�H n �� telles que

F�eh�j�����F��� � � � pour � � �� j	j� n��� ��j
� B�� �

Remarque� De la m�eme mani�ere que pour le Lemme ��� vu plus
haut� dans le cas de fonctions dans S�H n�� cette proposition s�ecrit
plus simplement de la fa$con suivante�

Proposition 	��� Soient j et j� deux entiers� et soient f et g deux

fonctions de S�H n� telles que

F�f����F��� � ���j�j�n�����jC����F�f����F��� �

F�g����F��� � ���j�j�n�����j�C����F�g����F��� �

avec j� � j � �� Alors il existe une couronne C�� telle que

F�fg����F��� � ���j�j�n�����j�C��
���F�fg����F��� �

D�autre part� si jj� � jj � �� alors il existe une boule B�� telle que

F�fg����F��� � ���j�j�n�����j�B��
���F�fg����F��� �

D�emonstration de la Proposition ���� Nous supposerons dans
la suite que f et g sont deux fonctions de S�H n�� la Proposition ���
sobtenant par densit�e� On est donc ramen�e �a d�emontrer la Proposition
����

Pour simpli
er nous ne traiterons dans la suite que le cas � � ��
Par d�e
nition de F�f����� on a

F�f����F������ �

Z
Hn

f�z� s�u�z�sF������ dz ds

�

Z
Hn

f�z� s�

�p
�� �� � z�

��
p
	�

ei�s������z�jzj���� dz ds �

En �ecrivant � � �a � i �b et z � za � i zb� il vient

F�f����F������ � �A�
���f�b���� �b���� �a���� �
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o�u lon a �ecrit bf pour la transform�ee de Fourier usuelle de toute fonc�
tion f � et o�u

A�
���f�z� s� �

�p
�� �� � z�

��
p
	�

e���j��zj
��j�j�� f�z� s� �

Remarque� Par ce calcul� on a fait le lien entre la transform�ee de
Fourier %Heisenberg& et la transform�ee de Fourier usuelle� Cest ce lien
qui est la clef de la d�emonstration du r�esultat�

On peut �a pr�esent �ecrire

F�fg����F������ � �A�
���fg�b���� �b���� �a���� �

Soit alors � un multi�indice tel que � � 	� et j�j � E�j	j���� o�u E est
la partie enti�ere� D�e
nissons

B�
���f�z� s� �

�p
�� �� � z�

��
p
��

f�z� s� �

Alors on a

�A�
���fg�b���� �b���� �a����

�

�
	

�

�����

�B�
���f�b � �A���

��� g�b���� �b���� �a���� �

Il reste donc �a �etudier les supports de ces deux fonctions en convolution�
On sait que

�A���
��� g�b�� �� �b���� �a����

� F�g����F��������

� ���j���j�n�����j�C���� �A���
��� g�b���� �b���� �a���� �

donc le support en � de la fonction �A���
��� g�z� s��b���� �b���� �a����

est inclus dans la couronne �� j	� �j� n��� ��j
� C��

Lemme 	��� La fonction �B�
���f�b���� �b���� �a���� v�eri�e

�B�
���f�b���� �b���� �a����

� ���j�j�n�����jB��� ��� �B�
���f�b���� �b���� �a����
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o�u B��� � f � R � j j � �g�

Supposons un instant ce lemme d�emontr�e� Alors la Proposition
��� suit imm�ediatement� puisque le fait que j� � j � � implique que la
couronne C� et la boule B��� sont disjointes� De m�eme� on a le r�esultat
cherch�e dans le cas o�u jj� � jj � ��

D�emonstration du Lemme ���� �Ecrivons

�B�
���f�b�� �� �b���� �a����

�

Z
f�z� s� ei�s��i���bza��azb�

�p
�� �� � z�

��
p
��

dz ds

�

Z
f�z� s� e���j��zj

��j�j��

�p
�� �� � z�

��
p
��

� e��j��zj��j�j�� eiJ��s�z��� dz ds �
avec J��s� z� �� � � s � �� ��b za � �a zb�� Mais il existe une suite
fckgk�Nn telle que

e�j��zj
�

�
X
k�Nn

ck

� nY
i��

��i � zi�
ki
� �jkj �� � z�k

�� k��
�

La fonction �B�
���f�b���� �b���� �a���� est donc �egale �aZ

eiJ��s�z��� e���j��zj
��j�j��

�p
�� �� � z�

��
p
��

� f�z� s�
X
k�Nn

ck
� nY
i��

��i � zi�
ki
��jkj�� � z�k

�� k��
dz ds �

En �ecrivant�p
�� �� � z�

��
�jkj �� � z�kp

�� �� k��
�

�p
�� �� � z�

���kp
�� � k��

�jkj�� dk�� �

o�u les dk�� sont des constantes� il vient pour �B�
���f�b ���� �b���� �a�

��� X
k�Nn

�jkj�� dk�� ck

Z
eiJ��s�z���f�z� s�

� nY
i��

��i � zi�
ki
�

� e���j��zj��j�j�� �
p

�� �� � z����kp
�� � k��

dz ds �
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do�u 
nalement

�B�
���f�b�

X
k�Nn

�jkj�� dk�� ck

�
A��k
���

� nY
i��

��i � zi�
ki
�
f
�
b

�

�Etudions s�epar�ement chacun des termes de cette s�erie� Il est facile de
voir que pour tout � tel que �i �� ��


�i�F�f�����F������

� c�
p
� F�f����F���i����� � �� �F�zif�����F������

o�u lon a not�e �i pour le vecteur de Rn dont toutes les composantes
sont nulles sauf la composante i� �egale �a �� Dans le cas o�u �i � �� on a
simplement


�i�F�f�����F������ � �� �F�zif�����F������ �

Donc le support en � de F���i � zi�f����F������ est inclus dans la
r�eunion suivante

��j �� j�j� n��� C� � ��j �� �j�j � �� � n��� C� �

Une r�ecurrence imm�ediate implique que le support en � de

F
� nY
i��

��i � zi�
kif
�

���F������

est inclus dans

��j �� j�j� n��� C� � � � � � ��j �� �j�j � k� � � � � � kn� � n��� C� �

Mais comme � � � � k� on obtient 
nalement que le support en � de

�
A��k
���

� nY
i��

��i � zi�
ki
�
f
�
b

���� �b���� �a����

est inclus dans

��j �� j�j� n��� C� � � � � � ��j �� �j�j� k� � � � �� kn� � n��� C� �
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cest��a�dire dans la boule� ind�ependante de k�

�� j�j� n��� ��j B��� � o�u B��� � f � R � j j � �g �
Mais alors chacun des termes de la s�erie� qui converge vers

�B�
���f�b���� �b���� �a���� �

est support�e dans une boule 
xe� ce qui implique que

�B�
���f�b���� �b���� �a����

est support�e dans cette m�eme boule�
Le lemme est donc d�emontr�e� et avec lui� la Proposition ����

	��� L�algorithme de paraproduit�

	����� D�e�nitions�

D�e�nition 	��� On appelle paraproduit de f par g� et l�on note Tfg�
l�op�erateur bilin�eaire suivant

Tf g
def
�

X
j�	j��

�j�f�j g �
X
j

Sj��f�j g �

o�u l�on a d�e�ni

Sjf �
X

j�	j��

�j� f �

On appelle reste du produit fg� et l�on note R�f� g�� l�op�erateur bili	

n�eaire sym�etrique suivant

R�f� g�
def
�

X
jj�j�j	�

�j�f�j g �

Remarque� La Proposition ��� implique en particulier que pour tout
j 
 � et pour tout � � f��� �� �g� on a

F�Sj��f�jg����F��� � ���j�j�n�����jC�����F�Sj��f�jg����F��� �

F��j��f�jg����F��� � ���j�j�n�����jB�����F�Sj��f�jg����F��� �
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	����� Lois de produit�

Les d�emonstrations des r�esultats ci�dessous sobtiennent exacte�
ment comme dans le cas classique� par application du Lemme ���� Nous
renvoyons �a ��	 pour les d�etails�

Th�eor�eme 	��� Soient � et �� deux r�eels� et p et r deux �el�ements

de �����	� Alors si a est un �el�ement de L��H n�� l�op�erateur Ta est

continu de B�
p�r dans B�

p�r� et si a � C���H n� avec �� � �� alors Ta est

continu de B�
p�r dans B����

p�r � et l�on a

kTabkB�
p�r�Hn � � C kakL��Hn � kbkB�

p�r�Hn � �

et

kTabkB����
p�r �Hn �

� C kakC���Hn � kbkB�
p�r�Hn � � �� � � �

D�autre part� pour tous r�eels �� et �� tels que �� � �� � �� et pour tous

les p�� p�� p� r�� r� dans �����	 tels que ��p � ��p� � ��p� et ��r
def
�

��r� � ��r� � �� l�op�erateur R est bilin�eaire continu de

B��
p��r� �B��

p��r� dans B���
p�r �

o�u

��� � �� � �� �N
� �

p�
�

�

p�
� �

p

�
�

En�n si �� � �� 
 � et ��p � ��p� � ��p� et ��r� � ��r� � �� alors R
est bilin�eaire continu de

B��
p��r�

� B��
p��r�

dans B���
p�� �

Corollaire 	��� Soient � � � et �p� r� � �����	� trois r�eels� Si u et v
sont deux �el�ements de L� 	 B�

p�r�H
n �� alors uv � B�

p�r�H
n �� et

ku vkB�
p�r�Hn�

� C �kukL�kvkB�
p�r

� kvkL�kukB�
p�r

� �

Si �� � �� � � et si p� est tel que �� � N�p�� alors pour tout couple

�p�� r�� � �����	�� on a pour tous u et v dans B��
p��� 	 B��

p��r��H n��

ku vkB�
p��r�

�Hn � � C �kukB��
p���

kvkB��
p��r�

� kvkB��
p���

kukB��
p��r�

� �
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o�u � � �� � �� � N�p�� D�autre part� si �� � �� 
 �� �� � N�p� et

��r� � ��r� � �� alors pour u et v dans B��
p��r�

	B��
p��r�

�H n�� on a

ku vkB�
p���Hn � � C �kukB��

p��r�
kvkB��

p��r�
� kvkB��

p��r�
kukB��

p��r�
� �

En�n si �� � �� � �� �j � N�pj et p 
 max fp�� p�g� alors pour tout

�r�� r���
ku vkB���

p�r �Hn � � C kukB��
p��r�

kvkB��
p��r�

�

avec

��� � �� � �� �N
� �

p�
�

�

p�
� �

p

�
et r � maxfr�� r�g� et si ����� 
 �� avec �j � N�pj et ��r����r� � ��
alors pour tout p 
 max fp�� p�g�

ku vkB���
p���Hn � � C kukB��

p��r�
kvkB��

p��r�
�

Remarque� Les r�esultats correspondant au cas des espaces de Besov
homog�enes s�enoncent de mani�ere identique�

Un second corollaire �a ce th�eor�eme est d�emontr�e dans ��	� la d�e�
monstration ici est identique�

Proposition 	��� Soient � et r deux r�eels tels que � 
 � et ��� � r �
�� Il existe alors une constante C telle que pour toutes fonctions u� v�
et w avec

u � B�
��� 	 Cr�H n� et �v� w� � �B���

��� 	 Cr�����H n� �

on a

ku v wkB����r
��� �Hn � � C kukB�

���
C
r kvkB���

���
C
r�� kwkB���

���
C
r�� �

En
n les op�erateurs de paraproduit permettent de pr�eciser la Pro�
position ���� sur la composition par une fonction C�� de la mani�ere
suivante�

Proposition 	��� Soit u une fonction �a valeurs r�eelles telle que u �
B�
p�r�H

n�� avec � � N�p� Soit en�n F � C��R�� Alors

F �u� � TF ��u�u � R � o�u R � B���N�p
p�r �H n� �
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D�emonstration� Nous nallons pas donner ici les d�etails des calculs
conduisant �a ce r�esultat� et renvoyons au livre de Y� Meyer ����	� pour
la d�emonstration de cette proposition� Rappellons simplement que la
d�emonstration consiste �a �ecrire la s�erie t�el�escopique ������ d�ej�a em�
ploy�ee pour d�emontrer la Proposition ���� et dutiliser alors la formule
de Taylor avec reste int�egral �a lordre deux�


� Applications�


��� L�in�egalit�e de Gagliardo�Nirenberg�

On d�e
nit les espaces W ��r�H n� comme la compl�etion de S�H n�
pour la norme

kukW��r�Hn � � k���Hn ���� ukLr�Hn � �

Lobjet de cette section est de d�emontrer� par application des r�esultats
pr�esent�es pr�ec�edemment� le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme 
��� Soit f une fonction de Lq 	W ��r�H n�� avec q et r
strictement sup�erieurs �a � et � 
 �� Alors f �W ��p�H n�� et

k���Hn ����fkLp�Hn � � C kfk�Lq�Hn � k���Hn ����fk���Lr�Hn � �

o�u ��p � ��q � ��� ���r� � � ��� ���� et � � 	�� �� �

D�emonstration� Commen$cons par rappeller la d�e
nition et les prin�
cipales propri�et�es de la fonction maximale �voir ���� Chapitre XIII�
p� ���	� pour des d�etails��

Rappellons que la distance homog�ene sur le groupe de Heisenberg
est d�e
nie par

kj�z� s�kj def� �jzj� � jsj����� �
Les %boules& associ�ees �a cette distance sont not�ees

B�z� s� R� � f�z�� s�� � H
n � kj�z�� s���z� s���kj � Rg �

et leur mesure est not�ee m�B�z� s� R���
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D�e�nition 
��� Soit f � L�
loc�H

n �� La fonction maximale de f est

d�e�nie par

Mf�z� s�
def
� sup

R��

�

m�B�z� s� R��

Z
B�z�s�R�

jf�z�� s��j dz� ds� �

Proposition 
��� Si f � Lp�H n�� avec � � p � �� alors Mf �
Lp�H n�� et

����� kMfkLp�Hn � � Ap kfkLp�Hn �

o�u Ap est une constante d�ependant de p et de n�

D�autre part� soit � � L��H n �� et supposons que le plus petit ma	

jorant radial de �� not�e � et d�e�ni par

��z� s� � sup
kj�z��s��kj�kj�z�s�kj

��z�� s��

est dans L��H n�� Alors pour tout f � Lp�H n �� avec � � p � �� on a

����� jf � ��z� s�j � k�kL��Hn �Mf�z� s� �

D�emontrons �a pr�esent lin�egalit�e propos�ee pour une fonction f �
S�H n�� On peut �ecrire

���Hn ����f

�
X
j	A

���Hn ����  �jf �
X
j�A

���Hn ��������  �j����Hn ������ f� �

o�u A est une constante �a 
xer� Nous avons vu en ������ que

F�a����Hn �����  �jf����F���

� �jmR�j�j��
��j �� a��� j���j�j �� j	j� n������F�f����F��� �

d�es que a � C��R�� est homog�ene de degr�e m� Alors comme en �������
on a

a���Hn �  �jf � �jm�jN h���j �� �
X

jj�j�j	�

 �j� f �
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o�u h est la fonction de S�H n� telle que

F�h����F��� � R�j�j��� a��� j���j �j�����F��� �

Mais alors comme dans ��	� il existe une fonction eh radiale� int�egrable
et d�ecroissante en la distance �a lorigine� qui majore h� ce qui par ap�
plication de ������ donne

ja���Hn �  �jf�z� s�j � C �jmMf�z� s� �

En appliquant cette in�egalit�e �a a�D� � ���Hn ���� puis �a a���Hn � �
���Hn ��������� il vient

j���Hn ���� f�z� s�j

� C
�X
j	A

��jMf�z� s� �
X
j�A

������jM����Hn ���� f��z� s�
�

� C ��AMf�z� s� � C ������AM����Hn ���� f��z� s� �

puisque � � �� En optimisant sur A� il vient

j���Hn ����f�z� s�j � C �Mf�z� s������� �M����Hn ����f��z� s����� �

Il su!t alors dappliquer lin�egalit�e de H"older� qui donne

k���Hn ����fkLp�Hn � � C kMfk�Lq�Hn � kM����Hn ����f�k���Lr �

avec � � �� ����
Lin�egalit�e maximale ����� termine la d�emonstration�

Remarque� Dans le cas o�u p � q � r � �� lin�egalit�e correspondante

k���Hn ����fkL��Hn � � C kfk�L��Hn � k���Hn ����fk���L��Hn � �

o�u � � �� � ���� et � � 	�� �� � se d�emontre simplement par le calcul
suivant

k���Hn ����fkL��Hn � �
���X
j	A

���Hn ����  �jf
���
L��Hn �

�
���X
j�A

���Hn ��������  �j����Hn ����f�
���
L��Hn �

� C �������A kfkL��Hn �

� C ����A k���Hn ����fkL��Hn � �
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ce qui� en optimisant sur A� conduit au r�esultat�


��� �Equations semi�lin�eaires sous�elliptiques�

Dans ���	� C��J� Xu et C� Zuily d�emontrent un r�esultat de r�egularit�e
des solutions faibles d�equations quasi�lin�eaires sous�elliptiques� Nous
nous proposons ici� dans le cas o�u lop�erateur sous�elliptique est ��Hn

et dans un cadre semi�lin�eaire� den pr�esenter une d�emonstration plus
�el�ementaire� reposant sur le paraproduit et les espaces de Besov� Cette
d�emonstration dans le cas classique est due �a J��Y� Chemin et C��J� Xu�
voir ��	�

Consid�erons donc l�equation semi�lin�eaire sous�elliptique suivante�
o�u N� � N � et bk

�

ij�k	 est une fonction ind�e
niment di��erentiable

����� ��Hnu
k� �

�nX
i�j��

N�X
k�	��

bk
�

ij�k	�u�Xiu
kXju

	 � � �

pour k� � f�� � � � � N�g� On peut alors d�emontrer le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme 
��� Si � est un r�eel tel que � � ���� et si u est solution

faible de ����� telle que u � H��H n � 	 C��H n�� alors u � C��H n��

D�emonstration� Les r�esultats obtenus jusquici permettent de re�
prendre �a lidentique la d�emonstration de ��	� nous la reproduisons ici
pour la commodit�e du lecteur�

On peut supposer que � � �� Commen$cons par remarquer que si
u � H��H n� 	 C��H n�� alors

bk
�

ij�k	�u�Xiu
kXju

	 � L��H n� �

et donc par linjection continue de L��H n� dans B�
����H n�� on en d�eduit

que
�Hnu

k� � B�
����H n� �

Mais lop�erateur ���Hn � est un isomorphisme de B�
p�r�H

n � dans
B���
p�r �H n � pour tout � � R� et pour tous �p� r� � ����	 �voir ��	��

par cons�equent on obtient que u � B�
����H n��

On raisonne alors par r�ecurrence� en montrant que pour tout k � N �

����� u � B��k�
��� 	 C��H n � implique u � B

���k����
��� �H n � �
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ce qui d�emontrera le th�eor�eme�
Pour d�emontrer ������ il su!t dutiliser la Proposition ��� ci�dessus�

qui implique que

bk
�

ij�k	�u� � B��k�
��� 	 C��H n� �

et donc par le Corollaire ���� on a

bk
�

ij�k	�u�Xiu
kXju

	 � B
�k����
��� �H n � �

On en conclut alors que

u � B
���k����
��� �H n � �

ce qui ach�eve la d�emonstration�


��� �Equations d�ondes semi�lin�eaires�

Consid�erons l�equation dondes semi�lin�eaire suivante

�����

	

ttu��Hnu � jXuj�F �u� � dans R � H n �

�ujt��� 
tujt��� � �u�� u�� �

o�u F � C��R�� On a not�e Xu � �X�u� � � � � X�nu�� et lon notera
dor�enavant Du � �
tu�Xu�� D�emontrons le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme 
��� Soit s � N�� � ���� et �u�� u�� �  Hs �  Hs���H n ��
Alors il existe un temps T � � tel que ����� poss�ede une unique solution

u� avec
u � L����� T 	�  Hs�H n�� �

et

Du � L����� T 	�  Hs���H n �� 	 L����� T 	� L��H n�� �

Remarque� Ce th�eor�eme est lanalogue sur le groupe de Heisenberg du
���� Th�eor�eme �	 du cas classique� Notons toutefois que la restriction
sur lindice s est plus forte dans notre cadre �quand d � �� la restriction
dans ���	 est s � ��� Comme nous le verrons dans la d�emonstration� cela
est d�u au fait que le domaine de validit�e des estimations de Strichartz
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g�en�eralis�ees� sur le groupe de Heisenberg� est moins �etendu sur H n que
sur Rn �voir ��	��

D�emonstration du Th�eor�eme� Nous allons commencer par rappeler
��� Th�eor�eme ���	� donnant les estimations de Strichartz g�en�eralis�ees�
sur le groupe de Heisenberg� v�eri
�ees par la solution u de	


ttu��Hnu � f � dans R � H n �

�ujt��� 
tujt��� � �u�� u�� �

Notons que dans ��	� le th�eor�eme est d�emontr�e pour �u�� u�� �  H� �
L��H n�� mais on obtient de mani�ere identique le cas �u�� u�� �  Hs �
 Hs���H n��

Proposition 
��� Soient trois r�eels s� �� et ��� et soient pi� ri� pour i �
f�� �g� tels que

�

pi
� �

�
� �

ri
et � � ri � � �

�� � N
��

�
� �

r�

�
� �

p�
� s et �� � N

��

�
� �

r�

�
� �

p�
� �� s �

Supposons que �u�� u�� �  Hs�  Hs���H n�� Alors pour tout temps T � on
a

kukLp��
��T �� 	B
��
r���

�Hn �� � k
tukLp��
��T �� 	B
����
r���

�Hn ��

� C k�u�� u��k 	Hs� 	Hs���Hn � � C kfk
Lp� �
��T �� 	B

���
r���

�Hn ��
�

o�u pour tout r� on a not�e r pour son conjugu�e� d�e�ni par ��r���r � ��

Pour all�eger les notations� on notera LpT �  B�
p�r�H

n�� lespace

Lp���� T 	�  B�
p�r�H

n��� Dautre part� on supposera dans la suite que
s � N�� � � puisque dans le cas s � N�� � �� la r�esolution du syst�eme
est simplement due �a la th�eorie classique des syst�emes sym�etriques hy�
perboliques� Par la proposition ci�dessus� on a donc

kukL�T � 	Hs�Hn �� � k
tukL�T � 	Hs���Hn ��

� C k�u�� u��k 	Hs� 	Hs���Hn � � C k jXuj� F �u�kL�
T �

	Hs���Hn �� �
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et� pour tout � � �� puisque s � N�� � ���� on a

kukLp�T � 	B���
����H

n �� � k
tukLp�T � 	B�
����H

n ��

� Ck�u�� u��k 	Hs� 	Hs���Hn � � C k jXuj�F �u�kL�
T �

	Hs���Hn �� �
�����

avec
�

p�
� � � � �

N

�
� s �

et lon peut choisir p� � ��

Remarque� Cest ici que la restriction sur s intervient� et elle est due
au fait que sur le groupe de Heisenberg� on a n�ecessairement p� 
 ��
alors que dans le cas classique� la limitation sur p� est p� 
 � �en
dimension d 
 ��� Cette limitation dans le cas classique permet donc
de r�esoudre notre probl�eme pour s � �n � ���� d�es que la dimension
despace est n 
 �� et pour s � � � ��� en dimension �� Ici en toute
dimension� on demande que

s �
N

�
�

�

�
�

Le Lemme ��� indique que les Xj op�erent sur les espaces de Besov�
par cons�equent lestimation ����� s�ecrit aussi

kDukL�
T �

	B�
����H

n ��

� C k�u�� u��k 	Hs� 	Hs���Hn � � C k jXuj� F �u�kL�
T �

	Hs���Hn �� �

En outre� comme  B
��� � L�� on a 
nalement

kDukL�
T �L

��Hn ��

� C k�u�� u��k 	Hs� 	Hs���Hn � � C k jXuj� F �u�kL�
T �

	Hs���Hn �� �

Il reste �a estimer jXuj� F �u� dans  Hs���H n �� Pour cela� on va faire ap�
pel aux estimations douces obtenues en Section ����� et �a la Proposition
��� sur la composition par des fonctions C�� ainsi qu�a lalgorithme de
paraproduit introduit dans la D�e
nition ���� Commen$cons par d�e
nir
la fonction G � C��R� par

G�u� � F �u�� F ��� �



��� H� Bahouri et I� Gallagher

Alors� par les estimations douces de la Section ������ on a

k jXuj�F �u�k 	Hs���Hn �

� C kXukL��Hn �kXuk 	Hs���Hn � � k jXuj�G�u�k 	Hs���Hn � �

D�emontrons 
nalement le lemme suivant�

Lemme 
��� Si Xu � L� et u �  Hs�H n�� avec s � N��� alors

k jXuj�G�u�k 	Hs���Hn � � C kXukL��Hn � kuk�	Hs�Hn �
�

D�emonstration du Lemme� Commen$cons par remarquer que la
Proposition ��� sur la composition par des fonctions C� implique�
puisque G��� � �� que

kG�u�k 	Hs � Ckuk 	Hs �

En outre� les estimations douces de la Section ����� fournissent

k jXuj�G�u�k 	Hs���Hn � � C kXuk 	Hs���Hn � k jXujG�u�kL��Hn �

� kXukL��Hn � k jXujG�u�k 	Hs���Hn � �

Le premier terme de cette estimation se majore en utilisant que

k jXujG�u�kL��Hn � � C kXukL��Hn � kG�u�k 	Hs�Hn � �

puisque s � N��� ce qui donne

kXuk 	Hs���Hn � k jXujG�u�kL��Hn � � C kuk�	Hs�Hn �
kXukL��Hn � �

Quant au second terme� on �ecrit lalgorithme de paraproduit

jXujG�u� � TG�u�jXuj� TjXujG�u� � R�G�u�� jXuj� �

Le Th�eor�eme ��� implique que

kTG�u�jXuj k 	Hs���Hn � � C kG�u�kL��Hn �kXuk 	Hs���Hn �

� C kuk�	Hs�Hn �
�
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De m�eme� on peut �ecrire que

kTjXujG�u�k 	Hs���Hn � � C kXuk 	C���Hn � kG�u�k 	Hs�Hn �

� C kuk 	Hs�Hn � kG�u�k 	Hs�Hn � �

puisque s � N��� ce qui donne lestimation voulue� En
n pour le terme
de reste� on �ecrit que

kR�G�u�� jXuj�k 	Hs���Hn � � C kXuk 	Hs���Hn � kG�u�k 	B�
����Hn �

� C kuk 	Hs�Hn � kG�u�kL��Hn � �

Le lemme est donc d�emontr�e�

On peut �a pr�esent achever la d�emonstration de la proposition� En
d�esignant k � ks�T pour la norme

kuks�T � kukL�T � 	Hs�Hn �� � k
tukL�T � 	Hs���Hn �� � kDukL�
T �L

��Hn �� �

on a 
nalement montr�e que

kuks�T � C k�u�� u��k 	Hs� 	Hs���Hn � � C kuk�s�TT ��� � C kuk�s�TT ���� �

Il est classique que ce type destimation conduit �a lexistence de solu�
tions en temps petit �d�ependant de �u�� u���� Lunicit�e est une cons�e�
quence du fait que

Du � L����� T 	� L��H n�� �
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