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Paraproduit sur le groupe

de Heisenberg et applications

Hajer Bahouri et Isabelle Gallagher

Résumé. En adaptant au cas inhomogene la décomposition de Little-
wood-Paley homogene sur le groupe de Heisenberg introduite par H.
Bahouri, P. Gérard et C.-J. Xu dans [4], on construit des opérateurs de
paraproduit analogues a ceux définis par J.-M. Bony dans [5]; malgré
le fait que 'on ne dispose pas de formule simple pour la transformée de
Fourier d’un produit, des propriétés de localisation spectrale du cas clas-
sique sont préservées sur le groupe de Heisenberg apres passage au pro-
duit. A partir du découpage dyadique et du paraproduit, on démontre
I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg sur le groupe de Heisenberg, et 'on
étudie la régularité des solutions de systemes sous-elliptiques semi-
linéaires, ainsi que des équations d’ondes semi-linéaires.

Abstract. We adapt the homogeneous Littlewood-Paley decomposi-
tion on the Heisenberg group constructed by H. Bahouri, P. Gérard
and C.-J. Xu in [4] to the inhomogeneous case, which enables us to
build paraproduct operators, similar to those defined by J.-M. Bony
in [5]; although there is no simple formula for the Fourier transform
of the product of two functions, some spectral localization properties
of the classical case are preserved on the Heisenberg group after the
product has been taken. Using the dyadic decomposition and the para-
product algorithm, we prove the Gagliardo-Nirenberg inequality on the
Heisenberg group; the smoothness of solutions of subelliptic, semi-linear
systems is also studied, as well as semi-linear wave equations.
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70 H. BAHOURI ET I. GALLAGHER

1. Introduction.

Ce travail vise a donner des applications de la théorie de Little-
wood-Paley sur le groupe de Heisenberg, a partir de la construction de
la décomposition homogene menée par H. Bahouri, P. Gérard et C.-J.
Xu dans [4]. Une adaptation de la méthode de [4], utilisant aussi un
résultat de [11], conduit & la construction d’une décomposition inho-
mogene, ce qui nous permet de transposer au groupe de Heisenberg
divers résultats connus dans le cas classique (que 'on peut trouver par
exemple dans [5], [6] ou dans [7]), concernant la théorie de Littlewood-
Paley. On démontre notamment des résultats concernant le cotit de
la dérivation pour des fonctions dont la transformée de Fourier est lo-
calisée dans une boule ou dans une couronne, ainsi que des estimations
concernant ’action des applications homogenes et la composition par
des fonctions C*°. Enfin cette décomposition de Littlewood-Paley per-
met de démontrer les inclusions de Sobolev H® C LP — ces inclusions
sont également démontrées dans [4], par une méthode différente.

On définit ensuite, dans la Section 4, les opérateurs de paraproduit
sur le groupe de Heisenberg, et I’on étudie leurs propriétés. La définition
de J.-M. Bony (voir [5]) dans le cas classique s’avere opérante dans ce
cadre, une fois vérifié (par la Proposition 4.1) que certaines propriétés
de localisation dans ’espace de Fourier sont préservées apres passage
au produit. Ces opérateurs, comme dans le cas classique, permettent de
démontrer des lois de produit et des estimations douces dans les espaces
de Besov.

Enfin la derniere section est consacrée a des applications de cette
théorie. La premiere concerne la démonstration de 'inégalité de Ga-
gliardo-Nirenberg par utilisation du découpage dyadique et des fonc-
tions maximales sur le groupe de Heisenberg. La seconde application
vise a démontrer un résultat de régularité pour les solutions d’équations
sous-elliptiques semi-linéaires, par utilisation du paraproduit. La mé-
thode de démonstration suit la démarche de J.-Y. Chemin et C.-J. Xu
dans [8]. Enfin la derniére application concerne des équations d’ondes
semi-linéaires sur le groupe de Heisenberg: en utilisant les estimations
douces démontrées plus haut, associées aux estimations de Strichartz
généralisées de [4], on démontre un théoreme analogue & un résultat de
G. Ponce et T. Sideris (voir [17]) dans le cas classique.

Remarquons que dans [12], P.-G. Lemarié construit une base d’on-
delettes sur les groupes de Lie nilpotents stratifiés abstraits, a partir
de laquelle on peut déduire une formule de paraproduit. L’intérét de
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la construction que nous présentons ici est qu’elle est adaptée au cadre
Heisenberg, et ainsi directement utilisable pour des applications.

2. Notations et rappels.

Nous allons rappeller ici quelques résultats sur la théorie de Little-
wood-Paley sur le groupe de Heisenberg. Pour des détails concernant
le groupe de Heisenberg, nous renvoyons a [9], [14], [15], [16], [18], [19],
et pour le découpage dyadique homogene sur le groupe de Heisenberg,
on consultera le travail de H. Bahouri, P. Gérard et C.-J. Xu dans [3]
et [4].

2.1. Rappels de définitions.

Le groupe de Heisenberg H" est 'ensemble C"* x R muni de la loi
de produit suivante

(2,8)- (,8)=(z+72,s+5 +2Imz-Z'),

pour tous ((z, ), (2/,s")) € H" x H". Le groupe H" étant non commu-
tatif, la transformée de Fourier sur H" est définie a ’aide des représen-
tations irréductibles unitaires de H". Nous choisissons ici les représen-
tations définies a partir des espaces de Bargmann,

Hx = {F holomorphe sur C*, ||F||y, < oo},

ou 'on a noté
def 2|)\| n _ 2
172, % (T> / 2P | F(¢)2 de |
et les représentations irréductibles unitaires (u)‘, H )20 sont alors

ud JF (&) = F(€ —7) AT == 27/2) pour A > 0,

et
ui‘ysF(ﬁ) =F(+=2) s H2AET-127/2) pour A < 0.

Notons que 'on a une base orthornormée de 'espace de Hilbert H ),

formée de
Farle) = W2

= WEAY L eN,

Ja
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On définit la transformée de Fourier d’une fonction f € L!(H") par
FHN) = | flzs)u) dzds.
Hr

Dans le cas particulier des fonctions radiales, telles que f(z, s) =g(|z|, $),
la proposition suivante, démontrée dans [15], nous sera d’une grande
utilité.

Proposition 2.1. Si f € L*(H") est radiale, alors F(f)(A)Fanx =
R|a|()\)Fa,)\, ot

m+n—1
m

—1
Ru(A) = ( ) [ 78 e BN =) e s s,

et ot les ng)(t) sont les polynomes de Laguerre

m k
L Z <m * ”) o

Réciproquement, s’il existe des scalaires Rp, () tels que F(f)(A)Fox =
R|a|()\)Fa,)\, et

;(m“‘ ) /|R 2 A" dA < oo,

alors f € L2(H") est radiale, et l’'on a presque partout

2n1

1) = S 2 [ 7 RO =) N A i,

Enfin rappellons qu’il existe une base de champs de vecteurs in-
variants a gauche sur le groupe de Heisenberg, notés

Xj=0,;+2y;0s et Y; =0, —2x;0s, pourtousj€{l,...,n},

ou 'on a écrit, pour tout z; € C", z; = x; +iy;. On notera

def =
A = D (XF+YP),
j=1
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et pour tout v € N, X7 sera un produit de v champs de vecteurs, du
type

(2.1) X7 =X - Xj,

ouji € {1,...,2n}, et on convient que X;4,, = Y;, pour je{1,...,n}.
Remarquons que pour toute fonction f € S(H™)

(22)  FAm )N Far = —4A[(2]a] + 1) F(f)(A) Fax -
On peut enfin définir I'opérateur suivant
(23)  F((=2w,)"2 ) (V) Far = (41N 2] e +n))?2 F(f)(A) Fax

pour tous p € R, f € S(H").

2.2. Théorie de Littlewood-Paley sur le groupe de Heisenberg.

Nous allons rappeller tout d’abord la définition de la décomposition
de Littlewood-Paley homogene construite dans [3] et [4]. Nous précise-
rons a la fin de ce paragraphe comment cette construction peut s’adap-
ter pour obtenir une décomposition inhomogene.

Dorénavant nous noterons Cy la couronne {r € R: 1/2 < |7| < 4},
By la boule {7 € R : |r| < 2}, et nous consideérerons une fonction
R* € C§°(Cy), telle que

ZR* (272 1) =1, pour tout 7 € R* .
JEL

D’autre part, on définit la fonction R* € C$°(B,), identiquement égale
a 1 pres de 0, telle que

é*(T)‘FZR*(Q_ZjT):l, pour tout 7 € R.
320

Dans ce qui suit, nous noterons R} (7) = R*((2m +n) 7). La Proposi-
tion 2.1 nous permet de définir la fonction radiale

2n—1 N 9
_ —iAs p* (n—1) 2\ ,—|Al|z] n
P(es) = o 3 [ MRLOILE D@ o) e AR dx,
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et [4, Proposition 2.2] indique que ¢ est un élément de S(H"). Ce
résultat est aussi une conséquence de [11]. Ainsi l'on peut écrire en
particulier

F(@) (M) Fax = Ry (M) Fax

et si pj(z,8) = 2NV p(272,2%5), ot N = 2n + 2 est la dimension
homogene de H", alors la série

f:ZAjf, avec Ajf:f*goj,

JeZ

est la décomposition de Littlewood-Paley de f € S(H") sur le groupe
de Heisenberg.

La convergence de la série >, A;f est démontrée dans [4]. No-
tons que cette série ne converge pas dans §’'(H™) (a cause des fonctions
polynomiales, qui vérifient Ajf = 0, pour tout j € Z). D’autre part,
notons que cette décomposition dyadique est bien une décomposition
de Littlewood-Paley, puisque (voir [4, Proposition 2.3]) si f € S'(H")
vérifie Y., Ajf = f, alors f € LP(H") est équivalent & [|A; fle2z) €
Lr(H™).

Notre but étant d’écrire une théorie du paraproduit sur le groupe de
Heisenberg, il convient a présent de construire une décomposition inho-
mogene de Littlewood-Paley; en d’autres termes, nous allons a présent
chercher a montrer que la fonction v définie par

b(2,5)

2n—1 o~ 2
R S K e LI PR

ﬂ-n
vérifie ¢ € S(H™). Alors on écrira, pour f € L2(H"),

f= Z A;f, avec pour tout j € N,

Jj2-1
(2.5) ,
Ajf =451, Af=[xy
et pour tout 7 < —1, A;jf=0.

On définit aussi Sjf = ; * f, avec ¥;(z,s) = 2NI4)(272,2%95), pour
tout 57 € N.

Il s’agit donc de vérifier que ¢ définie en (2.4) est un élément
de S(H™). Une adaptation de [4, Proposition 2.2] nous permet de
démontrer le résultat suivant.
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Proposition 2.2. La fonction v définie par

2n—1 ) .
W(zs) = oy ) / e R (VLI (2] 2]2) eI A da,

T
ot R* € C§°(By) est identiquement égale a 1 prés de 0, vérifie

(2.6) 1(—Apn ) || L2@ny < Ck . pour tout k € N,
(2.7) G s = 1213 9l L2 @y < Ce pour tout £ € N,
et donc ¢ est dans S(H™).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Nous allons commencer par
démontrer (2.6). Rappellons qu’il est démontré dans [4] que la trans-
formée de Fourier sur le groupe de Heisenberg réalise un isomorphisme
du sous-espace des fonctions radiales de L%(H") sur les opérateurs A &
un parametre, définis par

AN Fox = Qaj( M) Fy

avec

mntl m

2n—1 -1 o0
(m” )/ QN2 A" dA < oo

Alors la Proposition 2.1, associée a (2.3), donne le résultat, puisque

) (mm_ 1) /Z [—4(@m+n) ADF IR (2m+n) A A" dA

m

m

-1 oL
=S (" emew et [T iR AR,
olt R** est, une fonction de CO(R), donc cette série est convergente.
Pour ce qui est de (2.7), on peut reprendre les calculs de [4]: si @
est une fonction de C§°(R*), et si Qm(A) = Q((2m +n) A), alors il est
montré dans [4] que la fonction

2n—1

_ —iXs (n—1) 2y —|A||z|? n
Frs) = 2oz 3 [ € QuNLE D2 A o) e N (A ax
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est dans L?(H"), mais aussi toutes les fonctions (is — |z|?)*f pour
¢ € N. On constate facilement (nous n’entrerons pas dans les détails
ici), au vu de la démonstration de ce résultat dans [4], que la condition
Q € C§°(R*) peut étre relaxée en QQ € C3°(R), et @@ constante pres de
A = 0. C’est en particulier le cas pour la fonction ﬁ*, et donc le point
(2.7) est démontré.

Reste donc a vérifier que (2.6) et (2.7) impliquent bien que ¢ €
S(H™). Cela résulte du lemme suivant.

Lemme 2.1. Soit f € S'(H") telle que
(—Age )Ff € L*(H"), pour tout k € N,

et
(is—|z|?)'f € LAH"), pour tout £ € N.

Alors f € S(H™).

DEMONSTRATION. Nous allons démontrer ce résultat uniquement dans
le cas £ = 1; le cas général s’en déduit sans difficulté. La sous-ellipticité
de (—Agn)* implique (voir [4, Lemme 2.1]) qu’il suffit de démontrer
que

(—Am)*((is —|2|)f) € L*(H"), pour tout k € N.

I1 est facile de voir, par la formule de Leibnitz et avec la notation (2.1),
que

X ((is—|2P) f) = (is— 2 X5+ Y Pul(z)X¥ ],

k'<2k

pour tout k € N*, ou Py est un polynéme. Mais 'hypothese (is —
|z|2)¢f € L2(H") implique que pour tout 3 € N, on a 2°f € L2(H"),
par conséquent il vient

|G oD A5~ o) f) de ds

=C [ (is—|2[) fAX™((is = |2*) f) dzds
Hr

=C [ (is—|z)2fXx*fdzds
Hn
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+ Z/ Pk’(z)(i5—|z|2)f2\fk’fdzds
k' <4k H"

< C sup [[(=Au)’ fllL2 @y 1G5 — 12127 fll2 @y -
B2k

Le lemme est démontré, et avec lui, la proposition.

3. Lemme de localisation et applications.
3.1. Enoncé du lemme et démonstration.

Le résultat suivant est ’analogue du [6, Lemme 2.1.1] dans le cas
classique. Il décrit le cout de la dérivation pour une fonction dont la
transformée de Fourier est localisée.

Lemme 3.1. Soient p et q deux éléments de [1,00], avec p < q, et soit
u € LP(H™) une fonction telle que ux f = 0 pour toute fonction radiale
f € S(H™) vérifiant, pour tout oo € N*,

(3.8) F(fYAN)Far=0, pour X € (2|a| +n)"12% B, .
Alors on a
(3.9) ZEIIZ |XP || gy < O 2NIAP=YDTET |1y 1 0y

pour tout k € N. D’autre part, si ux g = 0 pour toute fonction radiale
g € S(H™) vérifiant, pour tout o € N™,

(3.10) Flg) N Far=0,  pourXe (2|a]+n)"12% ¢y,
alors

Gyt 277 (= A ) *ul Loy < ull o gan)
(3.11) < Cp 2797 ||(—Ame ) ull o ny

pour tout p € R.

REMARQUES. Dans le cas ou la fonction u est un élément de S(H"),
alors les hypotheses (3.8) et (3.10) se traduisent respectivement en

.,/_"(U)()\)Fay)\ = 1(2|a|+n)7122j30 ()\)f(U)()\)Fa,A 5
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et
F(w)(A) Fax = Lzjal+n)-122ic, (A)F (w) (A) Fax -

Notons en outre que le second résultat de ce lemme ne concerne que
le cas ou l'opérateur de dérivation est du type (—Agn)?/2. Cela est
di au fait que dans le cas des opérateurs X;, on ne dispose pas de
décomposition dans la base des F, x aussi simple que celle donnée par
(2.2) pour —Apn .

DEMONSTRATION DU LEMME. Nous allons nous placer dans le cas ou
la fonction u est un élément de S(H™); le lemme suit par densité. Soit
R € C§°(R), identiquement égale a 1 pres de By. Alors on a

F(u)(A) Fax = Rjo| (272 X)) F(u)(A) Fa,x

ot 'on a posé R4 ((A) = R((2|a|+n)A). Mais alors d’apres les propo-
sitions 2.1 et 2.2, il existe une fonction g € S(H") radiale, telle que

F(g)A) Fax = R (M) Fa,x -

En écrivant g;(z,s) = 2V7 g(272,2%7 ), on a alors
F(u) (M) Fan = F(g;)(N)F (u)(A) Fan

et donc u = g; * u. Mais on a alors

APy = 2WNB) XB (5, )
ou pour tout a, J, est la dilatation homogene définie par d,(z,s) =
(az,a%s). Comme dans [6], il suffit alors d’appliquer I'inégalité de
Young pour obtenir (3.9).

Démontrons a présent (3.11). Soit R’ € C§°(R*), identiquement
égale a 1 pres de Cy. Alors

F(u) (M) Far = Ry (277N F(u)(N) Fa

ol RTaI

(\) = R'((2]a] + n) \), donc

Mol 2N (A ) u) ()

F)NFar =2 o @l )77 7
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Définissons alors la fonction

R'(A)
4 _
9 (/\)_20|/\|p/2 )

a laquelle on associe 9|pa|()\) = 60°((2|a|+mn)A). Alors 0 € C§°(R*), et
d’apres [4], il existe une fonction g € S(H™) telle que
F(g”) A Fan =07, (A) Fax

|ex]

et 'on conclut comme précédemment. Le lemme est démontré.

3.2. Applications.
3.2.1. Lemme de caractérisation.

Cette premiere application du Lemme 3.1 permet de caractériser
I’appartenance d’une fonction a un espace de Besov; la définition des
espaces de Besov sur le groupe de Heisenberg est identique au cas clas-
sique (voir [4]). Rappellons simplement que I'espace B ,.(H"), pour
p € Ret (p,r) € [1,00]? est défini comme I’espace des distributions
tempérées vérifiant

def i r 1/r
u = ZAJU et HUHBQ,T(H”) = < Z 2ITpP ||AJU||LP(H")> < 00,
J j>—1

et 'espace de Besov homogene B;,’J(]HI”), pour p < N/p est l'espace

des distributions tempérées telles que u = ) j Aju, et que la norme
suivante soit finie

def ir A r 1/r
lull g, qany = (D227 1850l gngeny) -
JEL

REMARQUE. On définit aussi, comme dans le cas classique, les espaces
de Holder C”, que 'on identifie pour tout p € R — N a B ., ainsi
que les espaces de Sobolev H® et leurs versions homogenes, pour tout

s € R

Lemme 3.2. Soit p > 0 et (p,r) € [1,00]%. Les deur assertions
sutvantes sont équivalentes.
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i) ue Be(H).
ii) Il existe {u;};>0 telle que u =Y u;, et pour tout v € R,
(= Ba ey < Cy 279920 avee p >0,
ou C, ne dépend que de vy, et {cj}j>o est une suite de £"(N).

DEMONSTRATION. Le Lemme 3.1 précédent implique clairement que
i) implique ii). Démontrons donc que ii) implique i). Soit j' € N, et

écrivons
ZAj’uj = ZAJ'I’LLJ'—}— ZAj’ Uj .
J >3’ J<j'
Alors
270 || Agr o
<20 Ay usllee +Co 2P 27| Ay (= A )Py o
J>j' 3<J’

par le Lemme de localisation 3.1, avec [ a fixer. Mais alors on a, par
hypothese,

9i'p 1A ullzr < C Z o(i'=i)p ¢;+C, Z 9(i=3")(28~p) ¢ s

3>y J<J'

ot {¢;};>0 est une suite de £"(N). Il suffit alors de prendre la norme £"
en j', en choisissant [ tel que 23 > p. Comme 'on a en outre supposé
que p > 0, on a le résultat.

REMARQUE. Un résultat analogue s’énonce bien str dans le cas des
espaces homogenes.

Le Lemme 3.1 permet de démontrer de maniere évidente la conti-
nuité des opérateurs X; dans les espaces de Besov. Les notations sont
comme en (2.1).

Lemme 3.3. Soit p < N/p, et soit le couple (p,r) € [1,00]. Siu
est un élément de B (H"), alors pour tout j € {1,...,2n}, on a

Xju € BETYHD), et

[ X5ull go=r gy < Cllull g any -
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DEMONSTRATION. On a par définition de Bgyr(]HI"),
||Aku||Lp(Hn) < ¢ 27k pour tout k € Z,

ou {ck}rez est une suite de £7(Z). Par conséquent, on a par le lemme
d’échantillonage 3.1

||XjAku||Lp(Hn) < Cep 27 R pour tous j € {1,...,2n}.
Les opérateurs X; et Ay, commutent, ce qui démontre le lemme.

REMARQUE. Le meéme résultat est évidemment vrai dans le cas inho-
mogene.

3.2.2. Estimations douces.

Une autre application du lemme de localisation 3.1 consiste en la
démonstration d’estimations douces, du type suivant. Remarquons que
les énoncés sont les mémes dans le cas des espaces homogenes.

Lemme 3.4. Soit s > 0. Siu et v sont deuzx éléments de L NH*(H™),
alors uv est un élément de L>° N H*(H"), et

[wv]|poenms @y < C([[ullp=l[ollas + [0l Lo llullae) -

Nous ne démontrons pas ce lemme ici, car il peut étre obtenu aussi
comme un corollaire des lois d’opérance des opérateurs de paraproduit
que nous définirons plus bas. Par contre, démontrons le résultat suivant,
dont la démonstration dans le cas classique peut étre trouvée dans [1,
p. 100] par exemple.

Lemme 3.5. Soit k € N, et soient u et v deuz fonctions de L (H™) N
H*(H™). Alors pour tout couple (8,7) € N? tel que B+~v =k, on a

120 270 z2aany < C (o sy ol e gy + 101 o ey el ey
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DEMONSTRATION. Supposons par exemple que # > 1 (puisque si § =
v = 0, alors le résultat est trivial). Par la formule de Leibnitz, on peut
écrire
XﬁuX"’v—ch (XPiu X)) 4 cpu XP Ty
J

ou les ¢; sont des constantes, et ot 3; +v; = k — 1. Il suffit donc de
démontrer que

1P 0 X5 0] gy < C (|ull oo gm0 ey + 1[0l oo oy w2 ey ) -
Mais on a

XﬁquWv:Z(SqXﬁju) X7 v) +Z A X i) (Sg1 X 0)
q>0 q>0

et le Lemme 3.1 implique que
1(SqX 7 u) (Ag X5 0)|| 2 < [|Sg X uf|poe || Ag X 0] 2

< C2% |Jul| g vg [Jo]|par 2747

ott {vg}g>0 est une suite de £2(N), de norme 1. On peut alors conclure
que
1(Sg X u) (Mg X)Lz < Cog 27 |lullpo 0]l v

ce qui démontre le résultat.

3.2.3. Action des applications homogenes.

La proposition suivante décrit ’action des applications homogenes
dans les espaces de Besov, et est la traduction au groupe de Heisenberg
[7, Théoreme 1.3.2]. Avant d’énoncer le résultat, donnons la définition
suivante.

Définition 3.1. Pour toute fonction f € C®(R*), on appellera
F(=Awn)Y?) Vopérateur défini par

F(F(=Au) ) u)(N) Fax = F((4 | (2]a] + 1)) F(u)(N) Fax

pour tout uw € S(H").
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Proposition 3.1. Si f € C*°(R") est homogeéne de degré m, alors

pour tout p < N/p, pour tout (p,r) € [1,00]? et pour tout u € Bp.,

< Cllullgy -

SP—m
k—o00 Bg,r

lim ‘ZAjf((—AHn)lﬂ)u‘
i<k

DEMONSTRATION. Nous allons démontrer que pour toute fonction u €
S(H"), on a
1 (D)) ull gy < C llull s -

La proposition suit alors par densité. Avec les notations rappellées au
Paragraphe 2.2, on a

FA (= Aen)?) u)(X) Fas
(3.12) = Ri, (2770 F((4 A2 ]a] + 1) 2) F(u)(A) Fax
ce qui, par ’homogénéité de f, conduit &
FA; F(—Agn) ) u)(\) Fax
= PRI (27PN F((4 27 A2 o] + 1)) F(u)(A) Fax

Définissons alors 6*(\) = R*(\) f(2 |A\|}/?), et soit h la fonction radiale,
dans S(H™) par [4], telle que

F(R)AN) Fax =07 (A) Fax

ol comme précédemment, on a noté 07, (A) = 0*((2]|al +n)A). La
condition de support de R* nous permet d’écrire

FAGF (=2 ) ) w) (X) Fan

=200 (27N D R (T NF )N Fa -
PR

On en conclut que

(313)  Ajf((—Am)Y)u= 2"V poy )« Y A,

li—3"I<1

et donc le lemme est démontré, par application de I'inégalité de Young
comme dans [7].
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3.2.4. Composition par des fonctions C°°.

Le Lemme 3.1 a enfin pour conséquence le résultat suivant, sur la
composition par des fonctions de classe C'°.

Proposition 3.2. Soit uw € L N BY (H") une fonction a valeurs

réelles, avec p > 0. Soit F' une fonction dans Uespace C*°(R) telle que
F(0) = 0. Alors F(u) est dans L> N Bf (H"), et

£ (u)l|Bg ey < Cllullg, @ny
ot C' ne dépend que de F et de ||u| oo (pm)-

DEMONSTRATION. La démonstration de cette proposition repose sur le
lemme de caractérisation 3.2, et est identique au cas classique (voir [1],
[13]). Rappellons brievement la méthode: on écrit F'(u) comme la série

(3.14) F(u) = Zvj, ou vj:F(ZAkU,)—F( Z Aku),

i>-1 k<j—1

en se souvenant que

F(u) = lim F(Z Aku> .

j—o00 <j
11 suffit alors de démontrer que
(3.15) [|(—Awn )i || Loy < Cyc; 279072 pour tout v € N,

ou C, ne dépend que de v, et {c;};>0 est une suite de £"(N), ce qui par
le Lemme 3.2 donnera le résultat.

L’estimation (3.15) s’obtient en écrivant la formule de Taylor avec
reste intégral, a 'ordre 1, qui fournit

F(%Aku) —F(kgzj:_lAku) — Aju/()lpl(kg_lAku-i-tAju) dt .

La fin de la preuve consiste alors a estimer des dérivées successives du
terme dans l'intégrale, par application de la formule de Faa-di-Bruno:
nous renvoyons a [13] pour des détails.
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REMARQUE. On a le méme type de résultat pour les espaces de Sobolev
homogenes H?, pour tout s > 0.

3.2.5. Inclusions de Sobolev.

Nous allons dans cette section présenter une démonstration des
inclusions de Sobolev utilisant le découpage dyadique.

Théoréme 3.1. Soit p € [1,00] et soit p € R tel que 0 < p < N/r.
Alors Uinclusion

riN
N —rp

BP.(H") C LP(H"), avec p =

est continue.

DEMONSTRATION. Soit f € S(H™). On a

ey = [ @ ull1f1 > a}) da

ou p est la mesure de Haar sur H” (égale a la mesure de Lebesgue).
Soit alors A un réel strictement positif a fixer, et écrivons

f=fhatf2a, avec f1 4 = Z Ajf et foa= Z Ajf.

21<A 21>A

On a, en utilisant le Lemme 3.1,

| f1,alle @) < Z 1A £l oo (i)

21<A
(3.16) < Z 9Jp 1A £l rguam) 93 (N/r=p)
21<A

< CANP || f||pg , san)

Choisissons a présent A = A, tel que

_ a
CAN™=P || fllpe, any = 1
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Comme

pd11> ap) < u({If1al > 5 1) + n({1£2a1> 5}).

on en déduit, avec le choix A = A,, que

(1> o) ({1 > 2))

Mais on a, par l'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev,

u({lfz,A

a T —Tr T
> 1) 2 a T I aall e

et

12,0 e ey = /H | A dmas

21> A,
. /T
g/ (> 2 iagsrazds) (>0 27 )
H» 20> A, 20>A,

oul/r+1/r" =1, et donc

1 f2,40 |1 runy < CAZ" Z 25 | A -
21> A,

Par conséquent, on peut écrire, en utilisant le théoreme de Fubini, que

sy SC [ a7 30 DA i

2>A,

C2I(N/r—p) £l ge
T gp—r—l=er(r/(N=rp)) da)

SCZ(/O

j2-1

(AC | fllpg, ) N 2T A F[ e

<Ol 32 NP A

j2-1

< ClfIE > 2 NAG F I ey

j=-1
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Le théoreme est démontré.

REMARQUE. La méme démonstration permet d’obtenir I'inégalité de
Sobolev précisée suivante (voir [10])

1—r r
11l < OIS g 1 i -
11 suffit en effet de modifier le calcul (3.16): sil’on n’utilise pas le Lemme
3.1, il vient

| f1,allL> < CAN/T_prHB;o(go/r—p) ;
et les calculs sont alors identiques, en choissant A = A, avec
a

2 CAZT | fll gisser -

4. Paraproduit sur le groupe de Heisenberg.

L’objet de cette section est d’adapter au groupe de Heisenberg
I'algorithme de paraproduit introduit par J.-M. Bony dans [5].

Par rapport au cas classique, une difficulté apparait, due au fait
que l'on ne dispose pas d’écriture simple pour la transformée de Fourier
du produit de deux fonctions. Notamment il n’est pas évident a priori,
et contrairement au cas classique, que si deux fonctions ont une trans-
formée de Fourier supportée dans des couronnes suffisamment éloignées
I'une de l'autre, alors la transformée de Fourier de leur produit reste
supportée dans une couronne. Néanmoins ce résultat est conservé pour
le groupe de Heisenberg, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.1. Soient j et j' deux entiers, et soient f et g deux
fonctions de S'(H™) telles que f* f; = 0 et g x gj = 0 pour toutes les

fonctions radiales f; et g dans S(H"), telles que
f(J?j)()‘)Fa,A =0, pour X € (2|Oz|+n)_1 22jco 7
f@j’)()‘)Fa,A =0, pour X € (2 |a| + n)—l 92j' Co .

Alors si j' —j > 1, il existe une couronne C| telle que fg*ﬁj: = 0 pour
toutes les fonctions radiales hj dans S(H"), telles que

]:(%j/)()\)Fa,A =0, pour A € (2|a] +n)t 2% C} .
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D’autre part, si |’ — j| < 1, alors il existe une boule B, telle que fg *
hy =0 pour toutes les fonctions radiales b}, dans S(H"), telles que

FHp)NFar =0, pour A€ (2]a] +n) 7" 27 By

REMARQUE. De la méme maniere que pour le Lemme 3.1 vu plus
haut, dans le cas de fonctions dans S(H™), cette proposition s’écrit
plus simplement de la facon suivante.

Proposition 4.2. Soient j et j' deux entiers, et soient f et g deux
fonctions de S(H™) telles que

F(HNFax = Lja+n)-1225¢, (AN F (F) (A Fax
F(9) AN Fax = L(g)a4n)-1221co (N F () (A) Far
avec j' — j > 1. Alors il existe une couronne C{ telle que
F(fN) Fax =L (9101 4n)-1225 ¢t (N F (f9) (A) Fa,x -
D’autre part, si |j' — j| <1, alors il existe une boule B telle que

F(f9) N Fax = L(gja)4n)-122 8 (A F(f9)(A) Fax -

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.1. Nous supposerons dans
la suite que f et g sont deux fonctions de S(H™), la Proposition 4.1
s’obtenant par densité. On est donc ramené a démontrer la Proposition
4.2.

Pour simplifier nous ne traiterons dans la suite que le cas A > 0.
Par définition de F(f)(A), on a

FHNFa(§) = . F(z,8)u) g Foa(§) dzds

(V2A (€ -2) e T2AE2—1217/2) 1 ds
Va!

En écrivant £ =&, +1&, et 2 = 2z, + 1 2p, il vient

= | [f(z5)
Hr

~

FHNFax(§) = (AR f) (=228, =2 A&, —A),
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ou 'on a écrit f pour la transformée de Fourier usuelle de toute fonc-
tion f, et ou

(VZX (€ -2)"
Vol

=12 2
A;v,gf(% 5) = e~ ME=ZI"=[¢] )f(z, s).

REMARQUE. Par ce calcul, on a fait le lien entre la transformée de
Fourier “Heisenberg” et la transformée de Fourier usuelle. C’est ce lien
qui est la clef de la démonstration du résultat.

On peut a présent écrire

~

-,F(fg)(/\)Fa,)\(f) = ( igfg) (_2 )‘gbv -2 /\éav _/\) :
Soit alors # un multi-indice tel que 8 < «, et |f] = E(|a|/2), ou E est
la partie entiere. Définissons
(V22X (£ —2))”
VB!

B o f(z,5) = f(z,s).

Alors on a

~

(A?\é,gfg) (_2 )‘ébv —2 )\gav _/\)

~

—1/2 ~
h <g> (BRef) * (A3 9) (m2A &, —2 X6, —N) .

Il reste donc a étudier les supports de ces deux fonctions en convolution.
On sait que

(Aigﬁg),\(_ 2 )‘éba -2 )‘éav _)‘)
= F(9)(A) Fa—p(€)
= 13ja_pg)tn)-122i'cy (A) (AC;,E%)A(—Q A, =2 A&, —A),

donc le support en A de la fonction (Aigﬁg(z, $) (=2 A&, —2AEq, =)

est inclus dans la couronne (2 |a — 3] +n)~1 22" Cy.
Lemme 4.1. La fonction (nygf)A(—2 Ay, =2 A&y, — ) vérifie

(BY f) (—2X&, —2X &, =)

= L(2ig14n) 12208y (N) (BY ¢ f) (=2 A&, =2 A&, —A)
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ou B ={r€R: || <4}.

Supposons un instant ce lemme démontré. Alors la Proposition
4.1 suit immédiatement, puisque le fait que j° — j > 1 implique que la
couronne Cy et la boule Bfj sont disjointes. De méme, on a le résultat
cherché dans le cas ou |5/ — j| < 1.

DEMONSTRATION DU LEMME 4.1. Ecrivons
(BE ef) (=28, —2 A&, —A)
o\ —\\ B
_ iAS+2iA(Ep 2a +Ea 2b) ( 2X (6 - Z))
f(z,s)e dz ds
Vi

:/f(z o) e Mgz ley (V22 (¢ -=)"
7 VB!

. 6>\(|§_E|2_|§|2) eiJ)\(s,z,f;") dz ds ,

avec Jx(s,2,6) = As+ 2X(&pzq + &a2p). Mais il existe une suite
{ck }kenn telle que

—-z|* _ AlF] (f )k
eME—7] ch(Hf'L—Zz) )W

keN®
La fonction (Bfgf) (=2 A&, —2 X &,, —A) est donc égale a

-\ B
/eih(s,z,ﬁ) Me=zllgpy (V2A (€ —2))

A (¢ - 2)*
(z,s ch(H )Wdzds.
En écrivant
(VIR (€ -2) "N (g -2 (VEAE=2)""
VAL (2F)! B B+ k) o

ou les di g sont des constantes, il vient pour (Bfgf)A(—Z A&y, —2 A&,
_A)

5 s, fe 100 )
keNn =1

oAM=z —le) (V2 (€~ 2) 7
(B+k)!

dzds,
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d’ou finalement

n PN

(BYefT = D0 A2 dy o, (ARE(TIE - 20") ) -

keNn =1

Etudions séparément chacun des termes de cette série. Il est facile de
voir que pour tout 7 tel que v; # 0,

O, (F(FYN) Fya(€)
= e VA F(F)A) Fy1, 2 (6) + 2 X (F(2:f) (V) Fya(€)

ou 'on a noté 1; pour le vecteur de R" dont toutes les composantes
sont nulles sauf la composante ¢, égale a 1. Dans le cas ou y; = 0, on a
simplement

Ve (F(NIANFAE) = 2A (F(zif )N Fya(€) -

Donc le support en A de F((&;, — z)f)(A)FyA(€) est inclus dans la

(2
réunion suivante
2% 2|y +n) " CU2¥ (2(]y| = 1) +n) " Co .

Une récurrence immeédiate implique que le support en A de

n p—

F(TIE == r) N Fya©)

i=1

est inclus dans
29 20y +n) " U U2% 2(y] = k1= = ka) + 1) Co

Mais comme v = (3 + k, on obtient finalement que le support en A de

n

(432 (T~ 20%) ) (-226 2260, -3

=1

est inclus dans

22 (218 +n) " CoU - U2H (2(|B] + ky+ -+ k) 1) Co
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c’est-a~dire dans la boule, indépendante de k,
(218 +n)"t2% By, ol By ={reR: |r] <4}.
Mais alors chacun des termes de la série, qui converge vers
(BRef) (=226, —2 A&, =),
est supporté dans une boule fixe, ce qui implique que
(BY ) (=2 A&, —2XEq, —A)

est supporté dans cette méme boule.
Le lemme est donc démontré, et avec lui, la Proposition 4.1.

4.2. L’algorithme de paraproduit.

4.2.1. Définitions.

Définition 4.1. On appelle paraproduit de f par g, et l'on note Tyg,
Uopérateur bilinéaire suivant

D AfAg=> S 1fAjg,

J'<5=2 J

ngd:ef

ot l'on a défini

Sif= > Ajf.

J'<i—1

On appelle reste du produit fg, et Uon note R(f,q), Uopérateur bili-
néaire symétrique suivant

R(f.9) & > AjfAsg.

li—3"I<1

REMARQUE. La Proposition 4.1 implique en particulier que pour tout
j > 0 et pour tout p € {—1,0,1}, on a

F(Sj—1fA;9) (N Fax = Lgjatn)-122i¢; (N F (Sj—1F2;9) (A Fax

F(Aj_pufAjg) (M) Fax = Laja|+n)-1228, (A F (Sj—pnfA;g) (A) Fax -



PARAPRODUIT SUR LE GROUPE DE HEISENBERG ET APPLICATIONS 93
4.2.2. Lois de produit.

Les démonstrations des résultats ci-dessous s’obtiennent exacte-
ment comme dans le cas classique, par application du Lemme 3.1. Nous
renvoyons a [7] pour les détails.

Théoréme 4.1. Soient p et p' deux réels, et p et r deux éléments
de [1,+00]. Alors si a est un élément de L>°(H"), l'opérateur T, est
continu de BY . dans Bf ., et sia € CP (H") avec p' <0, alors T, est
continu de B, dans B;,’ji”', et l'on a

[Tabll By, i) < Cllal| poe @y [1bll 52, 22 5

et
IZabll gt gy < C llallcorgony Wollsg ey s 2 < 0.

D’autre part, pour tous réels py et ps tels que p1 + pa > 0, et pour tous

les p1, pa, p, 71,72 dans [1,+00] tels que 1/p < 1/py + 1/py et 1/r &

1/r1 4+ 1/re < 1, Uopérateur R est bilinéaire continu de

Bgiﬂnl X B£§)T2 dans Bﬁ}ﬁ ?

ot 11 1
012:P1+P2—N(—+———)-

y4 b2 b

Enfin si p1+p2>0et1/p<1/p1+1/py et 1/r1+1/ra =1, alors R
est bilinéaire continu de

P1 P2 P12
Bplﬂ"l X szﬂ’z dans proo )

Corollaire 4.1. Soient p > 0 et (p,r) € [1,+00]? trois réels. Siu et v
sont deux éléments de L>° N BY . (H"), alors uv € B [(H"), et

lwvllpr | o < Clull<llollsg, + [lollzelullsg,) -

Si p1+ p2 > 0 et si py est tel que p1 < N/p1, alors pour tout couple
(p2,72) € [1,4+00]?, on a pour tous u et v dans B . N Brz  (H"),

P1,00 Dp2,T2
)

luvllsg, ., @ < Okl Mollsgz,, +1vlss . llullpg:

p1,%0© p2,7T2 pP1,%© p2,72
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ot p = p1+ p2 — N/p1. D’autre part, si py + p2 > 0, p1 < N/p1 et

L/ri+1/ro =1, alors pour u et v dans Bft . N B2 (H), on a
).

Enfin si p1 + p2 > 0, pj < N/p; et p > max{p1,p2}, alors pour tout
(T17T2);

lwvllsg oy < C lullggs, ollsgz,. + lollges . llallses

lwollpg gy < Cllullsgy,, Mollsg.,, -

avec

1 1 1
P12201+92—N(—+———)
b1 p2 P

etr =max{ry,r2}, et sipr+pz 20, avec p; < N/pj et 1/ri+1/ry =1,
alors pour tout p > max {p1,pa},

luvllppiz gy < Cllullper lvlipez

REMARQUE. Les résultats correspondant au cas des espaces de Besov
homogenes s’énoncent de maniere identique.

Un second corollaire & ce théoreme est démontré dans [8], la dé-
monstration ici est identique.

Proposition 4.3. Soient p et r deux réels tels que p > 2 et 1/2 <r <
1. Il existe alors une constante C' telle que pour toutes fonctions u, v,
et w avec

weBY JNCTH") et (v,w)eE (BYnCTTH(HY),
on a
v wll g2+ ey < Cllullsg__ncr lollgg—1 ngrs 0l g1 -
Enfin les opérateurs de paraproduit permettent de préciser la Pro-

position 3.2, sur la composition par une fonction C°°, de la maniere
suivante.

Proposition 4.3. Soit u une fonction a valeurs réelles telle que u €
B .(H"), avec p > N/p. Soit enfin F' € C*(R). Alors

F(u) = Tpiyu+ R, ot Re BN,
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DEMONSTRATION. Nous n’allons pas donner ici les détails des calculs
conduisant a ce résultat, et renvoyons au livre de Y. Meyer ([13]) pour
la démonstration de cette proposition. Rappellons simplement que la
démonstration consiste a écrire la série téléscopique (3.14) déja em-
ployée pour démontrer la Proposition 3.2, et d’utiliser alors la formule
de Taylor avec reste intégral a ’ordre deux.

5. Applications.
5.1. L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg.

On définit les espaces W' (H") comme la complétion de S(H")
pour la norme

lullwo.r gy = [1(= )72 ull ) -

L’objet de cette section est de démontrer, par application des résultats
présentés précédemment, le théoreme suivant.

Théoréeme 5.1. Soit f une fonction de LT N W (H™), avec q et r
strictement supérieurs a 1 et o > 0. Alors f € WPP(H"), et

(=2 )2 fllzo gy < C Nl Gacen) I1(=Lem )72 Il Gany
oul/p=0/g+(1—-0)/r, p=(1—-0)0c, et 6 €]0,1].

DEMONSTRATION. Commengons par rappeller la définition et les prin-
cipales propriétés de la fonction maximale (voir [18, Chapitre XIII,
p. 638], pour des détails).

Rappellons que la distance homogene sur le groupe de Heisenberg
est définie par

ll(z )l % (121* + (514

Les “boules” associées a cette distance sont notées
B(z,8,R) ={(#,s') e H" : ||(z',5")(2, )7 || < R},

et leur mesure est notée m(B(z, s, R)).
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Définition 5.1. Soit f € L{ _(H"). La fonction mazimale de f est
définie par

def 1
Mf(z,s) = sup —/ f(Z, 8" d ds".
( ) R>0 m(B(szvR)) B(z,s,R) | ( )|

Proposition 5.1. Si f € LP(H"), avec 1 < p < oo, alors M f €
LP(H"), et

(5.1) 1M fllr@ny < Ap || fllze@n)
ou A, est une constante dépendant de p et de n.

D’autre part, soit o € LY(H"), et supposons que le plus petit ma-
jorant radial de @, noté ¢ et défini par

¥(z,8) = sup (2, 5)
Gz s =1 )

est dans LY(H™). Alors pour tout f € LP(H"), avec 1 < p < oo, on a

(5.2) [F (2, 8)] < [9llrn) M[(z,5).

Démontrons a présent 'inégalité proposée pour une fonction f €
S(H™). On peut écrire

(—Ame)?2 f

=) (A )PAF+ ) (—Ar) T PA (A ) )
J<A J>A

ou A est une constante a fixer. Nous avons vu en (3.12) que

F(a((— D)%) A £)(A) Fa,n
= 29 Ri (277 M) a((4127 2 o] + 1) /) F(F) (V) Fax |

des que a € C*°(R*) est homogene de degré m. Alors comme en (3.13),
on a
a(—Apn) Ajf = 27N b5y« > Ay f,

li—3'I<1
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ou h est la fonction de S(H™) telle que
F(R) (N Far = Riy (V) a((4 277 A)Y2) Fox -

Mais alors comme dans [2], il existe une fonction h radiale, intégrable
et décroissante en la distance a l'origine, qui majore h, ce qui par ap-
plication de (5.2), donne

la(=Aun) Ajf(z,8)| < C2™ M[(2,5).

En appliquant cette inégalité & a(D) = (—Apn )?/? puis & a(—Awn ) =
(—Apn )P=9)/2 il vient

(=B )72 (z,5)]
< O( Y2 M () + 3 20 M((~ B )72 f)(z,5) )

j<A J>A
< C2PAMf(z,8)+ C2P=DAM(=Aw )2 f)(2,5),
puisque ¢ > p. En optimisant sur A, il vient
(=25 )P2f (2, 8)| < C (M[(2,8)) /7 (M((=2gn )72 ) (2,8))°7 .
Il suffit alors d’appliquer I'inégalité de Holder, qui donne
(=B )2 fllzo gy < CIMFINGa ey 1M (=B )72 H)IL7

avec 0 =1 —p/o.
L’inégalité maximale (5.1) termine la démonstration.

REMARQUE. Dans le cas ou p = ¢ = r = 1, 'inégalité correspondante
(=2 )P fllpaqemy < CIFIE gy (=2 )72 Gy

oup=(1-0)o,etd €]0,1], se démontre simplement par le calcul
suivant

(=20 )2 oy < || D2 (~ 2 )2 Ay f|
J<A

L (H"™)

4| S ) 2 A ()72
J>A

L (E")

< 0207974 £l 1 an)

+C 2774 [(=Aw )2 f g gny
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ce qui, en optimisant sur A, conduit au résultat.

5.2. Equations semi-linéaires sous-elliptiques.

Dans [21], C.-J. Xu et C. Zuily démontrent un résultat de régularité
des solutions faibles d’équations quasi-linéaires sous-elliptiques. Nous
nous proposons ici, dans le cas ou 'opérateur sous-elliptique est —Apn
et dans un cadre semi-linéaire, d’en présenter une démonstration plus
élémentaire, reposant sur le paraproduit et les espaces de Besov. Cette
démonstration dans le cas classique est due a J.-Y. Chemin et C.-J. Xu,
voir [8].

Considérons donc I'équation semi-linéaire sous-elliptique suivante,
ou Ny € N, et b ¢ est une fonction indéfiniment différentiable

©7,k
2n No
(5.3) —Agnu® + Z Z by, o () XiuF Xjuf = 0,
i,j=1k =1
pour k' € {1,..., Ny}. On peut alors démontrer le théoréme suivant.

Théoréeme 5.2. Si p est un réel tel que p > 1/2, et si u est solution
faible de (5.3) telle que uw € H'(H") N CP(H"), alors u € C°°(H").

DEMONSTRATION. Les résultats obtenus jusqu’ici permettent de re-
prendre & I'identique la démonstration de [8]; nous la reproduisons ici
pour la commodité du lecteur.

On peut supposer que p < 1. Commencgons par remarquer que si
u € HY(H") N CP(H"), alors

bf;ykg(U)qukaue S Ll(Hn) s

et donc par P'injection continue de L' (H") dans B} . (H"), on en déduit
que ,
AHnuk < B?,oo(Hn)

Mais l'opérateur (—Apgs) est un isomorphisme de By .(H") dans
By 2(H") pour tout o € R, et pour tous (p,7) € [1,00] (voir [4]),
par conséquent on obtient que v € Bf  (H").

On raisonne alors par récurrence, en montrant que pour tout k € N,

(54) weBI*ncr@EY)  implique  we BILFTY@E),
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ce qui démontrera le théoreme.
Pour démontrer (5.4), il suffit d’utiliser la Proposition 3.2 ci-dessus,
qui implique que

b?;,ke(u) € Bi—ctfp NnCP(H"),
et donc par le Corollaire 4.2, on a
b e(u) XuF Xjut € BV ().
On en conclut alors que

u € Bfgg’““)ﬂ(]ﬂrn)

Y

ce qui acheve la démonstration.

5.3. Equations d’ondes semi-linéaires.

Considérons ’équation d’ondes semi-linéaire suivante

Oy — Apnu = | Xu|?F(u), dans R x H",
(5.5)

(U'|t:07 8tU|t:0) = (U»O,U1) )

ou F' € C*(R). On a noté¢ Xu = (Xyu,...,Xo,u), et 'on notera
dorénavant Du = (0yu, Xu). Démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 5.3. Soit s > N/2+3/4, et (up,uy) € H® x H'(H").
Alors il existe un temps T > 0 tel que (5.5) posséde une unique solution
u, avec

w e L°°([0,T], H(H")),

et
Du € L*([0,T], H*~1(H")) N L*([0, T], L>(H")) .

REMARQUE. Ce théoreme est 'analogue sur le groupe de Heisenberg du
[17, Théoreme 1] du cas classique. Notons toutefois que la restriction
sur l'indice s est plus forte dans notre cadre (quand d = 3, la restriction
dans [17] est s > 2). Comme nous le verrons dans la démonstration, cela
est du au fait que le domaine de validité des estimations de Strichartz
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généralisées, sur le groupe de Heisenberg, est moins étendu sur H" que
sur R™ (voir [4]).

DEMONSTRATION DU THEOREME. Nous allons commencer par rappeler
[4, Théoreme 4.1], donnant les estimations de Strichartz généralisées,
sur le groupe de Heisenberg, vérifiées par la solution u de

{attu—AH"U:f, dans R x H" ,
(U|t=07 5tU|t=0) = (ug,uy) .

Notons que dans [4], le théoréme est démontré pour (ug,uy) € Hl X
L?(H™), mais on obtient de maniére identique le cas (ug,u1) € H® X
Hs—l(Hn)_

Proposition 5.2. Soient trois réels s, p1 et pa, et soient p;, r;, pourti €
{1,2}, tels que

2 1 1
_Si__ et 2<r; <0,
bi T
1 1 1 1 1 1
p1+N(———)——:s et p2+N(———)——:1—s.
2 1 2 r D2

Supposons que (ug, uy) € H* x Hs_l(]HI”). Alors pour tout temps T', on
a

ell o o1, 872, ) 100 o o,y 02 52 iy

< Cl(uo, wa)ll e frs—r ) + € ||f||L52([O,T],B;;g(Hn)) v
ot pour tout T, on a noté T pour son conjugué, défini par 1/r+1/7 = 1.

Pour alléger les notations, on notera L?(Bg,T(H")) lespace

Lr(]0,T1], B;,’T(]HI")) D’autre part, on supposera dans la suite que
s < N/2+ 1 puisque dans le cas s > N/2 + 1, la résolution du systeme
est simplement due a la théorie classique des systemes symétriques hy-
perboliques. Par la proposition ci-dessus, on a donc

||U||L0T°(H5(Hn)) + HatuHLg?(HS*l(H"))

<C ||(U07U1)||Hs><Hs—1(Hn) +C |XU|2F(U)||L1T(H8—1(HTL)) )
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et, pour tout € > 0, puisque s > N/2+ 3/4, on a

[l os sy nyy + 100ullLon e, @my)
(5.6)
< Cll(uo, ur)ll e x o= my + C N Xul> F(@)l gy (g70-1 any -

avec

1 N
—=1+4+e+ ——3s,
P1 2

et 'on peut choisir p; = 4.

REMARQUE. C’est ici que la restriction sur s intervient, et elle est due
au fait que sur le groupe de Heisenberg, on a nécessairement p; > 4,
alors que dans le cas classique, la limitation sur p; est p; > 2 (en
dimension d > 3). Cette limitation dans le cas classique permet donc
de résoudre notre probleme pour s > (n + 1)/2 deés que la dimension
d’espace est n > 3, et pour s > 1+ 3/4 en dimension 2. Ici en toute
dimension, on demande que

s> +

N
2

] w

Le Lemme 3.3 indique que les X; operent sur les espaces de Besov,
par conséquent P'estimation (5.6) s’écrit aussi

||DU||L4T(BgO,2(Hn))
< C | (wo, wr)ll o o= guny + C NN Xl F(@)l 1y (gremr ginyy -

€

En outre, comme BZ
?

9 C L, on a finalement

|1 Dullpa (oo smy)

< C'||(uo, wr) | e o=y + C XUl F()l b (e gy -

Il reste & estimer | X u|? F(u) dans H*~'(H"). Pour cela, on va faire ap-
pel aux estimations douces obtenues en Section 3.3.2 et a la Proposition
3.2 sur la composition par des fonctions C'°°, ainsi qu’a ’algorithme de
paraproduit introduit dans la Définition 4.1. Commencons par définir
la fonction G € C*°(R) par
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Alors, par les estimations douces de la Section 3.3.2, on a
X wl® F ()] gre-r g
< CIXull poo o) | X wll gro—r gy + | |XU’|2G(U)HHS—1(H") :
Démontrons finalement le lemme suivant:
Lemme 5.1. Si Xu € L™ et u € H*(H"), avec s > N/2, alors

X Gl o2y < Xl ey e g

DEMONSTRATION DU LEMME. Commengons par remarquer que la
Proposition 3.2 sur la composition par des fonctions C°° implique,
puisque G(0) = 0, que
1G(w)ll g < Cllullgs -
En outre, les estimations douces de la Section 3.2.2 fournissent
11X ul* G W)l gre=1 @y < C I Xull groms (gany 11X 0] G () || oo im)
+ [ Xl poe ) || [ X u| G| gramrgny -
Le premier terme de cette estimation se majore en utilisant que
[ Xu| G(u)|| Lo un) < Cf| Xwllpooumy |G (W)l s gamy
puisque s > N/2, ce qui donne
1Xull s oy 11X 0] G(u) | iy < C llull s gy 1X 0] oo gy -
Quant au second terme, on écrit ’algorithme de paraproduit
X G(u) = T | Xul + Txu Glu) + R(G(u), | Xul).
Le Théoreme 4.1 implique que
ey Xl et iony < C NG goe oy I X tl70-1 o

S C Hqu s(Hr) *
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De méme, on peut écrire que
< Clull gro gy 1G]] g iy »

puisque s > N/2, ce qui donne 'estimation voulue. Enfin pour le terme
de reste, on écrit que

[B(G (w); | Xl o1 any < ClIXull o @y 1G9, )
<C ||U||Hs(Hn) 1G (u) | oo (e -
Le lemme est donc démontré.

On peut a présent achever la démonstration de la proposition. En
désignant || - ||s,r pour la norme

lulls,r = llull poe gy + 10swll oo (io 1 )y + 1Dl (oo )y 5
on a finalement montré que
lulls;r < CliCuos w)ll fro o1 qany + C a2 2 T* + C lJul3 £T%) .

Il est classique que ce type d’estimation conduit a l’existence de solu-
tions en temps petit (dépendant de (ug,wu1)). L’unicité est une consé-
quence du fait que

Du € L*([0,T), L°°(H")).

Remerciements. Nous remercions J.-Y. Chemin de nous avoir com-
muniqué la démonstration du Théoreme 3.1, ainsi que P. Gérard pour
de nombreuses discussions et pour la preuve du Théoreme 5.1 dans le
cas classique.
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