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Stabilisation pour I’Equation des Ondes

dans un Domaine Extérieur

Lassaad Aloui et Moez Khenissi

1. Introduction

On s’intéresse dans cet article, a la stabilisation de I’équation des ondes
dans un domaine extérieur avec condition de Dirichlet. Plus précisément soit
O un domaine borné et régulier de R™ (n impair); on considere I’équation
des ondes suivante sur Q =0 :

Pu— Au=0 sur Rx)
(E) u(0) = f1,0:u(0) = fo sur
Urxon =0

avec les données initiales f = (fi, f2) € H(2) = Hp x L? le complété de
(C§°(92))? pour la norme d’énergie.
Il est bien connu que ’équation (E) admet une unique solution globale

u dans I'espace C(R, Hp) NC (R, L?). De plus Pénergie totale de la solution
se conserve.

L’objet de ce travail est d’étudier le comportement de 1’énergie locale
définie par

Er(f) = /1%, = / (VA @ + fola)]?) de.

QNBg
ou Bp est une boule de rayon R contenant 1’obstacle O.

De nombreux auteurs se sont penchés sur cette question (voir [St] et
[IMRS]). Nous citerons essentiellement Morawetz [Mo] qui a établi une dé-
croissance polynomiale de cette énergie dans le cas d’un ouvert étoilé, résul-
tat amélioré par Lax, Phillips et Morawetz [LMP] qui ont démontré la
décroissance exponentielle.
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En 1967 Lax et Phillips [LP] conjecturent que cette décroissance est
équivalente au fait que ’obstacle est non captif. Cette équivalence est établie
dans le premier sens par Ralston [Ra] et dans le deuxieme sens par Melrose
[Me] qui utilise en particulier le théoreme de propagation des singularités de
Melrose et Sjostrand [MS2].

Nous citerons enfin le travail récent de N. Burq [Bu] qui établit dans un
cadre analogue et pour des obstacles de géométrie quelconque la décroissance
logarithmique de 1’énergie locale.

Notre travail consiste a faire décroitre exponentiellement cette énergie, en
intervenant dans 1’équation par un terme d’amortissement de type a(x)d;u.
On démontre ce résultat sous une hypothese géometrique (microlocale) dite
“Controle géometrique extérieur”, inspirée du cas interne (voir [BLR]). Ce
théoreme contient le résultat établi par Melrose.

La preuve est basée sur la théorie de Lax et Phillips [LP] adaptée au
cas de ’équation dissipative. On utilise aussi des arguments d’analyse mi-
crolocale, en particulier le théoreme de propagation des mesures de défaut
microlocales établi par G. Lebeau [Le2].

2. Préliminaires

On va rappeler quelque résultats de la théorie de Lax-Phillips sur 1’équa-
tion des ondes. Considérons 1’équation des ondes libres suivante

(L) Ofu—Au=0 sur R x R"
u(0) = f1,0u(0) = fo sur R™.

avec f = (f1, f2) € Ho, le complété de (C5°(R™))? pour la norme

I1£11? =/R (IVA@) + [ fo(2)]?) da.
Il est bien connu que (L) admet une unique solution globale w.

Si on note Uy(t)f = ( auzs?t) ), alors Uy(t) forme un groupe forte-
t

ment continu et unitaire sur Hy, engendré par 'opérateur non borné Ay =

0 I )
( A0 > de domaine

D(Ag) = {f € Ho, Aof € Ho}.
Suivant Lax et Phillips, notons

Dio={f = (f1, f2) € Ho tel que Up(t)f = 0 sur |z < ¢, ¢t > 0}



STABILISATION POUR L’EQUATION DES ONDES DANS UN DOMAINE EXTERIEUR 3

I’espace des données sortantes,
D_o={f=(f1, f2) € Hy tel que Up(t)f =0 sur |z|] < —t,t <0}
I’espace des données rentrantes. Et pour R > 0, posons :
Uy(R)Dyo=Dyr={f € Hptel que Up(t)f =0sur |z| <t+ R,t >0},

U(—R)D_o=D_gr={f € Hp tel que Up(t)f =0 sur |z| < —t+R,t < 0}.
Dans la suite on note Dy et D_ au lieu de Dy g et D_ g.

Les sous espaces D, et D_ de Hj ont les propriétés suivantes :
a) D, et D_ sont fermés dans H,.

b) En dimension impaire D, et D_ sont orthogonaux et D, ¢ D_ o = Hy.
¢) | JUo(t)Ds = Hy et [\ Un(t) D = {0}.
teR teR

On va maintenant perturber le systéme (L) en introduisant un obstacle. Soit
donc O un ouvert borné de R™, a bord 0O de classe C*°; on pose 2 = R™\O,
I'extérieur de O. Le systéme (L) devient

Pu— Au =0 sur Rx)
(E) u(0) = f1,0u(0) = fo sur Q.
Urxon =0

avec f = (f1, fo) € H= Hp x L? le complété de (C5°(€2))? pour la norme

12 = / (VL@ + a()]?) de.

L’équation (E) admet une solution unique v € C(R, Hp) N C*(R, L?) et

lopérateur a un parametre U(t) défini sur H par U(t)f = ( ausg) >,
i

constitue un groupe fortment continu et unitaire sur H, engendré par I'opéra-

0 I )
teur A = ( A0 ) de domaine

D(A)={fe H Afi €L’ f, € Hp}.

On peut identifier 'espace H & un sous-espace de Hy de la fagon suivante :
si on pose pour f € H, f(x) = f(z) si z € Q et 0 sinon, il est facile de voir
que f € Hy. On identifie alors f a f.

Soit R > 0 tel que O C Br = {z € R"/||z|| < R}. Pour étudier la
perturbation due a la présence de l'obstacle O, Lax et Phillips introduisent



4 L. Avour ET M. KHENISSI

Vopérateur Z(t) = PTU(t)P~ ot P*(resp. P~) est la projéction sur Dy
(resp D) et ils montrent que la famille (Z(#));>o forme un semi-groupe de
contractions. Cet opérateur permet d’étudier le comportement de I’énergie
locale de la solution perturbée. Dans le cas ou l'obstacle est non captif,
Melrose [Me] démontre que Z(T') est compact pour "= Tr + 3R, ou T est
le temps de sortie. Et il en déduit la décroissance exponentielle de 1’énergie
locale.

3. Enoncé du résultat

Soit f = (f1,f2) € H, on considere I’équation amortie suivante :
O?u — Au+ a(z)du =0 sur R, xQ
(A) u(0) = f1,0u(0) = fy sur 2.
u/r, xo0 =0
ot a(x) € CL(€); et notons w = {z € R"/a(z) > 0}.

Nous utiliserons dans ce qui suit la notion de rayon bicaractéristique

généralisé, dont le lecteur pourra trouver une définition précise, par exemple,
dans [MS1] ou [Bul].

Définition 3.1 (Controéle géométrique extérieur (C.G.E.)) Soient R
et T deux réels strictement positifs. On dit que le couple (w,T) vérifie le
C.G.E. au dessus de Bg si seulement si tout rayon bicaractéristique généra-
lisé 7y, issu d’un point de T*(Ry x Bg) est tel que

x 7y quitte Ry X Bgr avant linstant T', ou

x 7y passe par Ry X w entre les instants 0 et T'.

On peut, maintenant, énoncer notre résultat.

Théoreme 3.1 Soient T > 0 et R > 0 tel que (w,T) vérifie le C.G.E. au
dessus de Bpg, alors il existe ¢ > 0, a > 0 telles que

(3.1) Er(u(t)) < ce B(0)

pour toute solution u de (A) a données (fo, f1) € H supportées dans Bpg.

REMARQUES :

1. Lorsque l'obstacle est non captif, en prenant a(z) = 0 on retrouve le
résultat de Melrose [Me].

2. Ce résultat est optimal, dans le sens ou s’il existe un rayon captif ne
passant pas par R X w alors, en vertu du théoréeme de Ralston [Ra], la
décroissance n’est pas uniforme.
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4. Energie locale et semi-groupe de Lax-Phillips

Dans cette partie on va montrer que la solution de I’équation des ondes
amortie est générée par un semi-groupe de contractions qu’on note {U,(t);
t > 0}. On va introduire ensuite le semi-groupe de Lax-Phillips Z,(t) =
P*U,(t)P~, ot PT et P~ sont respectivement les projections sur (D*)* et
(D7)%, les compléments orthogonaux des espaces des données sortantes et
rentrantes. Ce semi-groupe a pour objectif de mesurer l'effet de ’obstacle O
sur le comportement de la solution de 1’équation des ondes libre.

Dans notre cas, on va montrer que la décroissance exponentielle de 1’éner-
gie locale est équivalente a celle de la norme de Z,(t).

Proposition 4.1 L’opérateur

de domaine

D(As) = {f = (1, fo) € H tel que Af € H}

est mazimal dissipatif.

Preuve. Notons que
D(A,) = D(A) = {f = (f1. f2) € Hp x I Afy € L2, f, € Hp}.
Soit f € D(A), vérifions que Re(A, f, f) < 0.
Re (Auf.f) — Re(Af,f)+Re (Bf,f) o Bf = (0,~af)
— (B0 =~ [ a@)le)dr <0

donc A, est dissipatif. Il reste alors & montrer que Im(/d — A,) = H.
Soit g € H. Cherchons s’il existe f € D(A) vérifiant

(4.1) f-Af=g.

Pour cela posons g = (g1, g2). Puisque 'ensemble {(g1, g2) € H/g1 € L*} est
dense dans H alors on peut supposer que g; € H'(Q) [LP]; Péquation (4.1)

est équivalente a :
{ h—fo = g

“Afi+fo = ¢
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ce qui donne

{fZZfl_gl (1)
—Afi+(1+a)fi =(1—a)g + g2 (2)

Introduisons la forme bilinéaire b(h, ) définie sur H'(Q) par

b(h,w):/QVhVE dx+/Q(1+a)h¢ da .

On a
b(h, V)| < cllhll g ||9]] -

b est alors continue, et [b(h, h)| > ¢||h]|% ¢’.~a.-d. b est coercive.
Puisque (1 + a)g; + g2 = g € L?, alors la forme linéaire
o: H' — C
v o— (3,9)
est continue. D’apres le théoreme de Lax Miligram, il existe un unique h €
H' tel que b(h,v) = (g,%) pour toute 1 € H'.

C’est & dire 'équation (2) admet une unique solution f; € H' au sens
des distributions. D’apres I'équation vérifiée par fi, on déduit que Af; € L?
et fo € HpN L2 donc f = (fi, f2) € D(A) et elle vérifie 'équation (4.1). B

On a A, est maximal dissipatif, alors d’apres le théoreme de Hille Yosida,
il engendre un semi-groupe de contractions U,(t) tel que si f = (f1 f2) € H,
U, (t)f est 'unique solution de I’équation

oV = AV
(&) {vm) _ g

avec U, (t)f € C([0,+o0[, H).
Si on pose U, (t)f = ( (1) ), on obtient :
Ouy — Auy + a(x)Ou; =0 sur R, xQ
u1(0) = f1,0u1(0) = fo sur €.
u; =0 sur 0€2 x R
et us = Oyuy.

On déduit alors que 'équation des ondes amortie (A) admet, pour (fi, f2) €
H, une unique solution u € C([0, +oo[, Hp) N C*([0, +o00[, L?).
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Pour ¢t > 0 on pose Z,(t) = PTU,(t)P~ ou Pt et P~ sont respectivement

les projecteurs orthogonaux sur Di et D*. La proposition suivante donne

quelques propriétés de 'opérateur Z,(t).

Proposition 4.2 On a
a) Z,(t)Dy = Z,(t)D_ = {0}.
b) Z4(t) opére sur K = (D, & D_)*.
¢) (Za(t))i>0 est un semi-groupe sur K.
Preuve. a) Soit f € D_ alors par définition de P~ on a Z,(t)f = 0.

Soit f € D, puisque D, et D_ sont orthogonaux [LP] alors P~ f = f
et donc pour déduire que Z,(t)f = 0, il suffit de vérifier que U, (t)Dy C Dy.

Soit f € Dy et Uy(t)f = ( 37;6152) ) la solution correspondante avec
u(t) solution de (A).
Puisque f € D, alors u(t,z) = 0 pour |z| < t+ R et t > 0. Comme
Supp (a) C By alors u vérifie
0?u — Au =0 sur R, x€2
uw(0) = f1,0u(0) = fo sur Q.

u/r, xo0 =0

D’apres 'unicité de la solution de I’équation des ondes non amortie dans un
domaine extérieur (voir [LP]), on conclut que U,(t)f = U(t) f. Ce qui donne
Uds(t)f € Dy car U(t)f € DT (cf. [LP]).

b) Soit f € K = D N D+, montrons que Z,(t)f € K.
Il est trivial que Z,(t)f € D, il reste donc a vérifier que Z,(t)f € D=.

Zo(t)f = PTU()P™f = PTUL(t)f -
Soit g € D_, on a
(Za(t)f59) = (PTUL(1) £, 9) = Ua(t) f, PTg) = (£, Uz (1)9)-
Pour achever la démonstration du point b) on donne le lemme suivant

Lemme 4.1 Soit U} (t) l'adjoint de Uopérateur U,(t).Alors ¥ f € D_ et
Vit >0, on a

U = U(=D)f.
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Preuve. Puisque U,(t) est un semi-groupe engendré par A, alors U (t) est

un semi-groupe engendré par AX = —A + B.
On pose V,(t) = Uk(t). Soit f € D_,ona V,(t)f = ( zlgg ) est tel que
2
vy = —uy 0?v; — Avy — adyw; = 0
{ 8tv2 = —Avl — Vg — 3,51)1 = —V2

donc V,(t)f = ( infft()t) ), avec v(t) solution de :

{8fv—Av—a8tv:O, Yt >0
(v(0),0w(0)) = (f1,—f2)

w(t)
—uw(t)

{ﬁfw—Aw:(), Yt >0
(w(0), Gw(0)) = (f1, — f2)-

Posons 9(t) = v(—t) et w(t) = w(—t) avec t < 0, alors ¥(t) et w(t) vérifient
les équations suivantes :

De méme U(—t)f = ( ) avec w(t) solution de

920 — Av — a(x)0;0 =0 sur R_xQ 02w — Aw =0 sur R_xQ
0(0) = f1 sur 2. w(0) = fi sur 2.
0;0(0) = fo sur 2. 0w (0) = fo sur 2.
V/r_xan =0 W/r_xo0 =0

Puisque f € D_ alors U(—t)f =0 pour |z| <t+ Rett >0, donc w(t) =0
sur |z] < —t+ R et t < 0. Or Supp(a) C Bpg alors d’apres 'unicité de la
solution on déduit que w(t) = v(t) pour t < 0, donc w(t) = v(t) pour t > 0;
et par suite U (t)f = U(—t)f. |

D’apres Lax et Phillips [LP] U(—t)D_ C D_ pour tout ¢t > 0. On déduit
alors que U*(t)g € D_ ce qui montre que Z,(t)f € D*.

c) Soient sett >0et f € K. On a
Zoa(t) Zo(8)f = PTU, ()P PTU,(s)f = PTUL(t)PTU,(s)f .

Or PTU,(t)Pt = PtU,(t) (car (PT — I) est la projéction orthogonale sur
D, ) alors

Za(t)Za(s)f = P+Ua(t)Ua(5)f = P+Ua(t +8)f = Za(t +5)f
d’ou la proposition 4.2. [ |
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On va rappeler dans la derniere proposition de cette partie la relation
entre le semi-groupe Z,(t) et 'énergie locale. (voir [LP])

Proposition 4.3 Les deuzr conditions suivantes sont équivalentes :
a) VR>0,3c,a>0, |Z(t)f| <ce ™||f||, Vf e H.

b) Vp>0,3¢,a >0, [|U,(t)gll, < e |gll, Vg € H,, avec H, = {g =
(91,92) € H, a support dans B, > O} et

lgll} = /zl<p(|Vgl(x)12 +[ga(2)[*) dx .

e

Preuve. a) = b)
Soit p>0et g€ H,; pour R=pona P"h=P h=hsur B,,Vh € H.
On a donc
Zy(t)g = PtU,(t)P g = P*U,(t)g = Uu(t)g sur B,
d’ott [[Ua()glly = 1 Za(t)gllp < | Za(t)gll < c e|g]].

b) = a)

Soit R > 0 puisque (Z,(t));>0 constitue un semi-groupe alors il suffit de
montrer qu’il existe 7' > 0 tel que || Z,(T)| < 1.

On commence par donner le lemme suivant

Lemme 4.2 On a
a) U,(t)DY c DX, U(t)D*+ c Dt et Uy(t)DE C D+ pour tout t > 0.
b) Uy(t)D* C D, pour tout t > 2R.
c) Si on pose M, = U,(2R) — Uy(2R) alors on a :

M,f =0 pour|z| > 3R et || M,f|| <2|flsr-

d) Zo(t) = P*M,U,(t — AR)M,P~, Vt>4R.

Preuve. a) Soient f € DY et g € D_ |, on a (U,(t)f,9) = (f,U:(t)g).
Comme U (t)g € D_, alors (U,(t)f,g) = 0 et parsuite U,(t)f € D*.

De la méme facon on démontre les autres inclusions.
b) 11 suffit de montrer que Uy(2R)D+ C D,. D’apres la théorie de

représentation ([LP]), les espaces D_ et D, correspondent respectivement
aux sous espaces L*(] — oo, —R] x S"1) et L*([R, +00[xS™!). Puisque le
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groupe Uy(t) opere comme une translation & droite sur L? alors Uy(2R) D+
est représenté par L*([R, +oo[xS™ 1) ce qui prouve b).

¢) Soit f € H, d’apres le principe du domaine de dépendance
U(t)f =U,(t)f sur|z|>t+ R, t>0
en particulier pour t = 2R, Uy(2R) f = U,(2R) f sur |z| > 3R.
En utilisant le méme principe, on obtient :

1Uo(2R) flsr < [|fllsr

et
1Ua2R) fllzr < |[fllsr
ainsi
[Mofll = IMafllsr < 2| fll5r-
d) On a

PYMU,(t — AR)M, P~ f = Z,(t)f + P Uy(2R)U,(t — 4R)Uy(2R) P~ f
— PUL(t — 2R)Ug(2R)P™ f — PTUy(2R)U,(t — 2R) P~ f.

D’apres b), Ug(2R)P~ f € D, donc le deuxieéme et le troisieme termes sont
nuls. D’apres a), U,(t — 2R)P~f € D*. En utilisant une autre fois b) on
obtient Uy(2R)U,(t —2R)P~ f € DT ce qui montre que le quatrieme terme
est nul. |

On revient a la démonstration de la Proposition 4.3. On choisit dans
'assertion 2) p = 5R et T assez grand tel que

1
|Ua(t)glsr < g”g” , pour tout g € Hsp.

Soit f € H, d’apres le lemme précédent on a
|Zo(T + 4R) f|| = PT MU (T) Mo P~ f|| < [|MUo(T) M P f]

_ 1 _
< ||Ua(T)MaP f||5R < z”MaP f”
1, 1
< SIPFI < 5.

On pose 7" =T +4R; soit t > 0; il existe k €N tel que k1" <t < (k+1)T".
Et on déduit

1 k
12Ol < 1ZT) ] < 12T DI < (2) TEsan)
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5. Démonstration du théoreme
Le point essentiel de la démonstration est le résultat suivant

Proposition 5.1 Sile couple (w,Tr) contréle géométriquement Q2 au dessus
de Br et (f,) est une suite de K vérifiant ||f.|| = 1 et || Zo(T) ful| — 1 pour
T = Tr + 3R, alors il existe une sous suite de (f,) notée encore (f,) et f
une donnée de H telles que :

fo— fdans H et U,(t)fn — Ud(t)f dans Hlloc(f((T))
ot K(T) = {(t,x) € [0, +00[xQ/|z| <t —T + R;t > T}.

Preuve. Soit (f,,) une suite de K vérifiant les hypotheses de la proposition.
On a (f,) est bornée dans H alors elle admet une sous suite faiblement
convergente vers un élément f de H. On note (u,)nen la suite de solutions
associée a (f,) et u, une mesure de défaut microlocale correspondante a la
suite (up)nen [Gel].

Montrons que p, = 0 microlocalement dans 7% K (T"). Soit ¢ € T*(K(T))
et v un rayon bicaractéristique généralisé issu de ¢ ; deux cas se posent :

1¢" cas : 7, tracé dans le sens négatif du temps, ne rencontre pas 9€) ou
bien rencontre d€) pour la premiere fois en un instant ¢ty > 2R.

Dans les deux sous cas v(0) ¢ B(0,2R). Puisque w C B(0, R) alors
Ud(t)fr, = Up(t)fn au voisinage de (0) et par suite p, = po au voisi-
nage de v(0) ou p, est une mesure de défaut microlocale associeé a la suite
(Uo(t) frn)nen  (Uo(t) fr, étant identifié a sa 17 composante).

Par hypothese, (f,,) est une suite de K, d’apres b) du lemme 4.2, Uy(2R) f,,

€ D, donc py = 0 microlocalement dans T*K (2R).
On pose

. g  pour le 1°" sous cas,
q =
v(t1) pour le 2°™¢ cas.

avec t, < to et y(t,) € T*K(2R).

On a p, = 0 au voisinage de ¢’. D’apres le théoreme de propagation des
mesures, (i, = 0 au voisinage de y(0). De méme alors pour y,.

En utilisant le théoreme de propagation des mesures au bord [Le2], on
déduit que p, = 0 au voisinage de q.

2¢m¢ cas : v rencontre le bord 02 pour ty < 2R.

Dans ce cas 7y est un rayon captif, car v(t),v(T) € Bg et T —tg > Tg.
D’apres 'hypothese du C.G.E., v rencontre la zone de stabilisation [tq, T X w.
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D’autre part on sait que || Z,(T) f.|| — 1 et || fu]| = 1 alors
||Ua(T)fn|| — 1

et puisque

T
2 _ 2 - 2
1) Ful? = N £l /0 /Q o) Oy, P dt

on obtient (dyu,) converge vers 0 dans L*([0, 7] x w).

D’apres [Gel], Supp (u,) C Car(d;) = {(t,z,7,&) € T*(Ry xQ);7 = 0}.
Comme u,, vérifie '’équation des ondes, alors Supp (p,) C {72 = |£]?}, d’ou
t, = 0 sur T*([0, 7] x w). En appliquant le théoreme de propagation des
mesures [Le2], on déduit que p, = 0 au voisinage de q. [

Proposition 5.2 Sous les hypothéses du théoréeme 3.1, on a
(5.1) | Z(T)|| <1, avecT =Tgr+ 9R.

Preuve. Supposons que I'inégalité (5.1) est fausse, alors il existe une suite
(fn) de K telle que ||fu|l =1 et || Zo(T) fn]] — 1 quand n — +o0.

(fn)nen est une suite bornée dans H, alors il existe une sous suite , qu’on
continue a noter (f,,) qui converge faiblement dans H. On note f sa limite.
L’operateur Z,(T') est continu dans H alors

Z,(T)fn = Z,(T)f quand n — +00
Montrons que cette convergence est forte

ZT)fn = PTUL(T)fn = PtU,2R)U,(T —2R)f,
PTMU(Tg + TR) fo + PTU2R)U,(Tr + TR) f»

Comme f, € K alors U,(Tg + 7R) f, € D+, d’apreés b) du lemme 4.2
Us(2R)U(Tr + TR) f, € Dy

ainsi

PrUy(2R)U,(Tx + TR) f, = 0

et par suite
Zo(T) fr = PYM,U,(Tg + TR) fn.

On a [|Z(T) full < 1 Za(Tr + 3R) fu]| <1 donc

1Za(Tr + 3R) ful| — 1.
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D’apres la proposition 5.1
Ua(t) fo — U(t)f dans HE (K(Tk + 3R))

donc Uy(Tr +7R) fr, — Uy(Tr +TR) f dans H jzj<5r). D’apres ¢) du lemme
4.2
M,Uy(Tw + TR) fr — MuUa(Tr + TR)f

alors P*M,U,(Tg + 7TR)f, — P*M,U,(Tr + TR)f. Comme f, € K et
fn — f dans H alors f € K. ce qui donne
Zo(T) frn — Zo(T) f.

On obtient enfin une donnée f verifiant

(5.2) 1Za(T)FN = [IfII = 1.

En effet, on a || f.|| = 1 et f, — f alors (fn, f) — || f]|* et comme

| DL N = 1L

alors || f||* < || f|| ce qui implique || f|| < 1. D’autre part || Zq(T) full — 1 et
1Za(T) full — 1 Za(T) f|I ; par suite | Zo(T)f|| =1 < [[f]| <1 ce qui donne
(5.2)

Montrons que cela est absurde.

En s’inspirant de [BLR], on définit 'ensemble Gr = {f € K/||Z.(T)f| =
| fII}. En identifiant alors la donnée initiale a la solution correspondante, on
donne dans le lemme suivant, une caractérisation de G et on vérifie, en
particulier que c’est un sous espace vectoriel de K.

Lemme 5.1 G, = {f € K/U,(t)f € Dt et du = 0 sur [0,t] X w}, pour
t>0.

On renvoie la preuve de ce lemme a la fin de 'article, et on revient a celle

de la proposition 5.2.

1" étape : G est de dimension finie, car sa sphere unité Sy est compacte.
En effet soit (f,) € Sy ¢’-a-d. | Z.(T)full = | full = 1. (fn) possede une
sous suite faiblement convergente dans St vers une donnée f de H. Puisque
| Za(T) frll = 1 et f,, = f, comme dans ce qui précede on peut déduire que

Zo(T) fn — Za(T)f et | Zo(T)f| = /]l = 1.

Puisque f, — f et ||fu|| = 1 = ||f]| alors on obtient une convergence forte

de (fn)-
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2¢me étape : (0;) opere sur Gr.

%) Oyu est a énergie finie car || f||+||Af]| et || f|| sont deux normes équivalentes
sur G'r qui est de dimension finie.

%) Si u est une solution de 'équation des ondes dissipative, dyu l'est aussi.
Puisque dyu = 0 sur [0,¢] x w alors 9?u = 0 sur [0,¢] X w.

%) Pour une donnée f telle que dyu = 0 sur [0,¢] x w,on a U,(t)f = U(t)f.
Puisque 0,(U(t)f) = AU(t)f = U(t)Af, alors O;u est solution de I’équa-

tion des ondes libre de donnée initiale Af.
Montrons alors que U(t)Af € D=. Soit g € Dy N D(A), comme A est
antiadjoint (A* = —A) alors

(U)ASf, 9) = (AU@)f.9) = —(U(t)[, Ag)
Il suffit donc de vérifier que Ag € D, ; on a g € D, donc U(t)g = 0 pour
|| < R+t et t>0.

Or U(t)Ag = 0:(U(t)g) , donc U(t)Ag = 0 pour |z| < R+t, et t > 0.
Par suite Ag € D,..

3¢me étape : Fin de la preuve de la proposition 5.2.

On a trouvé que Gr # {0} et comme 0, opere sur G qui est de dimension
finie alors 9, admet une valeur propre A et une fonction propre associée v de
la forme v(t,z) = e f(z). Cette fonction vérifie 'équation des ondes libre,

on a donc
N =A)f =0
fiojn = 0
¢’.-a.-d. la donnée (f, \f) est une fonction propre de A, ce qui est absurde
d’apres [LP]. |

Fin de la preuve du théoreme

En combinant les résultats des propositions 4.3 et 5.2 on obtient I'in
égalité (3.1) du théoreme.

Preuve du lemme 5.1. Soit f € K,

feG = [ZO)fI =/l

{ Owu=0sur [0,7] X w
1Z@)fI =11 car Ua(t) f = U(t)f.)
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Or [|IZO)fII = [Ifl <= 1ZWf =1PTU@fI = U]
(car U(t) est unitaire)
< U(t)f € D.
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