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Equation anisotrope de Navier-Stokes

dans des espaces critiques

Marius Paicu

Abstract

We study the tridimensional Navier-Stokes equation when the va-
lue of the vertical viscosity is zero, in a critical space (invariant by
the scaling). We shall prove local in time existence of the solution,
respectively global in time when the initial data is small compared
with the horizontal viscosity.

1. Introduction

On considere dans la suite le systeme de Navier-Stokes avec viscosité
verticale nulle

O +v-Vo— (02 +02))v=—Vp dans R, x R3
(NS,,_,) § dive=0 dans R, x R3

U’t:O = Vo

ou v est la vitesse du fluide, p est un scalaire qui représente la pression et
v, > 0, est la viscosité horizontale du fluide.

Ce systeme a été étudié pour la premiere fois dans [6]. Il provient de
I’étude des fluides tournants, dont les équations sont obtenues en ajoutant a
I’équation de Navier-Stokes tridimensionnelle, la force de Coriolis %v X e3,
ou eg est le vecteur (0,0,1) et & > 0 est le nombre de Rossby, que I'on
considere comme un petit parametre (voir [17]). La loi d’Ekman pour les
fluides tournants qui évoluent dans un domaine avec bord nous montre qu’il
est pertinent de considérer une viscosité anisotrope, dite “turbulente”, de la
forme (—vpApv — Bed3v) (voir Particle [10]).
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Dans [6], pour I’équation de Navier-Stokes sans viscosité dans la direction
verticale, est étudiée dans le cas de I'espace entier, ’existence locale en temps
pour des données initiales quelconques dans H%*(R?) (s > 1) et l'existence
globale pour des données petites par rapport a la viscosité horizontale, dans
le méme espace. L'unicité est démontrée pour s > % dans [6] et pour s > %
dans [13]. Notons que H%*(R?) est I'espace des fonctions qui sont L? dans
la variable horizontale et H® dans la variable verticale.

Il est important de penser a la propriété d’invariance de 1’équation par
changement d’échelle : si v est une solution de l'équation (NS,,—o) avec
donnée initiale vy, alors vy (t,z) := Av(A\*, A\x) est encore une solution de
I'équation (NS, —o), avec donnée initiale vy (x) := Avg(Ax). Notons que
I’espace invariant par ce changement d’échelle est ici H'/2. Une telle ap-
proche a ¢été initiée par Fujita et Kato (voir [9]) pour I’équation traditionelle
de Navier-Stokes tridimensionelle, dans le cadre de 1’espace classique de So-
bolev H'/2(R3).

Le but de cet article est de reprendre les résultats démontrés dans [6]
dans un espace invariant par changement d’échelle et “proche” de H®'/2
Remarquons que ’absence de viscosité dans une direction empéche d’utiliser
une méthode “a la Leray” pour définir des solutions faibles dans 'espace
d’énergie L*(R3?).

Nous allons travailler avec la donnée initiale dans un espace mixte, de
type “Besov-Sobolev” anisotrope, qui est un espace critique dans le sens ou
il est invariant par rapport au changement d’échelle de I’équation de Navier-
Stokes. Cet espace contient les espaces de Sobolev anisotropes H%* avec
s > 1/2. 1l est l'espace de régularité minimale pour lequel nous avons pu
démontrer 'existence locale et I'unicité pour la solution de 1’équation de
Navier-Stokes avec viscosité verticale nulle. Ces espaces ont été introduits
dans [11] et [12] pour étudier 'existence globale et I'unicité des solutions de
I’équation classique de Navier Stokes avec conditions aux limites périodiques,
dans le cas ou la partie tridimensionelle de la donnée initiale est petite par
rapport a la partie bidimensionnelle et a la viscosité.

2. Notations et énoncés des résultats

Avant d’énoncer les résultats, définissons les espaces avec lesquels on tra-
vaille. On s’intéresse dans cet article a des résultats d’existence et d’unicité
pour I’équation (NS,,_,) dans un espace invariant par changement d’échelle.
On peut vérifier facilement que I'espace critique (c¢’est-a-dire invariant par
changement d’échelle) est ici I'espace H%'/2. En effet, dans le cas de I'espace
entier on remplace I'espace non-homogene H*'/? par sa version homogene
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qu’on introduit ci-dessous

HO(R) = {u € ST | el = [ 6P la(©)Pde < ocl.

Rappelons que I’espace non-homogene H* est obtenu en remplagant |£3]*
par (1 + |&/%)%, dans la définition ci-dessus.

Pour atteindre le cas limite s = 1/2, nous allons remplacer ’espace de So-
bolev anisotrope H®2 par I'espace mixte “Besov-Sobolev” anisotrope B%/2.

Introduisons cet espace par I’adhérence de fonctions régulieres pour la norme:

1/2
s =32 (] lelia) <o

q€Z

I1 est facile de voir que cette norme est équivalente a la norme suivante

HU||50,1/2 = ZquHA;’uHLz(W) < 0
qEZ

ot A7 désigne les opérateurs de localisation en fréquences verticales (voir la
définition dans la section 3).

Cet espace contient les espaces H®® (s > 1/2) et il est un peu plus
petit que H%'/2 mais il a les mémes proprietés d’invariance par changement
d’échelle. La raison pour laquelle on utilise I'espace B%'/2 au lieu de H%'/2 est
donnée par le fait que cet espace est inclus dans L>®(R,,; L?(R,, X R,,)) =:
L*L? et linclusion de H** (avec s > 1/2) dans 'espace L(L?) a joué un
role important dans les démonstrations données dans [6].

Le théoreme principal de l'article est un résultat d’existence locale et
d’unicité des solutions pour I’équation de Navier-Stokes avec viscosité verti-
cale nulle. Nous allons démontrer 1'existence et 'unicité de la solution dans
I'espace B%Y/2 (voir le théoreme 1). Nous démontrons également 1'unicité
de la solution de l'équation (NS, —o) lorsque la donnée initiale est dans
I’espace non-homogene H%'/2 espace qui n’est pas comparable avec B%1/2
ni avec C~! (voir le théoreme 2). Rappelons que la norme de l'espace de
Hoélder-Zygmund C~' est donnée par |ul|c-1 = sup,e; 27| Aqul| Lo < +00
(voir la définition 6.1). L’intérét de cet espace est le fait qu’on connait 1'uni-
cité de la solution de I’équation classique de Navier-Stokes tridimensionelle
dans C~!. Ce résultat a été démontré par J.-Y. Chemin dans [4]. Signalons
que l’espace maximal ou l'on connait ’existence et 1'unicité de la solution
pour I'équation de Navier-Stokes tridimensionelle avec viscosités positives
dans toutes les directions est I'espace dBMO (voir 'article [14]). En outre,
dans le théoreme 1, on donne une condition d’explosion en temps fini.
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Théoréme 1 Soitvy € BY2(R?) un champ de vecteurs de divergence nulle.
Alors, il existe un temps T > 0 tel que l’équation (NS,,—o) a une unique
solution

v € Cy([0,T], B*Y?) avec Vv € L2([0,T], B*/?).

De plus, il existe une constante c telle que st
[vollgoare < cvy,
alors, l’équation (NS, o) admet une unique solution globale en temps
v € Cy(Ry, BYY?) avee Vyv € L* (R, B%/?).
Soit T* le temps de vie mazimal pour v. On a
Si T* < oo alors ||v||f%.g*(30,1/2) = +00.

Le théoreme suivant est un résultat d’unicité dans un espace qui n’est pas
inclus dans C~'. Notons par H“/2 I’espace des fonctions dont le gradient
dans la variable horizontale appartient & 1’espace H%/2.

Théoreme 2 L’équation (NS, o) admet au plus une solution dans l’espace
LE(H"' )0 L3(HYY?).

Remarque 2.1 Notons que la démonstration de ['unicité montre également
que Uappliquation S(t) qui & la donnée initiale ug € B*/? associe l'unique
solution u(t) := S(t)ug de ’équation (NS, —y) avecu € L¥(B"Y/2) et Vyu €
L2(B%'/2) est une fonction continue de B*'/? dans H*~'/2. Rappelons que la
solution de l’équation classique de Navier-Stokes dépend de facon localement
lipschitzienne de la donnée initiale.

Le plan de l'article est le suivant :

e Dans la deuxieme section, nous introduisons les fondements de la
théorie de Littlewood-Paley, outil de base de tout ce travail.

e Dans la troisieme section, nous énoncons les différentes estimations
d’énergie nécessaires a la démonstration de I'existence et I'unicité lo-
cale (respectivement globale quand la donnée initiale est petite) pour
I’équation de Navier-Stokes et nous démontrons les théoremes 1 et 2
en utilisant ces estimations. Rappelons ici une forme particuliere de
'estimation d’énergie obtenue dans [6] :

(2.1) [(AY(v- V)| Aiw)| <2729 Ceq|| V|| Fos 0] os; ot ¢q € L2,
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On sait que de telles estimations donnent pour I’équation de Navier-
Stokes I'existence globale pour des données petites. Nous allons donner
une estimation d’énergie dans le méme esprit que celle ci-dessus, mais
dans le cadre des espaces de Besov, ce qui permettra d’obtenir I'exis-
tence globale pour des données initiales petites.

On peut obtenir aussi I'existence locale pour des données quelconques,
en décomposant la donnée initiale en une partie “basses fréquences”
(qui comme en général pour les problemes locaux en temps ne jouera
pas un role important), et une partie “hautes fréquences”, qui sera
petite.

L’unicité est plus délicate et demande une estimation doublement lo-
garithmique de la forme

(2.2) P'(t) < f()e(t)(—Inp(t)) In(—In (1)),
ol ¢ est une norme sur la différence entre deux solutions dans un espace
de Banach convenable et f est une fonction localement intégrable. Le
lemme d’Osgood permet alors de conclure.

e La quatrieme section est dédiée aux démonstrations des estimations
d’énergie énoncées dans la troisieme section. Il s’agit, entre autres, de
démontrer 'inégalité suivante :

T
/0 (A5 - Vo) A1) 2ldt < O2agl[Vavll Ty oo 0l 2 02
avec aé/ > = 1. Pour la définition des espaces utilisés ici, voir la

relation (3.12). Cette inégalité est analogue a l'estimation (2.1).

Pour démontrer I'unicité on démontre I'estimation (2.2) avec ¢(t) =
Jw(t)||30,-1/> ot w est la différence entre deux solutions de I'équation
(NS,,—o). Remarquons que w est estimée dans H%~1/2 bien qu’elle ap-
partienne & l'espace H%/2. Ceci est di au fait que I'équation satisfaite
par la différence entre deux solutions est effectivement hyperbolique
dans la variable verticale, ce qui justifie une perte d’'une dérivée en
variable verticale dans les estimations.

e Dans la derniere section on démontre la non-inclusion de I’espace B%1/2
dans les espaces de Besov isotropes B, éo+3/ P(R?) avec p # oo, pour
lesquels on connait l'existence locale de la solution pour 1’équation
de Navier-Stokes classique par les travaux de Cannone et Planchon
(voir [2] et [18], [19]). Pour p = oo mnous avons B*/2 C Bl =C~".
Remarquons que l'espace de Sobolev non-homogene H%'/2(R3) ol on
démontre 'unicité pour I’équation (NS, —¢) n’est pas inclus dans 'es-
pace C'~! oll on connaissait I'unicité pour I’équation classique de Navier-
Stokes (voir [4]).
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3. Préliminaires

Tout d’abord, rappelons la définition des espaces de Lebesgue aniso-
tropes. On désigne par L} (L%) I'espace LP(R,, x R,,; LY(R,,)) qui est muni
de la norme :

||f||LZ(L€) :HHf(xhv ')HL‘](Rzg)HLp(RIlXRzQ)

:(/RIIXRZQ (/R lf(xh,x3)|qu3)p/quh> 1/p'

De la méme maniere, on note par LI(LY) U'espace LI(R,,; LP(R,, xR,,))
avec la norme associée ||f||L3(L2) = ||||f(',$3)||Lp(Rzlme2)||Lq(Rz3).

C’est bien connu que l'ordre d’intégration est important dans le sens
décrit par le lemme ci-apres :

3

Lemme 3.1 Soient1 <p <gq et f: X;x Xy — R une fonction appartenant
a LP(Xy; LY(X5)), ou (Xy;duy) et (Xo;dus) sont des espaces mesurables.
Alors f € LU Xy; LP(X4)) et on a l'inégalité

[ fllzaairrxay) < I fllorxinacx))-

L’outil de base dans les démonstrations sera la théorie de Littlewood-Paley
anisotrope qui consiste a faire un découpage dyadique dans les fréquences
verticales. On va faire ainsi les estimations d’énergie sur chaque bloc dya-
dique et ensuite on va sommer les estimations obtenues.

Introduisons les opérateurs de troncature en fréquences verticales comme suit:
v _ &3]
tyu = F(e(52)Fule).

olt on a noté par F la transformation de Fourier et u € S'(R?).
Les fonctions ¢ et x représentent une partition de l'unité dans R, elles
sont régulieres et on a

supp x C B(0,4/3), supp ¢ C C(3/4,8/3),

et

N+ 3 e ) = 1.

q>0

Définissons aussi I'opérateur :

Sju= Y Alu.

q'<q-1



EQUATION ANISOTROPE DE NAVIER-STOKES DANS DES ESPACES CRITIQUES 185

L’intérét d’une telle décomposition réside dans le fait que la dérivation
verticale d’une fonction localisée en fréquences verticales de taille 27 va agir
comme la multiplication par 29. Aussi, le passage d’une norme Lebesgue
sur une fonction localisée en fréquences verticales a une autre norme Le-
besgue, peut se compter par la multiplication avec la taille de la troncature
en fréquences a une certaine puissance dépendant des normes envisagées.
Nous utilisons constamment le lemme suivant. Les estimations (3.3) et (3.4)
sont des inégalités de type Bernstein.

Lemme 3.2 Soit u une fonction avec supp F'u C R? x 21C, ou l'on a
noté par FV la transformation de Fourier dans la variable verticale et ou C
est une couronne dyadique. Soient p > 1 et r > 1 > 1, nombres réels.

On a:

(3.1) 295 C M| g 1y < ‘|a§3u|lL2(L3) §2chk”u“Lfl(LC)§
(3.2) 2ch_k”u“L’“(L”) < Halzzgu”LC(L{;) SquCkHUHLg(Lg);
(3.3) lulpny < €222l o gy
(3.4) lullzgezy < €27 full y py-

Démonstration. Soient C une couronne qui contient la couronne C et ¢ une
fonction réguliere & support compact inclus dans la couronne C, telle que ¢
vaut 1 sur la couronne C. Notons par h la fonction rapidement décroissante
telle que FVh = ¢. Parce que supp F'u C 2¢C, on a

Flu(wn, &) = ¢(83/27)F ulwn, &),

donc
u(zp, x3) = 270(21:) * gy u(p, -)(23) = 29 / h(29(x3 — y3))u(zn, y3)dys
= /h(yii)U(xha w3 — 27 %y3)dys.

Nous avons ainsi

k
7va§3“($h7§3) = 55@5(%)7\/“(%753) = 29* (%) gb(%)]—”u(zh,&;)

= 2%y, (2—?;)]:\/“(%,53)

olt ¢(&3) = E50(E3) € CR(R).
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Parce que FYhF) (&) = EEFVR(E3) = €8 (€3), on a -
8§u(mh, x3) = 2qk2qh(k)(2q-) ks U(Th, ) (23)
(3.5) = 2t [ WOg)uon, g — 2 )

Dans la suite, on utilisera souvent I'inégalité de convolution classique

. 1 1 1
e < W fllellole on 14i=LiL
c a b

(3.6) 1f*g

En prenant la norme L! dans l'identité (3.5) et en utilisant l'inégalité de
convolution (3.6) avec ¢ = b =1 et a = 1, on obtient

105 u(zn, )y < 2*Cllulzn, )llz;-
En appliquant maintenant la norme L?, on obtient
||3§U||L’,’;(Lc) < CquHU”LQ(Lcy

On peut faire de la méme maniere dans le cas de la norme L} (LY). En
appliquant la norme L} dans I'identité

Ohu(zy, x3) = qu/Qqh(k)@q(«Ts — y3))u(Th, y3) dys,
on obtient
[05u(-, x5) p < 2qk/2q|h(k)(2q(3l?3 = ys))lllul ys)llee dys.

En appliquant maintenant la norme L sur cette inégalité et en utilisant
'inégalité de convolution (3.6) avecc=b=reta=1,on a:

050l gy < 27Cllul iy -

Parce que le support de FVu en variable verticale est inclus dans la cou-
ronne 29C, on a

P(2793) 4

Fru(wy, &) = ek
3

FV (xha 63)

Ainsi donc, nous écrivons

$(27785)

2~ qk ¢<€3/2 )fv
&

—— () (n, &) = (€5/20)F (O5u) (1, &5)
= 27 (/20 F (05u) (wn, &),

Fru(wy, &) =
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et en tenant compte du fait que

b(Es) = ¢<§> € CX(R),

nous obtenons :
w(n, v3) = 27%hy() %4, Ou(an, ) (ws),

ou h est la fonction a décroissance rapide telle que F* h = 1 et ol on a noté
he(ys) = 27h(2%ys).
Comme auparavant, nous obtenons

lullp(ryy < 277CllO5ullp Ly

et aussi
[l ey < 27FC|O5ul| 1y iy

Pour démontrer les deux assertions suivantes, on écrit

Frulzn, &) = ¢(&3/29) F u(xn, &),
ce qui implique

wmw@=wmww%mm»m@:/%M%mywmwmw@@&

En prenant d’abord la norme L, on a l'inégalité

)l < [ 2002 = g - )l d
En appliquant maintenant la norme L] et en utilisant 'inégalité de convo-
lution (3.6), on obtient :

1 1 1
ullpy zp) avee Pl 1,

lullyzgy < 12727 e

nous obtenons ainsi :
q(1/r'=1/r)
lull pzry <2 Cllully zzy-
On procede de la méme maniere pour les normes L (L%). Ceci acheve la

démonstration du lemme 3.2. [ |

Nous allons utiliser aussi le lemme suivant. La premiere inégalité est une
estimation de type “Gagliardo-Nirenberg”. Le deuxieme point du lemme,
est une estimation sur le commutateur avec l'opérateur de localisation en
fréquences.
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Lemme 3.3 Pour toute fonction u, nous avons les estimations suivantes

1/2 1/2
(3.7) 1l 2 528 (e ) < Cllull g | Va7

Sotent p > 1, r > 1 et s > 1 nombres réels tels que % = %+ % Alors

(3.8) 1A

g ul vllzzry < 2700 O5ull e ) vl 2(1)

Démonstration. Pour le premier point de ce lemme, on utilise le fait que
Pespace d’interpolation entre L2(R,, X Ry, ) et H'(R,, X R,,) est H'/2(R,, x
R,,), et on a linclusion continue de H'2(R,, x R,,) dans L*(R,, x Ry, ).
Ceci revient a :

Jal-s )| s, <2y < Cllul )l v

1/2 1 2
< Cluls 23l rta,, cm ) 19000 28) [ rfa, -

En prenant maintenant la norme L? en x5 on obtient :

1/2

[l L2(Reys 04 Rey xRey)) < C||U||L2 gy IVl 2 sy -

T3

L’estimation (3.8) sur le commutateur se démontre comme suit

(A ulv (xh; 23) = 2‘1/ h(2%s)(u(wn; x5 — y3) — w(zn; x3))v(Tn; w3 — ys)dys

= Qq/ h(2%y3)ys0su(xy; ks + T(x3 — y3))v(zh; 3 — y3)dysdT
Ry x[0,1]

= / h(2%ys3)Osu(wn; 23 + T(3 — y3))v(xn; 23 — y3)dysdT
Ry x[0,1]

ol h(z) = h(z) - 2.

A Taide de I'inégalité de Holder sur la variable horizontale, on a :

||[A;;u]v\|Lp<Rz>SCA PR35 7 = s )) g
vX%[0,1

X ||U(933 — Vs, ')’
< Clowluzup [ hlloen —gs.0)

Ry x[0,1]

L3 dy3 dT

L dy3 dr.

D’ou il vient
[[Ag:wvllzz ey < C279|05ull ey [0l L2 (r;)-

Nous avons maintenant les corollaires suivants :
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Corollaire 1 Siu est telle que le support de F¥u est inclus dans R3 x 29C,
alors on a

1/2 1/2
(3.9) [l s, xRy Loy < C272 0l ot | Vit ol

Démonstration. On tient compte du fait que u est localisée en fréquences
verticales de taille 29, et on obtient :

el 2y < C27[ull s 22y < C22[lullpaesy < C272ul| 2] Vnull 5
Corollaire 2 On a les inégalités :

lullz ey < Cllullgoase

1/2 1/2
||u||L;1L(L$°) < CHU’HB{),I/Q||th||8/0,1/2'

Démonstration. Pour démontrer le premier point, écrivons que

lullz ey < D IAY Ul 2 ey < C D 22 A%ull 12 < O]l o

qEZL qEL

Pour le deuxieme point, utilisons d’abord que

lullz ooy < S NAVUll s roey < C Y 272 Al IV AUl

qEZ q€EZ

En utilisant maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

1/2 1/2
lull s ey < c(qu”HA;uuLz) (quﬂuvhaz,uup)

qEZ q€EZ

1/2 1/2
= Cllull oIV null o o

Calcul paradifférentiel anisotrope.

La décomposition dyadique est utile aussi dans I’étude du produit de
deux distributions. Formellement, on peut écrire, pour deux distributions u
et v,

u:ZA;’u : v:ZA;’v et u-v= Z AN TRWANDIA

qEZ qEZL q€EL,q' €L

On va séparer cette somme en trois sommes, I'une ou les fréquences
verticales de u sont petites devant les fréquences verticales de v, une autre
ou les fréquences verticales de v sont petites devant les fréquences verticales
de u, et la derniere somme, ou les fréquences de u et de v sont comparables.
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Les premieres deux sommes sont les paraproduits et la derniere est le reste.
Cette décomposition s’appelle la décomposition de Bony dans la variable
verticale (voir [1] respectivement [6] et [11] pour le cas anisotrope).

Nous allons noter :

Tw= Y Aju-Dw=> 8 u-Afv

q¢'<q-2 q

R(u,v)zz Z Ajulsy v,

q i€{0,£1}

et

Remarquons qu’on a des bonnes propriétés de quasi-orthogonalité dans
le sens

(3.10) AG(Sy_qulyv) = 0 pour |g—¢'|>5 et aussi
(3.11) A (Sy ulyv) = 0 pour ¢ <q-—4.

Pour alléger les démonstrations qui s’appuient sur le calcul paradifférentiel,
nous allons noter par a, une suite génerique qui est de racine carrée som-
mable, c’est-a-dire, a; > 0 et

> Va, <1

q€Z

On va désigner par b, > 0 une suite générique sommable et par ¢, une suite
de carré sommable telle que

D by<1 et Y <1

q€Z qEZ

Signalons que les suites peuvent dépendre du parametre ¢ et alors on note
ag(t), bg(t) et cq(t).

Notons ici, que 'appartenance d’une fonction u & 'espace B%'/? se traduit
par l'existence d’une suite b,, telle que

1A ullz2 < C272b, |[u| gose.

Dans le méme esprit, notons que u appartient a I'espace de Sobolev H%* si
et seulement si
||AZU||L2 S 02_qSCqHU||HO,S.

Dans la suite, il sera utile d’introduire des espaces de type Besov pour des
champs de vecteurs dépendant du temps. Ces espaces prennent en compte la
régularité Lebesgue en temps sur les blocs dyadiques verticaux. La définition
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de ces espaces s’inspire de article [5]. Notons ainsi par Z’;(Bovl/ 2 avecp > 1,
I’espace défini par la norme :

(312) ||u||LP (B0:1/2) = Z2q/2HA;IUHLP([&T]?LQ(R3)) < +00.

qE€Z

Observons que pour tout p > 1, on a ||ul|zr g2y < HUJHE‘;(BOJ/Q)'

4. Estimations d’énergie et démonstration du théoréeme

4.1. Estimations d’énergie pour I’équation de Navier-Stokes

La démonstration de ’existence locale pour 1’équation de Navier-Stokes
est basée sur des estimations d’énergie sur le terme convectif vVv. L’estima-
tion d’énergie que nous allons utiliser est semblable a I’estimation d’énergie

donnée dans [6], mais dans le cadre des espaces Z’;(BO’I/ 2).

Lemme 4.1 (estimation pour ’existence locale) Soient u et v deux
champs de vecteurs dépendant du temps sur R3, avec u(t) de divergence nulle
pour tout t € [0,T] (T > 0). Il existe une suite de nombres réels a, > 0,

avec Yy aé/z <1, qui dépendent de u, v et T, telle que
q€EZ

T
[l vola), !dt<0aq2q(uun2 IVl

oo BO 1/2 BO 1/2)><

3
X ||U||2oo (BO.1/2 ||th||2~% 80,1/2)—’_thu“f/%([go,lm)”U“f,\TOg(BO,l/?)||vhv||g(30,1/2))7

ot C > 0 est une constante universelle.

En particulier, on utilisera cette estimation dans le cas ou v = v, dans la
démonstration de ’existence globale. Nous avons ainsi le corollaire suivant :

Corollaire 3 (estimation pour ’existence globale) I eziste une cons-
tante C' telle que, pour tout champ de vecteur v de divergence nulle, on a

T
/0 [(Ba0V)O1850(0) 1 |dt < C2 70,4012 o 10 5 0012

avec

Zayz <1.

qEZL
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On donne a présent I'estimation nécessaire pour démontrer I'unicité.

Lemme 4.2 (estimation pour ’unicité) Soient u et v deux champs de
divergence nulle, qui appartiennent a l'espace L3 (H*'/?) et tels que Vju et
Vv appartiennent a lespace L3(H/?). Soit w dans L (H"'/?) avec Vjw
appartenant & Uespace LE(H%V/?) vérifiant I'équation

ow+u-Vw—+w-Vu—uv,A,w=—Vp
diw w = 0.
Alors, pour tout 0 <t < T, si ||[w(t)||go-12 < et on a Uestimation

d
ez < CFONwOo.-1/2 (1= l[w(@)][}o.-1/2)%

x In(1 —In [fw(t)]|F0.-1/2)
ot f(t) est la fonction localement intégrable en temps donnée par
(4.1) f() = (1 + @ Fro.02 + 10O G072 + [w(®)[[F0./2)
X (L4 IVau®) 3oz + IIVe0 @) 3002 + IVaw®) 1 Foas2) -

Remarque 4.1 Remarquons que, motivé par ['unicité, nous n’avons consi-
deré que le cas ot ||w(t)||fgo.-1/2 est petite.

Dans le cas général ot ||w(t)|| go,—1/2 peut étre grande, [’estimation dou-
blement logarithmique qu’on peut obtenir devient

J 1
WOz 1 < CFONwOZ 1n<1+€+—)x
i1 O va < CTO N0 o [l

1
xln(ln (1+e+—>).
[w(t)] ?{o,—l/z

4.2. Démonstration du théoréme 1

Existence globale pour des données petites

Nous allons démontrer I'existence globale pour des données initiales pe-
tites. La démonstration s’appuiera sur le corollaire 3. On va utiliser la
méthode de Friedrichs, qui consiste en I'approximation du systeme (NS, —o)
par une troncature dans l'espace des fréquences. Définissons alors les opéra-
teurs suivants :

Jpu = ]_-71(13(0’”)]:“(5))
Jou = F (e jglmyFulf)) et
Jou = (J,—JV)u.

oll on a noté par F la transformation de Fourier sur R3.
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Notons que dans le systeme (NS, —¢), la condition de divergence nulle
sur v nous donne le terme de pression. On obtient ainsi

p=— Z Afl@aj (UZ'UJ)
2%

Considérons alors, le systeme approximant suivant

(00 + Jo( T - VJv,) — v Ju (82, + 02,0,
= J, VS 0.0, AN (Tt T i
(Vs ) R |

Uy=0
divy, =0

[ Unli=0 = Jnvo.

Comme il est clair que les opérateurs bilinéaires sont continus de L? x L?
dans L? et comme la donnée initiale v, (0) = J,v, appartient & L? lorsque
vy est dans I'espace homogene B%'/2 alors le systeme (N Sy o) devient une
équation différentielle dans L2 Grace au théoreme de Cauchy-Lipschitz, il
existe une unique solution locale en temps & valeurs dans L?. Notons par T,
le temps de vie maximal pour l'unique solution v, du systeme (NS} _).
Comme jﬁ = J,, on a évidemment que J,v, est aussi une solution pour
(N SZ}VZO), alors, I'unicité de la solution implique que v,, = jnvn. Donc, on a
que v, est solution du systéme suivant, qu’on va noter toujours par (N S’JV:O)

Oyvn + Jn(vn - Vv,) — v4(32, + 02, = J,V > 0,0;A7 (v v))
(NSZ ) v

Vv=0

dive, =0

Un|t:0 - jnUO‘

Puisque (J,(v,V,)|vn)z2 = 0, Pestimation d’énergie dans L? nous donne

1d
5 7 [on Ol + vl Vava (@)]72 = 0.
Donc, v, (t) reste bornée sur I'intervalle maximal d’existence [0,7},), d’ott on

déduit facilement que 7,, = +oc.

Tout d’abord, on va démontrer une estimation globale en temps sur la
solution v,, dans 'espace B%/2. Ensuite, par un argument classique de com-
pacité et par passage a la limite dans le systeme approximant (NS] _,), on
démontre a la fin l'existence globale de la solution de I'equation (NS, ).
Afin d’alléger les notations, on “oublie” dorénavant l'indice n. On va ap-
pliquer 'opérateur Ay a I'équation approximante (NS _ ) et on va faire



194 M. Paicu

les estimations d’énergie dans L? sur chaque morceau Ayv, et ensuite, on
va recoller les estimations. Nous obtenons ainsi par l'estimation d’énergie
sur Ayv, l'inégalité suivante :

1d

5 7 18Ol + vl A7VR (72 < [(A5(0 - Vo) ()1 A70(E)) 2.

L’intégration en temps sur un intervalle de temps [0, t] avec ¢ > 0 nous donne
t
AV 2, + 2,,h/ IV o(r)|22 dr <
0
t
< 83wl +2 [ (8500 Vo nIAyr) ] dr
0

En prenant le supremum en ¢ € [0, 7], on a
HA;UHQL%’(L?) + 2vp, ||th;UH2LQT(L2) <

T
< | AYu|2 +2 / (A0~ Vo) (1) AYo(r)) ] dr.

Nous allons utiliser maintenant le corollaire 3 pour obtenir que

1AV s 2y + 20m VR AN (12) <

< 185v0llz2 +27a,Cllol g ggoar) Va5 g0

avec Y /g < 1. D’oty, par 'équivalence entre a® + b* et (a + b)* quand a
et b sont des nombres réels positifs, il vient
v 1/2 v
2(1/2”A v HLoo(LZ + \/_V / 2q/2‘|thq/UHL%(L2) S
< 22V2| Ajuoll e + 0y VRC 0 1 V0]

L%O(B(),l/2) E%(BO,I/Z)'

Par sommation en ¢, nous obtenons
1/2
ol moarzy + V20" (V40 3 50172, <

1/2
< V2o lgoare + CVAVRNEE o) IVl 77 oy

et done

(4'2) HUH200 (BO:1/2) + 2Vh||vhv||L2 (BO:1/2) <

< 4ol + 4C T ooy IV 012 g



EQUATION ANISOTROPE DE NAVIER-STOKES DANS DES ESPACES CRITIQUES 195

On peut alors en déduire I'existence globale lorsque la donnée initiale est
petite par rapport a la viscosité horizontale. En effet, soit ¢ assez petit et vy €
B%'/2 un champ de divergence nulle, tel que ||vg||go.1/2 < cvy avec ¢ < 1/(8C).
Soit v, la solution réguliere de I’équation approximante de I’équation de
Navier-Stokes anisotrope, avec la donnée initiale régularisée (v, |i—g = jnvo).
Soit alors 7T} le temps maximal sur lequel on a ||Un||f3§(30,1 s2y < 2cvy, pour

tout 0 < T < T*. A D'aide de I'estimation (4.2), on obtient
||Un||i;05(30,1/2) < 2”1)0”30,1/2 < 2cuy,

pour tout temps T avec 0 < T < T.

Vu que la fonction v, est réguliere en temps & valeurs dans B%1/2, et donc
: T . .
que la fonction T~ ||v,|| T3 (012 €st continue, nous obtenons T3 = +oo,

et on a que la suite des solutions globales v,, est bornée dans 1’espace
vn € L®(Ry, B"/2) avec Vyu, € LA(R,, B%/?),

En particulier, comme on a Sjv, € L L} et (I — Sy)v, € L? on obtient
que (v, )nen est une suite bornée dans l'espace L>°(R,; L2 ) et en utilisant
I’équation vérifiée par v,, on obtient que

(atvn)neN est Suite bornée dans LOO (R+7 Hl;é\[)

avec N suffisamment grand. Comme conséquence du théoreme d’Arzela-
Ascoli, on a qu’il existe une sous-suite de v,, qu’on va persister a noter v,
tel que v, — v dans L (Ry; H, V). Parce que v, est une suite bornée

loc loc
dans L*°(R,;L? ), on obtient par interpolation que

v, — v dans Lj, (R; H,7) pour tout o > 0.

e Le) pour tout € < 1/2, on
obtient comme conséquence des lois de produits dans les espaces de Sobolev
classiques que

Vu que v, est une suite bornée dans L? (R, ; H

(HE 7732 lorsque o < e.

Uy @, — v®uv dans L? loc

loc

En particulier
U, @V, — v@uv dans D'

Par passage a la limite dans 1’équation approximante (NS, _;) on obtient
une solution globale du systeme (N S,,—o).

Remarque 4.2 On a obtenu la solution globale d’une régularité meilleure :

(NS fgo(R+,BO’1/2) avec Vpv € E}E(RJF, B2,
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Continuité en temps de la solution

Nous allons démontrer maintenant la continuité en temps de la solution.
En effet, on va démontrer que la solution v appartient en fait a l’espace
v e Cy(Ry, B™/?).

On va démontrer d’abord, que la fonction [[AYv(t)||2 est continue en
temps. Pour cela, il suffit de vérifier que pour ¢ fixé, la fonction 0, || AYv(t) |13
appartient a I'espace L'([0,T]). L’équation vérifiée par Ajv est la suivante

A = v A Ajv — div, AY (v @) — ALos(v @ v) + AYVp.

On obtient facilement que (v,A,AYv — div,AY(v ® v)) appartient a 'es-
pace L*([0,T); L%(Hh_l)). Comme, d’autre part on a que Ayv appartient a
L2([0,T]; L2H}), on obtient

(ARAYY — div (v @ v)‘A;’v) e L'([0,T)).

L2(R3)

En tenant compte du fait que v appartient & L*([0,T]; L} L?) on obtient que
Ay0s(v ® v) appartient a L'([0, T]; Lj Ly). Comme, d’autre part on a que
v € L*([0,T]; L2LE°), on obtient

(A;c‘?g(v ® ’U)|A;U) 2 € L*([0,T7).

On a obtenu finalement que 9| Ayv(t)[|7. appartient a Uespace Li et en
particulier, pour ¢ fixé, on a que [|AYv(t)||z2 € Cy([0,T1]). D’autre part, il est
tres facile de démontrer que la fonction ¢ ~ Ayu(t) est faiblement continue.
On obtient ainsi que AYv(t) est fonction fortement continue sur [0,7] a
valeurs dans L. -

Le reste est simple. En effet, vu que v € L¥(B%'/?), pour ¢ > 0, on a
qu’il existe N telle que

> 22 Ayl gy < e

lg|>N

Comme la fonction AYv € Cp(L?), il existe n > 0 telle que

> 22| AYw(t) — vt <& pour  |t—t] <n.

~N<g<N

On obtient alors que pour |t —¢'| <7 on a

lu(t) = w(t)llgoar2 <e.

Nous obtenons ainsi la proposition suivante.
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Proposition 1 Soitv € [75’:0(60’1/2) une solution de l’équation (NS, ) sur
Uintervalle de temps [0,T) associée a la donnée initiale vy € B%Y/2. Alors
on a

1. v € Cy([0,T), B%1/?).
2. Uensemble {v(t)|t € [0,T)} est un ensemble relativement compacte
dans B2
Existence locale pour des données quelconques

Pour démontrer 'existence locale pour des données quelconques, nous
allons décomposer la donnée initiale en une partie “basses fréquences” et
une partie “hautes fréquences”. Nous allons chercher la solution locale de la
forme v = uy + wy avec

un(t,x) = elvnin (Snvo)(z).

Observons que uy est solution du probleme linéaire :

8tuN — VhAhUN =0
UN|t:0 = SNp.
Pour que v soit solution de I’équation de Navier-Stokes, il faut que wy soit
solution pour le systéeme suivant :
ath + wpy - VU)N +uy - VU)N + wpy - VUN — l/hAth =
=—-Vp—un-Vu
(Sy) . p N N
divwy =0
wN|t:0 = (I — Sny)vo
Pour alléger la démonstration, on omet de noter le schéma de Friedrichs.
Nous allons démontrer que pour des temps assez petits, I’équation (Sy) a une

solution locale en temps. Faisons l'estimation d’énergie sur cette équation.
On obtient :
ld AV 2 AV 2
5 IOy n (s + Vom0 <
<[(A5(wnVun) [ Ajwn) ] + [ (A5 (un Vwn) [ Ajwy) .|
+ [ (85 (wn Vuw) | Agwn) o] + [ (85 (un Vuw) | Awn) |-

Par le corollaire 3, nous avons :

T
Jleson Tzl < 02 %yl g g m 19m0nl2 oy

1/2
avec aq € lg/".
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Comme conséquence du lemme 4.1, nous avons :
T
/O (A (u - Tyl ATwy) p2ldr <

< CQiqaq (”vhuNHE%:(BO,IN) ”wNHZ?(BOJ/Z) "vthylé(Bo,1/2)

1/2 1/2 1/2
+ HUNHL/oo B0 1/2)thuN”L/2 (B 1/2)H ||L/°‘> BO:1/2) IVn wNHL2 (B0 1/2)>

Pour le terme suivant, on a

T
| 1@t Tun)l Al < 18505 - V) iy [1850x i
< 27920, T|| A5 (wn V) |l ) 1w | 5 ggo2)-
En utilisant la décomposition de Bony dans la variable verticale, nous écrivons

AY(wyVuy) =0y Y Sy qwy-AYVuy+A% Y Sy Vuy - Adwy.

lg’—q|<4 q'>q—No

On en déduit
1Ay (wy - Vun)llzewy < 1S5 wnllzge @) | A Vil 1)

lg'—q|<4
+ Y 1Sy Vun g e 1Ay wn | s 22)
q'>q—No
< Nlwnllzge@orsy2? D 1A unlger2)
g’ —q|<4
+25N/2||U/N||L%°(L2)2_q/2(2q/2 Z 2_q'/2bq’)||wNHZ§(3071/2)7

q'>q—No
avec by € (', ce qui nous donne

D

q¢'>9—No

Vu que [Jun|[pee(go1/2) < ||vol|go.1/2, nous obtenons
1285 (wy - V)l g 22) < 2720,C(1|vollgo12)2 2wl 7 0.1 /2)-

et par conséquent, on obtient

T
/0 ‘(AZI/(MN'VUN”AZU)N)L?}dT < 2—qaq (”UOHBO 1/2)25N/2T||U)NH200 (B0:1/2)

1/2
avec ag € lg/".
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Pour le dernier terme nous utilisons

T
| 15 V) ()] Sl <
0
< [[AL(div (un ® un)) ||y | Aqwnll s z2)
S 2NT||AZ(UN & uN)HL%O(LQ) ||A;wN||L%°(L2)

A Daide de la décomposition de Bony, nous obtenons

”AZ(UN X UN)HL%O(Lz) S 2*q/2[)qHuNHL%o(Loo)HUNHZ?(BOJ/Q)

< 2_q/2bq23N/2C<||Uo||30,1/2),

avec b, € Z;. Nous obtenons ainsi

T
/0 |(A;(uNVuN)(t’)|A;wN(t'))Lz|dt’ <
= Q_qan(HUO||8011/2)25N/2T||1UNHiﬁ(so,l/z)-
Comme dans la premiere partie de la démonstration, nous recollons les
estimations en obtenant :

2

||wN ||?L“%6(Bo,1/2) + VhHVthHE%(Bo,l/Q) <

< wn (O)lfFnssz + CT2N2 + CIVn % o 0w 0
(43)  +TA+22Y + 2V C(wn, [vollgors) lon Tz gg0.1/2)-
T

Soit maintenant N suffisamment grand, tel que

lwn (0)llgoarz = [[(1 = Sn)vollporsz < cvn

avec ¢ assez petit. Soit ensuite 7" assez petit, tel que 2°V/2T < 1 et tel que
lwn | gz 0.1/2) < cvp- Alors, nous obtenons directement de I'inégalité (4.3) :
T

CUp,

ez gorrs) < Cllux(O)llg: < 2

pour 2°V/2T assez petit. On a obtenu ainsi que wy existe localement en
temps, donc v existe localement en temps.

Remarque 4.3 Notons que le temps de vie de la solution n’est pas une
fonction de ||vg||go.1/2 mais dépend de la répartition en fréquences de vy.
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Remarque 4.4 Le temps maximal de vie des solutions de (NS, o) dans
BY12 peut étre uniformément minoré lorsque la condition initiale vy varie
dans un compacte de B%Y/2.

En admetant 1'unicité (qu’on va démontrer plus tard) on peut parler du
temps maximal de vie de la solution. On a la proposition suivante.

Proposition 2 Soit T le temps de vie mazimal pour la solution v de [’équa-
tion (NSy,=o). Alors, si T* est finie on a |[v|| ;= go./2y = +00.
T*

Démonstration. Supposons qu’on a T* est fini et HUHLP%E(BOJ/Q) < +o00.
On va démontrer que si v est définie sur [0,7") avec Hv||i;.§(80,1/2) < 400
alors T' n’est pas maximal. Comme conséquence de la proposition 1, nous
avons qu’il existe une unique limite de v(t,) dans B%'/? lorsque ¢, tend
vers T%. On résoud ainsi localement 1'équation (NS, —¢) avec la donnée
initiale v(7T™) := lim;_r«v(¢). On peut ainsi prolonger la solution sur un
intervalle [0, 7" 4 ¢) ce qui contredit le fait que le temps de vie maximal
est fini.

Unicité

Avant de commencer la démonstration de 'unicité, qui est une applica-
tion du lemme 4.2, donnons d’abord quelques commentaires sur les difficultés
qu’on rencontre et sur les méthodes utilisées pour obtenir le lemme 4.2.

Soient u et v deux fonctions de L°(B%/2) telles que V,u et V,v appar-
tiennent & L2(B%'/2). On suppose que u et v sont solutions de I’équation de
(NS,,—o) pour la méme donnée initiale dans B%/2. On note w = u — v et
objectif est de démontrer que w = 0 dans D'(R% x R?). L’équation vérifiée
par w donne comme termes non-linéaires v-Vw et w-Vu. Les termes vy,-Vjw
et wy, - Vyu sont estimables a 1'aide des lois de produits (ce qui revient en
fait a la décomposition de Bony dans la variable verticale). Le terme v3 - Ozw
sera estimé dans la suite grace aux méthodes introduites dans [6] et reprises
par exemple dans la démonstration du lemme 4.1.

Reste a estimer le terme ws - Osu. Vu la régularité dans la troisieme

variable, il est le produit entre un élément de 321712 et un élément de B, 11/ 2,

ce qui donne un élément de By ;{2 (voir la définition 6.1). Cela conduira a

faire les estimations sur w dans des espaces qui sont By ;{2 dans la troisieme
variable (voir aussi [13]). Plus précisement, l'espace candidat pour faire les

o 0,-1/2
estimations sur w est B, OO/ , avec la norme naturelle

[w]| o172 = sup(Z_% [ AJwl|L2).
2,00 q
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. . . , . 0,—1/2 , .
Lorsqu’on fait les estimations d’énergie dans l'espace B, OO/ sur 1’équation
vérifiée par w, on va avoir a estimer le terme

/ AV (wdsu) Ay wda.

La décomposition de Bony dans la variable verticale de ce terme, contient
le terme

/ S;/_lle),agA;UA;wdx

qui est le plus difficile a estimer.
En effet, lorsqu’on essaie maintenant d’estimer ce terme quand w est
dans Pespace L3 (B~ 2 2) et Vyw dans L2 (B 1/2) on obtient

2,00

1(S)_

a—1W3 - O3 AJu[Agw) 2| < OHS;/—lw?)“L?,OL,%HA:;83UHL%L;§HAZUJHL%L;§

En tenant compte de I'estimation

v v v 2 v 2
10s8ullagy < C2 Aulliany < C2UAILIATTnul s

C29 2, ||ul| 12, |V ]| 2

IN

et du fait que

2 2 2 2
|ASw ars < I ATw]AIALT wwll}s <c2q/2||w||1é 1/2||vhw||% e

on obtient
|(Sg-1ws - B3 Au[Agw) 2| < C2%, HSv—lwiSHLOOLQ|’u’|[13{)21/2’|vhu"113<f1/2
(4.4) S A R
2,00 ,00

avec b, € E;. Observons maintenant que tant qu’on travaille avec u et v dans

0,1/2

la version non-homogene de 'espace B*/<, on a

1Sg-1wsllperz <C Y 27| AYws| e

—1<¢'<q
< c(usgw?’HLQ + Y 2_q//2||A:1’,83w3HL2).
0<¢'<q
En tenant compte du fait que dsw® = — div ,w", on obtient

(4.5) 1551 = S)usll ez < Call Vool gpvre
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Pour pouvoir utiliser cette inégalité, on introduit un parametre N et on
estime différemment les “fréquences” plus petites que N de celles qui sont
plus grandes que N. Pour les fréquences qui sont de taille inférieure au
parametre introduit, on utilise la régularité minimale sur w, cela veut dire
qu’on va tenir compte du fait qu'on estime w dans ’espace ng;}/ ®. Pour
les fréquences de taille supérieure au parametre N, on utilise la régularité
maximale dont on dispose sur w, cela veut dire qu’on tient compte du fait que
w = u — v appartient & 'espace B%'/2 (voir aussi [20] pour cette méthode).
L’estimation sur les “hautes fréquences” conduit de maniere “standard” au
choix de N égal a (—In HwHBg,;l/z). Le probleme est d’estimer les “basses

fréquences”. Le terme qui pose des problemes est donc

> 2 / | — SO AT UA Y wdz.

0<g<N

Remarquons que les inégalités (4.4) et (4.5), ainsi que la majoration

1 3
b<—4 _b4/3
a_4a —1—4 ,

nous conduisent a estimation suivante

» 2 / (Sy_y — Sw® - s A uAyw dx

g<N
1/2 1/2 1/2 3/2
(4.6) SCMMAMWWMWMMQMWWMQW
< CNYF O olPosye + 2 Thw]?
> l/}?{ B;,;l/? 10 h Bg:o—ol/%

ou
F@) = Nl g0/ Vau(t) 5o

est fonction intégrable en temps et ol le parametre N sera choisi a la fin
comme étant N = —In [[w|| 50,-1/2. Nous obtenons donc I'inégalité
2,00

d
S®Is s < CHOIw) g 12(1 = In w2y 12)"

ou f(t) est une fonction intégrable.

La perte dans cette inégalité est trop grande et ne nous permet pas de
déduire I'unicité. Cette difficulté nous oblige de faire les estimations dans
I’espace de Sobolev non-homogene H%~/2 afin d’abaisser la perte dans les
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estimations. Cette fois ci, on a les inégalités suivantes

A7) ISiawslier <C Y. 2 A
—1<¢'<q
< C(ISuwsllee+ > 2772 Ay dswllse)
0<¢'<q

< C(\/anvthHO,—l/? + ||w||H0,—1/2).

Cette perte dans 'estimation nous amene a utiliser la version paradifféren-
tielle du théoreme d’unicité d’Osgood (voir par exemple [20]). Notons tou-
tefois que le terme le plus délicat pose encore des problemes. En effet, en
utilisant I'inégalité (4.7), on obtient l'estimation suivante

> 2 / (Sy_y — Sw® - s A uAyw dx

q<N
(4.8) < OVl L2 IVl 2w 2 a2
C ”
< —3N2f(t)|]w|]§107_1/2 + _thwH?{O,—uz-
vy 10

ou f(t) est fonction intégrable en temps et ou le parametre N sera choisi
égal & (—In ||w]| go,-1/2). Ceci conduit a I'inégalité

d
T w@ o1 < CTOlwO)F0-1/2(1 = I [w(D)][gr0.-12)°

et cette estimation n’implique toujours pas 'unicité. Cela provient du fait
que le probleme est critique en variable verticale parce qu’on a a faire des lois
des produits entre des espaces avec la somme des indices égale a zéro, mais est
également critique dans la variable horizontale parce que la régularité maxi-
male en variable horizontale sur les fonctions utilisées est H' (R?), espace qui
n’est pas inclus dans L*(R?). Afin d’obtenir une estimation optimale, on
introduit un nouveau parametre € qui va quantifier le nombre des dérivées
dans la variable horizontale utilisées. Le terme

> / (Sy_) — SHW O A uAwdz
0<q<N

sera estimé maintenant de la maniere qui suit. On utilise toujours l'inéga-
lité (4.7), sous la forme

Afin d’utiliser le moins de dérivées possibles dans la variable horizontale,
on utilise le lemme suivant qui est une conséquence des résultats démontrés

dans [7].
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Lemme 4.3 1[I existe une constante C, telle qu’on a l'inégalité suivante
1 1-1
| fllzzcezy < CVBIFI g2 VA agis,  pour tout 1< p < +oo.

Démonstration. Par les inclusions de type Sobolev démontrées dans [7]
on a

Il z2ncegy < CVBIisosincay

D’autre part, I'espace H'-'/P(R?) peut s’écrire comme espace d’interpolation
entre L?(R?) et H'(R?). On obtient ainsi

1 1—-1
| l-vmgzy < 15 ot I V0 agid
On obtient alors

1 1-1
11l z2n 2y < Cf||f||LépR2 IVafllz Hgs

Revenons maintenant a I'estimation (4.8) afin de 'améliorer. L’inégalité
de Holder dans la variable horizontale, nous donne

0<g<N
— 3
< > 278y, — Sy s 0sgull , 2 187w, 2.
0<g<N
<> C2 IVl ozl Bgull , 21850l
0<g<N "

En utilisant maintenant le lemme 4.3 on obtient pour 0 < ¢ < 1/2

> 2o 4/ L = SO A uA wdr < Y C2” q\[uvhwum 12 X

0<g<N 0<g<N

X ||y Dgul| 22 || Ay Vi Osul| 7| Aywl[ 2 [ Va Ay wl|e.
Vu qu’on a
|AyBsul5: 1V AL sul12° < 290 AYullza I VaAyullbz
et en utilisant les estimations
A ul|52 1V aA ull}2* < 2792y ull g0 | Viull s 2

et
HAVwH}ysthAvaL <2g/2cq||w||Ho 1/2||vhw||§{0,71/27
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on obtient

Z 2” q/ gagﬁvuﬂvwda: <

0<g<N

N
< O\ Zlullfoe IVl ol Vol 5

En utilisant maintenant 1'inégalité

on obtient
> 2 / | = SO A uA Y wdz
0<g<N
C? \TF [N\ 7=
< () (B) IEn Tl + 21Tl
h

Puisque € est un petit parametre, on peut considerer 0 < € < 1/2 et on a

( C? ) _ max{1,C}

vte ~ min{l,,}3

Dans toute la suite, on va désigner cette constante par C'.

et on

Pour optimiser 'estimation, on fait le choix de ¢ égal a
obtient

1
1+In N

v
< ONQU+ 0N FOlwl o + 2 Trwl e
Le choix de N = —In ||w||%,0 1,2, nous amene a l'inégalité différentielle

d
SOl <

(4.9 < Clwt)lfo1e (= Wllw®)lFe-2) In (= flw)Fo-),
ce qui nous donne l'unicité a l'aide du lemme d’Osgood.

La démonstration rigoureuse de lestimation (4.9) est donnée dans la
section 5.2.
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Nous allons démontrer I'unicité dans lespace H%'/2 la preuve dans
B%/2 ¢étant plus simple vu qu'on a [Squllee 22y < Cllullgosse, or dans

I'espace H%'/2 on a & eviter aussi la difficulté

155 ulleezz) < Cv/allull oy

Remarquons aussi, qu’on ne peut pas travailler dans la version homogene de
Pespace H%'/2 parce que, dans cet espace S;u n’appartient pas nécessaire-
ment & L°L7. Signalons également que pour P'unicité dans l'espace ho-
mogene B%'/2 on va démontrer que w, la différence entre les deux solutions
est nulle dans la norme

loll? = (15wl 2 + 3 27 Ayl

q>0

Unicité pour ’équation de Navier-Stokes anisotrope dans l’es-
pace HO'/?

Dans la suite nous allons démontrer I'unicité dans 'espace H%/2. Soient
ainsi u et v dans LS (H%/?) avec Vju et Vv dans L2 (H%Y/?), deux so-
lutions pour la méme donnée initiale. Nous allons démontrer que w = 0
dans L(H~/2) avec Vyw = 0 dans L2(H%~1/2). Pour cela on va faire les
estimations d’énergie dans H% /2 sur I’équation vérifiée par w. L’équation
vérifiée par w est la suivante

oyw + vVw +wVu — v, Apw = —Vp.

Le lemme 4.2 nous donne alors

d
@02 < CLONwOo.-1/2 (1= f[w(@)][}o.-1/2) %

x In(1 = In [lw(®)l[30,-1/2),
ou f(t) est une fonction intégrable sur I'intervalle [0, T] avec
||f||L1T <C (thU”i%(Ho,l/z) + thUH%%(Ho,l/z) + ||Vhw||i2T(Ho,1/2))
X (Hu“%;O(HOJN) + HUH%%O(HOJN) + HwHi%?(HOvl/?))'
En tenant maintenant compte du fait que w = u — v, on a
HwHLOO(HOvl/?) < HUHLOO(HOJ/?) + ”UHLOO(HOvl/Q)a
T T T
et aussi
19l g o072y < [ 9ntll gz aonrsy + 1900l o

Rappelons a présent le lemme d’Osgood (voir [8]), qui nous va permettre
de conclure a l'unicité.
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Lemme 4.4 (Osgood) Soient p > 0 une fonction mesurable, v une fonc-
tion localement intégrable et yu une fonction continue croissante qui vérifie

la condition sutvante
/1 dr_
—— = +}00.
o (r)

Soient aussi a un nombre réel positif et p vérifiant [inégalité

plt) < a+ / A(s)1(p(s))ds.

Alors, si a est nul la fonction p est identiquement nulle. Si a est non nul,
alors on a

_/\/l(p(zf))—l—./\/l(a)S/0 ~v(s)ds,  avec M(m):/ ar

pu(r)
Finalement, I’application du lemme d’Osgood, dans le cas ol on a p(t) =
Jw(t)|130,-1/2 et pu(r) = r(—=Inr)In(—Inr), implique 'unicité.
Pour la démonstration de I'unicité dans le cas de I'espace de Besov ho-
mogene B%1/2 on va signaler les différences de démonstration par rapport

au cas de I'espace de Sobolev inhomogene H%'/2. Nous avons déja remarqué
dans la discussion du début qu’on va estimer w dans la norme suivante

t
IS5 (0 ey + 32 WA+ vnsup [ 1S5l ) g
x3

q>0

¢
—i—VhZQ_q/ HV}LA;U)<T>H%QCZT.
0

q>0

otons que pour estimer Wl ;72 on fait une estimation d’énergie dans
Not t Sywlpeerz on fait timation d’ d

v
la variable horizontale et on prend le supremum dans la variable verticale.
On obtient ainsi

t
150 353 + s> | 1S5 Vioaa, 7 yar <
x3

t
< sup/ (S5 div (u® w) (s, 7)|Syw(zs, 7)) 1 [dT
0 h

t
+ Sup/ } (SE)’V Z (9148J-A*188(uiwj)(5637 7')|Sg’w(l'3, T))Li |d7'.
T3 0 i

On ne va pas donner les estimations exactes, elles sont tres faciles a obtenir
vu qu’on travaille avec des fonctions localisées sur de “basses” fréquences
dans la variable verticale.
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Remarque 4.5 Finalement, signalons qu’une autre possibilité est d’estimer
w dans la norme suivante

1/2
] =" 292 Aywl| 2 + (Z?‘ﬂlﬂ:wlliz) -
q<0 q=20

Cela nous montre aussi que l’espace homogeéne mazimal ou on peut démontrer
Uunicité est lespace des fonctions u qui ont la propriété que (I — S§)u ap-
partient o H'/? et SYu appartient ¢ B*'/2, avec la norme évidente :

Il = lISgullgoar: + 11 = Sg)ull oz

5. Démonstrations des estimations d’énergie

5.1. L’estimation d’énergie pour I’équation de Navier-Stokes

Donnons maintenant la démonstration de I'estimation d’énergie aniso-
trope sur le terme convectif, dans le cadre des espaces de type L5.(B%1/?),
énoncée dans le lemme 4.1. Rappelons ici le lemme dont il s’agit.

Lemme (estimation pour l’existence locale dans R3). Il existe une
constante strictement positive C, telle que pour tous les champs de vecteurs
u et v dépendant de temps tels que u(t) soit de divergence nulle pour tout
te[0,T], ona:

[ I3t 9omlg000) plar <

1
< o2t (Il o 190 oy Wl o 19000
T

+ ||thHL2 54 v HLOO (B th“HL2(BO )

avec a; > 0 ety a)? < 1.

Démonstration. Nous allons suivre la démonstration donnée dans [6] en

qEZ

travaillant dans le contexte des espaces LL.(B), et en utilisant de maniere
convenable 'inégalité de Holder pour les intégrations en temps. Soit donc

Fl=AY(u"-Vy) et FY = Al(us- 0sv).

Pour estimer fo [(EM(T)|AYv(T)) 12| dT, on va utiliser 'inégalité de Holder
dans la variable verticale et horizontale et la décomposition de Bony dans
la variable verticale. Nous avons dans la variable verticale :

[(Fy (D] A70(7)) 2z S/||Ff(7,$h,')||L3||AZU(77%-)IIL3 dp.
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En utilisant 1'inégalité de Holder dans la variable horizontale, on obtient
|(Fg (MIA50() 2@s)| < NG (T Ml gars o 1A50(7, )l )
En utilisant I'inégalité (3.7) du lemme 3.3, on obtient
v v 1/2 v 1/2
EFOIA)iz] < NERE s gy |50 () [y | () [

L’intégration en temps sur I'intervalle [0, T'] et I'inégalité de Holder en temps,
nous donnent

/0 |(th(7') |AZU(T))L2|dT <

v 1/2 v 1/2
< IEP oo 00 ) | 0l 2 12 \HA Vo (1) ages)
LA([0,17)
v 1/2 v 1/2
< HFh||L4/3 4/3 )HA UHL/OO L2(R3)) HA th( )HL/2 (L2(R3))"
Si on note
N o] e TR S LA P TOTE)
! ||U||[’,\T°5(BO,1/2) ! thU”Lz (B0:1/2) ’
alors
T
| E@ a5l <
—q/2 h 1/2 1/2
< 2 BCH | F oy 10122 ooy | V015

avec by = /005 € ly.

Estimons maintenant [|AY(u" - V,0)|| 1/3(12)- En décomposant en termes
h v
de paraproduits et de reste, on a

AV Vi) = > AYSy ALV + Y AYSY Vi - Aju”)

la’—q|<4 lg’—q|<4
(5.1) D DA VNATERVNAR 3]
1€{0,£1}
q'>q—4

Estimons la premicre somme, qui est en fait Ay T,,Vjyv. On a

1AY TVo(m e, i < 0 1Sy qulm zn, )i | A0 Vav(r, zn, )| 2.

lg’ —ql<4
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En prenant la norme L;t/ % ot en appliquant I'inégalité de Holder, on obtient :

143 TVao()l sy € D 1yt aml| Y Vo ()2,

lg’ —q|<4

D’apres le corollaire 2, on a

v 2 2 v
185 TV () Loy < N2l Vi) 52 2 3 1Ay Tho(r) .

lg—q'|<4

En prenant la norme L4T/ ? ot en utilisant I'inégalité de Holder en temps, nous
obtenons

v 1/2 1/2 v
125 TV wo(r) s v 2y S all e ooy | Vatll 2 gy D 185 Vivllig ey

1.2 (30,1/2)
la—q'|<4
_ 1/2 1/2
(52) §2 Q/2Cb((12)||u||L/%O(BO,I/2 ||vhu|| ; BO 1/2 ||th||L2 (BO: 1/2)
avec /12
b2 _ 29 ||A VhUHL2 (L2(RR3)) b2 ¢ gt
! Vil Lo

lg—q’|<4 L3.(B%1/2)

La deuxieme somme de la relation (5.1), qui est en fait AyTy, ,u, s’estime
comme suit :

|23 Tl sy < 1Sy Vv llug e | Ayull g rz)-

lg’—q|<4

En utilisant le corollaire 2 et le lemme 3.3, on obtient

| A Twpoull sy < IVavllmoars D A5 ullfatas 1Y Vil fas)-

g’ —q|<4
En prenant la norme L4T/ ® et en utilisant I'inégalité de Holder, on a

1/2 1/2
|85 To ol s parsgay SUVROlzonn D IAGl g 18y Vaull

LZ(L?)
lg'—q|<4
1/2 1/2
(5.3) <2 Ch Vel g im0 oo I VIS
avec l;q =1/ 5&1)13512) € Eé, ol
q/2 v o q/2 v
B — 27| Agul| g 2 et ot B = 22| AV hull 2. r2) ol

HUHE%S(BO,1/2) a thUHEg(Bo,uz) !
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Nous estimons le terme de reste comme suit. D’apres l'inégalité (3.3) du
lemme 3.2, on a

858w, Vro)laz < 272185 R, Vo)
<2 37 | Ayulligl A% Vil sz
q'>q—4
i€{0,+1}

En prenant la norme L, 4/3 , nous obtenons

125 RO, Vi)l pars gy S 272 0 1A ull an) 187 Vavlleme)

q'>q—4
i€{0,£1}
<27 37 Ayl 1A Vil e | Ay Vil .
q¢>q—4
1€{0,+1}

En prenant maintenant la norme L. / on a
||AZR (U, th) ||L4T/3(L4/3L2) <

v 12 v 12
<27 N7 g ull R i 1Ay Vaull ) 185 Vvl g )

q'>q—4
1e{0,£1}
1/2 1/2
<230 2 ag L e IVl o V0] 57 g0
4
i
ol Gy = b§2) 5511)5((12), avec
l;(l) _ 2q/2||AZU||L%o(L2) c gl 5(2) _ 2q/2||AVVhU||L2 (L2 c él
a Hu”f?(Bovl/Q) 9 7 thu”L2 (B0:1/2) ¢
et
2 _ 2q/QHAVVWHL? (L2) c
/ thvHL2 (B0:1/2) 1

Onaj., d;/Q < 1 donc, en particulier a, € f;.
Si on note b, = 24 > >N 277g,, alors b, € (3 et on a
HA;R (u, Vi)
(5.4) < or s LIVl [l

Loo BO 1/2 L%(BO’I/Z)

HL4/3 4/, )S

L%(BO,l/Q) .
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En sommant les estimations (5.2), (5.3) et (5.4) et en utilisant la rela-
tion (5.1), nous obtenons

1/2 1/2
VE oo pars pay < €2 2bllulliZe o IVaUlS o V0011 25

L3 (B01/2) L2.(B%1/2) L2.(B0:1/2)

ol b, € £;. Donc, nous avons

T
/0 (EM )| AYo(r)) g2ldr <
(5.5) < 279Cagllull’2 ., [ Vhu ||“2

Loo BO 1/2

1/2 3/2
BO 1/2 || ||LOO(BO 1/2)|| hU ||L2 BO 1/2)

1/2
avec a, € £y

Pour estimer fOT ’(qu (T)|AZU(T)) L2’d7' nous allons décomposer comme
dans [6]. On a

(5.6)  Ay(us-0sv) = Sy yus- 005w+ Y [AY; Sy qusldsAhv

lg—q|<4

+ > Sy qus — Sy qug) - A ALY+ AY(SY L (950) - Ayus).

lg’—q|<4 q'>q—4

En tenant compte du fait que u(t) est de divergence nulle, ce qui nous permet
de transformer la dérivée verticale en dérivée horizontale, on obtient apres
intégration par parties

1 3 v v
/S:;_lUgagAZU ~AJv dr = 5/ o1 (div huh)Aqv - Ajv dx.
R3 R3

Par une intégration en temps, il vient
T 1 /7
/ ‘(S;’_lu383AZU|A;v)L2}dT = 5/ ’(S;_l(div huh)A;v’A;’v)Lz ’dT.
0 0
En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient :
T
/ ‘(S;/_lu;; . 83 A;U|A;"L})L2 ‘dT §
0
T
C [ ISTA (T ez A5 ang 1350l

T
<C [ 19Dl 50
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En utilisant le lemme 3.3, nous obtenons

T
/0 (S _1us- O3 A | Ajv) p2|dr <

T
<c / IV s ol AT ()| | ATV (7) | 2

(5.7) < 2790 Vil g o2 101 g go.1s) [ Vil 72

L2.(B01/2)"
avec a, = bV ot on a noté
q q " Oq
2q/2 AVl e 2q/2 A"th 2 (1,2
bél) = 124 HLT ) € él respectivement b; (2) — | I (%) € f;
H/UHZ\06 (B0:1/2) thUHLQ (B0:1/2)

et donc a, € 61/2

Pour estimer le terme qui contient le commutateur, nous utilisons I'inéga-
lité (3.8) du lemme 3.3 sous la forme suivante :

[[Ag ulvll 2y < C27|Osull oo 10| L2 ()
pour p>1;r>1;s>1 avec 1/p=1/r+1/s.
Dans notre cas, ’estimation donne

Z /| SY, 1u3]83 ;/U|A;U)L2|d7'§

lg’—q|<4

T
< > /0 1125 85— yuslOs D5l oy gass [ D50l g

lg'—q|<4

<0 3 2 [ syl Syl 5y
g’ —q|<4

<C Z 27q”55/—183U3HL§(L30L2)Ha?mAZ/UHL‘;(LgLi)HAZ'U’|L4T(L3L§)-
lg'—ql<4

Compte tenu qu’on travaille avec des fonctions localisées en fréquences ver-

ticales, on a
/ 4 1/2 1/2
105 8y 0ll s gy < C2T AL rangy < C27 DYoL o) 185 Vav 5 g

Comme Osuz = — div pu”, nous obtenons que

T
/0 ‘([AZ;S:;/_lllg]agAZ/U

A;v) 12 ldT <
lg' —q|<4

(5.8) < O27%ay||Viull g @s0.72) 0l 5 (g0.172) | ViVl 72 502

1/2
avec aq € lg/".
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q
analogues aux précédentes, si nous observons que pour |¢' —¢| < 1 on a que

(S;,_lu;), — S(\;_lUg) est soit la fonction nulle soit us localisé sur une couronne

de taille 29. A nouveau, la condition de divergence nulle nous permet de
transformer une dérivée verticale en dérivée horizontale.
Le dernier terme a estimer est

3 / (AY(SY 1 (Bw0) - Abus) | AY0) |

q'>q—4

Les estimations pour fo [(( v_qu3 — Svflu3)83A;A;,v|A;’U)L2}dT sont

En utilisant de nouveau les lois de produit dans les espaces de Lebesgue sur
la variable horizontale et 'inégalité de Holder dans la variable verticale ainsi
qu’en temps, on majore ce terme par

Z 15511 (950) HL4(L°°L4 HAV/U:%HL? (L2L2) [ UHL4 (L2LY)-

q'>q—4

L’inégalité (3.2) du lemme 3.2 et le corollaire 2, nous donne

1/2 1/2
1Sy 050) g sty < €27 llipusmsty < C2 ol ey IVl gy
D’apres le lemme 3.2, on a

‘|AZ/U3HL2([D,T]><R3) < O2_q/||A:;’a3u3HLZ([O,T}><]R3)-

On utilise & nouveau la condition de divergence nulle pour dire que d3u3z =
—div ,uy et on obtient

”A;’ui’)HLQ([O,T]xR:‘) S 02_(1/ “Ag’vhuHL%(LQ(R:‘))'

Il en résulte que

3 / (A 1 (B50) - Alus) | AV0)|dr

q'>q—4
< Clol o 0.2 I VA0l 2 gy X
S VAR P preesst AVl At [VaSA 3 ey
q'>q—4
< O, [[ull e o [ Vao g ooarey D 27BN Vntl 5 g

q'>q—4
(5.9) < C2~ b, b ||U||Loo (B0:1/2) thUHLQ (BO:1/2 ||th||L2 (B01/2)
ot b, =242 42_‘1//25(1, i by € L1, et by € (1. Donc, ag = byb, € 0
a'>q-
En sommant les estimations (5.7)-(5.9) et en utilisant les relations (5.6)
t (5.5), on peut conclure la démonstration du lemme 4.1.
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5.2. L’estimation pour 1’unicité

Soient u et v deux champs de divergence nulle appartenant a 1’espace
L (H"Y?) avec Vyu et Vv dans L2(H%Y2).

Soit w dans L$°(H*'/?) avec V,w appartenant a l'espace H%'/? champ
de divergence nulle vérifiant ’équation

ow—+u-Vw+w- Vo —v,Apw =—Vp.

Nous allons démontrer dans la suite I'estimation (2.2). Plus précisément on
va démontrer le lemme 4.2.

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, on procede par estimation
d’énergie sur I’équation vérifiée par w. On a

th”w( )HHO _1yz || Vaw(t )||Ho 12 < Z 2" q/AV u- Vw)A w dx

g>—1

ZQq/Avw Vo)A wdx

q>—1

Nous allons estimer d’abord les termes horizontaux, c’est-a-dire les termes ne
contenant que des dérivées dans les variables horizontales. La décomposition
de Bony dans la variable verticale nous donne

> 2 q/A wy, - Viw)Abw de = T{ + T} + R",

q>—1

ou on a noté

— Z 21 Z /AV( L Vaw - Ayu) Ajw de,

q=—1 lg—q'|<4
= Z 274 /AV w1Un - ViApw)Ajw dv et
g1 lg—q'[<4
h — Z 274 /AV (DyViaw - Ay up) Ajw da.
g>-1 ZE{O +1}
q'>q—4

Pour le premier terme 77, on a I'estimation

< Z Z Q_q”S;/’—lvthLsOL%||A;'u||L%Lﬁ“AZU}HL%L‘}L'

q=—1|q—q'|<4
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En utilisant le lemme 3.3, I'inégalité (3.7), on obtient

<20 3 ISy Vil 1 Ayull

g>—1 lg—q’'|<4

X HA;/thHi/f

1/2 1/2
Al a2

Parce que V,w € H>1/2 on a
1Sy Vil ez < C27| V]| o1y

Parce que u € L (H"Y?) et Vyu € LA(H%'/?), il existe une suite de carré
sommable ¢,(t) telle que

IATu) LN ANV u) |2 < C272ey()[ult) | o | Vau )] e -

Comme on estime w dans l'espace H%~1/2_ il existe une suite de carré som-
mable ¢,(t) telle que

AT AT i (t)][}5 < 292, (@) lwt) || e Vaw )] e e

Donc on obtient

2 2 1/2 2
T <) CbolI V]l o ssellull o ol Vel o 1wl e IV nwl oo
qg>—1

avec b, € (*(N). Nous avons alors

1/2 1/2 1/2 3/2
Th < COllullie, . Vaull e, o llwl e oV awl2e .

1%
< (100/v3) Cllullzou 2 I VaulFoasellwl o -1/ + ﬁthwHifo,m
Up,
(5.10) < CROIwlG0-12 + 1551 Vrwllior s

ou par f on va désigner dans toute la suite, la fonction localement intégrable
donnée par la rélation (4.1) du lemme 4.2.

Le deuxieme terme est plus délicat. Soit N un parametre qui sera fixé a
la fin. On écrit la décomposition Ty = T2’fN + TQh’N, avec

TQ}fN = Z 271 Z /A‘q’( v1un - ViAyw)Ajw dr et

q<N lg—q'|<4

N =32 S [ ANy V) g de

q>N lg—q'|<4



EQUATION ANISOTROPE DE NAVIER-STOKES DANS DES ESPACES CRITIQUES 217

. Ty : h,N
Les deux sommes sont traitées de maniere différente. Estimons d’abord T3,
Parce que v € H%'/? on a

1/2

1/2 1/2 1/2
rer2 IS5 Vull 2 12 < C/allullygon | Vatl o ..

H 1u”L°°L4 < H 1u” LOOL}QL

On obtient alors

TN <270 > ISyl s I Valywl izl Aywl rars

9N lg—q'|<4
<CY 27 Y Al Vaulle %
>N lg—q'|<4

X [ VaALw]| g2 | Avw| Ve ALw]|}5
En tenant compte du fait que V,w appartient a I'espace LZ(H%'/2) on a
V0wl < e (B2 2T y() o

avec ¢y (t) € L ((3(N)). D’autre part, vu que la fonction w est estimée dans
'espace H%1/2 on a
|85 1A Vi@ 5 < 228, (0w @)l o el Vnw @)l o

HO,—1/2 HO,—1/2>

olt ¢,(t) € ¢3(N). Par conséquent, on obtient

ThN <OZQ qu HUHHO1/2thuHHo1/2||Vhw||H0v1/2><

q>N
1/2 1/2
X ||w||}1/0,—1/2||Vhw||]{/0,—1/2
ou
b, = ( Z cq,)éq € (*(N) avec Z by < 1.
lg—q'|<4 g>-1
Comme 2-%2,/g < 1, on a
N < OQ-N/QuuH}ﬁW||vhu||};§1/2||vhw||Ho 1/2||w||;§3,_1/2||vhw||};§,_1/z
_ 2/3
< 2B ()l e+ Tl

Expliquons maintenant le choix de N. Afin de pouvoir utiliser sur ce terme
le lemme de Gronwall, il faut prendre N dans I'estimation ci-dessus tel que

2 2NBCf (1) ||lwl|2a_, s = CFE)w(t)]20-1/-

On obtient ainsi & une constante pres N =1 —In [[w(t)[|30,1/-
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Estimons maintenant T3’ . Afin d’éviter la difficulté montrée dans l'es-
timation (4.8), on va utiliser le moins possible de derivées dans la variable
horizontale. Pour cela, on va faire appel au lemme 4.3, qui est un lemme
de type “Gagliardo-Nirenberg” (voir [7]). Introduisons ainsi un nouveau pa-
rametre £ qui représente le nombre de dérivée horizontale utilisées. En reve-
nant a l'estimation sur Tz’f N on va avoir a l'aide de 'inégalité de Holder

Ty <Y 270 N oy ;,_luhA;,Vhw)||L2(L1%)||A;’w||LQ(L1%E)
q<N lg—q'|<4 vk ViR
—q
<> 27 Ny ISy ||Lw(LE IVaogwllzll &gl i)
q<N lg—q'|<4

En utilisant maintenant 'inégalité donnée dans le lemme 4.3, on a pour
tout € € (0,1/2),

., C B
Tin <D 272 D ISjaulipn1So Vaulli >

q<N lg—q'|<4
x [ Vadgwll 2| Agwl| 25| Vi Agwl]| 3.
En tenant compte de I'inégalité

||S;’—1u||EL$LZ ||S;{]/_1th||2§§]:2 < Cf”“”[ﬁ 1/2 “thHHo 1/25

on obtient

Tn< )y 2 qu\IUIIHo 1l Vil o 2 Ve Agwll 2 | Agwl 27 Ve Agwl 22

q<N

Y R N\ O e /5 3
q

olt b, € (*(N). En utilisant maintenant I'inégalité ab < atF + bite, on a

CN\ T+
i < (S0 Il Il allolf o + g9l

100

Soit N > 3. Choisissons ¢ = € (0,1/2). Alors on a

1
1+In N

Ty < (CN1+In N) 5 f6) w20 e + o [ Viw] 20 1o

100’

Comme (1 + z)'/* < e et comme N BN — e, on obtient finalement

14
Ty <CN(1+InN)f(O)wllFo - + 5_}OLHVth§{0,71/2~
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En prenant N = 1 —In [|wl|3,,_,,,, on obtient

Ty < Cf(t)“w”]%[O,fl/?( —lnHwH?{o “1y2) (14 In(1 = In [fw][F0-1/2))

(5.11) Vil o,

50

Pour le dernier terme, qui contient le terme de reste, on utilise la méme
méthode. Soit N fixé a la fin, on pose

R —22 q/ Z ANy(Ayu - Vi Ay w)Ajw dx - et

q<N 7,6{0 +1}
q'>q—4

22 q/ Z A VANATA VAWANAIR T VANATING 73

q>N ZE{O +1}
q'>q—4

Pour R%. on a par I'inégalité de Holder

Ry<) 270 ) I850avibg ol o 15wl

Lle
q<N i€{0,£1}
q'>q—4
< 22_‘7 Z HA;/UHL vwl 2| Ay w||
q<N i€{0,£1} -t
q'>q—4

Le lemme 4.3 nous donne

R < 22 9 Z AV |52 [ VaAyul|jz5
q<N ze{O,il}
q'>q—4

thAq Jr'LU)HLQHAVU)HLOOLQ”thvU)HLOOL2
C .
270 Z b ||U||H01/2||vhu||Ho1/2||w|HO 1/2||vhw|};6,€—1/2
<N q'>q—1
(N

) et ¢, € I*(N). On a donc
Y &G <VN(Y . &)< VN.

0<q<N 0<q<N

avec by € /(N

Alors
Rh < C\/ HUHHOl/?Hth“HO1/2||w||Ho 1/2||Vhw||};f—l/2

< (0;) ol 5V el + s -
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. . h.N . .
Exactement comme dans I'estimation pour 73", on obtient facilement

— 2/3 2/3
R < 2Bl 1Vl s ol e + 165 19l

Donc, pour R" on a les mémes estimations que pour T2

Estimons maintenant les autres termes horizontaux (ne contenant que
des dérivées horizontale). On a la décomposition

> 2 /AV (W"Vpv)Adw do = TP + T + R,
g=>—1 lg—q'|<4
ol on a noté

Th = 22 e Z /A v W Vi Ayv) Atwdr

lg—q'|<4

Th = 22 e Z /Av Sy A Vv Ajw)Ajwdr et

lg—q'|<4

22 Y /A TANATIA VYAV AR VAR 2
z€{0 +1}
q'>q—4
Pour estimer 77, on écrit
<> 270 > 1Sy w18y Vil | Ajwl s

g=>—1 lg—q'|<4

On utilise maintenant 1'inégalité

ISy walleers < 27| AYwnllpers

i<q
<N 2P AT LAYV ]
i<q
2 2
< C2|w|l}f2 I Vawl ey e

On obtient ainsi

T <CY " D" NwleseIVawll o I Vadyoll 2| A5wl| 2 Va2
q |g—q'|<4

Donc, on a 'estimation

(512) Tlh S C||UJ||H0,—1/2 ||Vhw||Ho,—1/2 ||th||H0 1/2

< O30z | Va0l 200 + == 1 Vatll20,-1/2-

100
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Pour 7}, on a
<> 277 > 1Sy Vavllpenz 18wl gz [ Aywliars.
g>-1 la—q'|<4
En utilisant le lemme 3.2, on a
. 3 1/2
TP <> 20 > ISy Vaollerz [ 85wl
g=—1 la—q'|<4
X N Ay Va2 A5l VRl 2
En tenant compte du fait que
1Sy Vavll ez < OV Vil goare,
on obtient
. B 2
<> 270 Y OVl goas]| Abwl| %
g>-1 lg—q'|<4
X [Vaapwll 2 | Ayl I Vndyw] 2
Soit maintenant /N un parametre entier qui sera choisi a la fin. On décompose
Ty =Toy + Ty,
ol on a noté

v 1/2 v 1/2
Ty =CY 270 > Vol goarsl| Ayw| IV AL w5 %

q<N lg—q'|<4
x | AW VA w1
et
TN =027 Y EViolloas | AYwl VA A w5 %

>N la—q'|<4
1/2 1/2
x A5l Vasywl2
On va estimer différemment la partie “basses fréquences” et la partie “hautes

fréquences”. Pour la premiere partie, on tient compte du fait qu’on estime
w dans I'espace H%~/2. On a ainsi 'estimation

T;N < O\/NHV}LUHHOJ/Q Z 274 Z ”Az/’leL/QQX

¢>-1  |q—q/|<4
X |[Vrabw| B Aw]5 [ VaAiwl]s
< CVN|IV 30l oz |[wl] o172 |Vl o 12 > by

g>—1

ol la suite b, est sommable et elle est donnée par by = ¢4 32|, <4 Cq'> AVEC Cq
. z ’ . _ _q 2 v
suite de carré sommable, définie par ¢, ||wl| go—1/2 = 27 [FANAT 72
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Pour la somme “hautes fréquences”, on utilise le fait que w appartient a
I'espace H%'/2 et donc, on a

ST laLwl ALV w] [ < 272wl | Vawll e
lg—q'|<4

—-1/2

D’autre part, vu qu’on estime w dans I'espace H>~/2 on a

1/2 1/2 ~ 1/2 1/2
1AW N AV w15 < 292, [w][ [V awl e e

En conséquence, on a

TN =020 Y I Vavloasl Al <

q>N lg—q'|<4

1/2 1/2 1/2
X |[VaAh w5 | AL w|[[5 | VaAiw]| )

_ ~ 1/2 1/2 1/2 1/2
< Y 27 qeqlq | Vvl goarzwll oo IV nwll oo Il oo IV wll e o
>N

Vu que 2_‘1/2\/(_1 < 1, et en tenant compte du fait que Zq cqCq < 1, on obtient

Ty < C27NP||V ol groase |wl o 2 IV 0 oz [0 s | Vit o2
On a obtenu finalement 'estimation

TQh < C\/NHVMJHHOJ/Q ||U)||H0,—1/2 thwHHo,—uz
+ C27 N2 V0| onse [w] oo |Vl e [0l e |V awl e o
Donc, on a

~ — 4/3 2/3
Ty < CN Vil allwlio. 1z + 27V avl| o e lwl e 2 X

2/3 2/3 Vp
< Viwl3fo s lwllyo o + S5 Va0

En choisissant N tel que

_ 2/3
22N w12 = 0 (®) o172,
ce qui revient au N = —In ||w||%,,_,,2, on obtient finalement

~ Vh
(5.13) Ty < CFOA = [lw()[[Fo-1/2) lw(t) 7012 + %HVWII?IO,A/Q-
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Afin d’estimer le terme de reste R", on Décrit R" = f{ﬁ, + R"N | avec

Ry=% 27"} / AY (AL WAL ) Alwdz et
q<N i€{0,x1}
q'>q—4

CEED DRI DR PSS S
>N ic{0,%1}
q'>q—4

Pour R, on a l'estimation
Ry <y 270 > |Aywllpas [VaAyoll | Aywl pe s

q<N ie{0,£1}
q'>q—4

En utilisant le lemme 3.3, on a

v 1/2 v 1/2
IAY W] peeps < C22 || AYw] s < C2V2 | ASwl| 21DV w5

Vu que w est dans I'espace H>~/2, on a donc

1/2 1/2
H/O»—l/2 thwHH/o,—um

AWl Lers < C2%¢y[|lw]|
avec ¢, € *(N).

De la méme maniere, on a

1AWl 2ps < AL VaA w5 < C27 ey llwllf I Vawll e e

avec ¢y € I*(N).
Comme v appartient & I'espace H%'/2 on a
VA2 < 27926, ||V ivl o avec € (N).
On obtient ainsi

R?V <C Z Cq Z Cq/éq/”vhU”Ho,lmHUJHHO,A/QthwHHo,q/z.

g<N  ie{0,£1}

q'>q—4
Comme
Z cCy =1 et comme Zcq < \/N(Z:cg)l/2 < VN,
q'>-1 q<N q
on obtient

R?\f < C\/NHVh'UHHO,l/2 H"LUHHo,fl/z ||vh’LU||H0,71/2

1%
< ON||[Vavllfoaszllwllfo 1/ + o

100 ||vth?{O’_1/2'
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Pour estimer R™" on écrit

RN < Z 271 Z [Agwllzars | Ay i Vvl 2l Agwl| pee £a
>N ic{0,+1}

q'>q—4
<2 3 apwlEIVasyull I Vasy, ol
q>N 1€{0,£1}

q'>q—4

X [|Aywl 52 Ay Vw5
On a l'inégalité
| Ay wll 2| Ay Viw] 2 < 27 Peyllwlle o Vawl o s
avec ¢y suite de carré sommable. On a aussi les estimations suivantes
IVha50le < 2772y [ Vavlgosse et
|2l 2125V rw] 2 < C2728 wllys | Vawlo e

ou ), e =1
On obtient ainsi
i - 1/ 1/2
RN <Y 30 2l Vel
q>N ¢'>q—4

X Vil goaréqllwll e o IV awll e, .

< 27N w2, IV awl e IV v rore |V awl e ol e e
_ 2/3 2/3 4/3 2/3
e 2 A A S

En sommant les estimations, on obtient
R < ONJwll}o-oz + C2 VA F @)l o + 2E IV h0l30so
En choisissant N tel que
2 w(t) -1/ = @02,
c’est-a-dire, a une constante pres,
N=-In ||w||12qo,—1/2>
on obtient a la fin

~ ]/h
(5.14) R < Cf()(1 —InfJwlFo1e) lwllFo . + %thw\ﬁ{o,flm-
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Etudions maintenant les termes contenant des dérivées verticales. Nous
allons nous ramener a des termes ne contenant que des dérivées horizontales,
en tenant toujours compte du fait que d5u® = — divu”. 11 s’agit de deux
termes suivants

I = Z 2_q/A‘q’(u383w)A‘q’wdx et

q>—-1
I= Z ZQ/A;(wgagv)A;wdx.
q=—-1

Pour estimer le premier terme, on utilise la décomposition donnée dans [6]
(voir la démonstration du lemme 3). On écrit ainsi la décomposition

4
I=>"1,
j=1
ol

L=>) 27 / Sy utOs A w A wda

g>—1

L=> Y 2¢ / (Sy_yu® — S _u) s AwAwdx

q=—1|q—q'|<4

I; = Z Z 2_’1/[A;; MRET IO VANRTIVANR I 25

q>—1|q—q'|<4
L=> Y 2% / Ny (D ds Dy w) Aywds.
92—1q¢'2q
Par une intégration par parties dans la variable verticale, on a
_ y v A 1 - v N
Z 2 q/Sq_1u363Aquqwdx =3 Z 2 q/ g1 div huhAquqwdx.
g>—1 g>—1
De la méme maniere que pour le terme TQh, on obtient 'estimation
]1 S CV N||th||Ho,1/2 ||w||H0,—1/2 ||Vhw||Ho,—1/2

_ 1/2 1/2 1/2
27N |2 IVl ) e [Vl e
2/3

— 2/3
< ON|IVaullfousslwl3o. 12 + 272l ol Va3 2 el o - o

U,
+ %thwH?{O,—l/z-
Le choix N = —1In [|w][3,0,,,» nous donne I'inégalité

14
(5.15) I < CF(OQ = I flw(t)[[Foae) lw) G0 + %thw(t)ﬂfqom-
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Pour I5 on a exactement la méme estimation. Afin d’estimer I3, rappelons
I'inégalité (3.8) du lemme 3.3, qui est bien connue

A albllzry < C277)|95all [0l

L} ’ a7
cy Ly WLy

ononal/p=1/p+1/p" et 1/r =1/ + 1/r". Dans notre cas, cela nous
donne

<) 270 3 A Syow sl sl Agwllary

g>-1 la—q'|<4

< Z c2 Z 277|155, div pu || e 2 038y wl| 2 1 | Ayl L2 18
g>-1 lg—q'|<4

<> 0270 3T 1Sh L div | e g | A w2 AL Vw] 5 %
q2-1 lg—q'|<4

1/2 1/2
| Avw| ATV pw] 5

On utilise les mémes estimations que pour Ty, pour arriver finalement &
I'inégalité

v
(5.16) I3 < Cf(H)(1 — I [fw(®)l[Fo.-1/2) W) Fro.-1/2 + 5—8||Vhw||§{o,71/2-
Pour 14, on écrit d’abord I'estimation suivante

L2320 Y Ayl Ayl | A%l ey

q>—1 q'>q—1
<O 279 Y 27 Ay O ||| A% Oswl e pa | AYwl| 2
q>—1 q'>q—1
<y 2¢ IAY, div pul|| 2 | AY w5
= Z Z 7 hU L2 q/w|L2 X
q>—1 q'>q-1

X 1ALyl Y2 AYw| M AV | Y2,

D’ici, on fait comme pour le terme R” et on obtient & la fin, 'inégalité
Vh
(5.17) 1y < C(1 = [w(®)|}o-12) f () [w(t)]Fgo. 12 + %“vhw(tm?{ofl/%

Traitons maintenant le terme

I= Z Qq/A;’(w?’agu)A;wdx.

q>—1
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La décomposition de Bony nous donne I = 7Y 4+ Ty + RY, oul

Ty = Z 274 Z /A;’( Y _wOs Ay u) AYwde,

g>-1 lg—q'|<4

TQV = Z 24 Z /A;’( 3,_183U-A;’,w3)A;wdx et
q>—1 lg—q'|<4

R'=) 21> / Ay (AW - Ay Ozu) Awda.
g>—1 q'>q—1

Pour le terme 7} on a

Ty=>) 27> Y / A DR 0 A% u) Abwd

g=-1 lg—q'|<4 —1<j<q’
<Y o Yy 2 / | AY (AP A% ) Ajw] da.
=1 lg-ql<t g

Définissons alors

Typ=) 27" ) / | Ay (Sywsds Au) Adw| da
q

lg—q'|<4

=Y 3 20} / | A (AVwsds A u) Alw| dr et

q lg—q'|<4 0<j<N

Y=Y Y 20y / A (AYwsds A% u) Al da.

a lg—q'|<4 JjzN

On a donc Ty < TIV,O + T1V,N + 77N Estimons d’abord le terme Tlv’o. On a

TIV,O < ZQ_Q Z ||Sgw3||LgoLg||83AZ/U||L3L;§||A;w||L3Lg
q

lg—q'|<4

_ ! v 1/2 v 1/2 v 1/2 v 1/2
<N 270N O |wl| o s | ALl N VAA Ul 2 | ASwl IV rAdw] 2

q lg—q'|<4

Compte tenu du fait que u appartient & Pespace H%'/2 et w est estimée dans
I'espace H%~1/2 on obtient

= 1/2 1/2 3/2 1/2
Ty < Cllull o 21V atll o w0 e -2 IVl oo

2/3 2/3 Vp
< Cllull?e IV null2e o llwl 2012 + %thwugo,,m.
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Comme [[u(t)]|Xe, I Vau(t)[| 2, . < Cf(t), on obtient

(5.18) T < CIO 03012 + 22 V0], 12

20

Estimons maintenant Tlv’ ~- Pour faire cela, soit & < 1/2, un parametre qui
sera choisi a la fin. L’inégalité de Holder nous donne

TlvN Z Z 914 Z A (AYw BagAV/U)H ?,L,}%HA;U}HL?,LELE_E

¢>-1lg—q|<4  O0Zj<N
=D DD DD D VST P L e v s
¢>-1|q—q'|<4  0<j<N b

L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg nous donne

T1V,N Z Z 2™ Z | Afw 3||L°°L2||a3 72X

q> 1 ‘q q ‘<4 0<j<N

X (|03 AV ul| 50| Avwl 22 | AV V w]| 7.
En utilisant le lemme 3.2 et le fait que w appartient & Uespace H*'/2, on a

10528y ul|52 1|05 205 V|| 127 < C27 | Agyu]| 72| Ay Vi 12
<027 /2011 HUHHO 1/2 thuHHo 1/25

avec ¢ suite de carré sommable.

D’autre part, comme w est estimée dans H%~'/2 on a
1Ayl 21 Ay Vawlze < C228[lwll oIV rwll50, 12,

~ : =2 _
ol ¢, est une suite avec ) ¢ = 1.
q

N . v 3 .
Il nous reste & estimer ),y [[Ajw?’||per2. Le lemme de Bernstein
(lemme 3.2), nous donne

Mo IA W ey <C Y 2P ANWA |2 <C Y 279 A0 1o

0<j<N 0<j<N 0<j<N

La condition de divergence nulle sur w nous donne

S AT e <C Y 2792 AY div w2 < CVN|Viwl| o2

0<j<N 0<j<N
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On obtient ainsi ’estimation

v =G\ v Dol Y e)lullionnx

¢>=1  |g—g|<4

thuHHo 1/2 ||w||H0 —1/2 |Vth};6i1/2

N _
< O\ Vvl e fulligon I Vaull ol oo IV oo

En utilisant I'inégalité ab < atie + bﬁ, on obtient

Va0

1
N N\ =
T <e(2) 7 eI Telnellolo s + 1o

. . o 1 .
En faisant le choix ¢ = v on obtient

Ty < ON(L+IN) f@) w0172 + 755 I Vaw(®)llo 172

100

. . ~v N . . " .
L’estimation sur 77" est facile et se fait de maniere classique. En effet, on
peut écrire

N <Y 270 Y Y AT ez 105Dl s | AYw]l pas

q=-1 lg—q'|<4 52N
Vu que V,w est dans U'espace H*'/2, on a l'estimation suivante

D N | perz < CY 2P A2 < C Y272 A D512

J=N J=N J=N
<O 279V AV w2 < C27N [ Vaw] oy,
Jj=2N

On obtient ainsi

TN < C2 N Vawll oz Y 270 > 27| ALl LAY Vil 1

g>—1 lg—q’'|<4

| Avw| 2 IV aAw] 5
< O27N |Vl gouselull M | Vaul V2wl e Vawl e e

En utilisant I'inegalité ab < %a‘v 34 i b*, on obtient

TV, — 2/3
TN < Co B Ollw®ll3o 2/ + T Vaw(® 01/
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Avec le choix de N = —In |jw(t)||3,1/>, on obtient finalement

T < CHOw)Z0 (1 — w0 /2) (1~ In ()30 172)
1%
(5.19) + %“Vhw(t)nﬁqo,—l/z-

. - o T T v, N \ ’
Pour estimer Ty, on commence par écrire Ty < Ty 5 + T3, ol on a noté

Tiy=>) 27" Y /]AV Y1 05ulNyw) Atw]de
q<N lg—q'[<4
respectivement
N = 22_ /|AV (Sy_10sulsyw*) Avw|dz.

q>N lg—q'|<4

Le terme T3 5, est majoré comme suit

<D 20 Y IANS O Ay e Al e
q<N lg—q'|<4 v ¥
<320 3 ISjadll I8Pl Ayl 2
L2L,~°
q<N lg—q'|<4

En tenant compte de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, on obtient

T2VN<— Z 94 Z 1Sy _ aguy\;m%|ysg,,183vhu”g;%><

VE SiN W

X A5 | 2 | Agwll 251 A Vw22
Comme on a
15g—10sul| 7o 12| S 105V hUHLmLz < C27(|Sy_yulfee 2115y -1 Viull oy
< 27/ |ull 0.2 Vaul o
et
|AY w2 < C277 || AL Osw® || 12 < C277 | ALV pw)| 12
< 027 Py | V| go-1se,

ol ¢y € ZQ(N), on obtient

Tzv,N Z Z 2" q/Qqu HUHH01/2”vhUHHOi/2X

q<N lg—q'|<4
X IV hw| o1 | Ayl 25| Ay Vw22



EQUATION ANISOTROPE DE NAVIER-STOKES DANS DES ESPACES CRITIQUES 231

D’autre part, on a
IIAvwllifllethLz < C29%¢, || wll o1 2 IV newl| 50,12

avec ¢, € [*(N). On a obtenu ainsi I'inégalité

TQVN < C\/ Hu”HO 1/2HthHHoi/2HwHH0 1/2thwH§{0ﬁl/2

<c( ) Jall sl 00 |

Avec le choix de € = ; +1 > on obtient

Ty < ON(L+I0N) F)[10]30 10 + o [ Va0 30 1o

100

Le terme TZY N se majore de fagon classique. On obtient facilement

= _ 1/2
TN <2 N/Qf(t)3/4llw||H/o_1/2|IVW|IH0 oy

< 2B W|wle 1 + 105 I VrwlFove.

Avec le choix de N = —In ||w]|2, _,,,, on obtient finalement

(5.20) Ty < CFOlw()l30.-1/2(L =1 l[w(t)[|F0.-1/2)) (1 =n (@) [0.-1/2)-

L’estimation sur R se fait de la méme mani¢re que pour le terme R", apres
s’étre ramené a un terme horizontal. En effet, pour se ramener a un terme
horizontal, on utilise toujours

105D qullpery < C2U|Agul| ey
et pour des champs de divergence nulle

Ay oy < C27Y| AV pwl| ey pour tout g > 0.

Maintenant, la majoration sur RY se fait comme pour le terme R". On obtient
ainsi
(521) R < CfOlwlfo 121 =1 fwlfo 1) (1 = In[w]Foe .2).
En sommant toutes les estimations (5.10)—(5.21), on obtient avec la notation
Sp(ﬂ = ||w< )HHO —1/2»

P'(t) < CF)p(t) (1 —Inp(t) In(l — Inp(t)),
avec [ € L}

loc*
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6. Relations entre les espaces

Rappelons les espaces Besov isotropes B;Q(Rd) qui sont définis ainsi

Définition 6.1

By = {ues@®) | (T2w|aml) <o)

kEZ

o nous avons défini les opérateurs Ay, par Npu = F g (%)}"u(f))

Nous rappelons aussi, que les espaces anisotropes de type Besov ont été
introduits dans [11]. Il s’agit des espaces H B*% qui sont introduits par la
norme :

lull e = 1257 | AR A ul 2l ) < 00

ou les opérateurs de troncatures en fréquences horizontales sont définis comme
suit :

Dja = F (27 &) Fa(©)).

Il faut remarquer que lespace B%Y/2 est un sous-espace de HB%'/2 avec
I'inclusion continue.

Nous allons démontrer d’abord qu’on a linclusion B%Y/? < C~'. Pour
cela, il suffit de démontrer :

ISyl < 2%l

On considere une fonction réguliere y qui vaut 1 sur la boule B(0,4/3) et qui
a le support inclus dans une boule B. On peut écrire alors Squ = ShS"S u,
ol SZ] et S;’ sont les opérateurs de localisation en fréquences horizontale
respectivement en fréquences verticales associés a la fonction y. En utilisant
le lemme 3.2, nous avons :

ISqull < C2ISyull 2 neey < €27 N AVl 12 (1o
J<q
< C27) 22| AYul|g: < C2|ul|goae.

i<q

Pour démontrer la non-inclusion de B%!/2 dans les espaces de Besov iso-
tropes Bp/o% ' il suffit de démontrer ceci pour p > 3 (on a BS/T 'c Bdfoﬂ_l
pour r < p). Remarquons que pour p > 3, la norme dans B;’/o%_l est

donnée par

sup (27 S [ 1),
qEZ
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Supposons qu'on a linclusion : B%Y/2 ¢ B2 Alors, pour toutes les
fonctions u, on a
20104 Sl 1o < [l goase

Soit alors u = f ® g avec f € L*(R,, x R,,) et g € 857/12. Nous avons
évidemment S,u = Sgb J®S]g. Alors,

2q(_1-s-3/1o)Hs(’;f“Lp||S;’g||Lp < Hf||L2||g||B;/12.

Nous choisissons f,(z;,) = h(2%;) ol h est fonction a décroissance rapide
telle que le support de Fh soit inclus dans une petite boule B et g est
fonction avec le support de la transformation de Fourier de ¢ inclus dans un
compact. On a alors Sg Jqo = fq et S]g = g pour g suffisamment grand. Nous
obtenons ainsi que

2 foll gl < ll ez gl e

Comme
fullaceyy = [ Voltan)Pdan = 2 1A e

et ,
_ 29
[ falle =277 ||| e

nous obtenons

21D | o2y g | o) < 2_q||h||L2<Rg)||9||B;(12(RV)-

En prenant ¢ suffisamment grand, nous avons une contradiction.

Pour démontrer que H%'/2 n’est pas inclus dans C~! nous renvoyons a [11].
Lemme 6.1 L’espace B%Y/? est un sous-espace de VBMO.

Je voudrais remercier M. Pierre Gilles Lemarié-Rieusset qui m’a commu-
niqué ce résultat ainsi que la démonstration suivante.

1oc(R?)

parce qu'il est inclus dans L°L?. En outre, il est contenu dans I'espace de
Morrey-Campanato M3 ol l'espace homogene de Morrey-Campanato est
défini par la norme

Remarquons d’abord que 'espace de Besov B%'/2 est inclus dans L}

1 fllaa = sup  sup R™IVD f]| 1o pa ) < +00.
zoeR" 0<R<1
D’autre part, 'espace de Morrey-Campanato M3 est inclus dans 'espace

VBMO. Pour la démonstration de cette inclusion nous renvoyons a [15]
(théoreme 18.2, page 180).
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