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Taille des valeurs de fonctions L
de carrés symétriques au bord

de la bande critique

Emmanuel Royer and Jie Wu

Abstract

For each weight k£ and level N square free and without small
prime factors, we prove the existence of primitive forms f; and f_ of
weight k£ and level N such that

L(1,sym? f1) > [loglog(3N))?

and
L(1,sym? f_) <} [loglog(3N)] ™.

The result comes from a delicate study of the moments of L(1, sym? f).
This study gives also results for squarefree levels but with small prime
factors. It provides counterexamples to the equivalence between har-
monic and natural means.

1. Introduction

Les valeurs au bord de la bande critique des fonctions L contiennent des
informations algébriques intéressantes. Par exemple, considérons K, l’en-
semble des corps totalement réels de degré n et de cloture algébrique ayant
le groupe symétrique S, pour groupe de Galois. Si K € K, on note h(K)
le nombre de classes d’idéaux de K et d(K) son discriminant. En étudiant
la quantité L(1,xx), ou L(s, xk) est la fonction L d’Artin associée a K,
on obtient des renseignements sur la taille de h(K). Admettant que, pour
tout K € K, la fonction L(s, xx) est entiére et satisfait a I'hypothése de
Riemann, une méthode due a Littlewood, jointe a des travaux de Remak,

2000 Mathematics Subject Classification : 11F12, 11F25, 11F67, 11M41, 11N36, 11N37.
Keywords : forme automorphe, carré symétrique, fonction L, valeur spéciale.



264 E. ROYER AND J. WU

permet de prouver l'existence, pour tout n > 2, d’un réel 3, > 0 tel que,
pour tout K € IC,,, on a

Récemment, Duke [3] a montré 'optimalité (& la constante (3, prés) de cette
majoration. Sous les mémes hypothéses, il montre l'existence, pour tout
n > 2, d’un réel «,, > 0 tel qu’il existe K € K,, vérifiant
loglog d(K)]" ™
h(K)Zan\/d(K)[ log d(K) ] :

Dans cet article, on étudie la valeur au bord de la bande critique de la
fonction L(s,sym? f) de carré symétrique d’'une forme modulaire. Contrai-
rement & ce qui se passe pour la fonction L d’'une forme modulaire, la va-
leur au bord de la bande critique de cette fonction introduite par Shimura
a d’importants liens avec la théorie géométrique des nombres : ainsi, elle
est reliée au degré des paramétrisations modulaires (voir par exemple [4]).
Si k > 0 est un entier pair et N > 0 un entier, on note H; (V) I'ensemble
des formes primitives de poids k sur (V). La meilleure estimation actuelle
pour L(1,sym? f) est due a Goldfeld, Hoffstein et Lieman qui démontrent,

dans [5], 'existence d'un réel o > 0 tel que, pour tout entier k& > 0 pair,
tout entier N > 0 sans facteur carré et toute forme f € Hi(N) on a

(1.1) L(1,sym? f) + L(1,sym® f)~! < alog(kN).

Notre but est de tester la majoration (1.1), ¢’est—a—dire de trouver une fonc-
tion F' (resp. G) la plus grande (resp. petite) possible telle que, pour tout
entier N sans facteur carré, il existe des formes primitives f, et f_ de niveau
N telles que

L(1,sym? f\) > F(N) et L(1,sym*f ) < G(N).

Désignons par P~(N) le plus petit facteur premier de N et u la fonction de
Mébius. En poursuivant I’étude entamée dans [18] on montre le

Théoréme A. Soit
Nai = {N € N": u(N)#0 et P~(N)>1log(3N)}.

Pour tous k > 0 entier pair, N entier sans facteur carré et C' > 0 réel, on
introduit

Hi™(N; C,sym?) = {f € Hj(N): L(1,sym? f) > C [loglog(3N)]’}
et
H; (N C, sym?) = {f € Hi(N): L(1,sym® f) < C [loglog(?)N)]_l} )
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Alors, pour tout € > 0, il existe deux réels C' > 0 et & > 0 ne dépendant que
de € et k tels que pour tout N € Ny on a

#H;*(N; C,sym?) > ¢~ €losGNIF g (),

En particulier, il existe un réel K > 0 ne dépendant que de k tel que, pour
tout N € N, il existe f1 € Hi(N) et f_ € Hi(N) vérifiant

L(1,sym? f,) > K[loglog(3N)]* et L(1,sym*f_) < K[loglog(3N)]™*.

Remarque A. On montre par ailleurs (en admettant ’hypothése de Rie-
mann généralisée) que ce résultat est optimal. Plus précisément, si N est
un entier sans facteur carré et si f € Hi(N), 'hypothése de Riemann pour
L(s,sym? f) implique

(1.2) [loglog(3N)] ™' < L(1,sym? f) < [loglog(3N)]3.

D’autre part, si N; = p; - - - p; est le produit des j premiers nombres premiers,
'hypothése de Riemann pour L(s,sym? f) implique

(1.3) 1 < L(1,sym? f) < 1.

L’équation (1.2) montre l'optimalité des deux inégalités du théoréme A.
L’équation (1.3) montre que la restriction & N € N, est indispensable. 11
est & noter que les propriétés arithmétiques de N jouent un réle fondamental
dans la variation des valeurs de L(1,sym? f) lorsque f parcourt Hj(N).

Remarque B. Dans [24], Zagier prouve que, pour tout entier N >1, il existe
un entier ¢ > N et une forme primitive f de niveau ¢ tels que (f, f) > q.
On améliore partiellement ce résultat puisque, compte—tenu de (3.18) et (3.2)
notre résultat s’énonce : pour tout entier N € Ny, il existe f € Hi(N) telle
que (f, f) > N[loglog(3N)]3. Cependant, notre méthode ne donne rien
pour les niveaux avec facteur carré alors que la méthode de Zagier utilise au
contraire des formes de niveau avec facteur carré.

Pour établir le théoréme A, on calcule une formule asymptotique des
moments harmoniques de L(1,sym? f) :

(1.4) S W)L sym? )

fEHL(N)

pour tout ¢ € N*. Le facteur w(f) est le facteur harmonique habituel dans
cette théorie —cf. (3.2).

La formule asymptotique donnée dans le théoréme A de [18] est insuffi-
sante. Une analyse minutieuse des dépendances en tous les paramétres est
nécessaire. Cette analyse exige un changement radical des techniques utili-
sées pour évaluer les termes d’erreurs de [18].
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Par ailleurs, notre formule asymptotique (voir le théoréme B ci-dessous),
valable uniformément pour tous les paramétres (& 'exception du poids k des
formes modulaires), porte plus d’informations que celle de [18]. En particulier
si la seule contrainte sur le niveau N est qu’il est sans facteur carré, alors
les moments positifs et négatifs n’existent pas.

Avant d’énoncer notre formule asymptotique pour (1.4), il est nécessaire
de présenter certaines notations. Les lettres grasses telles que a, b, c,...
désignent des vecteurs. Leurs coordonnées sont numérotées en indices, ainsi
a=(ay,...,a,). Le déterminant (noté |-|) d’un vecteur est le produit de ses
coordonnées, ainsi |a] = a; - - - a,,. Le produit de deux vecteurs est le vecteur
de méme dimension obtenu en multipliant entre elles les coordonnées de
méme indice, ainsi ab = (a1b1, . . ., apby,). On désigne par 1Y) —resp. 1y—
la fonction caractéristique des entiers premiers a N —resp. ayant mémes
diviseurs premiers que N— cf. (2.1) et (2.2). Pour tout b € N*, on définit
I’ensemble

by ---bs 2 '
8[(]3) = {d c Neill dj ‘ (ﬁ,bj.ﬂ) (1 Sj S 0 — 1)} .
j—

On fait les conventions suivantes : N° := {1}, £;(b) := {1} et dy - - dg := 1.
Pour tout entier n € N*, on pose ensuite

Z 1

a,b, ceN¢ de&(b
|a%bc|=n Id|= |b‘
et
l
(N) o (N)
mB ()= > 1 (\abc| H (ajbjc;)p ) Y. L
a,b,c,ecN’ J=1 de&y(ab)
lab2c3e|=n |d|=|ab|

Enfin on définit

(N) - mﬂ)(n)
T
n=1
et
(1.5) M.y _Hzmﬂ”
p v>0

ol May, = mg) (p¥) pour p t+ N ne dépend ni de p ni de N. Il y a ici

une légeére différence de notation avec [18|. En notant MY, ce qui y était
noté My, on a

(1.6) Mo = ((2)ML,.
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On note ¢ la fonction d’Euler. Notre résultat central est le suivant.

Théoréme B. Soit k > 0 un entier pair. Il existe un réel & > 0 tel que,
pour tout entier N sans facteur carré et tout £ € N*, on a

3 W)L sym? f)* = —“O%V)Mﬁl )+ Oy (N3N )
JEHL(N)
ot la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de k.

Si'on veut déduire du théoréme B les valeurs extrémes de L(1,sym? f), il

est souhaitable de chercher les valeurs maximales de p(N)N *1Mj(g) quand N
parcourt un certain ensemble. Le résultat suivant est une précision des théo-
réemes A et C de [18].

Corollaire A. Soit k > 0 un entier pair. Il existe un réel & > 0 tel que,
pour tous N € Ny et £ € N*, on a

1
> WL sym® ) = My, {1 + O( 7)1
JEH(N) log log(3N)

+ Ok,‘ (N_1/136§K[10g(2N)]1/2+5K2> 7

ot la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de k.

La taille de p(N)N _1Mj(5) et I'existence de moments dépendent des pro-
priétés arithmeétiques de V. Pour tout entier j > 1, on définit N; := p;---p;
olt {p;},;>1 est la suite strictement croissante des nombres premiers. L’en-
semble des entiers N; lorsque j parcourt N* est noté Ng;. On prouve alors le

Corollaire B. La suite de moments {@(N)N‘lMi]Z
limite lorsque N — oo. En particulier,

) ;
}Nzl,u(N)séO n’a pas de

N N
%minf@( )Mg):th PN 0 _
M(E;—;S NZ/J\r/fC:?

et

()O(N) M(N) — ei’)@loglog€+0(£)7

lim sup Y,

N—-+o00
w(N)#0

@(N)M(N) _ plloglog (+0(0)

lim sup
N——+4o00
w(N)#0

De plus, pour les moments positifs, on a l’égalité
N
lim sup MM(N) = Myy.

N—+o00 N e
n(N)F#0
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Dans [19], le premier auteur a donné une interprétation des moments
négatifs en termes combinatoires via les nombres de Riordan. Il en déduit

4
(1.7) log M_, = Cloglog { + [v* — 2log ((2)] ¢ + O (W) .

0g
Par la suite, le premier auteur et Habsieger [6] ont montré en utilisant de
nouveau des techniques combinatoires

l
(1.8) log M, = 3lloglogl + 3v* ¢ + O (—> :
log ¢
Dans (1.7) et (1.8), on a noté v* la constante d’Euler. Le corollaire B montre
donc que les moments asymptotiques M4, sont, & une erreur négligeable prés,
les limites supérieures des moments Mijp

Le corollaire B permet aussi d’affiner I’étude du lien entre la moyenne har-
monique et la moyenne naturelle. On considére une application a: Hy(N) —C
et on suppose qu’il existe des constantes A > 0, C' > 0 et 6 > 0 telles que,
pour tout N premier assez grand on a

(1.9) > w(f)lalf) < C(logN)*
FEH3(N)

et

(1.10) Jmax [w(f)a(f)] < CN~°.

Kowalski & Michel ont prouvé dans [11, Proposition 2| l'existence de v > 0
tel que

1 1 2 v .
meHzW)M - @f%%mw(fm’sym Daf) +0 (N77).

S’il fait peu de doute que ce résultat s’étende a Hy(/N) pour tout k > 2 pair
et tout N > 1 sans facteur carré et sans petit facteur premier, ’absence de
petit facteur premier est nécessaire. Pour le voir, on fixe £ € N, k > 2 pair
et on considére comme fonction o I'une des applications

are : Hi(N) — C
fooo= L(Lsym® f)*.

La condition (1.9) est vérifiée grace au théoréme B et au corollaire B et la
condition (1.10) est vérifiee grace aux équations (1.1) et (3.19). Le théo-
réme B, compte-tenu de (3.18), (3.4) et (4.76) conduit donc a

1
m L(1,sym? f)* = ¢(2)*
Ve, #HRN) feHZ;;%N)

Ne-/\[fri
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alors que le théoreme B et le corollaire B impliquent

1
lim o Z w(f)L(1,sym? f)L(1,sym? f)* = 0.
FEH(N)

La raison est simplement que ¢(N)/N tend vers 0 lorsque N tend vers 400
en restant dans Np;.

Remarque C. Si N = p; ---p;, alors log N ~ p;. Autrement dit P*(N) <
log N pour N € Ny, ou PT(N) est le plus grand facteur premier de N.
On peut donc voir log N comme la phase de taille des facteurs premiers
de N au sens suivant : si tous les facteurs premiers de N sont plus grands
que log N, alors moyenne harmonique et moyenne naturelle sont equiva-
lentes, par contre si tous les facteurs premiers de N sont plus petits que
log N, alors moyenne harmonique et moyenne naturelle ne sont pas equiva-
lentes. La situation ou N a des facteurs au dessus et au dessous de log N est
trés compliquée.

Le cas ou ¢ = 2 dans le corollaire B correspondant a la valeur moyenne
de L(1,sym? f), grace a la formule (3.18) ci—dessous, a regu une attention
particuliére (voir [17], [1], [23], [13]). En particulier Lau [13] a montré que
si NV est un nombre premier, on a

4

S L(lsym® f) = 1

= 155N + O (N*llog(2N)))
FEHS(N)

ou ¢ > 0 est une constante absolue. Ici nous proposons un résultat plus
général et plus précis. On définit la fonction ¢ par

=l (-4)

Théoréme C. Soit k > 0 un entier pair. Soit € > 0, alors pour tout en-
tier N sans facteur carré, on a
4
S L sym? f) = 4%(1{ — DY(N) 4 O (NV/2H).
fEHL(N)

En particulier si N est un entier sans facteur carré vérifiant P~(N) >
N2=¢_ qglors

71'4

> L(Lsym’ f) = @(k — 1)N + O, (N/?¥9),
fFEHE(N)

ot la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de € et k.



270 E. ROYER AND J. WU

2. Notations et boite & outils arithmétiques

L’objet de cette partie est d’introduire les notations et outils de la théorie
analytique des nombres nécessaires a la bonne compréhension du texte.

On note N I’ensemble de tous les entiers positifs y compris 0 et N* 'en-
semble des entiers strictement positifs. De méme 7Z et Z* désignent respecti-
vement I’ensemble des entiers et I’ensemble des entiers non nuls. L’ensemble
des nombres premiers est noté P.

Pour éviter la multiplication des notations, ¢ > 0, C' > 0, £ > 0 sont
des constantes absolues (c’est-a-dire ne dépendant d’aucune des variables
du texte, le poids des formes modulaires étant fixé, les constantes absolues
peuvent en dépendre) pouvant prendre des valeurs différentes a chacune
de leurs apparitions (on évite ainsi l'introduction de &1, e,,...). De méme,
pour chaque £ > 0, la notation «(g) désigne une valeur strictement positive
ne dépendant que de € (et donc d’aucune autre variable du texte). La encore,
méme si € reste fixé, ((¢) peut changer a chaque apparition.

Les vecteurs seront notés en gras. Si v est un vecteur a ¢ coordonnées,
celles-ci seront désignées par vi,...,v,. On note alors |v| := vy---vy et
trv:i=v+---+ v

Le symbole de Kronecker est

1 sim=n;
5(m,n)::{ sim=nmn;

0  sinon.

Si n et N sont des entiers de N*, on note n™) et ny les uniques entiers
tels que
n=nMny;
ny | N*°
(n™), N)=1.

Sin est entier et p premier, on note v,(n) la valuation p-adique de n. Le
noyau impair de n est alors

Nimp(n) := H P.

peEP
vp(n) impair

La fonction constante égale a un est notée 1. La fonction caractéristique
des entiers premiers a un entier N est

(2.1) 1M (n) = {1 st (n, N) =1;

0 sinon.
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La fonction caractéristique des entiers ayant mémes diviseurs premiers que N
est

1 sin|N*;
(2.2) In(n) = { ) |
0  sinon.
On définit alors
In(n _ In(n)u(n
) = oy = 2,

Enfin, la fonction caractéristique des carrés premiers & N sera nécessaire,

O™ () = {1 sin=d*avec (d,N)=1;

0 sinon.
Si ¢ € N*, on définit la fonction 7, sur N* par
7(n) ;== # {n € N’: |n| = n}.

On simplifie I’écriture en posant 7 := 75. La série de Dirichlet de la fonction
multiplicative 7, est (¢ ou ( est la fonction zeta de Riemann définie pour
Re s > 1 par

C(s) := H Gp(s) = Z n~* avec ((s):=(1—-p )7L
pEP neN*
Pour tout £ € N* et tout t > 1, on a
> 7i(n) < tllog(et)
n<t

Cela résulte du produit de convolution 7, = 71 * 1. On a 7(n) < 7(n)¢ de
sorte que pour tout € > 0, il existe une constante ¢(¢) > 0 telle que pour
tous entiers £ et n on a
me(n) < [u(e)nf]".
Si ¢ € N*, la fonction (9 est la fonction zeta de Riemann privée de ses
facteurs euleriens d’indices les diviseurs premiers de ¢. Ainsi, pour Res > 1,

(D)= [[ Glo)= > n.

peEP neN*
(p,9)=1 (n,q)=1

Si n € N*| la fonction log, désigne l'itéré n fois de la fonction log,
log sin=1;
log, = '
logolog, ; sin>1.

Si s € C, on désignera sa partie réelle par o et sa partie imaginaire par 7.
Enfin, la droite Re s = r est notée (r).
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3. Cadre modulaire

3.1. Formes primitives

Pour tout entier NV > 1, on note
Io(N) == {(2%): (a,b,c,d) € Z* ;ad —bc =1, N | c} .

Pour tout entier k£ > 2 pair, on appelle forme parabolique de poids k et
de niveau N toute fonction f, holomorphe sur le demi-plan de Poincaré
H :={z€C: Smz > 0},vérifiant

e pour tout z € H et toute matrice(2%) € IH(N),

f (ijz) = (cz+d)"f(2) :

e la fonction

2 (Sm2)*2|f(2)]

est bornée sur H.

Remarque 1. Dans cette définition, «le» niveau n’est pas défini de ma-
niére unique : par exemple, toute forme de niveau N est aussi de niveau
2N puisque I5(2N) C I'h(N). Rigoureusement, il faut donc avoir a l'esprit
qu’une forme parabolique de niveau N est un couple (f, N).

L’ensemble Si(N) de ces formes est un espace hermitien lorsqu’on le
munit du produit scalaire

(3.1) (f,q) = /D e d‘;ﬂ

avec Do(N) un domaine fondamental du quotient a gauche de HUQU {0}
par I5(N) pour I'action homographique [Iwa97, § 2.7 et 3.3].

Si f € Sk(INV), elle admet un développement de Fourier qu’on écrit

f(z) = Z f(n) exp(2minz).

Ayant fixé une base orthogonale %y (N) de Si(N) on a la formule de trace de
Petersson, démontrée par exemple dans [8, corollaire 2.2|, et rappelée dans le
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Lemme 2 (Formule de trace de Petersson). Soit k > 2 un entier pair;
sotent N >1, m > 1 et n > 1 des entiers. Alors

rk—1)  fm)f
(4m)=1(f, f) (mn) =D/

fE€BL(N)
56 TUV) (m,n, N)7s[(m, n)] mn og(2mn
+ O(k N o)t o \ Ry s N))

Pour simplifier I’écriture, on notera

(3.2) w(f) = %
(4m)s=1(f, )

Lorsque d et N’ sont deux diviseurs de N tels que N’ < N et d | % et si
f € Sp(N') alors z — f(dz) est une forme de Sg(NN). L’espace engendré par
de telles formes est appelé espace des formes anciennes. Son orthogonal pour
le produit (3.1) est 'espace des formes nouvelles. Une raison pour laquelle
on fait une distinction entre formes anciennes et nouvelles est 'existence
d’une base orthogonale privilégiée de ’espace des formes nouvelles que 1’on
décrit maintenant.

Pour tout n € N*, on définit le n® opérateur de Hecke [10, chapitre 6|
par

1 az+b
N R E : (N) E :
/ {Z n L f(cz—i—d)]'
ad=n 0<b<d

Une base orthogonale privilégiée de I'espace des formes nouvelles est la base
des formes primitives. Les formes primitives vérifient les propriétés suivantes.

e Le développement de Fourier s’écrit

+oo
z) = Z Ap(n)n* D72 exp(27inz).
n=1

On a la normalisation Af(1) = 1.

Pour tout entier n > 1
Tof = Ap(n)n*=D72 ¢,
Pour tous entiers m > 1et n > 1,

(3.3) Ap(m - Y 1@ ( - ) .

d|(m,n)

Pour tout entier n, on a A\¢(n) € R.
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On note Hj(N) lensemble des formes primitives de poids k et de ni-
veau N. Lorsque N est sans facteur carré, on a 'estimation (voir |8, Corol-

lary 2.14])

k—1

(3.4) Hi(N) = "

@(N) + O ((kN)*3).

Grace, entre autres, aux travaux de Deligne, il existe, pour tout nombre
premier p, des nombres complexes af(p) et 5¢(p) tels que, pour tout entier
v >0 le réel A\f(p”) s’écrit

ag(p)’th — Bp(p)t!
ap(p) — Br(p)

Les complexes ay(p) et B¢(p) vérifient

(3.5) Ar(P") =

ay(p) = Br(p) =0 sip® | N
(3.6) ar(p) =cep(p)p /% B(p) =0 sip|| N;
las(p)l =1, Bs(p) = ap(p)™t  si(p,N)=1

ol €¢(p) = £1. On étend la définition de ey aux entiers sans facteur carré
par multiplicativité. Une conséquence de (3.6) et de (3.3) est la majoration,
valable pour tout n entier,

(3.7) [Ar()] < 7(n).

Une autre conséquence de (3.6) est que lorsque N est sans facteur carré, on
peut récrire (3.3) en

€[ Nimp(myny)] mV) (V)
(3.8)  Ap(m)Ap(n) = DY) i §
VNN e d

Remarque 3. Soit £ = {2,4,6,8,10,14}. Il n’existe pas de formes para-
boliques de poids k € K et de niveau 1 [20, §3.2]. Cela implique que, pour
ke Ket N € P, Hi(N) est une base orthogonale de tout 'espace Si(N).
Il est crucial de garder en téte que ce n’est pas le cas lorsque N n’est pas
premier ou lorsque k n’est pas dans K.

Dans [8, corollaire 2.10|, lorsque N est sans facteur carré, Iwaniec, Luo
et Sarnak ont établi une formule de trace semblable a celle du lemme 2 mais
avec une sommation sur les seules formes primitives. On rappelle le résultat
dans le
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Lemme 4 (Formule de trace d’Iwaniec, Luo & Sarnak) Soient N >1

un entier sans facteur carré et m > 1, n > 1 des entiers tels que (m, N) =1
et (n, N?) | N. Alors

S wDArm) As(m) = ED i, m)
N

JEHL(N)
a6 TAV)? (mn) ' [(m, )]
N (n, N)

En particulier, le choix de m = n = 1 dans le lemme 4 conduit a

(3.9) > wlf) = @ {1 +0 (k—S/G% log(2N)> } .

feHE(N)

+0 (k: 1og(2mnN)) .

Lorsque k € K et N € P, la remarque 3 et le lemme 2 impliquent le résultat
plus précis (en N) du

Lemme 5. Soient k € {2,4,6,8,10,14}, N € P et m > 1, n > 1 des
entiers tels que (m,N) =1 et (n, N*) | N. Alors

> w(f)Ap(m) Ap(n) = 6(m, n)
fEHE(N)

1 (mn)Y273[(m,n)]
N3/2 (n,N)

+0 (k‘_4/3 log(ZmnN)) .

3.2. Fonctions L

Soient r > 1 un entier et, pour tout premier p, une matrice diagonale,
w, = diag[as(p), . .., a.(p)] a coefficients complexes de norme inférieure ou
égale & 1 et égale a 1 sauf pour un nombre fini de premiers. On associe a
cette matrice la fonction L «locale »

T

L(s,@p) =[]l - ailp)p] "

i=1

On construit alors la fonction L « globale »

(3.10) L(s,@) =] L(s,=,).
peEP

Le produit (3.10) est convergent pour ¢ > 1 et se développe en la série de
Dirichlet

(3.11) L(s,@):= Y
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On fait '’hypothése € : on suppose qu’il existe des complexes ji,; de parties
réelles strictement supérieures a —% tels que la fonction

A(s,mw) = L(s,we)L(s, ™)

Lis, ) =T T (H%)

i=1

avec

est entiére et satisfait I’équation fonctionnelle
(3.12) ¢ (s, @) = enql 92 A1 — 5, w).

Dans (3.12), la paramétre ¢, est un entier appelé conducteur de w et e
est un complexe de norme 1 (mal) nommé signe de I’équation fonctionnelle.
Sous cette hypothése, on a (voir, par exemple [16]) la borne de convexité :
pour tout € > 0, il existe C' > 0 (ne dépendant que de r et €) tel que
max{(1—c)/2,0}+¢e
] (60 >0).

1
(3.13) |L(s,wm)| < C {qw H ‘5 + T — g
i=1

Soit f € Hy (V). Si on choisit, pour w,, la matrice f, = diag [a¢(p), 5¢(p)] on
obtient la fonction L de f. L’hypothése € est due a Hecke. Les paramétres
associés sont

( r=2
a1 (p) = ay(p) az(p) = Br(p)
(3.14) k—1 kE+1
Hit= g Hr2 Ty
L qr = N.

On suppose N sans facteur carré. Si on choisit, pour w,, le carré symétrique
sym? f, = diag [a;(p)?, ap(p)Br(p), Br(p)?] de f,, on obtient la fonction L de
carré symétrique de f. L’hypothése € est due a Shimura et Li. Les paramétres

associés sont
4

r=3
ar(p) = ap(p)*  aa(p) = as(p)Br(p)  aslp) = Br(p)’
(3.15)  Hsym2 p1 = 1 Psym2 f2 =k — 1 Psym? 1,3 =k
Goyme § = N
[ Eoym2f = 1.
Gréce a (3.5) et (3.8) on a
316)  py() = A ) = 37 1) 2Dy ),

a,b,ceN
a2 be=n
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Dans les deux cas précédents, la série de Dirichlet (3.11) est a coefficients
réels et dans (3.12), on a alors A(1 — 5, @) = A(l — s, w).

On aura besoin de controler les zéros de L(s,sym? f) au voisinage de
s = 1. Pour cela, on utilise un résultat de Kowalski & Michel [12, théoréme 2.
Gréce a un résultat de Ramakrishnan |2, corollaire du théoréme A], on a,
puisque N est sans facteur carré,

{sym® f: f € Hy(N)} ~ Hj(N).
En particulier, si A est une fonction de {sym? f: f € Hf(N)} dans C, alors
> Alg)= ) Alym®f)
ge{sym? f: feH;(N)} fEHL(N)
et un cas particulier du résultat de Kowalski & Michel s’énonce

Lemme 6 (Kowalski & Michel). Soit k > 0 un entier pair. Soient o > %,
T > 2, N un entier sans facteur carré et f € Hi(N). On définit

N(sym?® f;a,T) = #{peC: Rep>a, |Smp| <T, L(p,sym® f) =0} .
Alors il existe une constante absolue & > 0 ne dépendant que de k telle que

S N(sym? fia,T) < ETENTTO-o)/ 200,

FEHE(N)

Ce lemme permet d’établir une « quasi hypothése de Riemann » : si 7 est un

- .. . . 1 , .
réel positif assez petit, disons 0 < n < 55, on définit

Hf (N;n) = {f € Hi(N) : L(s,sym® f) # 0,0 > 1 — 4n,|7| < 2[log(2N)]*}

et
Hy (N;n) = Hy(N) \ Hi (V).

1

, 22] on a

Alors il existe £ > 0 telle que, pour tout n €10
(3.17) LH, (N;1) < EN™log(2N)]E
On aura besoin de majorer w(f) pour f € Hj (). Grace a I'égalité

272

(3.18) U = G DNIayme )

(dont une preuve se déduit, par exemple, du lemme 2.5 de [8]) et & la majo-
ration (1.1), on a

log(2N)

(3.19) w(f) < N
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Les puissances de L(s,sym? f) admettent un développement en série de
Dirichlet pour ¢ > 1. Pour le donner, il est nécessaire d’introduire, pour
tout entier £ > 1 et tout b € N¢, 'ensemble

by ---b: 2 ‘
&(b) = {d eN“:d | (ﬁf’jﬂ) (I<j<t- 1)}
i

avec les conventions suivantes : N° = {1}, £;(b) = {1} et d;---dy = 1. On
a alors, pour tout entier £ > 1 et tout o > 1,

L(s,sym?® f Zp(ﬂ (n)n~

ol pgfﬂ) est la fonction multiplicative donnée grace a (3.16) par

6200 A= Y 1) S [(%)]

a, b, ceN¢
|]a®bc|=n

et, grace a (3.8) par

321) P = > 1<N>(|abcy)@x

a,b,c,ecN*
|ab%c3e|=n

[T wasbiepn ] 2 N [(ﬁ)!‘) ]

1<j<0 de&, (ab)

Les définitions (3.20) et (3.21) avec la majoration de Deligne (3.7) impliquent
pour tout € > 0 l'existence d’une constante ¢(¢) > 0 ne dépendant que de &
telle que pour tout ¢ > 1+ ¢ et £ € N*, on a la majoration

(3.22) | L(s,sym® f)*] < [(e)¢ (0 — )]

Enfin, on utilisera une majoration en moyenne plus puissante (en le para-
meétre N) que la borne de convexité (3.13) et due a Iwaniec et Michel [9].

Lemme 7 (Iwaniec & Michel). Soit k& > 0 un entier pair. Pour tout
e > 0, il existe un réel C' > 0 tel que pour tout entier N sans facteur carré
et tout complexe s de partie réelle 5, 0N @

S Lo,y PP < ClsPNe
fFEHL(N)

Remarque 8. Dans tout cet article, le poids des formes modulaires est
fixé. Ainsi, les termes d’erreur et les constantes mémes qualifiés d’absolues
peuvent en dépendre.
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4. Calcul effectif des moments et preuve du théoréme B

4.1. Lemmes de Luo effectifs

Dans le but d’obtenir une estimation d’ordre ¢ de la valeur L(1,sym? f)
avec terme d’erreur faisant apparaitre la dépendance en ¢, il est nécessaire de
préciser les termes d’erreurs dans des estimations dues a Luo. C’est l'objet
de cette partie.

On précise le lemme 2 de [14].

Lemme 9. [ existe un réel £ > 0 tel que, pour tout entier N sans facteur
carré, toute forme primitive f € Hy(N) et tout réeln €10, 55], si L(s, sym? f)
ne s’annule pas dans le domaine

l—4n<o<1 et |7]<2[log(2N)]?
alors pour tout s € C tel que
l-n<o<1l et |7|<[log(2N)}?

|L(s,sym? f)| < exp {D+(n) [log(?N)]e(”)}

avec

_log[(1+n)/(1 = 2n)] € 3
00 = i yagrogg ¢ Do),

Démonstration. Sur le domaine
D(n,N):={seC:1-4n<o <1, |r| <2Mog2N)’} U{s € C: 0 > 1},

on définit
F(s) :=log L(s,sym?” f).

Grace a (3.7),si 0 >4, on a

(4.1) |L(s,sym? f)| < (f %) (f TEj)) —. 0.

n=1 n=1

On déduit de (4.1) I'existence d'une constante absolue Cy > 0 telle que pour
o>4ona

(4.2) |[F(s)? = log | L(s, sym?® f)||” + | arg L(s, sym? f)[* < C3.
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D’autre part, il existe une contante absolue C'3 >0 telle pour ¢ > 1+n, on a

(43) L)l < (f = (f i) < (9)

n=1 n=1 n

On déduit de (4.3) que, pour o > 1+, on a

2 Cs

(4.4) Re F(s) = log |L(s,sym” f)| < 3log —.
n

On applique alors le théoréme de Borel-Carathéodory [21] a F. Avec
s'=4+ir, R =3—netr =3—2n, les équations (4.2) et (4.4) conduisent &

2r' R+
\SE%}:(H ‘F(S)‘ S R/ - 7”/ |SE’E|L5R’ %e F(S> + R/ — ’I“/ ’F(S/)‘
14—4 C; 6-3
<3 ! log — + 7702
Ui
C C
< —log —.
Ui Ui
En particulier pour s =c +itavec 1 +2n <o <7—-2net7 € R, on a
C C
(4.5) [F(s)] < —log —.
Ui Ui

Il résulte de la borne de convexité (3.13) que
(4.6) Re F(s) < Elog(2N)
pour 3 < o < 8 et |7| < [log(2N)]*.

On applique le théoréme de Borel-Carathéodory a F'(s). Avec s” := 4+t
(ot |7| < [log(2N)]?), R" := 3+6m et r" := 3+5n, on déduit de (4.6) et (4.2)
que

27,,// R//+T//
s PO 7 o, e F(8) + P
6 + 10 6+ 11
<< il nlog(2N)+ * Tc,
n
§§log(2N).
n

En particulier pour s = o +i7 avec 1 —5n < o < 7+ 5n et |7| < [log(2N))?,
on a

(4.7) F(s)| < glog@m.
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Maintenant on applique le théoréme des trois cercles de Hadamard a F'(s)
en choisissant trois cercles de méme centre sy = 2 + 7 (ou |7| < (log N)?)
et derayonsr; :=1—-2n, 179 :=2—0c (oul—n<o<1),r3:=1+5n En
posant M (r) := | max |F(s)|, on a

s—so|=r

M(ry) < M(r)'"*M(r3)"

otta := log(ry/r1)/log(rs/r1). En majorant M(ry) et M(r3) par (4.5) et (4.7)
respectivement, on obtient

Mira) < (Srog 9) Stogtzn)]

n
qui implique le résultat souhaité puisque 0 < a < 0(n). |

Pour prouver un résultat équivalent pour la fonction L(s,sym? f)~! on
a besoin d’un résultat préliminaire.

Lemme 10. [l existe un réel & > 0 tel que, pour tout entier N sans facteur
carré, toute forme primitive f € Hy(N) et tout réeln €10, 5], si L(s, sym? f)
ne s’annule pas dans le domaine

l—-4dn<o<1 et |7]<2[log(2N)]?

alors pour tout s € C tel que

l-n<o<l e |7|< ;[log(QN)]3

on a .
og (s, sy 11| < £ [ 4 tog(zn)
nn
Démonstration. On pose so := 1+ 2 + ity avec |19| < 2[log(2N)]?,

r := 13n et v’ := 3n. On va appliquer le lemme ~ de [22] pour établir le
résultat souhaité.
Pour o > 1+ 7, on a grace a (3.10) et (3.6) la minoration

|L(s,sym?f)| > H (1 +p—2—’7)’1 H (1+p~) -3
p|N ptN
(4.8) >CI[(+p) " > e,

En utilisant cette inégalité avec s = sy et (3.13) avec le choix € = 1, on
déduit

L(s, sym® f) < (ElL/n+log(2N)]
L(so,sym? f)| ~

pour o > 1 — 11n et |7] < 2[log(2N)]*. En particulier I'inégalité précédente
est vraie pour |s — so| < 7.
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En prenant la dérivée logarithmique de deux cotés de (3.10), on peut
écrire, pour o > 1,

L(ssym® f) _

L(s,sym? f)
49 __ B . N |
" ;\’: e ;z:v p*—ap(p)?®  asp)Pprr—1 p—1

Grace a (3.6), on déduit de (4.9) que

L'(sg,sym? f) Alogp o 5
'm‘ = Zm = g - {ﬁﬂtlog(?]\f)} :

D’aprés 'hypothése, L(s,sym? f) # 0 dans la partie 0 > 1+ 21— 2r' du
cercle |s — so| < r. Ainsi la fonction L(s,sym? f) vérifie toutes les conditions
du lemme 7 avec les paramétres

So = 1+42n+imn, I7o] < = [log(2N)}3, r = 13n,

3
= 9
fo= 3n et M = 5[77+10g(2N)]

Ce lemme fournit alors 'estimation suivante :

L'(s, sym? f)' <&

Ejtlog(?N)} (Is = sol <7').

L(s,sym> f) | = n
En particulier pour o € [1 — 1,1+ 57 et |7| < 2[log(2N)}?, on a
L'(s,sym? f) E 1
4.1 — = log(2N
o |G| <5 [ )]
Puisque

log |L(s,sym® f)|7" =

1+2n
Relog L(1 + 2n + i7,sym? f)_l—l—/ Re [

L'(u + i, sym? f) du
L(u+it,sym? f)

la borne (3.13) avec le choix € = 1 et (4.10) donnent
1
} log |L(s, sym? f)|_1} < Elog(2N) + % h + log(QN)}

pour
3
o>1-—n et |r[<[log2N)].

Cela achéve la démonstration. [ |
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On peut alors préciser le lemme 8 de [15] dans le

Lemme 11. [] existe un réel & > 0 tel que, pour tout entier N sans facteur
carré, toute forme primitive f € Hj(N) et tout réeln €10, 5], si L(s, sym? f)
ne s’annule pas dans le domaine

1—4n<o<1, et |7|<2[log2N)?
alors pour tout s € C tel que
l-n<o<1 et |r]<log2N)]?

[L(ssym? /)| < exp { D_(n) log(2N)]"™ }
T dosl /(1= 2m)
~ log[(1+5n)/(1 —2n)]

Démonstration. En remplagant (4.6) par le lemme 10 la preuve est trés
proche de la preuve du lemme 9. On ne donne donc que les grandes lignes
de la preuve. Sur le domaine D(n, N) introduit dans la preuve du lemme 9,
on définit la fonction

G(s) := log L(s,sym? f)~*.
On déduit de (4.2) que, si o > 4,
(411)  |G(s)]* = [log |L(s,sym? £)| ' |* + | arg L(s, sym? f) > < C.

D’autre part, pour o > 1+ 7, on déduit de (4.8) que

(4.12) Re G(s) = log |L(s,sym? )| < %

On applique le théoréme de Borel-Carathéodory a la fonction G(s) avec
s’ =4+, R :=3—1n et r'=3-—2n.

En utilisant (4.11) et (4.12), on a

2r R+
\sr_rﬁ}:{r' Gls)l < R — ' |s£Islfe|Li{R' Fe Gls) + R — ' G
C 14-14 C
<= (6 3n)
n n
C
< =,
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En particulier pour s =oc 47 avec 1 +2n <o <7—2net 7€ R, on a

C
(4.13) Go) < 1

On applique le théoréme de Borel-Carathéodory & G(s) avec
s" =4 +4r (o |7| < [log(2N)]*), R":=3+6n et r":=3+5n.

En utilisant le lemme 10 et (4.2), on a

2r/l Rl/ _‘_7,.//
|s—Hsl”ET}:<r" |G(8)| S R — " |s—r2’?=R” Re G(S) + R —r" |G(SU)|
6+10n |1 6+11
<¢ 22 d {5 + log(QN)} e *77 i

< % [1 —|—log(2N)} :
neLn

En particulier pour s = o +i7 avec 1 —5n < o < 7+ 5n et || < [log(2N))?,
on a

€1
(4.14) Gls)l < -5 [ﬁ + log(QN)} .

Maintenant on applique le théoréme des trois cercles de Hadamard a G(s) en
choisissant trois cercles de méme centre sy = 2 + it (avec |7| < [log(2N)]?)
et de rayons

ryi=1-—2n, ro:=2—0 (oul—n<o<l), rg =14 5n.

En posant
M(r):= max |G(s)],

[s—so|=r
on a

M(ry) < M(r)' ="M (r3)"

ou a := log(ry/r1)/log(rs/r1). En majorant M(ry) et M(rs) par (4.13)
et (4.14) respectivement, on obtient

M(ry) < (%)H {% [% +log(2N)} }

qui implique le résultat souhaité. [ |
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4.2. Formules de traces pour les puissances de L(s,sym? f)

L’objet de cette partie est de donner des formules de type « Petersson »
pour les coefficients de Fourier de L(s,sym? f)* puis d’étudier les termes
principaux et d’erreur de ces formules.

4.2.1. Puissances positives

(+0)

On donne une formule de Petersson pour p," avec £ € N*.

Lemme 12. Soit k > 0 un entier pair. Soient N un entier sans facteur
carré et n,{ € N*. Alors on a

S el = ) + 0, (T(ﬁ) ) log(2a) ).

ot
N
)= 3 1 (b)) Z 1
a,b,ceN¢ de&(
|a%bc|=n |d|= |b‘
et
_ R 1
7".,.5(71) T Z (‘ ’) ‘C| Z :
a,b,ceN¢ deN¢
|a2bc\€:n dj |bj2 (elﬁjff)

La constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de k.
Démonstration. D’aprés (3.20), on trouve
1 |C! [bJ®
(V) N
> 0= 5 ) S5 et ()

fEHE(N) a,b,ceN’ deé&(b) feH; (N
|a2bc\

En remarquant que seuls contribuent les b tels que (|b|, N) = 1, on peut
appliquer le lemme 4 a la somme intérieure avec (m,n) = (1, |b|?/|d]?).
La contribution du terme principal est p(N)N ’1m$\£) (n) et celle du terme
d’erreur est

(NY? o dxle) <= [l b2
1 b log | 2N ——
<oy 2 VBT D g tos (2 g

a,b,ceN’ de&y(b)
|a%bc|=n
T(N)? 1) 3 1™ (Jab|)Ly(|c|) 3 1
<K TTL 10g<2nN) |a||c|3/2 |d|1/2
a,b,ceN¢ deNé-1
|a%bc|=n dj71|b? (2<5<0)

Puisque la derniére double somme est majorée par r,4(n), cela achéve la
démonstration. [ |



286 E. ROYER AND J. WU

Remarque 13. Le remplacement de la derniére double somme par r,(n)
a pour but de faciliter les calculs dans la suite, sans perdre d’informations
essentielles.

Pour la suite, on a besoin d’introduire les entiers m.,,. Si p € P ne
divise pas N et si v > 0, on pose

(4.15) me, =my) (p").

Ces nombres ne dépendent ni de p, ni de .

On étudie maintenant la série de Dirichlet issue du terme principal de la
formule du lemme 12.

Lemme 14. Soient N un entier sans facteur carré et { € N*. Pour o > %,
on a

> omi (= (M @2s) M (),

n>1

ol

M (s) =" (myn~

n>1

est une série de Dirichlet absolument convergente pour o > % En particulier,
pour tout € > 0, o > %—l-é et >2 ona

N ~ (N — —€ 1(e) 02
IME ()] < Y Imlly (mn /27 < e

n>1
ot t(g) est une constante ne dépendant que de ¢.

Démonstration. On prouve 'existence de M(ﬁ) En posant

(416) A () = 1) 30 37 1,
beNt de&y(b)
[bl=n_|d|=[b|
on a
N ~ (N
S—— ~~
¢ fois £ fois

(ﬁ) (n) est multiplicative et

_(N), b 0 sip|N;
miﬂp):{

La fonction n — m

myev si P J( N7
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ol
Favs= Y > L
BeNt deNt—1 tré=v
trB=v §;<2min{f1++B;j—01——5;-1,8541} (1<j<l-1)
En posant
Pogw = > i +1)- 2u+1),
veNt
trv=v
on a
R R R N 090+ 1)
(4~18) Mypy <Typy, Tre1 = 3¢, Tyeo = T

On vérifie que My = 0, Mgy = {({ — 1)/2. Pour o > %, on peut donc
écrire
N —s ~ —vs —s—1\—¢
SomP = (M) [T D A [T (1 =p~)
n>1 ptN v>0 p| N
_ C(N)(28)2(6+1)/2M$\£)(5)7

avec
M) =T ) 1 [<1 ey zmp]
pIN pIN v>0
(4.19) =TI> a0
p v>0

On étudie ensuite la convergence de la série Mg)(s) Puisque mye1 = 0,
pour pt N on a

~(N)/ y ~2 ~ ~ :
my, (P") mipo M2 Moo (—1)
Z =1- s 2s Z : p2is

Vs 4s
s P p P= ) i< N 7
1 T?L+e,2 m—i—l v
+ (1 - T> >
p V>3 p
puis, pour o > %,
~ (N) ~9 ~ ~
|msre (r”)] ULEE) M2 Myg2) 1
a2 2 st () 2 )
V>0 2<j<i 12
1 M2 m_’_ey
ier) X e
p = v

Ainsi, la série de Dirichlet Mgr]\é)(s) converge absolument pour o > 3.
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Enfin, on majore

~ (N .
> [y (n)n

n

pour o > £ + . De la premiére inégalité de (4.18), on déduit

Moy (2v1 + 1) (QI/g +1)
z : 1//2 < : : :S V1/2 ve/2
‘P
v>0 v>0 peN¢
trv=v

w1 1+p 12 7
21 - (ZT/) ai==rdp

v>0

De (4.19) et (4.21) on déduit

[ ()] RS IR AU U e IR E S
HZ v(1/2+€) —H _W +p1+€ (1—p1/2)2

p<e2 v>0 p<L2

2

(4.22) < e,

En utilisant (4.18), on peut aussi écrire

ZmHV ZZ (21 +1) (21/g—|—1)_1_ 3¢ 0(90+1)

pr/? pri/2. Ve /2 /2 9
v>3 v>0 peN? P p p
trv=v

(4.23)

[ 14p 2 6_1_ 3 090+ 1)
- (1 _ p—1/2)2 p1/2 2p :

Pour |z/| <1, 0n a

¢
{ 1+$2} = [L + 32 + 527 + O(2*)]"

=)
(4.24) 14304 LOLFD

® + 0 ((lx)?),
ol les constantes impliquées dans le symbole O sont absolues. Choisissant
x = p /% avec p > (2 on déduit du report de (4.24) dans (4.23) que

3

Mo i
(4.25) 3 j/‘;’ <O (>0
V>3 p p

Pour p > 2, on a aussi

7/7\1_;,_472 1 (62/}?)]' Y 52 54
(4.26) > ( ; )—.g e p_1—5<0p—.

2<j<Mqe2 J=2
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En combinant (4.25) et (4.26) avec (4.20), on déduit, pour p{ N et p > (%

|~ M3 g0 Mye2) 1 Myo,
Z l//2 <1+ 2 +2 Z ] E e Z pu/2
v>0 2<j<M g2 v>3

3
<14+C—5 peTel

Cette estimation reste vraie pour p | N et p > ¢2 puisque dans ce cas,

|m 1\ l

v>0
Ainsi,
|m+e ce
(4.27) 1> —;— T <1] 1+03—/2 < e
p>£2 v>0 p>02
L’inégalité souhaitée découle de (4.22) et (4.27). |

On étudie de méme la série de Dirichlet issue du terme d’erreur de la
formule du lemme 12.

Lemme 15. Soit ¢ € N*. Pour o > 1, on a

S re(m)n = (M () R (),

n>1

ol

Re(s) =D Fyu(n)n™*

n>1

est une série de Dirichlet absolument convergente pour o > % En particulier
pour o >1etl >2 ona

71e(n)]
[Riels)] < D === < log(30)]
n>1 n
Démonstration. On prouve l'existence de R,. On pose

Pae(n) = > 1M(|b|) |E:‘1D > oL

b,ceN¢ deN¢
Ibe|=n d;|b? (1<5<¢)
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Alors on a
Tyy = D(N) Kook D(N) *?-i-f'
¢ fois

La fonction 7, ,(n) est multiplicative en n et pour pt N on a

Te(P”) = Thew
D’autre part, si p | N, alors
~ 1
() == Y, L
p ’
V1,... .V EN
Vit trp=r

Pour tout s € C tel que o > 1, on peut donc écrire

S e (- ) TS e

n>1 p‘N pr v>0
= (M () Rya(s),
ol
, —/ 1 3¢ ?—M
N R
RJrZ( = C( ) 28 H ( s+1) H (1 B E) Z pl/S
p|N ptN v>0
(428) - H Z T—Mys ’

p v>0
Puisque 74¢(p) = 0 pour tout p + N, la série R4(s) converge absolument
pour ¢ > 1.

Il reste & majorer

S [Foln)

n>1

pour ¢ > 1. D’abord, comme en (4.21) on a

Zﬁe,u B { 1+p! r
P 1—p1)?

v>0

Pour ¢ > 1, la contribution des p < ¢ a (4.28) est donc

HZV“ H 1\ % 1\ 14 p! [

o g7 (- 1) (1) [

p<t v>0 p<t p p (1—]? )
< oCtlog,(30)
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On traite maintenant le cas des premiers p > ¢. Puisque 7,1 = 3/, on a

(4.30) <1 - l)ge > Prtw _

S Vs
p >0 P

2<j<30 v>2
De plus, on a

~ _ )4 2

Tyew 14 P ! :| R4 14
431 ; P {(1 —p')? p P
et, toujours pour ¢ < p

3¢ ;

30\ 1 30/p)’ 2

(4.32) Z(,)—jg ( _/,p> < =.

= ]/ P =2 J p

En combinant (4.31) et (4.32) avec (4.30), on a pour o > 1 'inégalité

1\ [Py 9¢2 30\ <A /30N 1 1\ Tors
(1057) Xl <o (1 2) 2 (V) 5+ (147 54
) = p p) = \i)v r) &

62
<1+C-.
P

Pour o > 1, la contribution a (4.28) des premiers p > ¢ est donc

|mse(p”))] 1\ & ce
(433) HZTSH(l——Q) <1+O—2) Se .
ptvz0 P p>t p p
L’inégalité recherchée résulte de (4.29) et (4.33). |

On peut alors majorer I'ordre moyen de la fonction r,, dans le

Lemme 16. [] existe un réel C > 0 tel que, pour toust > 1 et { € N*, on a

> re(n) < tllog(et)]* " llog(30)]".

n<t
Démonstration. D’aprés le lemme 15, on a r., = T(N) w700 ot 7Y est
. P ) +¢ — T3¢ +£ ¢

définie par
1) 7 (n)
1——) =y Y 1).
I(i-5) -5 @

S
pIN p n>1
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Puisque T?Eév) (n) < 73¢(n) pour tout n > 1, il en résulte que

D rae(n) < [Faeld)] Y Tae(m) < tllog(et)* T log(30)]

n<t d<t m<t/d

Cela achéve la démonstration. [ |

4.2.2. Puissances négatives

Ce paragraphe est trés semblable au paragraphe 4.2.1. On y donne une
formule de Petersson pour pgc_é)(n) avec ¢ € N*.

Lemme 17. Soient N un entier sans facteur carré et n,{ € N*. Alors on a

S el " = E )+ 00 (T e togtznm) )

ou
¢
N
m(_g)(n) = Z (|abc| \e] H (a;bic;)p(bj)p(e;) Z 1
a,b,c,eeNe Jj=1 deé&,(ab)
|ab2c3e|=n |d|=|ab|
et
1x(le]) |1
N
ro(n) =Y 1%(jabc|) el L1 rtasbiesule;) > L.
a, b, c,ecN! Jj=1 dEN[
|ab?c3e|=n d;jl(azb;)? (1<5<0)

La constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de k.

Démonstration. D’aprés (3.21), la somme a évaluer est égale a

S 1®(jabel)

a,b,c,ecN?
|ab2c3e|=n

(le]) [
N‘e| [HM(ajbjCj)M(bj)M(ej)]

2,2 e ()

deé&,(ab) feH; (N

En remarquant que seuls contribuent les a, b tels que (|ab|, N) = 1 on peut
appliquer le lemme 4 & la somme intérieure avec (m,n) = (1,|abl?/|d|?).
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La contribution du terme principal est p(N)N _1m(_]Z) (n) et celle du terme
d’erreur est

14

[T wtabjci)ptes)

j=1

T(NV)? Ly(le])
<= 2 JlN(yabc\)T

a,b,c,ecN!
|ab2cie|=n

abl!/2 | () [abl
2 o (Y ap

deé&,(ab)

Ln(le])

| |bc3e|—1/2
e

N2
<<%n1/210g(2nN) > 1™(jabc)
a, b, c,ecN?
|ab2c3e|=n
¢
T #asbiciue;)

j=1

X E 1.
deN‘—!
dj—1l(ajb;)? (2<j<0)

Puisque la derniére double somme est majorée par r_y(n), cela achéve la
démonstration. [

Remarque 18. Le remplacement de la derniére double somme par r_y(n)
a pour but de faciliter les calculs de la suite, sans perdre d’informations
essentielles.

Pour la suite, on a besoin d’introduire les entiers m_;,. Si p € P ne
divise pas N et si v > 0, on pose

(4.34) m_g, :=m®) (p").

Ces nombres ne dépendent ni de p, ni de N. Il est important de constater que
ces nombres sont les mémes que les nombres m_g,, définis ci-dessous en (4.37)
mais que cela est faux en remplagant —¢ par ¢. La formule (4.17) donne

(4.35) Mg, = > M8

(ou1,...,a0,3) ENFHL
2(o 4oy )+68=r

alors que la formule (4.37) donne

(436) m_y, = T?L_gy.

) )

On étudie maintenant la série de Dirichlet issue du terme principal de la
formule du lemme 17.
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Lemme 19. Soient N un entier sans facteur carré et ¢ € N*. Pour o > %,

on a

> m mnr = (M (28) D2 s),

n>1
ot

N ~ (N _s
M(_K)(s) = Zm(_g)(n)n
n>1

est une série de Dirichlet absolument convergente pour o > % En particulier
pour tous € >0, o > 1+€ et >2ona

s)| < Z|~(N |n_1/2 f<e ()02

n>1

ot t(e) > 0 est une constante ne dépendant que de ¢.

Démonstration. On prouve l'existence de M(_JZ) En posant

L
,\(1\2)(”) ;:IL(N)(n) Z {Hﬂ(ajbjcj ] Z !

a,b,ceNt -j=1 deé&,(ab)
lab2c3|=n |d|=|ab|
on a
(N) N - L)
(4.37) mY, (n) =y * - xuy xm-, (n).
—_———
¢ fois

Les fonctions n +— m(_]\é)(n) et n — 771(_]\? (n) sont multiplicatives et pour

p{ N on a [19]

ou

o, 3,v€{0,1}¢ 6e{0,1,2}¢1
0<a;+B;i+v:i<1 6;<2min{a1+B1++a;+B;—01——08i—1, ¥ir1+B8it1}
tr(a+28+3v)=v tr(8)=tr(a+03)
En posant
be(v) = > [2(0n+ 2681 +37) + 1] [2(c + 28, + 370) + 1],
a, B,v€{0,1}*
0<a;+Bi+7.<1
tr(a+28+3v)=v
on a
(4.38) ap(v) < be(v)

we)

(4.39) be(1) = 30, by(2) = > 30 = by(v) = 0.



TAILLE DE L(1,sym? f) 295

On vérifie a,(1) = 0 et ay(2) = £(¢ —1)/2. Pour ¢ > 3, on peut donc

écrire
Zm(N) s:H(1 —s5— 1 Hzm Zup
n>1 p|N pIN v>0
= (M (s) 1 EME ()
ol

M(_JZ)(S) = H (1 i p—s—1>f H [(1 i p—23)£(€—1)/2 Zm—f,up_”]

p| N ptN v>0

(4.40) = | DU

p v>0

On étudie la convergence de /\/l(f\é) Puisque ay(1) = 0, pour pt N on a

~(N)/ o :
oA b ( ) =
Vs 27s

p 2<j<ae(2) p ’

v>0
v>3 ]

=1 aép(i)Q + {1 - aé@)] T (ae§2)) (];Bj

2s

p 2<j<a,(2)
» 1 ay(2) (—1)Vae(V)
(4.41) + 1—15 Zipys .

v>3

On déduit de (4.41) et de (4.38) que la série de Dirichlet /\/l(_]\é)(s) converge
absolument pour o > %

Il reste & majorer

> [ (n)n—e

n>1

pour o > £ +¢. De (4.38), on déduit

Zag(z/) < Z 20+ 28 +37y)+1

pl’/2 p(a+25+3’7)/2

L L
2v+1
(2

0<v<3

v=>0 a, B,7€{0,1}

0<a+p+~<1

a+26+3y<3
car #{(a,3,7) € {0,1}: 0<a+f+y<letv=a+20+3y}=1s10<
v <3.
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On en déduit
¢
ap(v) 15
(4.42) > < (HW .
Le report de (4.42) dans (4.40) donne

2 l
|m4 1\* 1\ 15
I e (e ) T (e ) (10 2
p<t2 v>0 p|N p<e?

(4.43) < el

En utilisant (4.38), (4.39) et (4.42), on peut aussi écrire

bg 3¢ £(9£-+-1)
Z 1//2 —Z 11/2 _1_p1/2_

2p

20+ 1 3¢ 090+ 1)
(4.44) = <Z W) AT

0<v<3

En combinant (4.24) avec x = p~'/2 ot p > (2 et (4.44), on trouve

(4.45) 3 wv) o L

v/2 = 7 3/2°
uzsp/ p3/

Toujours pour p > £, on a
2)\ 1 2 /p)’ 2 52 o
(4.46) > (W(. >> — <> % —e_1_ 1 < C—.
scjzay N /P = b

En combinant (4.45) et (4.46) avec (4.41) on a, pour pt N et p > (2,

]m ( ) ay(v)
Z . +e Z
V2 v/2
v>0 / 2<j<ag(2 p] v>3 p /

€3
§1+CE/—2

Cette estimation reste valable pour p | N et p > (2. Ainsi

(4.47) 1> =L rn iy V/Q <11 (1 + 03—/2) <o,

p>02 v>0 p>02

L’inégalité souhaitée découle de (4.43) et (4.47).
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On étudie de méme la série de Dirichlet issue du terme d’erreur de la
formule du lemme 17.

Lemme 20. Soit ¢ € N*. Pour o > 1, on a
S = (MR (s),
n>1

ot R_4(s) := 2,5, T—e(n)n™° est une série de Dirichlet absolument conver-
gente pour o > % En particulier pour c > 1 et £ > 2 on a

|7“ o(n
)| <Y = < [log(30)]“"
n>1
Démonstration. On prouve l'existence de R_,. On pose

rew= Y (e +28+1)- (200 + 26+ 1),

o, B,v€{0,1}*
0<a;+Bi+7;<1
tr(a+28+3v)=v

La fonction n +— r_y(n) est multiplicative et pour p{ N on a

(4.48) r—e(p") =Tt
D’autre part, si p | N, alors
y 1
@) =— ) 1
p 111,...,1/@6{0,1}
vittrp=r

de sorte que par interversion des sommes

— r—(p") 1\
(4.49) Y ——=(1+—5) .
— p p

Pour o > 1, on déduit de (4.48) et (4.49) que

ST ) [1> 0 = ™) R o)

n>1 pIN pIN v20
ou
1\* I\ 7
as0) R =T (14 5) H[(l—:) )3 ]
pIN p ptN p v>0 p




298 E. ROYER AND J. WU

Puisque r_y1 = 30 et r_;,, < by(v), on peut écrire

1\ 70 92 ( 3@) (36) (—1)7
1- = Y=l —+(1+= )
< ps) Z pus p2s ps Z J

>0 2<5 <3¢ P
(4.51) + (1 ! )M PP
' ps = pus '

On déduit de (4.51) et (4.39) que la série de Dirichlet R_, converge absolu-
ment pour o > %

Il reste & majorer

> [Fen)in=e

n>1

pour ¢ > 1. Puisque r_;, < by(v), de méme qu’on a obtenu (4.42) on a

¢ ¢
e 5 2w+ 1 15
452) eri, - ( VI:”r ) = (1+ F) '

v>0 0<v<3

Donc pour o > 1, grace a (4.50) et (4.52) on a

7o(p” 1\° 15\° 1\ ¥
I =T (e ) T(e ) (145)
p<tvs0 P PN P77 e p p

(453) S eCf]OgQ(SK).

Pour p > ¢, comme en (4.44) on a

V4
. .
(4.54) Z”’”§<22y+1> B L yeray

%4
2 P 0<v<3

En combinant (4.54) et (4.32) avec (4.51), on déduit, pour 0 > 1 et p > ¢,
2

|?_g (py)| 962 (36) 1 3 T_vp l
— = <1+—+4+1 . ]l—=+e — <14+C—.
Z pre p2 Z j ) pi Z pu/2 p2

v>0 2<5<30 v>2

Dot pour o > 1

(455) I =<y (o cﬁ_) <t

p>L v>0 p>L

L’inégalité souhaitée découle de (4.53) et (4.55). |
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De méme qu’on a montré le lemme 16, on peut montrer le

Lemme 21. [l existe un réel C' > 0 tel que, pour toutt > 1 et { € N*, on a

> r(n) < tflog(et)]* " llog(30)]".

n<t

4.3. Preuve du théoréme B

Si f € Hi(N), on définit pour tous £ € N* et > 1 la somme courte

(£0) <= P;ﬂ)(n)
4.56 = — :
(1.56) off Vo) = 3 EE T el
On a l'expression intégrale
1
(4.57) wj(cﬂ)(x) = —/ L(s + 1,sym? f)*I'(s)z* ds.
211 (1)

Pour tout € > 0, il existe alors un réel () > 0 tel que pour tous ¢ € N,
x > 1, N sans facteur carré et toute forme f € Hi(NN), on a la majoration

(4.58) ’wffﬂ)(x)’ < u(e)as.

Cela résulte du déplacement, dans (4.57) de la droite (1) vers la droite (&)
puis de (3.22) et de la majoration de Stirling.

On veut remplacer L(1,sym? f)** par la somme courte (4.56), on estime
I’erreur commise dans le

Lemme 22. Soient N un entier sans facteur carré, { € N* et x > 1. Pour
0<77§% et f € HY (N;n), on a

L(Lsym? ) = wf*(2) + 0 (R,

ot
2
Riﬂ) . D+ (n)[log(2N)]7( {x_" [log(2V)] + xe—ﬂuog(mv)]?/za} ,
n

puis Di(n) et 0(n) sont définis comme dans les lemmes 9 et 11. La constante
impliquée dans le symbole O est absolue.
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Démonstration. Soit C le chemin reliant 1 — ico, 1 — i[log(2N)]?, —n —
i[log(2N)]?, —n + i[log(2N)]?, 1 + i[log(2N)]? et 1 + ico. Le théoréme de
résidus implique que

w](cﬂ)(:c) = L(1,sym? f)* + — / L(s+1,sym? f)* I'(s) 2° ds.

2mi e

D’aprés les lemmes 9 et 11 et I’équation (3.22), on a, pour s € C,

(4.59) |L(s + 1,sym? )5 < efPxlosN
Puisque sI'(s) = I'(s + 1), on déduit, pour s = —n + i, que
22— 1
n|l(s)| <|I(1—n+in)| <T(1—n)= ( U)S |
d’ou
22 .
(4.60) I[(s)| < o (s = —n +i7).
L’estimation de Stirling implique, pour —n < o < 1 et |7] > [log(2N)]?, que
(4.61) D(s)] < eI/,

En utilisant (4.59), (4.60) et (4.61) on obtient

/L(s + 1,sym? ) I'(s) 2° ds
c

< ! D=5 2N / a” |I(s) ds|
C

2
< eDx(m)llog@N)) {x—nw 4 g e~ Tlog(2N)]?/2 log(ZN)} :
n

ou la constante impliquée dans < est absolue. Cela achéve la démons-
tration. ]

On peut alors calculer la moyenne de (4.56) dans le

Lemme 23. Si N est un entier sans facteur carré, alors pour tout v > 1
et tout ¢ € N* on a

S w(Nei (@) = PN 4 0, (Ry),

N
fEHE(N)
ot too (M)
N my,'(n)
My = 3
n=1
et
N 2

Ry := T<N) log(2N)]z'/? {(C’E)CZ + [log©(3¢) log(?)x)]u} 4 g2

avec 1(g) une constante ne dépendant que de €. La constante impliquée dans
le symbole Oy, ne dépend que de k.
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Démonstration. D’aprés (4.56), le lemme 12 et le lemme 17, on peut écrire

(462) > w(fwi (@)

feHE(N)

m(N) n T 2 +/
- A S e O o) + 00 (T loem ),

N

ol
R:(),ﬂ) = Z reo(n)n” '/ log(2n) exp(—n/x).

n>1

En utilisant les lemmes 16 et 21, une intégration par parties conduit a

R < [log(30)]”* / 127t/ [log(3t)]* (1+ t) dt.
1

x
Mais
/j t= Y267t log(3t)]* (1 + é) dt < 2'*[log(3z))**
et
/:0 t= 1267t *log(3t)]** (1 + é) dt < o'/ /100 u'?e " [log(3uz)]* du
< z'/? {(C’f)cZ +[2 log(?)x)]ge}
d’ou
R < o flog(30] { (00" + [210g(30)]" |

(4.63) < 71? {(Cﬁ)“ + [log® (30) 1og(3x)]3f} .

Compte—tenu des lemmes 14 et 19, on a [22, page 151]

D

n>1

N
m(ié) (n)

1
exp(—n/z) = %/()C(N)(Zs—l—2)€(€i1)/2/\/lﬂ)(s+1)F(s) z° ds.
1

En déplagant la ligne d’intégration (1) & (—1/24¢), le théoréme des résidus
implique
(N) (N)
myy (n) myg (n) e
4.64 =t ) = £ RO
oty "M a3 T

n>1 n>1
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ou
1
RED — — ¢M(25 + 2) N2 M) (5 4 1)1 (5)a" ds
T J(—1/2+¢)
&, g V2D 200 / |I'(s)|dr
(—=1/2+e)
(465) <O

grace a l'estimation de Stirling et aux lemmes 14 et 19.
Posant

N)? N
RGO = T ooy 20 4 £ e

on déduit de (4.62) et (4.64) que
N
> ) = A o (rE).
JEH(N)
La majoration Réﬂ) & Ry résulte alors de (4.63) et (4.65). [

On compléte alors la démonstration du théoréme B. En utilisant les ma-
jorations (3.17), (3.19) et (1.1), on voit que

(4.66) > w()L(L,sym® f)F < EN'THlog(2N)) .
JeH, (N;n)

Le lemme 22 et les majorations (4.66) et (3.9) donnent

> w(f)L(L,sym?® f)*

feHE(N)
= > WL sym? )+ Op (N7 [log(2N)] )
FEH; (N;n)

(4.67) = Y W@ + 0 (RS,
FERY (Nim)

ou

RS = N1 [log(2N)) ¢ +

2
D mllo N {x—nw . e—w[log(2N)P/3}
n
et la constante impliquée dans le symbole Oy ne dépend que de k.
Il résulte de (4.58), (3.19) et (3.17) que

(4.68) > w0 ()

feH (Nm)

< &ule)!a* N7 log (2N
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Gréace a (4.68), on peut réintroduire les formes de H, (N;7) dans (4.67)

et obtenir
> WL sym® ) = 30wl @) + 0 (BE).
fEH;(N) FEHT(N)

ou

RE™ = RE™ + 1(e) 0" N1 log(2N) )¢
et la constante impliquée dans le symbole Oy, ne dépend que de k.
Le lemme 23 implique alors
N
(4.69) S W(f)L(Lsym? f)* = —‘P(N v 10, (rE9),

JEHE(N)

avec

N 2
RGO — T(N) log(2N)]z"/? {(Oé)“ + [log®(30) log(Sx)}M}
+ x_1/2+5€L(5)£2

llog2N)* e—w[log(an?/s}
0

+ ! D= (mlog(2N))(7) {x_”
+ N1 [log(2N)] ¢ + u(e) 2" N1 [log(2N) ¢

ou la constante impliquée dans le symbole Oy ne dépend que de k.
En prenant n = 1/22, ¢ = 7/242 et 2 = N'¥/® on obtient
R&Y <« N-V120(N)2 log(2N) {(06)0’5 + [log®(3¢) log(2N)] “}

+ N—19/22€C£2
o SHUoEENI N lgg (N[ 4 N1/ Cemmlor NP/ L

+ N732[log(2N)]¢ + N~V 12[log(2N))5¢.
g

Puisque 0(35) < %, on a

(4.70) RED « N—1/138log(2N)) /24082,

Le report de (4.70) dans (4.69) conduit au théoréme B.
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4.4. Preuve du corollaire A

Dans cette partie, on montre I’existence de moments de f +— L(1, sym? f)
lorsque le niveau tend vers +oo dans No;.

Puisque mg)(n) est multiplicative, les égalités (4.15), (4.17) et (4.34)
et (4.37) donnent

(71) sogifV MY — H[<1——) (1_%)$ <1+Zmiey> 1]

pIN v>2
avec
Mo,
My = HZ m
peP v=0
Gréace a (4.36) et (4.35), on peut récrire, pour £ € N*|
+o00o ~
(4.72) M =] Z Dby
peP v=0
et
(4.73) Moo=¢2) [ Z AR
peP v=0

Par (1.8) et (1.7), on déduit du théoréme B le résultat du corollaire A lorsque

> %\/log(ZN). On peut donc supposer que ¢ < %\/log(2N). Puisque
P=(N) > log(2N), on a p > 4¢* pour p | N. Dans le cas des moments
positifs, 1’égalité (4.17) donne pour p | N,

— -1
1) . v

(4.74) (1 - —2) (1 + ) T ) (1 +3 m+e ) .
p v>2 p v>2

En utilisant (4.74), (4.25) avec p a la place p/2 et M yp = £({ — 1)/2, on
obtient, pour p | N,

(-3) (omme) eo() oo ()

Dans le cas des moments négatifs, (4.36), (4.45) avec p a la place de p/2 et
m_g2 = £(¢ —1)/2 impliquent, pour p | N,

(-2) (2] -0 (2} o (5))

o)
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En désignant par w(N) le nombre de facteurs premiers distincts de N, les
deux estimations précédentes nous permettent d’écrire

- HN{ (-5 (-4) (1 93 mp)}

w(N) log(2N) 1
w0 (55w 1+ 5w ]) =1 (am)
car w(N) < log(2N)/logy(3N) et P~(N) > log(2N).
Le report de (4.75) dans (4.71) donne alors le résultat pour ¢ <

log(2N).

1
2
4.5. Preuve du corollaire B

Pour la limite inférieure, on a

MED = [c@)c™ @) T Y

p>p; v>0 p

de sorte que la convergence des produits (1.5) conduit, ¢ étant fixé, a

(4.76) lim M7 = ¢2)*.

j—+oo
Puisqu’il existe C' > 0 tel que

pN;)  C
N; logy (N;)’

j = +00

on en déduit )
o PUNG) g r(NG)
lim —=M,,”” = 0.
00 Nj +/
On conclut en remarquant que la limite inférieure recherchée est positive.
On étudie ensuite la limite supérieure. Grace au corollaire A, on a immé-
diatement

N
(4.77) lim sup “DEV M > A,
u(N)géOO

Pour les moments positifs, grace a (4.17) on a

My, [( 1 )g = m+€u]
= 1— = L
v =11 i) 2
My p

v
p|N v=0 p
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Pour p | N, I'égalité (4.17) donne aussi

P P2 P

v=0 v=0

d’ou

M+€ H§m+fu>1

+Z p‘N v=0
On en déduit
N
(4.78) li]r\? sup SOEV )MJ(FJZ) < My,
p(N)#0

Par (4.77), (4.78) et (1.8) on a donc

N
90( )MJ(FJZV) =M, = 3¢ loglog (+0(¢).

I
e Ty
p(N)#0

Pour les moments négatifs, les équations (4.77) et (1.7) donnent

¢(N) M(J;f) > lloglog (+:0(¢).

lim sup
N—oo

(N)#0

Pour prouver I'égalité dans cette équation, il suffit donc, toujours grace
a (1.7), de prouver l'existence de C' > 0 telle que, pour tout ¢ > 0 on ait

(4.79) MO < M_ e

Pour prouver (4.79), on utilise le §2.4 de [19] en en conservant toutes les no-
tations sauf ¢,, qui devient £,,. Compte-tenu de [19, proposition 11] et (1.6),

on a
- EH (p +p+1)

D’apreés (4.71) on a

(4.80) b ] (Z mp"”) N

p|N v>0

Or, comme dans la preuve de [19, proposition 11], on a

(4.81) 11 (Z mp‘f”) 1; (1 _ _) T1 2os)

p|N \v=>0 p|N

avec z, :=p/(p* +p+1).
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On prouve dans [19, §2.4] I'inégalité

L 1 1111 12

(4.82) e(2p) > {1 - } { Ty } .
(1+z,)" ~ 72 200+1)] [({+ 1)z,
On en déduit Pexistence d'une constante Cy € )0, 1] telle que
1/2
‘Ce(xp) 2 CO |: 1+xp :|
(14 zp)" (0 + 1)z,

Pour ¢z, > 1, on a ({+ 1)z, > 1+ z, de sorte que

p|N p<L
Lxp>1
(4.83) > ¢
' = logt

avec C7; > (0 une constante grace au théoréme des nombres premiers. On
déduit alors de (4.82) et (4.83) l'existence d’une constante Cy > 0 telle que

4
pIN pIN L+ :cp)
Lrp>1 lxp>1
(4.84) >0yt
' = Plogl’

Toujours d’apreés [19, §2.4], pour ¢z, <1, on a
Lo(x,) =140 ((ﬁxp)2)

d’ott I'on déduit I'existence d’une constante C3 > 0 telle que

i
(4.85) log ] £elx,) > —03@.
pIN
lap<l1

De (4.84) et (4.85) on déduit l'existence d’'une constante Cy > 0 telle que

(4.86) [ £e(x,) = exp (—04 £ )

oIV log ¢

D’autre part, il existe une constante C5 > 0 telle que

(4.87) 11 <1 - %)K > exp (—Csl) .

p|N

Le report de (4.86) et (4.87) dans (4.81), puis du résultat dans (4.80) conduit
a (4.79) ce qui acheve la preuve.
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5. Preuve du théoréme A

On se place dans le cadre des hypothéses du théoréme A. On prouve la
minoration de H;"(N;C,sym?). Celle de H;™ (N;C, sym?) se démontre de
la méme fagon en remplagant (1.8) par (1.7). L’existence de fi en résulte
puisque

lim e~ ¢MosGNI" LY (N) = +o0.

N—o

Soit a: Ny — RT une application. Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

1/2

(5.1) > LLsym® /)F < X (N2 YT L(1,sym® f)*
feH*(N) fEH(N)
L(1,sym? f)>a(N)

avec
Xo(N) :=#{f € Hj(N): L(1,sym® ) > a(N)}.
D’autre part,

Y LLsym® ) = ) Lsym* ) = > L(1sym® f)*

fEH;(N) fEHL(N) fEHL(N)
L(1,sym? f)>a(N) L(1,sym? f)<a(N)
(5.2) > > L(Lsym® f) — a(N)'#H;(N).
fEH;(N)

On déduit de (5.1), (5.2) et (3.18) que

Xo(N) > P, (N, 0)#H;(N)

avec
2
(k—1)N
B B o
2r (V) fEHZm”(f)L“’ sym? f)

tant que ce qui est a l'intérieur du carré est positif. Compte—tenu de (3.4)
et du corollaire (A), le choix de

o =[]
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conduit a 'existence d’une constante K > 0 telle que

M2
P.(N,0) > K—&D
My (2041)
Compte-tenu de (1.8), on a

M2
e S o (_5 ¢ )
My 2e41) log ¢

Le choix de £ = [{log(3N)}¢] et la minoration a(N) > C'[logy(3N)]*
conduisent & la minoration recherchée.

6. Preuve du théoréme C

D’aprés (3.18), on peut écrire

k—1
2 py 2 )2
(6.1) g L(1,sym* f) = 52 N E w(f)L(1,sym* f)=.
fEHL(N) FEHL(N)

Dans (4.57), en déplacant la ligne d’intégration (1) a (—3), le théoréme des
résidus implique

(6.2) L(L sy f)* = ;™ (2) = R(f, )
ou )
R(f,x):= 5 ) L(s + 1,sym? f)*I'(s)x* ds.

En reportant (6.2) dans (6.1), on obtient

S Lsym® f) = W (@) + Ok (NIR)),

feH(N) fEHL(N)

ou

R := / Z w(f)L(s + 1,sym? f)2I(s)x* ds.
(=1/2) FEHE(N)

De (3.19) on déduit

R <z '2N! [log(2N)]/ Z |L(s +1,sym f)}2 |['(s)] dr.
(=1/2) FEHE(N)
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Maintenant le lemme 7 permet de déduire
R'<<Naa:_1/2/ |s*(s)| dr < Nz~ 172,
(-=1/2)

Donc on obtient

(6.3) Y L(Lsym®f) =

fEHL(N) fEH;(N

)+ 0. (NTF212)

En utilisant le lemme 23 avec £ = 2, on a

N
64) 3 w(Pefe) = AU 1 0 (N )
fEHL(N)
De (4.16) et (4.17), on déduit que

mSFQ) = b x pdy + O 5 OW) 4 OW)

=I5

L’équation (6.4) devient donc

d’ou

(6.5) (z)
FEHI(N
4
= %(k — D(N) + Oc e (N°2!/>F 4 No=t/2+e)
avec
(-3
- oy 2

pIN p p
En reportant (6.5) dans (6.3), on trouve

4
(6.6) > L{Lsym?f) = oo (k= DU(N) + Ocp (N!/24 4 Na~!/247).

JEHE(N)

Le théoréme C résulte de (6.6) en prenant x = N.
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