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Point fixe d’une application

non contractante

Pierre Gilles Lemarié—Rieusset

Abstract

We study a multilinear fixed-point equation in a closed ball of

a Banach space where the application is 1-Lipschitzian: existence,
uniqueness, approximations, regularity.

Nous nous proposons de résoudre le probleme de point fixe suivant :

Théoreme 1. Soit k > 2. Soient E un espace de Banach et T}, une appli-
cation k-linéaire continue sur FE

[Tk, - zw)lle < Collzalls - - - f2lle-
On pose
1 k—1 k
= (Cok) *1 t Ry= :
e = (Cok) 2 e BTk
By, désignera la boule fermée B, = B(0, Ry). Soit enfin xg € E avec
|zol|le < 1% Alors Uéquation x = xo + Ti(z,...,x) a une et une seule

solution x~, dans By,.

Le cas ou ||zg]| < § < i est classique et facile : application F' : x +—
zo + T(z,...,x) envoie continument la boule fermée B(0, 26) sur elle-
meéme et y est contractante de facteur (%)k_l. Nous nous intéressons donc
au cas limite 6 = 7. Dans le cas k = 2, Auscher et Tchamitchian [1] ont
montré qu’il y avait existence et unicité de la solution dans la boule B(0, 2r5)
pour ||zo||z < 7. Nous généralisons ce résultat au cas k > 2, en donnant
une démonstration élémentaire. De plus, nous étudions la convergence de
plusieurs méthodes de résolution et nous établissons un résultat de régularité
qui généralise au cas limite 0 = r; les résultats de persistance de Furioli
et al. [2] et de Zahrouni [4].
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1. Quelques inégalités élémentaires pour les applications
k-linéaires

Dans cette section, nous formulons des inégalités immédiates permettant

de comparer le comportement d’une application k-linéaire a ’application

polynome z*.

Lemme 1. Soit k > 2. Soient E un espace de Banach et T}, une application
k-linéaire continue sur E

[T (1, ai)lle < Collalle - Nlzwlle
On note DTy, la différentielle de Uapplication x — Ty(z, ..., x) :

DTy (z).y = Ty(y,x,...,x) + Tp(z,y, 2, ... x) + -+ Ti(z, ... 2, y) .
Alors, si A et B sont deux réels positifs et x et y deux vecteurs de E tels
que ||z]|g < A et |lyllg < B, on a les inégalités suivantes :

i) | Th(z, ..., 2)||g < CoA*

i) |72, ...,2) = Ti(y, ... 9)le < Collz — yll p4=E"
iii) Pour z € E,

k—1_ pk—
|Tw(, ..., 2z, 2) = Ty, ...y, 2)|le < Collzl|lellz — vlle %

iv) [|[DTy(y).z||p < CokB* 1A

v)
| Ty (..., 2) = Ti(y,...,y) — DTp(y).(x — y)|l&

Ak _Bk_kBk=1(A—B
SOOHx_yH?E (A—B)2( )

Démonstration. i) est immédiat. Pour démontrer ii), il suffit d’utiliser la
multi-linéarité pour écrire
k
Ti(,....x) = Ty, )= Telzj, .. wjn)

Jj=1

avec T, =y pour k < j, x;; =x —y et x;, = x pour k> j. On a donc

k
L
ITe(e, .. 2) = Ty, -, 9)le < Colle = ylle Y Iyl ]z

j=1
k
< Collz —ylls Y B/~ AM
j=1

et donc || Ti(z,...,x) — Te(y,...,y)|lr < Collz — yl| p25=E".




POINT FIXE D’UNE APPLICATION NON CONTRACTANTE 341

iii) est une conséquence directe de ii), par (k—1)-linéarité de (z1, ..., z5_1)
— Tp(x1,. .., Tp_1, 2). iv) est immédiat.

Enfin, v) est immédiat par multi-linéarité :

k
:ZTk<Ij717 s 73:]',]6) - DTk(y)(x - y)
j=1

k
:Z(Tk(ya'-->y7$_y7x>"'ax)_Tk(ya-"ay>x_y>y7"'7y))
j=1

k—1 k—j
= Tl T Tt Tian) -
j=1 I=1
On a donc
k—1 k—j ' '
< Collz = yl3 D) Il 2l
j=1 1=1
k—1 k—j
<Collz—ylE Y > BT AR
j=1 1=1
A* — B¥ — kB*1(A - B)
= Chllz — yll% )
OHx y“E (A _ B)2

2. L’équation réelle

Pour résoudre I’équation dans E, on se ramenera a comparer celle-ci a
I’équation polynomiale t = rj, + Cyt*.

Lemme 2. Soit k > 2. Soient r, = (Cok)_k_il% et Ry, = %rk. Ry, est la
seule racine réelle positive de 1’équation polynomiale t = i, + Cot*. De plus,
les suites itératives sutvantes convergent vers Ry, :
i) si g = 0 et ey = TR + C’Oafb, alors 0 < a, < ape1 — Ry et
2R, 1
Ont1 = QO ™~ 37y 52
ii) si B =0 et Bup1 = ric + Coffi " By, alors 0 < B, < Buy1 — Ry et
Bps1 — B ~ 2R 1
n+1 n k nZ-
iii) si7 = 0 et Y1 = 1 + Covly + kCov ™ (Y1 — ) alors 0 < v, <
Yna1 — Ry et il existe une constante C' telle que V411 — Y ~ C27".
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Démonstration. Il est immédiat par récurrence que «,, < R;. Enfin oy >

ayp et par récurrence o, est croissante. Elle converge donc vers Ry, qui est la

seule solution réelle positive de t = 7, + Cot*. Enfin, on pose €, = Ry — o, ;

de 'égalité o, 1 = Ry — CoRE + Coak, on tire

(k—1)
2Ry,

€nt1 = CoRllz(l — (1 — —)k) =€, — EZ + 0(6721)

i—]j’i% et donc ay, 1 — ay ~

. . 2Ry, 1
et il est alors classique que €, ~ i s
On montre par récurrence que (3, reste inférieur ou égal a Ry : B,11 <
T+ CORZ_lﬁnH: d’ou
_ E—1 k—1
(1= CoR;™")Bagr = Tﬁn-‘,—l <71 = TRk-

Par ailleurs, 81 = ry > [y = 0 et par récurrence la suite 3,1 = 10’"#

—L0Pn
est croissante ; elle converge donc vers Rjy. Enfin, on pose 1, = R — (3, ; de
'égalité (3,01 = Ry, — CoRE + CoB371 8,41, on tire

M \ke— Mn
M1 = CoR(1— (1 - R_k)k f(1- R—+;:>)

d’ott (puisque CoRf = L)

Mn+1 (k — 2) k
— — — 1— —
2Ry, 1

2Ry,
et il est alors classique que 7, ~ =%~

Nn+1 = Tn (1

On vérifie par récurrence sur n que 0 < 7, < Ry. En effet, on a
= Co(k—1)yy k-1 Ri—
T TISGRETT T R R A

et la formule des accroissements finis pour la fonction t+— FET sur
(51, RE~'] nous donne bien que v, 41 < Ry.

De plus, la fonction t +— #FT étant convexe, on voit que la suite -,
est croissante et converge donc vers Rj;. Enfin, on pose Ry — v, = (,. De
I'identité

Ry, — Y1 = Co(Rg — v — ke (Ynsr — ),

on tire
Ry = COBE =0 = b (B = 0)) _ (RE = — ko™ (R = 7))
k n+1 1-— kC(]’Yﬁ_l ]{;(Ri*l . ,yrli_l> )
d'ott Go1 = 3G, + O(C2). Cela prouve que Y, ¢, < 00 et que
2%

G ~ 2‘%}}0 o .
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3. La méthode de Picard

Comme dans I'article d’Auscher et Tchamitchian [1], I'existence et 1'uni-
cité du point fixe sont démontrées par le fait que toutes les suites de Picard
de terme initial dans la boule B(0, Ry) convergent vers la méme limite.

Théoreme 2. Soit k > 2. Soient E un espace de Banach et T}, une appli-
cation k-linéaire continue sur E

[Te(z1, - wr) e < Collaalle - - lorlle

On pose
k—1 k
A etRk:k_lTk,.
By, désignera la boule fermée By, = B(0, Ry). Soit enfin 1y € E avec
|xolle < 7k Alors :

ry = (Cok) ™1

i) Uéquation t=x0+Tk(x,...,z) a une et une seule solution x, dans By.
ii) (Méthode de Picard) Si (Yn)nen est définie par récurrence par yy € By
et Y1 = To + T(Yn, - - -, Yn) alors limsup,, . 1|y, — Tolp < 0.
Démonstration. On pose ag =0 et a,11 = 2o+ Ti(ap, ..., a,), g =0 et
Qny1 = i + Coak . Tl est immédiat que ||a, ||z < ap.
Par ailleurs, ||a; — aollp = ||zollp < mv = a1 — ap et (en utilisant
l'inégalité ii) du Lemme 1)
lante = @nsille = |Te(any, - -5 ang1) — Tilan, . .. an) || e
k k
o —
< Collans1 — @yl p—2—2
n+1 — Qp
d’ou
k k
« — a — Qpl||E
sz = anstlls < Collanss — anlls 2% — (045 — ) 122 = Ol
Opy1 — Oy Apy1 — Oy

et donc par récurrence on a ||a,11 — ayllp < @py1 — . Cela entraine que
a, converge vers un point fixe Z .

Considérons maintenant la suite (y,, )nen. Il est immédiat que ||y, ||z < Ry
pour tout n. De plus, ||yo — aolle = ||wolle < Rk = R, — ap. On écrit alors
(en utilisant I'inégalité ii) du Lemme 1)

Ry — oy
||yn+1_an+1||E = ||Tk:(yn7 s >yn)_Tk(an> s 7an)||E S COHyn_an“ER
k— Oy
k_k _
ot [[yns1 =i lls < Collyn—nll 22 = (Rip— ) 2222218 o done par

récurrence on a ||y, —ay,|| g < Rp—a,. En particulier, ||2e0—yn|| < 2(Re—an).
Cela entraine 'unicité du point fixe. |
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4. Une méthode implicite d’approximation

Il peut étre parfois utile d’utiliser d’autres méthodes d’approximation
pour exploiter certaines propriétés de l'application multi-linéaire T}. Par
exemple, nous allons voir qu'un schéma implicite élémentaire converge encore
vers le point fixe.

Théoréme 3. Sous les hypothéses et notations du théoreme 1, on a égale-
ment le résultat d’approrimation suivant : Si zg € By et si 2,11 € By est
solution de l’équation linéaire z,11 = xo + Tp(2Zn, - - - 5 Zn, Zns1) alors

limsup n||z, — Tool|p < 00.

n—oo

Démonstration. On pose

bo =0 et bn+1 :$0+Tk<bn,...,bn,bn+1),
Bo=0 et B =rr+CoB B

On montre par récurrence que ||b,||g et ||z,|| g sont inférieurs ou égaux a Ry, :
par exemple,

bniillz < 7+ CoREHIbnsa |l &,
d’ou
k— kE—1

1
(1= CoRy b5 = Tan—HHE <re=—— R

Par ailleurs,
161 — bolle = ||zolle < e = 51— Bo
et

||bn+2 - bn-i—l”E - ||Tk(bn+1> s 7bn+1a bn+2) - Tk(bna cee >bn> bn—i—l)“E
S ||Tk(bn+17 s 7bn+17 bn+2) - Tk<bn+17 S 7bn+17 bn+1)|lE
+ T (b1 - b1 bpgn) — T (s - b by ) || 2
k—1_ pk—1
< CoBE it bnre = busille + CoBurllbas — bull 525220
d’ou
Co i1 = B!

n

—— by = bnllp—————
1-— CO ij_i || i H ﬁn-ﬁ-l - ﬁn

bpi1 — by
= (/BTL+2 - BnJrl)Hﬁ:jl—_BﬂE

et donc par récurrence on a ||b,+1 — b, ||p < Bay1 — Ba. Cela entraine que b,
converge vers le point fixe z.

||bn+2 - bn—HHE <
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Considérons maintenant la suite (z,)nen. On a
|20 — bolle = | 20l|le < Rk = Rk, — Bo.
On écrit alors

||Zn+1 - bn—&-lHE = ||Tk(znv <oy Rny Zn+1) - Tk<bna ooy bp, bn-l-l)HE
< HTk(’ZTM <y Zmy Zn+1) - Tk(’zn? sy Zny bn+1)HE
+ ||Tk<z7’b7 sty Z’na bn+1> - Tk(bn’ e 7bn7 bn+1)||E

_ RE—1_gk—1
< CoR¥ Y 2ns1 — bl + CoBustllzn — byl p2e—22—

Ry —fn
d’ou
Co R gt 120 —bnll i
Zna1—bn < — Mz =bpllp—e— = (Rp— [, ) 2
[2n41=bnt1 || £ < N —OOR’,j‘ln [F2 R 7, (Re—DBn+1) Re— 5,
et donc par récurrence on a ||z, —b, ||p < Ry—f,. En particulier, ||zo—z2,|| <
2(Ry — [n)- ]

5. La méthode de Newton

Théoréme 4 (Méthode de Newton). Sous les hypotheses et notations du
théoréme 1, on a également le résultat d’approrimation suivant : si wo=10
et st W1 € By est solution de I’équation linéaire

Wnt1 = 2o + Ti(wy, ..., wy) + DTy (wy,). (W1 — wy,)
(ot DTy, est la différentielle de 'application w — Ty(w, ..., w)) alors

lim sup 2"||w,, — Too||p < 0.

n—oo

Démonstration. On pose vy = 0 et

Ynt1 = Tk + Co%li + kco%lifl(%ﬂ — ’Vn)-

On montre par récurrence que ||wn11 — Wyl|lp < Yns1 — Yo et donc aussi
que [|[wyi1|le < Ynt1. On remarque d’abord que c’est vrai pour n = 0
puisque ||w; — wol|g = ||zol|z < 7 = 71 — Y. Pour passer au rang n + 1, on
remarque que

DT (wnt1)llop < Cokllwasi|l5 < Cokpi < 1,

de sorte que w,, o est bien défini.
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On écrit alors

||wn+2 - wn+1||E = ||Tk<wn+1a g ,wn+1) + DTk(wn+1)-(wn+2 - wn+1)
— Ti(wp, ...y wy) — DTi(wy). (w1 — wy)|| g
< || DTk(wps1)-(Wny2 — i1 |5 + | Te(Wits - - - Wntr)
— T (wy, ..., wy) — DT(wy) (wp1 — wy)|| g

On utilise alors les inégalités iv) et v) du Lemme 1 pour obtenir

HDTk(wn+1)~<wn+2 - wn+1)HE < Cokvﬁlﬂlwm - wn+1HE

et

| Tk (Wit -y Wnp1)— Te(W, - ..y wy) — DT (wy) (wnt1 — wy)|| &

k k k—1
S C()Hwn—l—l - wn||2E‘ -~ (’7 1 — ,}/(>2+ )

d’ou par I’hypothese de récurrence

1 .
lwnso—wnialle < == Co (Ve ==k (a1 =) = Va2 —Vnt1-
— Lo

k7n+1
|

6. Amélioration de la régularité

On se place toujours dans les hypotheses du Théoreme 1. Si on suppose de
plus que, pour un autre espace de Banach F', 'application k-linéaire envoie
continument (z1, ..., x;) dans F' lorsque les x; appartiennent a (I’adhérence
de FFN E dans) E et que 'un au moins des z; appartient également a F'
(ce qui s’écrit qu'il existe une constante C telle que pour tous xy, ..., 25 € F
on ait

|T(x1,...,2p)||[F < Ch @i& (Nl e + Nl ) 1;[ [EA)
jF#

alors on va montrer que si g € F et ||xg]|g < 7y la solution z,, dans B
de x = xg + Ti(z,...,x) vérifie encore zo, € F (ceci sans aucune condi-
tion de taille sur ||zg]|r). De plus, les suites itératives considérées dans les
théoremes 2, 3 et 4 convergent vers z,, dans F' également.

Pour alléger les notations (quitte a remplacer F' par £ N F'), on peut
supposer que F' s’injecte continument dans F£.
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Théoréeme 5 (Amélioration de la régularité). Sous les hypothéses et
notations du théoreme 1, si F' est un espace de Banach qui s’injecte conti-

nument dans E et si pour tous x1,...,x, € F on a
1T (z1, ...z lr < Ch Join (lzille T lslle)
J#i
alors sizg € F et ||xo||p < 1x la solution xo, dans By de x = xo+Tk(z, ..., x)

vérifie To, € F.
Plus précisément, on a :

1) Si (Yn)nen est définie par récurrence par yo € B N F et y,i1 =
2o + Tk(Yn, - - -, yn) alors pour tout n € N on a y, € F et de plus
limsup,, . 7||yn — Too||g < 00.

i) si 29 € By NF et si zp41 € By est solution de ’équation linéaire
Zni1 = To+ Ti(zn, - -+ Zn, Zne1) alors pour toutn € N on a z, € F et
de plus lim sup,,_, . 1|z, — Too||F < 00.

iii) si wg = 0 et si wyy1 € By est solution de 'équation w1 = g +
Ti(wp, ..., wy) + DT (wy,) . (Wp1 —wy) (0t DTy, est la différentielle de
Uapplication w — Ty(w,...,w)) alors pour tout n € N on a w, € F
et de plus limsup,,_, . 2" ||w, — Teo||r < 0.

Démonstration. Comme pour le théoreme 2, on considere d’abord la suite
(@n)nen définie par ag = 0 et a1 = o+ T(an, - . ., an). Il est immédiat par
récurrence que a, € F' pour tout n. De plus,

||an+2 - an—i—l”F = ||Tk(an+17 s 7an+1> - Tk(anu <o aan>||E

k—2
< Ch|ansr — anll ksup(|lan]|r, |ansi|lF) (sup([|anl e, [|ansl £))

Or on sait que ||a,||g < Ry pour tout n et que

2R
limsup n® a1 — anllp <
n—oo -

Il existe donc une constante Cy qui ne dépend pas de n telle que

1
lant2 = ansallr < Cos sup(llanllp, lansi]|p)-

Si M, = sup,<,, ||ai|r, on a M5 < (14 %)M, 1. Comme
C
H 1+ —22 < 00,
n
n>1

on voit que sup,cy M, < oo et donc sup,cyn?||ani1 — anl|lr < oo. Cela
prouve que a, converge dans F' et donc que x., € F.
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Considérons maintenant la suite (y,)nen. Il est immédiat par récurrence
que y, € I pour tout n. De plus,

k—2
< Cillyn = 2ecllz ksup(l[yallr, 2ol p) (sup([[ynll 2, 70| )
< Cillyn — @oollp k(llyn — zoollp + 2ol F) B

Or on sait que limsup,,_, . n||yn — Too||p < 00. Il existe donc une constante
C3 qui ne dépend pas de n telle que

1
19ns1 = zoollr < Co—(llyn = Tecllr + @]l ).

On choisit alors ng tel que % < 1 et on choisit T tel que 2Cs||z|lr < T et
10||Yng+1 — Too||F < . 11 est alors immédiat par récurrence que pour n > ng
on a ||Yni1 — Tool|lr < % Le point i) est donc démontré.

Pour démontrer le point ii), on commence par vérifier que z, appartient
bien a F'. Mais c’est immédiat par récurrence puisque si z, € F et z,,1 € F
on a bien Ty(zp, ..., 2n, 2ny1) € F.

On écrit alors

HZnJrl - xooHF = HTk(Zn: <oy Rny ZnJrl) - Tk<xooa o wxoovxoo)HF
S HTk(ZTH e 7Zn7 ZTH-I) - Tk<2n7 e 7zn7x00)||F
+ ||Tk<2n, CIE 7Zn7xoo) - Tk‘(xooa ce. 71'0071'00)”}7

< iR |zl pllznss — 2ol
+Ci(k = 1) sup(|lzallp, lzocllp) 20 — Zoollp Ry

Or on sait que limsup,,_, . 1|z, — Tx||p < 00. Il existe donc une constante
Cy qui ne dépend pas de n telle que

1
12n+1 = Tosllr < Cam(llza = Zooll 7 + l[2es]l )

et on conclut comme pour la suite (¥, )nen-

Pour démontrer le point iii), on commence par vérifier que w,, appartient
bien a F'. Mais c¢’est immédiat par récurrence puisque si w,, € F et w1 € F
on a bien DTy (w,).w,41 € F.

On écrit alors

|lwns1—Toollp = | Tk (Wn, - -« wp) + DT (wy). (W1 —wn) —Tk(Toos - -+, Too ) || 7
< [ DT(wn) (Wnsr — wo) |7 + [ Te(wn, - wn) = Te(Too, - - Too) ||
< ClkRz_QHwnHF“wn-i-l — Wyl p

+ Crk Ry min([[wnl|p, [lzsoll2) D 1 wn — 2ol e
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Or on sait que lim sup,, ., ., 2"||w,—Z || g < 00. Il existe donc une constante Cj
qui ne dépend pas de n telle que

[wni1 = Zoollp < Cs27" (lwn = ZoollP + (|70l 7)

et on conclut facilement : on choisit ng tel que 20750 < % et on choisit I' tel
que 2C5||z|lr < T et 2™||wpy11 — Tool|r < T'. 11 est alors immédiat par
récurrence que pour n > ng on a ||y — Teol|p < 2% [ |

7. Cas d’un controle plus faible

Les résultats du Théoreme 5 restent valables méme si on suppose qu’il
faut controler la norme dans F' de tous les arguments z; (au lieu d'un seul
dans le Théoreme 5), pourvu que I'influence de tous les termes sauf un ne
soit que partielle :

Théoreme 6. Les résultats du Théoréeme 5 restent valables sous 1'hy-
potheése plus faible que, pour un 6 €]0,1[ et une constante Cy, on a pour
tous x1,...,x, € F

HT($17 e 7xk)HF

< C} min

ain (lille [T e + 37 laallelles il sl TT llal )

I#i i I#i,j

La démonstration du théoreme 6 suit le modele du théoreme 5. La prin-
cipale difficulté est de justifier que z, et w, appartiennent bien a F'. Cela se
vérifie par le lemme suivant :

Lemme 3. Soient E et F deux espaces de Banach tels que F s’injecte
continument dans E. Soit L un opérateur linéaire continu de E dans E et
de F' dans F tel que

i) la norme d’opérateur de L sur E soit strictement plus petite que 1 :
| Lz||p < Ayl|z||g avec Ay <1

ii) pour un 0 €]0,1], L soit continu de [F,Elp; dans F : |[Lx|p <
Aol ||

Alors Id — L est inversible sur F. Plus précisément, on a

1
lim sup ||Lk||Z(F7F) < Ay

k—oo
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Démonstration du lemme 3. Sixz € E, on a

(Id— L)'z =Y Lk

keN

Or,siz e F,ona

Si on choisit I' assez grand pour que As||z]|% < AT et ||z||r < T, on obtient
par récurrence que ||L¥z||p < TAY. En particulier, on a (si |2z < As||z||r)

Aja
IL¥)| ey < (1 +A3(A—1)§)A’f.

2 [ |
Démonstration du théoréeme 6. Comme pour le théoreme 5, on considere
d’abord la suite (a,),eny définie par ag = 0 et a, 1 = xo + Th(an, - - ., an).
On a
lant2 = aniallr = [|Th(@ng1, - -5 Gngr) = Tilan, - - - an)||p

k—2
< Cik([lansr — anlle sup(|lanllp, lans|lF) (sup(llan e, [|ansil £))
t llanr = anll% llanss — anlli
k—1—-6
x sup([lan|p, llanallr)’ (sup(llanllz, lanall2)™ )

Or on sait que ||a, ||z < Ry pour tout n et que

2R
limsup n® a1 — anllp < .
n—oo -

Il existe donc une constante Cy qui ne dépend pas de n telle que
1
lansz = anralle < o5 sup(lanlle, lansa )

1 _
+ g sup(llanllF, lan 1]l #)° ans1 — anllz 9) :
En utilisant I'inégalité de Young, on voit que pour tout € > 0 il existe une
constante Dy(€) qui ne dépend pas de n telle que
1
lan+e = anallr < ellanry = anllr + Da(€) 5 sup(llanl|r, |ansillF)-

On prend € = 1/4. Si

n
a — a
My = |l —aallr et w,= ”"E\Z—"”F
=1 n+1

on a

w. DQ
Wn+1ﬁzn+ﬁ-
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Pour n > 3, on a donc

9
annH < D2 + —(n — 1)2wn

16
et donc
et < sup(16D22/7, dws) _ 522
n n
Cela donne
M,y < (1 _ %)_1Mn+1.

On a donc sup,,cy M,, < oo et donc

sup n?||ans1 — anllp < oc.
neN

Cela prouve que a,, converge dans F' et donc que z,, € F.

Pour estimer y,,, on écrit

[Yns1 = Toollp = (1T (Yns - - - 9n) = Te(Toos - -, Too) [ P

k—2
< Cik([lyn = ool sup([|ynlles |Zoolle) (sUp(ynl 2, (|70 ]l 2))
+ |yn — xOOHOEHyn - xOOH}V_GX

k—1-6
< sup(lyallr, Izl 7)’ (sup(llynll e llzsoll )™ )

Or on sait que lim sup,,_, . 7||yn —Zoo|| g < 00. Il existe donc une constante Cs
qui ne dépend pas de n telle que
||yn+l - xooHF
1 1 _
< Gy (= sup([lgnll e 17ooll) + —5 sup(lynll 7, 1700 1#)° 1y = 2ol 1) -

En utilisant I'inégalité de Young, on voit que pour tout € > 0 il existe une
constante D3(e) qui ne dépend pas de n telle que

1
lyns1 = zoollr < ellyn = 2ecllr + Dsle) —(llyn = zoollr + |2ecllr) -

On prend e = 1/4. On choisit alors ng > 2 tel que 5—2 < i et on choisit I'
tel que 4Ds||zoo||F < T et ngl|yng+1 — Toollr < I 11 est alors immédiat par
récurrence que pour n > 1y on a ||[Yn41 — Toollp < L.
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Pour estimer z,, on écrit

||Zn+1 - xooHF - ||Tk(Zna sy Rny Zn—i—l) - Tk(xooy -y Loo CCoo)“F
S ||Tk<zn7 < Rny zn+1) - Tk(zTM e 7Zn7mOO)HF
F Tk (zns - s 20y Too) — Th(Toos + -+ s Toos Too) || F

< C1(llznt1 = Toollz sup(llzall 7, 700l 2) (sup(fl 20l 2, ||ifoo||E))k*2
+ [ 2n41 = Toollf 2ns1 — %OH}JQX
x sup([lzall . el ) (sup (. 1z 12) )
+ Cy(k — 1)(HZn — Tool|l sup(||znll ;s onoHF)(Sup(HanE, onoHE))k_Z
+ (120 = Toollf 1120 — ool 1%
% sup([1zall . [ wscll )’ (sup(llzal . 7 1£) )

Or on sait que lim sup,,, . 1|z, —Z||p < 00. Il existe donc une constante Cy
qui ne dépend pas de n telle que

sup([|zallr, lzecllr) (sup(||zn|lF, ||:EoollF))9><
n

X (120 = ocll ™ + lzmsr = 7li7))

|2nt1 — ToollF < O4<

En utilisant I'inégalité de Young, on voit que pour tout € > 0 il existe une
constante Dy(€) qui ne dépend pas de n telle que

1
1241~ 2ol < €(ll2n—2ocll Pt |20 41~ 200l )+ Dale) (120 —2ocll |zl F) -

On prend € = 1/5. On obtient alors

5 1

1
12041 = 2ocllp < Zllzn = Zocllp + 7 Dac([l2n = ool p + |2ec ] )

et on conclut comme pour la suite (¥, )nen-
Pour estimer w,,, on écrit
[Wn11 — ool
= |Tk(wWn, -y wy) + DTi(wy).(Wps1 — wy) — Ti(Toos - -+ Too) || F
<N DTk(wy) - (wWpy1 — wp)|lr + (| Tk(wn, -« oy wn) — Te(Tooy - -+, Too) || F
< vk Ry |wn|pl[wnsr —wn | p+Crk Ry min([w,|p, 2] 2) )| w, — ol 2
< Cik Ry (lwngr — w2 [lwnl|p
+ [wnr = wall% lwng = w7 fwnll% [lwnllz )
+ Ok Ry (lwn — ol sup([|wnllr, |7l )

+ lwn = 2ol 1wn — ool

1-6
x sup(||wallr, lzsoll )’ (sup(llwallg, lzcll£)) )



POINT FIXE D’UNE APPLICATION NON CONTRACTANTE 353

Or on sait que lim sup,,_, . 2"||w,—Zs||g < 00. Il existe donc une constante C
qui ne dépend pas de n telle que

sup([|wallp, lzecllr) (sup(HwnHF, HwooHF))ex
2n 2n

X (0 = Toll}7 + llwns1 = 7577) ) .

|Wnt1 — Tool|Fp < C5<

En utilisant I'inégalité de Young, on voit que pour tout € > 0 il existe une
constante Ds(€e) qui ne dépend pas de n telle que

“wn-i-l - 1'0<>||F < E(Hwn - xoonF + “wn-i-l - 1'0<>||F)

1
+ Da(€) 5 (lwn = zocllp + [wselr) -

2n
On prend € = 1/5. On obtient alors
1 5 1
[Wni1 — Tool|p < ZHwn — Too|lF + ZD52_H<”wn — Too|lF + [Tl F)
et on conclut facilement : on choisit ng tel que
5 1 1
—Ds— S —
4 "2m0 T 4

et on choisit I" tel que

) r
ZDE’H'TOOHF S Z et 2n0Hwno+1 - foo”F S I

L
2n "

Il est alors immédiat par récurrence que pour n.>ng on a || w11 —ZTeo||F <

8. Exemple

Dans [2], Furioli, Lemarié-Rieusset, Zahrouni et Zhioua étudient la régu-
larité des solutions de Koch et Tataru pour les équations de Navier—Stokes.
Ils considerent donc les équations suivantes sur (¢, z), t €]0,00[, z € R3 :

-

il = AN —PV - (i®d), V- -i=0

ou P est le projecteur orthogonal sur les champs de vecteurs a divergence
nulle. La résolution du probleme de Cauchy associé a la valeur initiale
revient a étudier les solutions de I’équation intégrale

t
il = e up — / APV (T @ @) ds .
0
On définit donc l'opérateur bilinéaire B par

t
B(i,7)(t) = / IAPY (7 ® ) ds.
0
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Le résultat fondamental de Koch et Tataru [3] est alors le suivant :

Théoréme 7 L opérateur B est bilinéaire continu sur l'espace E = E3 ou &
est l'espace des fonctions f définies sur |0, 00[xR3 telles que :

i) vVt f(t,z) € L>(]0, 00[xR?)

1
ii) sup 3—/2// |f|? ds dx < oo
0<t,xo€R3 13 0<s<t,|z—zo|<V1t

iii) sup || f(t,.)|| =1 < 00.
o<t

Le probleme de Cauchy sera alors bien posé si i, vérifie la condition de
Koch et Tataru : e'? iy appartient a E avec une norme petite (Théoréme 1).
Si de plus g vérifie une condition d’intégrabilité ou de régularité, cette
condition est préservée en tout temps (Théorémes 5 et 6) : si @y € (S)?
vérifie la condition de Koch et Tataru et si @ est la solution associée a 1y,
si de plus 1y appartient a I'un des espaces de Banach G suivants

i) espace de Lebesgue G = LP,;1 <p < o0
ii) espace de Besov homogene G = Bqu, 1<p<o0,1<g<o00,5>—1
alors si iy € G® on a 4 € L*>(]0, oo[, G?).

Dans [2], la démonstration de ce résultat de persistance de régularité

passe par la démonstration que iy et @ appartiennent a un certain espace
de Banach F' = X3 :

i) Cas des espaces de Lebesgue :
Si G = LP, on choisit X = L*(]0, oo[, L?). 1l suffit de remarquer qu’on a

Ifglle < W fllp lglle et 1F*glly < 1 F1lp 9]l

Il est alors immédiat que B est continu de £ X F' vers F et de ' x E vers F'.
Par exemple,
1

1B Al < € | == VAlE e I3, ds

< ' sup V&1 oo sup || B()]| -
t>0 t>0

ii) Cas des espaces singuliers (G = B;’q, s<0):
On choisit

dt

n

Il est encore facile de vérifier que B est continu de E x F' vers F' et de F' x F

vers F'.

X ={f ) t2f(t,x) € L]0, 00[, —, LP(da))} .
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iii) Cas des espaces de régularité nulle (G = Bs’q, s=0):

On remarque que Boq NBI>™ C B /2% On peut alors choisir

X={f/ iglgtl“\!f(t,-)\bp < oo}

iv) Cas des espaces réguliers (G = B;’q, s>0):
On choisit
X = L>(]0, o0[, B39).

On part de I'inégalité bien connue

1fgll e < W Flsgallglloe + 1F ]9l

35,9 25,4 .
BP BP

Elle permet de démontrer que B est continue de (EN F) x (ENF) vers F.
Mais pour appliquer le théoréme 6, il faut affaiblir le role de la norme || g|

B;JI.
Pour cela, on montre dans [2] que, pour s > 0, si s/(s +1) < A < 1,
si f € By B l>™ et g € By N L™, alors on peut décomposer fg en
fg=u+vou

[ull o < G 1 Fll g Nlglloo

et

[vllgs—ra < Co (If 30 lglloe)' ™ (1F1l g gl

On obtient alors

Bye)”

|B(&. )l g0 < ChA+ CuB

avec
fua( Moo 18(s)] gse ds
= Z
et
t
B = / (t B S)—1/2—>\/2S—1/2+)\/2 w(s) ds
0
ou

w(s) = 13 gea 18()150 e I ee (slas) )"

=1/(1—=X) et =1/X Dou

-,

1B(@, B)ll 530 < Cs(lellBllr + 181" 181 @l Iald).
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