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Poches de tourbillon singulieres dans un

fluide faiblement visqueux

Taoufik Hmidi

Abstract

In this paper, we study the singular vortex patches in the two-
dimensional incompressible Navier-Stokes equations. We show, in par-
ticular, that if the initial vortex patch is C'*# outside a singular set X,
so the velocity is, for all time, lipschitzian outside the image of X
through the viscous flow. In addition, the correponding lipschitzian
norm is independant of the viscosity. This allows us to prove some
results related to the inviscid limit for the geometric structures of the
vortex patch.

1. Introduction

Dans les pages suivantes, nous allons fournir quelques résultats concer-
nant 1’évolution d’une poche de tourbillon singuliere dans le systeme de
Navier-Stokes incompressible gouvernant le mouvement plan dun fluide
visqueux. Les équations décrivant ’évolution du champ de vitesse v, (t, ),
avec (t,r) € R, x R? sont données par

oy, + v, - Vv, — vAv, = —Vp,
(NS,)q dive, =0

_ 0
vl/|t:0 =v,

ol v est un parametre positif désignant la viscosité du fluide et p, un sca-
laire qui représente la pression. Signalons que le systeme d’Euler incompres-
sible (E) correspondant & une viscosité nulle, et que I’on note parfois (IV.Sp),
est régi par
ov+v-Vv=—-Vp
(E)q dive=0

_ 0
U|t:0 = v".
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Le tourbillon w d’un champ de vecteurs v = (v!,v?) est défini par w =

01v? — Oyvt. 11 vérifie dans le cas d’un fluide incompressible bidimensionnel
I’équation de transport-diffusion

Oww, + v, - Vw, — vAw, = 0.

Nous savons depuis les travaux de M. Yudovich que si le tourbillon initial est
dans L' N L™, alors les systemes (NS,) et (E) sont globalement bien posés.
Comme conséquence, si le tourbillon initial est une poche de tourbillon, i.e.,
W’ = 1g avec 2 un domaine borné, alors le tourbillon eulérien est en tout
temps l'indicatrice du transporté de €2 par le flot eulérien ¥ (¢) que 'on
définit par

W(t,x) =2z —i—/o (1, v(r, (1, x)))dT.

La loi de Biot-Savart nous renseigne que la connaissance du tourbillon per-
met d’accéder au champ de vitesse. Dans le cas des poches de tourbillon a
bord régulier, la vitesse est completement déterminée par la dynamique du
bord 9€2(t) comme 'indique la formule suivante

1 2
v(t,z) = %/ log | — v(0)|05y:(0)do,
0

ol 7; est une paramétrisation réguliere du bord 9€(t). Ainsi, et motivé par
plusieurs enjeux, la question de la régularité du bord est devenue d’actualité.
C’est qu’a partir de la fin des années quatre-vingt que la question est de
nouveau relancée avec le travail de Majda [13]. Il conjecture 1'explosion en
temps fini, dans certain cas, de la géométrie du bord. Cependant, J.-Y.
Chemin met en défaut cette conjecture dans [3] ou il démontre qu'un bord
initial de classe C'*% avec s €]0, 1], préserve en tout temps cette régularité.
Il obtient méme un résultat plus précis en montrant que la partie réguliere
du bord initial €2 se propage avec la méme régularité alors que la partie
singuliere reste tout le temps singuliere et son nombre ne varie pas. Il prouve
aussi que la vitesse est lipschitzienne en dehors des singularités et que son
gradient a un comportement explosif pres de cet ensemble. En fait, le taux
d’explosion en un point x croit a ’approche d’un point singulier moins vite
que le logarithme de la distance séparant les deux points. Ce résultat a été
ensuite généralisé par R. Danchin & des poches de classe C*** (voir [10]).
La nature de la singularité est un facteur déterminant dans le compor-
tement du champ de vitesse : si 'on prend par exemple un coin alors on
sait que I'explosion logarithmique est inévitable. Par contre dans le cas d’un
cusp la vitesse est lipschitzienne dans I'espace tout entier. D’ailleurs, il a été
démontré dans [9] que cette information ne se dégrade pas dans le systeme
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d’Euler. La vitesse reste en effet lipschitzienne au cours du temps et partout
dans l'espace. Certes, ’étude du comportement de I’ensemble singulier est
d’un point de vue mathématique loin d’étre bien élucidée, mais qu’en est il
pour le systeme de Navier-Stokes incompressible. Comme le terme visqueux
a tendance a étaler tout ce qui est confiné, aussi faut-il a ce propos donner
une formulation intéressante. Il s’agit de décrire la régularité du transporté
du bord initial par le flot visqueux et d’établir des résultats de convergence
non visqueuse de cette structure géométrique. Pour réaliser un tel objectif,
il apparait qu’un controle uniforme par rapport a v du gradient de la vitesse
est fortement recommandé et effectivement c’est 1a toute la difficulté, et tous
les problemes sont quasiment centrés autour de ce point délicat.

Les premiers éléments de réponse élaborés dans cette direction sont dis
a R. Danchin. Il montre dans [9] que si la poche initiale est I'indicatrice
d'un domaine borné de classe C*** alors le transporté du bord initial par
le flot visqueux est de classe C'**', pour tout s’ < s. Il obtient le résultat
d’uniformité requis pour la convergence non visqueuse. Mais la méthode
qu’il utilise ne lui permet pas de prouver la persistance de la régularité.
En fait, la perte de la régularité est artificielle : nous avons montré dans
un travail récent [8] que le bord préserve la régularité initiale. Lorsque le
bord de la poche est singulier alors il y aura des complications techniques
supplémentaires dies au fait que le champ de vitesses n’est pas en général
lipschitzien.

Les premiers résultats de limite non visqueuse dans le cas des solutions
de Yudovich remontent a J.-Y. Chemin. Il établit dans [4] la convergence de
v, — v vers zéro dans L{° (R ; LP(R?)), pour tout 2 < p < +oo. Par contre,
en ce qui concerne la convergence LP du tourbillon visqueux w, vers w, on
peut se référer a [6] ou les auteurs montrent que sous ’hypothese d'un tour-
billon initial dans L' N L N B, pour un certain s €0, 1], alors on a la
convergence, qui n’est assurée que sur un petit intervalle de temps. Dans un
tavail récent [7], nous avons démontré, dans le cas des poches de tourbillon
a bord de mesure nulle, la convergence L? globalement en temps. Ceci nous
permet dans ce contexte d’obtenir la convergence de v, vers v dans l’espace
WP pour tout p fini et supérieur ou égal a 2.

Ici, nous nous occupons encore du cas ou le bord initial est singulier et
nous tacherons de préciser la convergence non visqueuse du tourbillon : nous
montrerons des résultats globaux de convergence des structures géométriques.
Le point le plus important sur lequel reposent ces résultats est I'uniformité
par rapport a v du controle Lipschitz de la vitesse v, en dehors du transporté
de I'ensemble singulier par le flot visqueux 1, (). Notre premier résultat est
le suivant.



492 T. HMIDI

Théoréme 1. Soit Q un domaine borné de R? et s un réel appartenant
a ]0,1[. On suppose que le bord O est de classe C** en dehors d’un en-
semble fermé ¥. Posons w’ = 1q et désignons par v, la solution de Yudovich
du systéeme (NS,) correspondant a un champ de vecteurs v°, de divergence
nulle et dont le rotationnel vaut w°. Soit 1, (t) le flot associé au champ de
vecteurs v, (t). Notons pour h > 0,

Q@) = 0(,9Q), S,(t) =¥, (t,T) et
(1), = {zeR®;d(z,¢,(t,%)) > h}:

Alors il existe une constante C dépendant seulement de s et de w° telle que,
pour tout t € R,

[V, ()] Lo (=, ()¢
helo,e~1] —log

Ct

) <C(l1+ l/t)%ee

Désignons par 1 le flot eulérien correspondant au tourbillon initial w°. Alors
00, (H)\Z, (1) est une courbe de classe C'+¥' Vs’ < s. De plus, pour tout
h >0, 0Q,(t) N (X,(t))5, converge au sens de la distance de Hausdorff vers
la courbe ¥(t,0Q) N(t,X)5 dans R? x S'. Nous signalons que nous avons
identifié un point de la partie réqulicre de la courbe avec un point de R? x ST,
la deuzieme composante donne la direction de la tangente a la courbe en ce
point.

La preuve de ce résultat est basée sur le controle de la régularité tan-
gentielle du tourbillon mesurée par rapport a une famille de champs de
vecteurs adéquate. Nous utilisons également une version Besov de la théorie
de Littlewood-Paley pseudo-locale qui exploite I'information d'un champ de
vitesse qui est supposé logarithmiquement lipschitzien et lipschitzien en de-
hors d’un ensemble donné. Cependant, il y a deux principales informations
clé qui nous permettront d’aboutir a des estimations uniformes en v. La
premiere est un effet régularisant du a l'intégration en temps du tourbillon.
Tandis que la seconde est un résultat de propagation de la régularité Be-
sov dans les équations de transport-diffusion. D’abord, nous savons que le
tourbillon visqueux

&
W, =y 611)3 - (’32@
d’un fluide bidimensionnel satisfait 1’équation de transport-diffusion suivante

{ Oww, + v, - Vw, — vAw, =0

— 40
(Ul,|t:0 =w" .



POCHES DE TOURBILLON SINGULIERES DANS UN FLUIDE FAIBLEMENT VISQUEUX 493

Nous montrerons, en particulier, que pour tout € €]0, 1] et pour tout ¢ > 0,
on a

t
(1.1) V/ w, (7, 7)dr € C* ¢, uniformément en v,
0

ou 'on désigne par C" 'espace de Holder défini, pour r non entier, a travers
la décomposition de Littlewood-Paley, comme étant I’ensemble des distribu-
tions tempérées u vérifiant,

dé -
(1.2) uller & sup 297 (| Aul| 1 < +oo,
q

ou A, désigne I'opérateur de localisation en fréquences dont la construction
repose sur une partition de l'unité : il existe deux fonctions positives et
régulieres y et ¢ qui sont supportées respectivement dans une boule et une
couronne telles que, pour tout ¢ € R,

Wl =

(13)  X(O+) %=1 et <O+ (2% <1

q=>0 q=>0

On pose alors pour toute distribution tempérée u

A _ju=xD)u, Aju=p(2 D)u, Vn e N et S,u= Z Ayu
—1<p<q-1
ou D = v/—A est le multiplicateur de Fourier de symbole [¢].

Nous verrons plus de précision sur ces fonctions de troncatures dans la
proposition 2.

Notation : Lorsque r est un entier alors I'espace défini par (1.2) sera
noté C7.

Voici maintenant le résultat précisant (1.1) et qui sera généralisée dans
la proposition 4.

Proposition 1. Soit w, le tourbillon visqueuz du systéme (NS, ) corres-
pondant & un tourbillon initial W° € L' N L>®. Alors il existe une constante
absolue C' telle que, pour tout t > 0, pour v positif et pour tout ¢ > 0

224
q+2

t
v / 1A (1)l < Cll® s (14 el ez )

Nous avons établi dans un travail antérieur [8] que si la vitesse v, est
lipschitzienne, qui est le cas par exemple lorsque le tourbillon initial est
une poche réguliere, alors nous n’avons pas une perte logarithmique de la
fréquence. Manifestement cette perte est reliée a la faible régularité de la
solution de Yudovich qui n’est pas mieux en général que C..
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2. Autour de la théorie de Littlewood-Paley

Cette partie est consacrée a quelques rappels sur la théorie de Littlewood-
Paley, essentiellement les opérateurs de localisation en fréquence. Nous don-
nons une description fréquencielle des fonctions quasi-lipschitziennes, dites
aussi logarithmiquement lipschitziennes. L’introduction de ces espaces semble
tout-a-fait naturel dans la mécanique des fluides bidimensionnels. En fait les
solutions de type Yudovich sont dans cet espace.

Proposition 2. [ existe deux fonctions x et ¢ appartenant respectivement
aux espaces D(R?) et D(RI\{0}) telles que,

X6+ e279%) =1,

<O+ P27 < 1,

Ip—ql > 2= supp p(27":) Nsupp p(279) = 2,
q > 1= supp x Nsupp (277) = 2.

On note

Ao =F (OO, A =F p(29€)3(E)) siq €N,

Vg < -2, Aju=0 etpourtoutqeZ, Spv= Z Ayv.

p<g—1

Le calcul paradifférentiel introduit par J.-M. Bony dans [1] est fondé sur la
décomposition, dite de Bony, qui reconnait dans un produit uv trois parties :
deux termes de paraproduits correspondant a une domination fréquencielle
de I'une par rapport a 'autre et un terme de reste ot les fréquences sont de
meéme taille. Plus précisément, nous avons la définition suivante.

Définition 1. On appelle paraproduit de v par u et on note T, v 'opérateur

T,v= Z Sq—1udg.

q

On appelle reste du produit uv et on note R(u,v) lopérateur bilinéaire
symétrique suivant :

R(u,v) = Z AulAyv.
lg'—q|<1

Ainsi le produit uwv s’écrit formellement

w = T,v + Tyu + R(u,v).
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Nous définissons les espaces de Besov Bj, avec p € [1,400] et s € R
comme étant ’ensemble des distributions tempérées u vérifiant

Bs Y sup 29| Agul| e < +00.
q

|

Il est clair que pour s non entier B = C*.

Définition 2. Soit d un entier supérieur ou égal a 2. Nous désignons par
Crr Uespace des fonctions log-lipschitziennes, c¢’est-a-dire, l’ensemble des
fonctions bornées v de R? satisfaisant

. o(z) - v(a)
olee  Jolse + sup |

< 400.
0<|z—a'|<e~1 ‘.’L’ - $/| lOg( ‘x_ll,/‘)

La proposition qui va suivre est une caractérisation dyadique des éléments
de l'espace C. Pour la preuve, voir par exemple [2].

Proposition 3. [ existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction
v e Crr on ait :

[V S|z
2+q
[Agv][ze < Cllv|lLr(2 + g)277.

CHvllee < [JA-1v]|p= + sup < Clv|z,
q

Nous savons grace au lemme d’Osgood qu’'un champ de vecteurs v appar-
tenant a Cpp possede globalement un unique flot ¥ (¢, z) dans la classe des
fonctions continues dans les deux variables d’espace et de temps, voir par
exemple [3]. En outre le flot possede une régularité héldérienne se dégradant
avec le temps, essentiellement dans un espace C¢ *". La question & laquelle
on va répondre concerne la dynamique d’un ensemble donné a travers un
flot correspondant a un champ logarithmiquement lipschitzien. Nous allons
nous contenter de 1'énoncé d'un tel résultat qui a été démontré dans [3].

Lemme 1. Soit Fy un ensemble de R?. On se donne un chamyp de vecteurs v
appartenant a Uespace L}, (Ry ;Crr). Désignons par ¥(t) le flot associé a
ce champ de vecteurs. Alors, en posant F, = 1(t, Fy), on aura les inclusions

w(t? F}f) C (Ft)(cs(nh), avec (5(15, h) — h&XP (fot ||U(T)HLLdT)_

Pour tout 0 < 7 <'t,

Wm0 (F) € ()i, avec 5(rt,h) = how (S @lsar)
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Voici maintenant un lemme qui sera d’un apport considérable dans notre
travail. C’est une sorte d’inégalité de Poincaré. La preuve a été élaborée pour
la premiere fois par R. Danchin dans [10] dans le cas ou p > 2. Ensuite elle
a été généralisée par le méme auteur [11] pour le cas des p €]1, 2]

Lemme 2. Soit d un entier > 2. Il existe une constante strictement positive
Cy telle que, si a est une fonction dont le support de sa transformée de
Fourier est inclus dans une couronne C. Alors pour tout p €]1,+00[, on a

i / la(@)Pde < / Vallaf-2dz = —— [ ala(@)P-2Aada.
p° Jrd R p—1 Jpa

Le résultat ci-dessus est trivialement vérifié pour p = 2 : ¢’est le lemme de
Plancherel. Par contre, il n’y a rien d’évident dans le cas p # 2, vu qu’il y a un
mélange de fréquences qui empeche la fonction |Val|?|alP~2 d’étre supportée
dans une couronne. En fait il y a une démonstration simple suggérée par F.
Planchon dans [12].
Il est bien connu que 1’équation de la chaleur joue ponctuellement en temps
un role régularisant de la donnée initiale des qu’on décolle de I'instant ¢t = 0.
Cet aspect est décrit dans 1’espace des phases par le lemme ci-apres qui est
démontré par exemple dans [5].

Lemme 3. Soit C une couronne. Il existe deux constantes positives ¢ et C
telles que, pour tout couple (t,\) de réels positifs, pour tout p € [1,+00] et
pour tout a € LP, on aura l'implication :

—ctA? H

Supp @ C A\C = |[e"®al|r» < Ce al| -

Rappelons maintenant un résultat tres utile pour la preuve de leffet
régularisant et qui a été établi par M. Vishik dans [14].

Lemme 4. Soit d un entier supérieur ou égal a 2. Il existe une constante
positive C' ne dépendant que de d telle que, pour toute fonction a de la classe
de Schwartz et pour tout difféomorphisme 1 de RY préservant la mesure de
Lebesgue, on aura pour tout p € [1,400], pour tout k € N et pour tous les
.j7 q Z _17

12 (Aga 0 ())llzr < CR27 | VFp 0D e [ Agall 1o,

ou l'on a posé

- [ sign(j —q), sij #q,
a(j,q) = { 0, sinon.

Nous convenons que 9° = Id.
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Pour finir cette section nous allons donner, dans un cadre restreint, une
sorte de réciproque de l'injection de Sobolev B, — C*2/P_ Nous fournirons
la preuve pour la commodité du lecteur.

Lemme 5. Soient s un réel strictement positif, p € [1, +o0| et K un compact
de R, avec d > 2. Alors il existe une constante Ck telle que, pour toute

distribution tempérée u, supportée dans K et appartenant a BS_, on a

[l

Bs < Ckllullps, -

Preuve : Nous ferons usage de la décomposition de Bony. Soit ¢ une fonction
de la classe de Schwartz, valant 1 dans un voisinage de K. Alorson a: u = ¢u.
Ainsi on peut écrire

u = Tyu+T,¢ + R(u, ¢).

Concernant le premier terme, il se majore facilement comme suit

18(Tu)llr < Y ISy-18li | Agullze < C27%[@]l1r|ul

Cs.
l’—q|<No
De la méme maniere, on établit que
[1Ag(Tud)l|r < C27% |Jul[ = [|¢]] 55 -
Pour le terme de reste, on écrit grace a la stricte positivité de s
1ARw @)l < D NAgsidllosl|Agull e < C27 | gr ullos.
a’>q—Ng
i€{F1,0}

Ainsi la preuve du lemme est achevée.

3. Un effet régularisant

Il s’agit dans ce paragraphe de décrire un effet régularisant constaté
dans les équations de transport-diffusion (7'D,) correspondant & un champ
de vecteurs logarithmiquement lipschitzien et de divergence nulle. Ce qui
permet d’obtenir le cas particulier discuté dans la proposition 1. L’équation
dont il s’agit est donnée par :

(TDZ,){ owa+v-Va—vAa=0

_ 0
Q=0 = G .
Nous montrerons qu’en particulier si a® € L, alors pour tout t € R,

¢ ,
1// a(t,z)dr € C}, Y {ueL>;VueCy}
0
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En outre, son controle est indépendant de la viscosité lorsque cette derniere
est bornée. D’une maniere plus précise, nous obtenons ce qui suit.

Proposition 4. Soit v est un champ de vecteurs de R? appartenant a
L (Ry 5 Crp) et a divergence nulle. Il existe une constante absolue C
telle que, si a est une solution associée a la donnée initiale a® € LP, avec

p € [1,+0o0], alors, on aura pour tout r € [1,4+00] et pour tout T > 0

r

T
(22 H | Agall g 2r < Clla”] 1o (1 T+ (g +2) / ||v<¢>||LLdr)

Remarque : Le terme en T figurant dans le membre de droite de I'inégalité
ci-avant est di au basses fréquences. Il disparait quand ¢ € N. D’un autre
coté, cette proposition permet de retrouver le résultat mentionné dans la
proposition 1. En effet, si w® € L' N L, alors on a pour tout ¢t € R,
I’estimation classique

I ()llz < Cllve )5y, < Cllw’llzanze

3.1. Démonstration de la proposition 4

La preuve ressemble a celle que nous avons utilisée dans [8] pour démon-
trer un résultat similaire pour les équations (7'D,) mais avec un champ de
vecteurs lipschitzien. Dans ce cas, nous n’avons pas cette perte logarithmique
de la fréquence. L’idée qu’on va développer consiste a localiser ’équation
(T'D,) sur des couronnes dyadiques de taille 27 et d’utiliser un changement
de variables lagrangien. Alors, pour une fréquence fixée de taille 2¢ nous
parvenons a boucler nos estimations mais sur un intervalle de temps dont la
taille est de l'ordre de 'inverse du logarithme de la fréquence, i.e., %- Donc
nous serons amenés a utiliser un argument de proche en proche, mais ce qui
est capital dans cette manceuvre est le fait que a est en tout temps borné
(ce qui s’obtient via le principe du maximum). Ceci empeéche heureusement
d’autres pertes en ¢, qui peuvent avoir des répercussions néfastes. Dans la
suite, on pose a, = Agja. Alors en appliquant I'opérateur A, a I'équation
régissant a, on trouve

Oag + Sy—1v - Vag —vAa, = S;_qv-Va,— Ay (v-Va),
(3.1) ) Ry(v,a) =R,.
L’estimation du second membre R, est l'objet du lemme suivant, qu’on
démontrera a la fin de ce paragraphe.
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Lemme 6. Soit v un champ de vecteurs de R?, a divergence nulle et appar-
tenant a Cprp. On se donne un élément a de LP, avec p € [1,+oc|. Alors, il
existe une constante absolue C' telle que, pour tout g > —1

IRl < Cllvllze D 2774 (max{j, ¢} + 2)[|A;a] Lo

j>—1
En particulier, pour tout s €] — 1, 1]
1 1

Ryl < C( ) 2)27%|a|| 5:.

Rl < € (7= + gy Iolusta+ 227l
Dans le cas particulier ou d = 2 et a = rot v, on aura pour tout ¢ > —1

IRqllr < Cllollee D (G +2)27(|1Aal| 1o

Jj=—-1

Désignons par v,(t) le flot correspondant a la vitesse régularisée S;_qv.
Il est défini par I’équation intégrale

t
Uy(t ) = +/0 Sq—1U(T, (T, x))dT.

Nous avons par la proposition 3

t t
dé

| 198wl < Ca+2) [ omladr D v,

0 0
Ainsi un calcul classique montre que le flot et son inverse jouissent des
estimations suivantes
(32) IV @)= < €9 et [[VEF ()| < C27V (1) €1,
olt 'on note 1), (t, x) = 1hy(t, x). Posons maintenant

ag(t, z) = aq<t7¢q(ta$>) et Ry(t,x) = Rq((t,¢q(t,x)).

En effectuant un calcul simple, nous parvenons a établir I'identité :

Aay(t) 0 1hy(t,x) = Vag(t, ) - (Adp, 1) (t, vt ) +

d
33+ > (V) @01 ). @05t 0).

D’une autre part, en dérivant I’équation intégrale vérifiée par l'inverse du
flot et en recourant a quelques estimations élémentaires, nous parvenons a
établir

avec gé une fonction qui s’estime dans la classe des fonctions bornées de la

maniere suivante

i déf
(3.5) lgg ()l < Vo(t) e ® = g,(t).
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Donc, on trouve grace a (3.4) et (3.3) que a, satisfait I'équation parabo-
lique ci-apres

(O — vA)ay(t,z) = v Z<V2dq(t7 )Ggs 9ot 7)) + Ry(t, x)+
d
(3.6) + 2 Z(V2aq(t, )ei, gt ) + vVag(t,x) - (A7)t 1,(t, ).

Comme le spectre fréquenciel de la fonction a, n’est pas nécessairement loca-
lisé, alors pour qu’on puisse appliquer le lemme 3, nous devons relocaliser de
nouveau sur des couronnes dyadiques a l'aide de I'opérateur A;, avec j € N.
Ainsi donc, en appliquant le lemme 3, on trouve

A aq(t)||r < CGCVWHAJ'%(O)HLHC/O e TN Ry(7) || pod +
t .
+ Cv(gy+g2(1) /0 e~ 72, (1) | pedr +

t )
+ C’V?ng(t)/ e‘cy(t_ﬂﬁjHVELQ(T)HLpdT.
0

Pour majorer le dernier terme qui figure dans le second membre de I'inégalité
ci-dessus, on applique I'inégalité de Bernstein qui entraine

18R ()| e < C277(IV(Ry 0 ()]0, < C277 ||V (1) | xRy (8)]] -
Par conséquent, la combinaison du lemme 6 avec 'estimation (3.2) et I'inégalité
la@®)llze < lla”]|ze, ¥ € Ry
permet d’avoir

18;3,(0) || < Ce™ (| Ajag(0)|| o+

t .
+C(q+2)277 ||a|| o / =2 |1y (1) || e D dr+
0
t
—cv(t—7)2% =
+ Cu(gq(t) + 62(1)) / e~ 192, (7) | odr+

t .
(3.7) + O, (1) / e~ =12) G (7| o
0

Prenons la norme L" des deux cotés dans l'estimation (3.7) et utilisons les iné-
galités de convolution. Alors nous aboutissons, grace a la monotonie de g, a

Loo—1 - - —1
18 (D)2 (o,1: ) < CW22) T 14aq(0) [ o+ C277|a®|| o (v227) 7 (¥4 1)
+C(gq(1) + g5() 27 [ V*ag| (0. L) +
(3.8) + Cgg(t)2°27 (| Vg || Lo, L)
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D’une autre part, en se servant de (3.2), il vient, d’apres la préservation
de la mesure par le flot 1,(%),

(3.9) IVa,()lle < C2%€" 0 ag (1) v,
(3.10) IV2a,(t)lle < C229V4O ag (1)) o

Ainsi, en reportant ces estimations dans (3.8) et en sommant sur les j
supérieur a ¢ — Ny, on trouve

1 _ 1
W22 > 1Ayl (o, ey SCllall e + 22M0hg (£) (12797 | ag ||y 1o+
Jj=q—No

(3.11) + 02N+ D)0 1y (%) — 1),

ot 'on a posé h,(t) = CV,(t) e“Va). En ce qui concerne les basses fréquences,
nous utilisons le lemme 4, qui implique

(3.12) 3 1Al < 02V, 4y 1.

J<q—No
Donc, en combinant (3.11) et (3.12), on parvient a
1 1
(2" )7 [lagllr(o.; ) < Clla’llze + 2°%hg () (v2%) " [lag]| o, L)+

1 _
+ C(V22q>THaqHLT([O,t];LP)z Noqu(t)+
O (40— 1) 0] 1.

En conséquence, si 'on impose a t et Ny les deux conditions suivantes

1 1
(3.13) 22Nop, (1) < 7 C2~Noghal) < T
alors nous aurons pour tout ¢ > Ny
(3.14) (v2%) " [lagll 0,059y < C2[|a” 1o

En fait, les conditions données par (3.13) sont satisfaites des qu’on prend

(3.15) (4+2) / lo(7) lLedr < Co,

La constante C est absolue, et a fortiori Ny, dont le choix ne dépend pas

de g. Pour s’en rendre compte, on prend d’abord V,(t) < 1 et on choisit
Ny pour que 27N < ﬁ, puis quitte a diminuer encore V,(t), on trouve
C22Nop, (1) < i, ce qui est faisable car la fonction xe® tend vers zéro
quand z tend vers zéro. Pour achever cet argument, il suffit d’utiliser la
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proposition 3. Enfin nous établissons I’existence d’un entier Ny tel que, pour
tout ¢ vérifiant (3.15) et pour tout ¢ > Ny, on ait

1
(2% lagll (o, o) < Clla” |-

Nous allons dans ce qui suit étendre 'estimation du dessus a n’importe quel
temps arbitraire 7. Pour un tel objectif, on se donne un entier ¢ supérieur
a Ny et on découpe l'intervalle de temps [0, 7] de la maniere suivante :

Tita
T()<T1<"'<TN et (q+2)/ ”U(T)”LLdTQCO, \V/ZG[[O,N—l]]
T;

Alors en reproduisant la démarche précédente et en adaptant le flot a la
condition initiale a I'instant 7T}, on parvient a établir que pour tout ¢ > Ny

1
W2 |lag|l (7, 11013 27y < Clla®]| Lo

Ainsi en recollant les morceaux et en se servant du fait que

T
N<C(isla+) [ o))
0
on trouve pour tout g > Ny
(3.16) v2% | agll7r o, 1 1wy < C"N a7
Concernant les basses fréquences, on écrit
1

(3.17) (v220) 7 ||ag || oo, 77; 1) < CWT)7]|a®| -

Finalement, en combinant (3.16) et (3.17) on trouve l'estimation énoncée
dans le lemme.

3.2. Preuve du lemme de commutation

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le lemme 6. A cette fin, nous
nous servons de la décomposition de Bony. Tout d’abord nous rappelons que
le terme R, (v, a) est donné par la relation

(3.18) Ay(v-Va)=S5,1v-Va, +Ry(v, a).

D’une maniere plus précise, il se décompose comme suit (voir [3])

4
Ry(v, ) = 3 RL(v, ),
=1
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ou l'on a posé

d
Ry(v,a) = Y Ay(Tha"),

Ry(v, a) = A R, Opa) — R(S, 10", A,Oka).
Estimation de Ré(v, a) : comme la transformée de Fourier de la fonction

Sq/_l(?kaAq/vk est supportée dans une couronne de taille 24" alors on ne
tiendra compte dans la décomposition de R; (v, a) que d'un nombre fini de
termes et ’on écrit

Rlva Z Z A q/,lakaAq/vk).

k=1 |q¢'—q|<Mo

Nous signalons que cette somme porte sur les entiers ¢’ positif, sinon Sy _4
est nul. Ceci permet grace au lemme de Bernstein et la proposition 3 d’avoir

(319) [ Syadha At < C277(d + 2ol Y 2|Aal L
J<q'-2
Ainsi, comme |q — ¢'| < My, alors, on aura pour tout entier ¢ > —1
IRy (v, a)lle < Cllolliolg +2) Y 27744 a] 1.
j=—1

Estimation de Rg (v, a) : Nous avons par définition du paraproduit et grace
a la commutation des opérateurs A, entre eux

R2va ZZ 1V O A L A, a—zz 100, AJAya

k=1 ¢ k=1 ¢

La somme est en fait finie. Elle ne concerne que les indices ¢ vérifiant
| — q| < Mjy. Ceci est di, d’une part, a la localisation du support de la
transformée de Fourier de Sy _19" A 0ya dans une couronne de taille 29" et
d’autre part au fait que A,Ay =0, si |¢ — ¢ > 2.
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Maintenant occupons-nous de la majoration du commutateur. Pour cela,
nous écrivons 'opérateur A, comme une intégrale de convolution :

H q’ -1 8k, ]

[ B = ) (Sy-10(0) — S0 (0) Ayhaly
< 0279V Sy 0] 11| Ay Okl 1,
< Cllvllee2”(¢ +2) | Agal 1.

En conséquence, nous aurons l’estimation

IR0, )lle < Cllollzela+2) Y 2777 Apal .

lg’—q|<Mo

— 9ud

Estimation de R3(v a) : Par définition du paraproduit, nous avons

R3 (v, a) Z Z Sy—1(v" = Sg_1v )Aq@kAqa.

k=1 |q¢'—q|<1

En revenant a la proposition 3 et en utilisant les inégalités de Bernstein, on
aura

1S -1 (0" = SgervM) e < Y 1A 0],
Jjzq—-1
< Clollee Y 270 +2) < Cllolle2 (g +2).
Jjzq-1
Ce qui nous assure dans ce cas la majoration souhaitée.

Estimation de R;(U, a) : Nous commengons par décomposer ce terme de
la maniere suivante

4 _ 41 4,2
Rq<v7 CL) - Rq (U, CL) + Rq (Uv a)a
avec

d
Ry'(v,a) = > AR =S, 10", da),

k=1
d

Ry*(v,a) = ZAqR(S’q_lvk, Opa) — R(S,_ 10", A Oka).
k=1

Par définition du reste et grace a la condition de divergence nulle du champ
de vecteurs v, nous pouvons écrire

(3.20) Ry (v, a) E A Ok E Ay (Id — S, 1) Ay ia.
k=1 q'>q—M
ie{F1,0}
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En appliquant le lemme de Bernstein et la caractérisation dyadique des
éléments de Cpr, nous en déduisons que

18 (d = S)otlee = || 3 AgAget|| e < Cllvfs277(d' +2).

En reportant cette inégalité dans (3.20), nous obtenons suite a une estima-
tion LP

IRy (0, @)l < Cllofler2® Y 279(d +2)| Agallrr.

q'>q—Mo

Concernant le terme Ry?(v, a), il sera traité comme le terme R2(v, a). Nous
obtenons grace a la condition div S;_1v = 0,

R3’2(v, a) = Z [Aq,Aq/ q,lvk] Ay yiOka = R;’f(v, a) + R;:g(v, a),

q'>q—Mo
i€{F1,0}
k k
= E [Aq,Aql q—10V }Aq/+iaka+ E Aqak(Aqr q—1v quﬂ-a).
lg'—q|< Mo q'>q+Mpo
ie{F1,0} ie{F1,0}

Soulignons que la condition A,A,,a = 0si |¢’—q| > 3 justifie bien I'expres-
sion figurant dans la derniere somme. En utilisant une démarche analogue a
celle qu'on a employée dans I'estimation de Rg, on obtient

1RG0, a)llr < Cllvllerla+2) Y 277 A ial 1.

lg’—q|< Mo
ie{F1,0}

La deuxiéme somme se majore comme suit

IRz, )l < €20 Y A0l Agrial s,

q'>q+Mo
i€{¥1,0}

Clolle > 279(d +2)[|Agal|e.

q'>q+Mo—1

IN

Ceci permet d’achever la preuve de la premiere partie du lemme 6. La
deuxieme est une simple déduction de la premiere tandis que dans le cas
ou a = rotw, il suffit de montrer que le terme R; est majoré par la quantité
souhaitable. Pour ce faire, on remplace 'estimation (3.19) par

1Sg-10ka Agv* Iy < [ISy-10kallze [ Agv*|zs
C27 |y 1 V0| oo | Ag 0| o

<
< C(d +2)lvlcclAgallze.



506 T. HMmIDI

4. Propagation dans les espaces de Besov

Ce paragraphe est consacré a I’étude de la régularité dans les équations
de transport-diffusion avec un second membre, ot I’on suppose que la vitesse
est lipschitzienne dans le support de la solution. L’équation considérée est

@D»{

Le résultat de propagation que nous allons démontrer est seulement prouvé
dans les espaces de Besov Bj, avec p fini. Il s’avere que les espaces de
Holder ne sont pas bien adaptés et la méthode qu’'on a utilisée dans [§]
pour propager la régularité holdérienne dans le cas d’'un champ lipschitzien
est difficile & mettre en ceuvre lorsque le champ de vecteurs est seulement
log-lipschitz. Avant de fournir le résultat en question, nous allons introduire
quelques espaces fonctionnels qui s’averent commodes pour la description de
nos résultats. Soit ¢ > 0, s € R et (r,p) € [1, +00]?. Alors on note par LB,
I’espace des fonctions u vérifiant

da+v-Va—vAa=f+rg

— 40
a|t:0 =a .

déf
lull g, < sup 2% [ Aqull e o) < +00.
q

Définition 3. Soit a un nombre réel > 1. On note par L (pour alléger, on
omet sa dépendance par rapport a a) l’espace des fonctions u satisfaisant

Juls, 2 sup 12122

< +00
b>a b

Soit 3 un ensemble fermé de R?. On note L(X) l'espace des fonctions u
vérifiant
déf [ull 2 ()

= — <
lulloe) = sup =50, <+

On note aussi LL(X) Uespace L N L(X) muni de norme
ullzey = llullz + llulloe).-

Finalement, on définit l’espace LL*(X) = LL(X) N C? que I'on munit de la
norme

lullro) = llulloe) + llullcs-

Remarque : Dans le cadre du systeme de Navier-Stokes bidimensionnel in-
compressible, si 'on part d'une donnée initiale & tourbillon w® dans L' N L>,
alors on a une unique solution globale v, vérifiant les estimations suivantes
uniformément en v.

(4.1) lou ()l < Cllo,(t)]

ar < Clle’[lrnze.
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Nous avons aussi
%
(42) ||V'Uy<t)||LP S CHHWOHL”WLOO

En fait la premiere estimation de (4.1) n’est autre que 'inclusion continue de
'espace C! dans Oy, tandis que 'autre provient tout simplement du lemme
de Bernstein et la loi de Biot-Savart décrivant la vitesse a partir du tour-
billon. Par contre I'estimation (4.2) est plus délicate. L'une de ses preuves
est fondée sur la décomposition de Caldéron-Zygmund et sur un lemme d’in-
terpolation. Pour plus de détails, on peut consulter par exemple [3].

Nous présentons maintenant notre principal résultat de propagation :

Proposition 5. [l existe une constante C' telle qu’on ait la propriété sui-
vante. Soient s €] — 1,1[,r € [1,4+00] et p > 1. Soit v un champ de vecteurs
infiniment dérivable et de divergence nulle. On se donne une solution a(t) de
(T'D,) telle que son support est inclus dans l’ensemble (Zt)g(t,h)‘ On suppose
que

sup |la(t)|ps < +oo, sup |[f[lzps2r et sup [|gllz= g2 < +o00.
t€[0,7] t€[0,7] £ t€[0,T] £or

Alors on aura pour tout t € R,

1 1
B; + (l/"“ +t"’)HfHEfB;72/f+

rmwmgscw@ﬂmwmoww

+ (Gt ) ol ).

Siv=0 et g=0, alors on aura

— ¢ T)dT
la(t) 155 < CH=C 5™ O (a5 + | fll g, )

ot l’on a posé,
Wi(r) = ”vv(t)HLLO(Et)@fg lellzedr 5t p) = pee U le(llzdr)
et 7 lexposant conjugué de r.

Remarque : les constantes C et C,, figurant dans la proposition ci-dessus
sont de la forme

C 2
:ﬁ et Cp:p—
— S

C, .
p—1
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4.0.1. Preuve

La méthode qu’on adopte est de type énergie : elle est basée sur une
régularisation de (T'D,) et 'utilisation de I'incompressibilité du flot. Notre
outil principal est le lemme 2 et le corollaire 1 de I'appendice. Nous com-
mencons par localiser en fréquences ’équation en a. Alors en posant

a, = Aga, fo=A04f et g,=1A00
nous obtenons 1’équation :
(at +v-V— VA)aq = —[Ag,v-Vl]a+ fy + vy, < Colv,a) + f4 + vgq.

Soit p > 1. Multiplions cette équation par a,|a,[P~2 et faisons quelques
intégrations par parties utilisant la divergence nulle du champ de vecteurs
Sq—1v. Alors le lemme 2 et l'inégalité de Holder nous assurent que pour
tout ¢ € N

d
(4'3) @”%(t)H’Zp + Cp’/22q Haq(t)Hlip <
< p(IMallze + ¥ l90(®) 120 + 1C,E) 120 ) gl

1 .. , .
P==. Ainsi, nous en déduisons que

avec Cp = CT

P=Luto2a

lag(®)]lze < e "+

t
—cPZty(t—1)224
+ [ (Ol + vl + GOl )

Par conséquent, il vient, en vertu de I'inégalité de Young et du corollaire 1,
que pour tout ¢ € N,

[laq(0) | o+

2
p _
lag(®)llze < llag(0)llze + C-—2 24 sup ||gq(7)|| 2o+
p— 0<r<t

Bs dr.

t
(4.4) P2 fy o + C27%%(—log h) / Wi (r)lla(r)|
0

Concernant les basses fréquences, nous n’avons pas besoin de gagner deux
dérivées par l'intermédiaire du laplacien. Nous avons uniquement besoin
d’un signe positif qui est assuré aussi par le lemme 2. Ainsi nous trouvons

laa @z < Ha(lleJr/O (If<2( e + vg-1 (D)l ze + IR-1(8) | 2+ dT

1
< a% |l + vt Sl[lp] lg—1(T)l|e + 7 [ f=allLyrr +
T7€[0,t

(4.5) T+ C(-log h) / Wa(r) a(r)

B; dT.
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Donc en combinant (4.4) et (4.5), nous parvenons, pour tout ¢ > —1, a

p2

p J—
-1 =2
v (14 W) )27 || foll oo+

(4.6) + C27%%(—log h)/o Wi (7)||a(T)]|

(@) l1z0 < lag(O) o + C (=2 + v) 272 sup [lg,(7) e+
1 0<r<t

B; dT.

En multipliant des deux cotés par 29° et en prenant le suprémum en ¢, on
trouve

la(®)]

p2

p—1
t

# 7 (WO g+ CClogt) [ Wi lo(r)ag
0

By < [la’]

5+ C (== + vt) gl g+

Il suffit & ce stade d’appliquer le lemme de Gronwall pour obtenir le résultat
désiré.

5. Etude des poches singuliéres

Dans cette derniere section nous allons généraliser le théoreme 1 pour
des poches de tourbillon dites généralisées. Mais avant de donner 1’énoncé
dans toute sa généralité, nous aurons besoin d’introduire quelques concepts
fondamentaux.

5.1. Résultat principal

Afin d’énoncer notre principal résultat dans toute sa généralité, nous
allons introduire quelques notations et définitions.

Notations. Pour un champ de vecteurs X régulier, nous définissons son
action sur les fonctions bornées u par

X(z,D)u “ div(Xu) — u divX.
Soit F une partie de R? et h un réel positif. Alors on définit les ensembles,
Fi={zeR?; dist (z,F) >h} et F,={zeR?; dist (z,F)<h}

Définition 4. Soit ¥ un fermé de R? et = = (, 3,7) un triplet de nombres
réels. On consideére une famille X = (Xxn)(an)eax]o,e-1] de champs de vec-
teurs appartenant avec leur divergence a By, avec p € [1,400] et s €] —1,1].
On déﬁmt Xh = (XA,h)/\eA~
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La famille (X) est dite ¥—admissible d’ordre = si et seulement si les
conditions suivantes sont remplies :

V(A h) € Ax]0,e7!], suppXap C Xba,

X)) Y inf WIS, X)) >0,

hel0,e—1]
N (X) “ sup h PN.(Zh, &) < 400, avec
hel0,e—1]

I(Xy, &) = inf sup [ X p(x)| et

TEER \cA
1 1 Xonllss + 1divXonllss aer 1 1 Xanllss
N.(Zp, X)) = = idehline ) 20 A - S U
(2, ) ETS\) (3, X) EiléIA) I(3h, X)

Remarque : Pour des raisons géométriques relatives a ’annulation de la
famille de champs de vecteurs X pres de 'ensemble singulier, le réel v sera
considéré strictement négatif.

Introduisons maintenant les espaces de Besov anisotropes.

Définition 5. Soit X un fermé de R? et X une famille X—admissible d’ordre

—

= = (o, 8,7). Alors on définit ’espace Bgﬂ’f comme étant l'ensemble des
fonctions bornées u satisfaisant

def _
3 < sup hPflully , < 400, avec
he)0,e—1]
HX)\ h(x,D)u] Bs—1
u p == N Z X u o +Su ’ 4 .
el 2, = Ne(Zhs )l + sup 72—

Lorsque |Jullsy 5, < 400, alors nous dirons que u € By (%)

Le théoreme suivant est une généralisation du théoreme 1.

Théoréme 2. Soient s €]0,1[, ¢ €]0,3[ et p > %1_6- Alors il existe une
constante C' vérifiant les propriétés suivantes. Soitent Xy un ensemble fermé
de R? et v° un champ de vecteurs de divergence nulle et dont le tourbillon
W est borné et supporté dans un compact K. Désignons par v, la solu-
tion de Yudovich du systéme de Navier-Stokes et 1, (t) son flot, et posons
Y, (t) = ¥, (t,20). Considérons une famille Xy de champs de vecteurs tels
qu’ils appartiennent avec leur divergence a B,. On suppose que cette famille

est Yo—admissible d’ordre =y = (ap, Bo,70) et que

0 3,0,080
w € BZmXO.
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Soit T' un réel positif. On définit la quantité
et
Ut:S<1——T> —e—1.

Alors il existe une famille X, (t) = (X5 1,(t)) xneaxjoe-1) de champs de vec-
teurs appartenant avec leur divergence a B;*"t, Vt € [0,T]. De plus, cette
famille est ¥, (t)—admissible et ['on a pour tout n > 0

14+o0¢,p,B0(t)—
w, (1) € By oim™,

ot l'on a posé

ﬁ()(t) = (50 _ Cl t) QCtHwOHLlﬂLoo’

avec C; une constante dépendant de s, p, €, g, By et w°. De plus, la vitesse
v, est lipschitzienne en dehors de ¥,(t). Plus précisément, pourt € Ry,

Ct

Vo, (1) L ¢
H ( )HL ((Zu(®))5) < C(l =+ mﬁ)ls_ﬁee .

hel0,e—1] —log I

Enfin, en désignant par 1 le flot correspondant a la solution de Yudovich du
systeme d’Euler, alors si

dé
(5.1) I°(S0, %) € sup I((So)n, (Ko)n) < +00,

hel0,e—1]

on aura pour tout t € [0,T] et pour tout (h,\) €]0,e71] x A,

tim (IXorn( D)) = Xoan(s DIO rior-30+

v—0t

+ ||Xtu,)\7h — Xt7)\7h||cl+ot7%,n> = 0
On a encore pour tout (h, \) €]0,e71] x A,
Lim, [ Xoxn( D)y = Xoan(s D)l re(om1xr2) = 0.

La preuve de ce théoreme est fondée essentiellement sur l'effet régularisant
et la propagation de la régularité Besov dans les équations de transport-
diffusion relativement a un champ de vecteurs lipschitzien dans le support
de la solution , qui ont fait 'objet des sections antérieures. Ces résultats
sont mis en place afin de controler convenablement la régularité conormale
du tourbillon dans un espace de Besov d’indice strictement négatif. L'utilité
d’une telle estimation apparait sans doute dans l'estimation logarithmique
du gradient d’'un champ de vecteurs. Ce que nous allons fournir a ce propos
est une version Besov du théoreme 3.3.2 de [3]. Elle s’obtient a partir de ce
théoreme simplement a I'aide de I'injection B, — Cs=2/p,
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Théoreme 3. [] existe une constante C' telle que, pour tout réel a > 1, pour
tout s E]%, 1[ et pour tout ensemble fermé ¥ de R?, nous aurons la propriété
sutvante.

Soit X = (Xon)awmeaxjoe-1] = (Xn)nej,e-1] une famille de champs de
vecteurs tels qu’ils sont ainsi que leur divergence dans By. Alors on considére
une fonction w € By (X,) N L. Siv est un champ de vecteurs de divergence
nulle tel que Vv € L* et rot v = w, alors le gradient de v est borné et nous

avons
ol tog e+ L1 ),
ol

IVl oe(sp) < Caflw]lze +

C
—2/p
5.2. Démonstration du théoréme 1

Le bord de €2 peut s’écrire sous la forme
I ={z eV folz) =0},

avec V un voisinage de 992 et f, une fonction de R? dans R, de classe C''*¢
et a support compact. L’ensemble singulier du bord n’est autre que

= {zeV;folz) = Vfo(zx) =0}

Pour faciliter le raisonnement nous supposons que le bord est connexe. Nous
supposons également qu’il existe un nombre négatif v, tel que pour tout
relV,

|V fo(x)| > dist(z, X)7°.

Cette hypothese veut dire que les parties régulieres du bord ne s’intersectent
pas avec un ordre infini. Soit ()sec)0,-1) une famille de fonctions infiniment
dérivables, valant 1 dans Xf, supportées dans ¥f.,, et vérifiant pour tout
réel strictement positif r

|10k]lcr < CLh7".

Considérons une fonction 6 infiniment dérivable, valant 1 dans V. Posons
XO,fl,h = Hh(l — é)el et XO’QJL = Vl(ﬁhfo).

Alors nous avons par le lemme 5 que Xoo; € B,. Par contre le champ de
vecteurs Xo 15 appartient a C*, Vs € R mais il n’est pas dans B, pour tout
s > 0. Donc nous allons faire usage de la partition de I'unité pour construire
a partir de ces champs une famille >—admissible.
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Lemme 7. Soit d € N*. Alors il existe une partition (O, )nen- de R? et une
suite de fonctions réguliéres positives (1, )nen+, telles que :

supp ¥n, C Op 5 |On] <1
Vr € RY, an(x) =1 et

nN*
3N, €N, tel que, Vo € RY, #{n e N* ;z € O,} < Ny.

Posons pour tout n € N*

Xomn(z) = lbn(l')Xo,—l,h(I)-

Alors d’apres le lemme 5, il est clair que ces champs sont dans B,. De plus,
le lemme ci-dessus nous assure que la famille X = (XO,n,h>(n,h)eN><]0,e*1] est
Y. —admissible. Un calcul simple montre aussi que la quantité définie par (5.1)
est finie. Ainsi les hypothese du théoreme 2 sont satisfaites. Posons

O, (t) =, (t,Q), B,(t) =, (t,2), Q) =(t,Q2) et X(t) =¥(t, X).

Soit h €]0,e7!]. Comme le champ de vecteurs Xo,0,5(t,n) st non nul dans
V' 1 X5 5y alors nous déduisons a partir de Iidentité (5.36) qu’l existe un
voisinage V' (t) de Q(t) tel que,

Va € V()N (S(0)5 Xoon(x) # 0.

Or la divergence de X;op (noté aussi X;j,) est nulle, car elle vérifie une
équation de transport linéaire. Donc, il existe une fonction f;; : R* — R
vérifiant

VEfin = Xen

Le support de X est un compact, ce qui entraine que f; ), € C' Vs < s.
Nous n’avons pas en fait une perte de la régularité du bord dans le cas
culérien, d’apres [3]. L’ensemble 0€(t) est une ligne de niveau pour f.
Donc, quitte a retrancher la constante correspondante on peut supposer que
c’est un ensemble de zéros de cette fonction. Considérons un point zy =
(01, %02) de 'ensemble 02(t)\X(t),. Alors le champ X, ;, et a fortiori le
gradient de f; 5, ne dégénere pas dans un voisinage V;,, de ce point. On peut
alors supposer que la premiere composante de X est non nulle. Ainsi ceci
permet d’assurer, d’apres le théoreme des fonctions implicites, ’existence
d’'un intervalle I, contenant zo; et une fonction ¢ : I,,, — R de classe
C1F¥ tels que I'ensemble {(21,¢(z1)) ;21 € I, } soit le graphe de I'unique
branche du bord contenue dans un petit voisinage de xy, noté encore V.
Maintenant nous allons montrer que pour v assez petit il n’y a dans ce
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voisinage de zp qu'une seule branche connexe du bord de 992, (t) et qui soit
le graphe d’une fonction définie sur le méme intervalle I, ,, méme plus petit
mais dont la taille est indépendante de v. D’abord nous allons comme dans
le cas eulérien donner une équation cartésienne de ,(¢). La description est
la méme : on construit une fonction fy, : R? — R telle que

1
Vv ftlfh: Zh'

D’apreés le théoreme 2, le champ de vecteurs Xy, converge vers X, dans C L
quand v tend vers zéro. Donc cela permet de déduire 'existence d’un réel
Vo tel que pour tout v < vy, le champ de vecteurs X}/, ne s’annule pas dans
V- D'un autre coté, il s’ensuit grace a la convergence uniforme du flot 4, (t)
vers 1(t) qu'il existe au moins une branche connexe de 0€,(t), confinée
dans V,, et dont la projection sur I'axe des abscisses est l'intervalle I, .
En fait c’est la seule branche connexe se trouvant dans le voisinage de xg,
car sinon, il y aura aussi une autre branche eulérienne. En se servant du fait
que la composante XZ hl est d'un module strictement positif dans V,,, alors on
peut déduire, d'une maniere strictement analogue au cas d’Euler, ’existence
d’une paramétrisation cartésienne de cette branche ¢, : I, — R, qui
est de classe C't9¢=2/P_ Le premier résultat qu’on va discuter est que ¢,
converge uniformément vers ¢. En effet, la convergence uniforme du flot
visqueux vers 1) nous informe que le graphe de ¢, se trouve dans une surface
tubulaire dressée autour du graphe de ¢ et dont le rayon p, tend vers zéro.
Donc en désignat par a(z;) 'angle que fait la droite verticale passant par
le point (z1,0) avec la tangente a la courbe (t) au point (x, ¢(x1)), on
trouve que

[6l1) = olan)] < —L—.
sin a(z1)
Or la minoration uniforme |X7,(z)] > ¢ > 0, sur V;, permet d’assurer la
minoration uniforme du sinus. Ce qui permet de montrer la convergence
uniforme de ¢, vers ¢. Comme conséquence on a la convergence au sens de
la distance de Hausdorff. Il reste a vérifier la convergence pour les tangentes
unitaires. Posons

Xih

XV
(1) = ﬁ(l’l,%(l’l)) et 7(z1) = m(l’l,%(%))-

Alors un calcul élémentaire, utilisant les inégalités triangulaires, permet

d’avoir

‘Xf,h(%a bu(z1)) — Xin(2, ¢($1)>‘ _
‘th(xla(bu(arl))}

7, (21) — 7(21) <2
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Or le champ X, est de module uniformément minoré sur V,, par une
constante strictement positive. Il s’ensuit alors que

7 (@) = 7(@0)] < C (X7 = Xl +1Xen (e 60) = X, D)llie(ry )

Ainsi le théoreme 2 et la convergence uniforme de ¢, vers ¢ donnent le
résultat désiré.

5.3. Dynamique des poches singulieres

Cette section est dévolue a I'étude de la régularité stratifiée du tour-
billon w relativement a une famille donnée de champs de vecteurs. Nous par-
tons d’abord d’un modele de champs de vecteurs et nous verrons a la fin une
application pour une famille adéquate de champs de vecteurs X, = (X¢ )
qui tient compte de la structure singuliere de la poche initiale.

5.3.1. Etude d’un modele

Soit v(t,z) un champ de vitesse infiniment différentiable et de diver-
gence nulle. On se donne dans le plan un ensemble fermé ¥, suffisamment
régulier et supporté dans (3)¢, ol h est un parametre appartenant a ]0, e 1]
Considérons 1’équation

X +v-VX =X(x,D)v
TG ’
( >{ X|t:0:X0.

Une telle équation possede une unique solution X; qui satisfait en outre
I'identité

(5.2) Xi(¢(t,2)) = Xo(z, D)u(t, x)

avec (t) le flot associé au champ de vecteurs v. Nous remarquons qu’il
découle du systeme (TG) que les champs de vecteurs 0; + v - V et Xy(x, D)
commutent et par conséquent 1'équation vérifiée par X,(x, D)w(t) prend la
forme suivante

(5.3) (0 +v-V —vA)Xi(z, D)w = —v[A, Xi(z, D)]w.

Remarque : Désormais, nous omettons, par souci de notation, d’indexer
par v les quantités relatives au systeme de Navier-Stokes.

Nous allons décrire par le biais de la proposition suivante quelques es-
timations des solutions de (T'G) et (5.3). Elles sont utiles pour controler le
gradient de la vitesse en dehors du transporté de 'ensemble singulier >y par
le flot.
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Proposition 6. Soient p > 1, s €]0,1[, € €]0, 5[ et r €]1, HLS
une constante C telle que l'on ait la propriété suivante : soit v une solu-
tion réguliere du systeme de Navier-Stokes correspondant a un tourbillon
initial W° appartenant ¢ L' N L. On se donne un champ de vecteurs X,
régulier et supporté dans (o), avec Lo un ensemble fermé de R%. On définit

la quantité

[. 1l existe

B = C<||X0(x,D)w0|

By + [l 2= ([ Xo|

Bs + [|divXo|

)

Soit T un réel positif. On se donne un entier Ny € N* et un réel Cy > 2 et
I’on impose la condition

1 _
(5.4) C<1+ (v+ ||w0||Loo)T)NO"" <oyt
Alors en posant pour tout t € [0,T);

t
oy = 3(1—6—)—6—1 et pour tout 0 <7 <t;
sT

g(1) = CW(r)+ Ca'W(t) + Cl|o|| 1~ (1 + (v + [[&°] z)1),

on aura pour tout t € [0,T],

1Xi(, D)wl[pge + Hw(t)HLooHXtﬂB;m§2N°El<1+(V+HwOHL°°)t+

Cy "W (t)

O] o=

(5.5) ) x (—log h) h~Joa()dr

Sip > %_6, alors nous aurons
2

2NOE1 B (T)dT
X, | rsoron < s (R/2) T 0O
[Pl o
Si de plus il existe un compact K tel que supp Xo C K, alors pour tout
p > i, il existe une constante C'i telle que,
2

Cg2ME,
O]l £

—1—[Y gi(r)dr
HXt(z/)t)HB;JrUt—Q/p < (h/z) Jo gt(1) ’

ou l'on a posé

W(t) = (va(t)HL(Et) + HC(.)OHleLoo)et”wonleLoo et W(t) = sup W(T)

0<7<t
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Démonstration : L’estimation de div.X; s’avere la plus facile a prouver. Elle
est basée sur le corollaire 1, figurant dans ’appendice, mais pour pouvoir
I’appliquer nous devrons localiser le support de X;. Nous allons montrer de
facon précise que, pour t positif,

(5.6) supp X; C (2t>g(t,h)'

Pour ce faire, on prend 7 €]0, k[ et une fonction ¢y : R? — R infiniment
dérivable, supportée dans (X)j,_, et valant 1 dans (¥)j. Considérons alors
son transporté par le flot 1); qu’on défini par ¢i(z) = ¢o(v (¢, x)). 1l est
facile de voir que ¢, satisfait I’équation de transport suivante

(8,5 +v- V)gbt = 0.
Ainsi un calcul simple utilisant I’équation (TG) montre

{ (atX +uv- V)(¢tXt) = (¢ Xy)(z, D)v
Gt Xtp—o = Xo-

Ainsi nous en déduisons par unicité que ¢, X; = X;. Or, d’apres le lemme 1,
nous avons

supp (bt - Qﬁ(ﬂ (20>§Lf77) C (Zt>g(t,h717)'

Ainsi en faisant tendre n vers zéro nous récupérons l'inclusion mentionnée
dans (5.6). Pour décrire 1’évolution de la quantité divX};, nous appliquons
l'opérateur de divergence a (T'G) et I'on obtient grace a I'incompressibilité
du flot,

(5.7) (T) (9, +v- V)divX, = 0.

Sachant que div.X; est supporté dans (Zt)g(t h)s alors nous aurons grace a la
proposition 5 l’estimation suivante

(5.8) |divXy sy < ||divX0||thfog W (r)dr

En ce qui concerne les quantités [|X(t)|[gse et || X¢(z, D)w| o, elles s’es-
timent de facon couplée. En appliquant 'opérateur de filtrage en fréquences
A, a (TG) et en faisant des estimations LP, on aboutit a

t
(5.9) [AgX ()| e < [|AgXo]l v +/O |1Ag X~ (2, D)vl|podr

t
+C(= Tog h) / 2T (1) X (7)o
0
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Or, par définition de oy, nous avons l'inégalité —o; > 1—s. Donc nous aurons
en vertu du lemme 12 de I'appendice que

1A, Xi(e, Dyollis < c(wumrqsudivxuﬂ 5+ 27 A X, D)wum)
+C(=log MW (2 1 X ()] 1o

Quitte a insérer cette estimation dans (5.9), on trouve alors

t
12X @)][zr < [[AgXo|[z» + C(=log h)/ 271 TIW (1) | X (7) | gre-d
0

t
+0|yw0||Lw2—q5/ | divX ()| sydr
0

t
(5.10) +C / 27904 X (2, D)w|| pg- dr.
0

En multipliant des deux cotés par 270494 et en se servant de la décroissance
de o4, nous obtenons

t
X @)l greee < ([ Xoll; + C(—log h)/ WX (1)l gyordr
0

t t
4w [N divX(7)gysordr+C [ 1X (o, Dhlgedr
0 0

Sachant que

(511 Ol < e OO irast < =C I Wirsi

Y

alors 'inégalité (5.8) et le lemme de Gronwall permettent d’obtenir

— tNT T i
IX @l gyrer < BB WO ()] 5,4

t —~
(5.12) + / hCIT WA | X (2, D)w|| g- dT).
0

Dans I'étape suivante nous allons controler || X;(z, D)w||go:. Pour cela, nous
allons appliquer la formulation fréquencielle de la proposition 5 avec I’équa-
tion (5.3). C’est dans l'estimation du commutateur [A, X;(x, D)Jw que 'on
utilise I'effet régularisant décrit par la proposition 4. D’abord, on va étudier
le commutateur en se basant sur le calcul paradifférentiel. Alors on aboutit
a la décomposition suivante :

V[A, Xz, D)Jw = f +vg,
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ou l'on a posé

2
(5.13)  f=2 Y  R(O;X], 00w)+ Y vR(AX] 0w), et
1<i,j<2 i=1
2
(5.14)  g=)Y_ (QTW@NW + 2T, 9, VX] + TaxiOw + TaWAXZ’) .

=1

Le lemme suivant fournit une estimation de la régularité tangentielle du
tourbillon dans un espace de Besov d’indice négatif.

Lemme 8. Soient s €]0,1[ et p > 1. Alors il existe une constante C, telle
que pour toute fonction décroissante oy, vérifiant 0 < Cy < 1+ 0y < s et
pour tout r € [1,+00], on aura

278X Dlzr < ol D)o s+ CC1+ ) o i X e
t
+ CCr(~log h) / W(r)|| X, (z, D)wl|pg-dr +
0
+ C||w°| e (1 + v+ ||w0||leLoo)t> 9a(oi+1-2)

. 125 .
x 30 G+ 27 2¥ (8K e + |1AydivX ),

Jj>q=5

ot l’'on a posé
HX-HL;’CB;'*'”' = Ssup HXTHB;JF”T'
0<7<t

Admettons pour le moment ce lemme. Vu le choix de o4, on peut déduire
grace a (5.8) que

(5.15) 2+ | A divXy| e < 279 divXo|pshC o W,

Ainsi la décroissance de o; et la croissance de l'intégrale fot W (r)dr per-
mettent d’avoir (vu que 0 < h <1,)

. . t
9i(1+o1) ||Aj leXT”L?OLT—’ < 2*]6” leXO”Bf,hic Jo W(r)dr
En conséquence, nous aurons suite a 'inégalité 1 + o, > %,

94(1+ot—32) Z (j + 2)%2% |1A; diVXHLgoLP <

Jj>q—=5

(5.16) < C| divXo| s p=CJo W(rdr
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Il vient alors que I’estimation donnée par le lemme 8 peut étre réécrite sous
la forme

29[| AgXe(+, D)wllpe < [|Xo(:, D)o’

gt +C(1+vt) ||| oo X oo g1
+ C(l + (v + HWOHleL‘”)t> w0 oo divXo)| j,—=C Iy W(r)dr

By
+ Ol (14 (y + |ywoumm)z)zq<m+lf%>><

X Z j+2 |AX||LOOLP+

Jj=q—>5

(5.17) + C(—log h)/o W(r)|X-(z, D)wl gg-dr.

Maintenant, nous allons essayer d’estimer la somme figurant dans le second
membre. Nous signalons au départ que I'appartenance de Xg a I'espace B,
implique

2 A; Xo || 1o < 277 Xoll

Suite a cette estimation et quitte a sommer sur les j > ¢ —5, alors on trouve
grace & I'inégalité 1 + oy > 2

. 1.2
(5.18) 200+0=2) 3™ (5 +2)727 | Ay Xoll e < Cl Xl

Jj>q—>5

D’une autre part, on a

t —
Z(]+2)T2T/O 27/ IW ()| X (7) || grerdr < WX e prie

J2q=5

(5.19) XZ (j+2)r2 f/ 9—i(1+07) g
Or, un simple calcul montre que, pour tout j > 1,
t
/ 9-i(+or) qr < Cijlzfj(lJrot)_
0

Soit Ny > 5 un entier qui sera fixé a la fin. Comme 1 + o > £, alors nous

en déduisons a partir de (5.19) que pour tout ¢ > Ny

R\

q(1+01—2) Z j+2 /2 J(1+0'7—)W( )||X(T)||B;+ofd7'§

Jj=q—>5

(5.20) < ONgr ™ 'T W(t)| X || oo o
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D’un autre coté, un calcul similaire donne pour tout g > Ny,

ot
94(1+ot—32) E (]4_2)%227]/ Q*j(lﬂjf)HXT(x,D)wHBgTdT
0

Jj=2q—>5
< OT||X (2, D)w( )|l ey Y (j+2)r 12 Dto=D)
Jj=q—5
(5.21) < CTNO%IHX(LD)w(-)||L?oBg.,

Ainsi en reportant cette inégalité, ainsi que (5.16), (5.18) et (5.20), dans (5.10)
et en sommant sur les indices j on trouve pour tout ¢ > Ny + 2,

. 125
9a(1+oi—2) Z (j + 2)i2 ; |A; X || eorr < CJ| X0

J=q—5
+ C|divXo| 5;
+CT Ny~ (— log h)w(t)”X(')HL;wB;*”""
(5.22) + CTNO%_1‘|X(x7D>w(')HL§“Bg‘-

Bg—f—

L(JOHLoo th=C I W(T)dT+

Posons
E§(t) = C(1+ (v + |’ in=)t).

Donc, en combinant les inégalités (5.22), (5.11) et (5.17) et en prenant le
supremum en ¢, on aboutit alors a I’estimation

27| Ay Xe(w, D)wllpr < || Xo(@, D)ol gy1 +

t
+C(—log h)/ W(r)|| X, (x, D)wHBgT dr +
0

+EY(1)]|w°|| poo (||X0 B; h=Clo W@ L PN X (x, D)w|| o 1o +

(5.23) + (1 + (—log h)TNO%—IWu)) HX_HL?CB;W.).

Soit Cy une constante suffisamment grande. On impose a Ny la condition

v lfl — 1
(5.24) |° |l TES(T)Ny < Cyt < 3

Alors, on trouve que pour tout g > Ny,
21| Ay X (2, D)wl|1e < [ Xo(z, D)o’

x (11X

syt + By ()| x

t
1
(5.25) + C(—logh)/ W(r)|| X+ (z, D)wl|gg-dr + §||X(x,D)w||L?oBg..
0

B; h—Cfg W(T)dT(1+ (—10g h)TN()%ilva(t)) ||X||L?°le)+o> +
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Pour estimer les basses fréquences, i.e., ¢ < Ny, on écrit

207 A Xo(w, D)wllr < 290 X t) o + 297 o (£)div X 1
(5.26) < 2% (1Ko + v X o ) ol

L’estimation L” du champ de vecteurs X; et de sa divergence est classique.
Le fait que le champ de vecteurs est supporté dans (Et)g(t p) permet d’avoir

IXille < || Xollze h=C o IVP@llzmrydr
< || Xol| g h=C T WD,
La méme méthode appliquée a 1’équation (5.7) donne

||diVXtHLp S ||diVXOHLp.

En reportant ces estimations dans (5.26), que 1’on associe a (5.25), on trouve

||X($7D)w||L;>OB;+°t < 2||X0(I, D)w0| ijl_}'

t
+C(~log h) / W ()X (2, D)ol gz drt
0

thfg W(T)dT+

T B0 o <2N°||X0

By
(5.27) + (1 + (—log h)T Ny W (1)) ||X.||L§OB;+U‘>.
Posons
B, C(HXO(x, D)W Byt [|®| oo <||X0| s + || divXo| B;,))-

Alors I'inégalité (5.27) se réécrit sous la forme
1X (2, DYw || oo grooe < 2V By By (1) h=CJo Wy
t
+C(-tog ) [ WX, Dyollsg-dr+
0

.
(5.28) + B (]| (1 + (= log h)TNy? 1W(t)> 1 e e

Par suite en reportant (5.12) dans (5.28) et en se servant de la condi-
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tion (5.24), on parvient a

||X<x’D)W||L;>OB;+°t < F <2N°E6’(t)—|-
+Cy'(~log h)W(t)/HwOHLOO> p-C i w(rydr
t
+ C(—log h)/ W ()| X-(z, D)wl|pg-dr
0

+ (Bl [z + G5 (= log W (1)) x

t
(5.29) x p=C o W(ndr /O hE o WO X (2, D)w|| o g or dT-
Posons
hit) = ||X(x7D)w||LgOB;+Utthot Wdr ot pour tout 0 < 7 < ¢

a(r) = CW(r)+ Ey(t)|w’| 1= + Cg'W(t).

Alors I'inégalité (5.29) devient

t

fi(t) < B (2% By (0)+C W ()’ | 1) (— log h)+(~ log 1) / 9:(7) fu(7)dr.

En appliquant le lemme de Gronwall et en utilisant la croissance de W et Jt,
on trouve

2NOE1 v 131~
X (e, D)l ey < o= (BEOIle + G T(0) x

(5.30) % (—logh)h~Jo g

En reportant cette estimation dans (5.12) et en se servant de l'inégalité
t

(~tog ) [ (S0l + Gy W () - 00 g < g i,
0

on montre que

2No
HXtHB;Jr% < Wh_ Js ge(r)dr
Loo

Pour fournir une estimation de Xg(z, D) (t,x), nous écrivons tout
d’abord que

(5'31) X()(:L',D)??D(t,l') = Xt(w(ta‘r))'



524 T. HMIDI

Soient x, y € R? tels que |x —y| < h/4. Alors, on a deux possibilités : soit x
et y € (Xo)n, auquel cas la valeur du champ X en ces points est nulle ; soit =
ety € (X0)5, /4~ Alors dans ce cas le segment [z, y] n’intersecte pas I’ensemble
(X0)n/a- Donc cela nous permet d’écrire via la formule de la moyenne que
pour tout 0 < ¢’ < 1

C .,
| X ((t, @) — Xo((t, )| < ;||Xt| oo |0 (t, ) = P(t,y)|
C ! !
(5.32) < gHXt\ o Viﬂ(t)HeLoo((zo);M)W -yl

D’un autre coté, en dérivant 1’équation régissant le flot et en se servant de
la premiere partie du lemme 1, on trouve

t t
—C [f W (r)dr
IV (@) oo (o)) < €xp (/0 IVo(P)l=(sg, 0 < (R/4) o :
Ainsi en reportant cette estimation dans (5.32), on obtient pour |z—y| <h/4,

g (hfa) ORI e

C
|[Xe(w(t, 7)) = Xu((t, )| < Z X (@)l
Lorsque |z — y| > h/4, alors on écrit simplement
| Xe(0(t @) = Xe((t, )| < 201Xl (h/4) 2 = y|".

Par conséquent, on parvient & montrer que X,(¢(t)) est un élément de C¢,
avec

¢ —e'(1+C [{ W(r)dr
IX,@)llger < = || Xellger (hy4) = HF T WD

6/

C —€ LW (r)dr
(5.33) < _||Xt|B;’+2/P(h/4) (1+C fo W(r)dr)

6/

Dong, en prenant ¢ = 1+0,—2/p et en utilisant I'estimation (5.5) on trouve
le résultat.

En ce qui concerne 'estimation dans les espaces de Besov, nous ferons
I’hypothese que le support de X est un compact K. Il s’ensuit d’apres la
définition du champ X; que le support de X;(v;) est inclus dans K. Alors
on obtient en vertu du lemme 5

1 Xe(b)ll gy < Crel| Xi(dr)]
Ainsi nous obtenons a ’aide de I'injection de Sobolev et de 'estimation (5.33)

Ck

HXt<wt)HB;+ot72/P S m HXtHB;+"t

ce-

(h/4) —(14C [; W(r)dr)

Ainsi en combinant cette majoration avec (5.5) on parvient au résultat sou-
haité.
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5.3.2. Démonstration du lemme 8

La preuve est intimement liée , d’une part a la formulation fréquencielle
de la proposition 5 et d’autre part a l'effet régularisant qu’on a déja établi
sur le tourbillon w. D’abord, I'inégalité (4.6) permet d’avoir pour tout entier
qg=-1
2

p
By +C(p_

18X (2, D)wl|ze < || Xo(w, D)o’

-+ v8) 27 g, L0

t 9—qor
+ C(—log h)/ e W(r)|| X (z, D)wHBgrdT+
0

T

-1 1y =2
(5.34) + (v + )2 | follg oo
C’est dans I'estimation de f que l'effet régularisant décrit par la proposition 4

est d'une grande importance. Pour s’en rendre compte, nous allons faire une
légere modification de l’expression de f:

ZR AX}, Ow) ZaR AX! w) — R(AdivX,,w) ;

Z R(VX} Vow) = Z R(VX! Vw) — R(VdivX,, Vw).

Ainsi on aboutit, suite a une utilisation de l'inégalité triangulaire et du
lemme de Bernstein

1A fllrre < C20 > w29 AjiX Lo | Ajwll Ly
2q—No
i€{F1,0}
+ C Y 2 A adivX | e | Ajw| oy e
Jj>q—Ng
1e{F1,0}

En se servant de la proposition 4 et de l’estimation (4.1), nous obtenons

1

e G R N P D I

. 1 .
xS G427 (X s + 14X s ).
Jj2q—No
D’un autre coté, pour estimer g il suffit de développer les paraproduits et
I’on trouve grace a la condition —oy > 1 — s

C C
2 S T I X s pgen ol < T 1K Ny 1w’ .
En fait la derniere inégalité est assurée par le principe du maximum. Ainsi
la preuve du lemme 8 est achevée.

1911z 55
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5.3.3. Définition de la famille X,

Soit Ay une famille Y —admissible et v un champ de vecteurs infiniment
dérivable. Alors, on définit le champ de vecteurs X; ; comme I'unique so-
lution du systeme

) { (37 + (1, z) - V))?Mﬁ(T) = )AfM’h(T, x, D)v(T, x)

Xt,,\,h((), ZL’) = XO,)\,(S(t,h) ($)

Ainsi on définit la famille X; comme suit

(5-35) Xiah = X't,,\,h(t, x) et A& = (Xt,)\,h>()\,h)€A><]O,e*1]

Faisons remarquer que nous pouvons déduire a partir de 1’équation (TG’)
que pour tout réel positif 7

(5.36) Xian(T, ¥(1,2)) = Xoxsem (@, D)Y(r, 7).

La proposition suivante précise le théoreme 2.

Proposition 7. Soientt s €]0, 1], € €]0, 5[, p > 5_226 etr €)1, 1+El_§ [. Alors il
2

existe une constante positive C' telle qu’on ait les assertions suivantes. On se

donne un champ de vecteurs v° de divergence nulle dont le rotationnel w° €

L'NL>. Soient ¥ un ensemble fermé de R? et Xy une famille ¥o— admissible

d’ordre = = (o, Bo,Y0). On suppose que

W’ € B,
Soit T un réel positif. On pose pour tout 0 <t < T
et
Ut:s(l_ﬁ> —e—1.

Alors nous aurons :

1) Le champ de vecteurs défini par (5.35) appartient pour tout 0 <t <T a
lespace Bt

2) La solution du systeme de Navier-Stokes, notée v, est lipschitzienne en
dehors dehors du transporté de Xo par le flot visqueuz 1(t), ceci étant loca-
lement uniformément par rapport a v. En d’autres termes, nous avons

VO || oo t,520)¢
hel0,e—1] —logh

0
2r—1 Ctllll 1 oo

) < Ko, (1+wvt)~1e :

avec

déf HWO

'57p7/80
Koy = C”WOHLlan ( — Bo + log (e + aoWTO’XO))
Lo>°
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3) Pour tout t € [0,T] et pour tout n > 0 la famille X est X(t)—admissible
d’ordre Z(t) = (ao(t), Bo(t) — n,70(t)), avec

U

Q) déf 6Ct||u)0||[,lml,007 ﬁ()(t) éf (6() . tK07y<t>)GCt“wo||LlﬁL00 of
70(15) if (’70 - Oé()t K07V(t))€ct||w0HL1nLOO’

U

ou l'on a posé

2r—1 0
déf C 1+l/t r—1 6Ct”w HLIFTLOo
KO,V(t) KO,V € ( ) .

4) Pour toutt € [0,T], on a

w(t) € By vy > 0.

De facon plus précise, on a l’estimation

0]]5p,58
o) ikt JU506 e ey nonog (L
(Z(t))hr(‘)((t))h - HwOHLOO g h )
5) On suppose que
dé
(537) [0(20, XQ) :f ?up ]I((Eo)h, (XO)h) < 400,
he)0,e—1

alors, on aura

71 Ot L1 oo —a
|’Xt,>\,h(¢t)|’cl+vt—2/p < eC(Hvt) =T LlnL I?(EO,XO)(h/ZL)BO(t) o(t)’

avec
’ HWO 5,0,50

19(S0, Xp) = WTZSOIO(EO’XO)'

Démonstration : Les estimations suivantes sont démontrées dans [3, pp.
174-175] :

(5.38) inf  sup | Xosen| < H(S(E)n, X () (6(, h))_fo ol dr

2€(Z0)§(; 5y AEA

et en posant

t

(5.39) n(t) = <70 —/ ||V’U<7')||LL(ET)d7'>GCtHwOHLlﬂLOO,
0

nous aurons

(5.40) IW()(EOaXO) < Ly (Z(t),X(t)).
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Pour controler les normes de Xy 5 et Xy p(x, D)w, nous allons appliquer
la proposition 6. Nous obtenons en particulier I’estimation suivante

1Xean(z, D)wllgge + lw(®) | | Xeanll g < 2V Boan (1 +
W)

o[ e

(5.41) (0 o)t + Gyt ) (—log ) b fi o,

ou l'on a posé

EO,/\,h = C(HXO,)\,J(t,h)<x> D)wo\ Byt + HWOHL“HXO,/\,S(t,h)‘ B§>a

Or, par définition et par I'estimation (5.38), nous avons

Bt t ||W0||L°°||XO,/\,6(t,h)| By < 8y (h)™ x
T ((Z0)s:(h)» (Xo)suimy) w1250
t uO 0o
(5.42) < I((Z(t))h’ ()((t))h)h(ﬁo—fg ||U(7')HLL(E-,—)d7')€C o™l 1 ||W0||;§:§(%~

| Xoxsm (2, D)’

En combinant cette estimation avec (5.41), on aboutit &

1+o(t), 5,0, 1
lo®lisineen, < 21 IR a0t)(~logh)h*
(5.43) x (1 0 )t + W0/ el ),
avec
t
(5.44) Bi(t) = (8o — o / gu(7)dr ) et utnce,
0

Nous allons maintenant donner un controle Lipschitz en dehors du transporté
de I'ensemble singulier par le flot. Pour ce faire, on combine le théoreme 3
avec l'estimation (5.43) et 'on trouve sous la condition 1 + op > %,

: : o I35
Vol < Clll + Clllimlog (e 4+ 298 288 0yt x
LOO
(5.45) x (= Tog WA O (1 + (v + |u 1)1 + C’OIW(ZS)/HQJOHLOO)).

En se servant de 'inégalité

Va>1, Vb>0, log(l1+ab)< loga+log(1+0),
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alors la définition de W(t) et de (3 (t) permettent d’avoir

—_~

W(t) < Kiplt) + Ol Nron= 10g (14 C5 W (1)) 1<)
t

+ HWOHLmethOIIlem/ gt(T)dT,
0

ou l'on a posé
(5.46)

0 Ctf|w® N, ||W0||;p’§(0
i) =i ()10 (— o (6200 g ) ),
W= || Lo

En utilisant l'inégalité log(1 + z) < z, V& € R, alors en imposant a Cy la
condition

(5.47) CCy TN ltnree <

9

DO —

I'inégalité précédente devient
t
W(t) < Ky y(t) + Ol gt luine= / o (r)dr.
0

En remplagant dans cette inégalité la fonction g; par son expression, on
aboutit a

W(t) < Ki(t)+ Cllw®|| g (1 + vt)eCtelitare 4 005t et ltare 17 (1)
t
b O et / W(r)dr.
0
Par conséquent, la condition (5.47) et le lemme de Gronwall permettent

d’avoir

(5.48) W(t) < Ky (t)e

1l 1A poo
Ceci permet d’avoir

t 0l 1 oo
/ g (T)dr < Ky ,(t)te’ )
0

Ainsi en reportant I'estimation (5.48) dans (5.39) et (5.44), on trouve

é 19%0 2100

Yo(t) < <70—040K1,u(t)t660t ror )eCtllw(’HleLw < m(@),
é [ .

Bo(t) (B = Ky (e 0T ) i <y (1),
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Retournons aux conditions (5.4) et (5.47) définissant les constantes C et Ny.
Alors un calcul élémentaire montre que ces conditions sont satisfaites des que

0
Cy =~ CefTlllitnre et

Ny =~ (1+vT)r1efTIe0linre.,

Ainsi l'estimation (5.46) peut étre remplagée par

déf 0 2=l ot)|wO| ||w0||;§7§(%
Koo (1) Cllol s (1400) 75 et (- o-+og {e-+ag— e ).
LOO

Par conséquent, 'estimation (5.43) devient

s’ 713
1+o(t),p C’(l—l—l/t)ﬁec’s”“’OHleLoo ”(‘UOHZ‘S,X% Bo(t) 1
Hw(t)H(z(t))h (X(E)n <Ce T TR Kgﬂj(t)h log| —
’ || oo h
[l e 1
< e (¢ BPo(0)] (_)
S o= Ko DA log ).
avec
_ 5,p,580
dé o EE 0t1ePl 1 oo |5
Koo (1) ||| g €O+ 7 i (—Bo+10g (BJFQOW\EZ% .

En ce qui concerne l'estimation de X; (1), nous signalons d’abord que
I'hypothese (5.37) donne, grace a (5.42)

Ctllell1npee | g 0
Eoan < ChPoe EE | w ||sz§;6\%] (20, X0)-
Dong, la proposition (6) nous permet enfin de trouver,

HXth:h (wt) HClJ“’t*Q/T—’ <

< C(1+ut)ﬁec”|‘”0”L1mLoo Eon (1 >a0(1+fotgt(7)d7')
<e

0(t.h)

9

[ o=

< C’(l-l—l/t)ﬁeCtH“O”leLoo HMOHL;(I;:.}BY(()) 190 &) (h/4 B1(t)—ao(t)
>~ € W ( 0, 0)( /) .

Il suffit & ce stade d’utiliser I'inégalité (y(t) <1 (t) <0, pour que I'estimation
énoncée devienne alors plausible.
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5.4. Démonstration du théoréme 2

La preuve de la premiere partie est une application directe de la pro-
position 7 : pour obtenir I'estimation du gradient de la vitesse, on fait le
choix suivant r = 5 +1 s et € = 7. Il reste alors a vérifier la convergence

2
non visqueuse. Ch0151ssons v par exemple dans [0, 1]. Alors nous avons par

la proposition 7 que pour tout h fixé dans |0, e~!] et pour tout ¢ € [0, T
(549) sup ||X07)\7h(', D)'I/)V(t)HCl#»Uth/p < 400.

ve(0,1]

D’un autre coté, on a

Xoan(x, Dby () — Xoan(x, D)y(t) = div (XO,A,h¢u(t) _ XO,A,hw(t))
— (wy(t,x) — @/J(t,z))divXOA,h.

Ce qui implique que

1 X000 (s DY () — Xoan(-s DY) lo-1 < [ Xoan |z [[0(8) — ()] 1o

Or, on sait que dans le cas des solutions de Yudovich le flot visqueux converge
uniformément vers le flot eulérien. De fagon plus précise, on a pour tout
T eRy,

)Egh 1%y — Y|l o (jo,77xr2) = 0.

La preuve de ce résultat est basée sur le résultat de convergence L? de v, —v
vers zéro, établi dans [4]. Ceci implique par interpolation la convergence L.
Ensuite on applique le lemme d’Osgood profitant de 'uniformité par rapport
a v de la norme de v, dans Cp .

En conséquence de la convergence uniforme du flot visqueux, nous dédui-
sons alors la convergence non visqueuse de Xg (-, D)1, (t) dans 'espace
C~! Ainsi par un argument d’interpolation, on déduit, ponctuellement en
temps, la convergence forte dans l'espace C'7¢=2/P=1 pour tout n stricte-
ment positif. Nous obtenons encore

Vlir(r)1+ | Xoan (s D)y (t) — Xoan (-, D)Y(t)| Lo o,77xr2) = 0.

Concernant la convergence de Xian vers Xiyp, nous procédons comme suit.
Nous avons, d’apres la proposition 6, 'uniformité par rapport a v du controle
de X/, , dans C'"7*=2/7 ¢t d’un autre coté, nous avons par (5.36)
| Xixn = XeanllLe <

< I Xian(@n) = Xean(®)[| o + [ Xean () = Xean (W)l e,

< NXGase.m (5 D)ow — Xoswn (- D)Yl e + [ Xean (i) — Xean(¥) || e
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Nous en déduisons alors la convergence a ’aide de la premiere partie et de
la convergence uniforme du flot visqueux. Par interpolation nous trouvons
la convergence dans C't7¢=2/P=1 pour tout réel n > 0. Nous avons encore
la convergence dans C° localement en temps. Par contre la convergence de
divXy, ), vers div.Xy \ p se déduit a partir du résultat précédent interpolé avec
I'uniformité par rapport & v du contréle dans C1+o¢=2/p,

Remarque : Nous avons supposé implicitement le long du calcul qu’on a ef-
fectué dans les sections précédentes que la vitesse est suffisamment réguliere.
Ainsi en toute rigueur, il conviendrait de régulariser la donnée initiale et de
montrer que les estimations correspondant a la solution réguliere sont aussi
valables pour la solution limite. Ce travail a été en fait déja fait dans le
chapitre 9 de [3] ou encore dans [10].

6. Appendice

6.1. Autour de la théorie pseudo-locale de Littlewood-Paley

Ce paragraphe est consacré a l’élaboration de quelques lemmes tech-
niques abordant certains aspects pseudo-locaux de la théorie de Littlewood-
Paley. Ils constituent, comme nous l’avons constaté, un ingrédient fonda-
mental dans la preuve du théoreme 2. Ils ont été démontrés dans les espaces
de Hoélder [3] et que nous allons généraliser par les mémes techniques dans
les espaces de Besov. Le premier lemme qu’on va donner n’est autre que le
lemme 9.2.1 de [3].

Lemme 9. [l existe une constante C' telle que, si K est un sous ensemble
fermé de R? et si u est une fonction valant zéro en dehors de K, alors pour
tout h € (0,e71] et pour tout g € N

1Sg1ullee < Clg +2)[lullr et [[Sgrullreixg) < Clluf|(-logh).

Le lemme que nous allons énoncer généralise le lemme 9.2.2 abordé
dans [3] et qui traite le cas p = +00. La preuve est une légere adaptation de
la méthode utilisée par J.-Y. Chemin.

Lemme 10. Pour tout entier N et pour tout réel s, il existe une constante C
telle que, pour tout p € [1,+o0], pour tout fermé K et pour toute distribution
u supportée dans K et appartenant a u € By, on a

||Sq_1u||Lp(K£) < CQ‘QS(Qqh)—N||u|

Bs-

Ceci étant pour tout couple (q,h) tel que 27h > 1.
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Démonstration : Soit p une fonction appartenant a D(B(0,1)) valant 1
dans B(0, ) Comme pour tout z € K et pour tout y € K on a p( ) =0,
alors

29(z — y)

>U(y)dy-

Posons

T

p=2h, h*z)=hz)(1- p)(;) et hf(z) = 29n"(2%).

La fonction 2* est dans S(R?) et son support est inclus dans {|z| > £} et
pour tout a € N4 et pour tout couple (N, M), il existe une constante Cy. ar.q
telle que,

(6.1) I 1o h |1 < Cnpra ™™

L’égalité de convolution ci-dessus se réécrit

(62) Sp-au(e) = [ B = y)ut)dy.

Nous pouvons écrire grace a (6.2) que pour tout élément x n’appartenant
pas a K

(6.3) Sorufz) = 20 / () uly) — ().

En décomposant u en basses et en hautes fréquences, alors on trouve que
pour tout x & K

3

Sg—1u(z) = Z Il(z) avec,
= (b ( Id Sg)u)(z)
/R W (y) (Squiz — y) — Squ(x))dy

Ij(z) = —(Id — Sy)u(z) /Rd R (y)dy.

Occupons-nous dans un premier temps de 'estimation de [ ;. Alors en utili-
sant la décomposition de Littlewood-Paley, on trouve

Ih(z) = ( Z Aphly x Ay i(Id — Sq)u> (x).
ief%f,o}
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Ainsi 'inégalité de convolution donne

By Y 27| AR |1

p>q

1T 1lze < Cllul

Comme q est positif, alors le lemme de Bernstein nous assure que

13 llze < Cllullz; Y- 27727700 A0 Y10,

P>q
|/ |=|a

Or, par I'inégalité (6.1), nous aurons

(6.4) 10 B g1 = 29190 BF || 1 < Cyape V271,
Par suite
||];||Lp < CN,aM_NQ_q8||U| B; Z 9(g=p)(s+lal)
p=>9q

Alors il suffit de prendre « de fagon a ce que |a| + s > 0.

Si 5 est strictement négatif alors la majoration de la somme I7 4 I3 est
immédiate. En effet pour x ¢ K, on a

I2(x) + 1) () = hl * Squ(z).
En conséquence, on trouve grace a (6.4), avec a = 0,

112 4 I orcey < Cvspn™ N 27% ||

B
Ainsi nous obtenons pour tout s < 0

(6.5) 1Sq—rtll Lo iy = 1AL * ull ogrsy < Cnvspt™ N 279 |l

B

Quant aux indices positifs s, nous allons commencer par 1'identité

PR = 3 (i) (ig)”.

lor|=[s]+1
Donc il existe des fonctions g, appartenant a S telles que pour ¢ € N
Agu =27 Z 297G, (27.) % 0%u.
lal=[s]+1

Or le support de 9%u est inclus dans K. Par conséquent, en réappliquant le
résultat de (6.5) avec s — [s] — 1 nous trouvons

s -N
(6.6) ||Aqu||Lp(K;) < Cns271 (2‘1h) ||u|

Bs-
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Ainsi nous en déduisons que pour s positif
131 o aegy < Ol ah™Nfullg D 27PN < On 279wl | ;.
p=q

Le dernier passage est vrai pour tout N strictement positif. Il reste a prouver
une estimation similaire pour 7/ 3 dans le cas ou s € R;. Pour ce faire, on
écrit pour tout = € K

S,0%(xz) = S,0%(x) — 0%u(z) = Z@O‘Apu.

p2q
Il s’ensuit alors grace a (6.6)
(6.7) ||Sqa°‘uHLp(Kg) < ONVQQq(‘al_S)(Qqh)_NHM Bs-
La formule de Taylor a l'ordre [s] + 1 donne
(y =)
|or| <[s]
— 7T o 1
+ ([s] + 1) Z %/ (1 —t)¥ovS,u(z + t(y — x))dt.
la=[s]+1 ' 0
Ce qui donne
(6.8) @) < Y Caz |- [pH]| 107 Squ(@)| + T (x),
lor <[s]

avec
1
R =2 37 Co [ [ o=l 20— ) oS (ot =) dye.
jo|=[s]+1

En faisant le changement de variables z = y — = et en prenant la norme L?,
alors on trouve par l'inégalité triangulaire,

1
120 < Co2 sup / 21111 (292) |0 S (- + 12)]| ozt
la|=[s]+1J0 JRd

< Ca2 M| 1R 2 0% Squll o

Par suite, en se servant des inégalités (6.1) et (6.6), on trouve 'estimation
voulue.
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Lemme 11. Soientp € [1,+00] et s € R. On se donne un ensemble fermé ¥
et une distribution tempérée f € By tels que h = dist (suppf,X) appartient
a (0,e71]. Alors il existe une constante absolue C' telle qu’on ait

ITuflly < C(=log h)l[ull e | f1 55
I1Ag Tl fle < C(= log B)27 4V |[Vul| Lrogs | f ;-

Démonstration : La preuve de la premiere estimation est fondée sur une
estimation L? de S,_;u A, f. Pour ce faire, nous distinguons tout d’abord un
cas simple, celui des basses fréquences. Si ¢ < —log,h, alors nous aurons par
le biais du lemme 9

[Sg-1ull L < Clg + 2)[JullL < C(=logh)||ul .-
En conséquence, nous aurons

1Sg-1ulgfllr < C(=logh)2™*[ull L] f]

Bs-

Dans le cas 29h > 1, nous faisons la décomposition suivante

3
(69) Sq71UAqf = ZTih(u? f)a
j=1
avec

qu,h<ua = Sqfl(lE;;mu)Aqf,
) = Sg(ls,,u)lsg, Agf et

h
qu,h(uf) = Sqfl(lzhmu)]‘zah/zlAqf'

Pour l'estimation du premier terme, on utilise le fait que u € L(X) et 'uni-
formité en ¢ de la norme de S, comme étant un opérateur de L(L>), et
I'on trouve

15g-1(1s¢ ,u)llee < Cl[1sg jullie < C(= log h)ull L)
Concernant ’estimation de T(i n(u, f), nous nous servons du lemme 9, qui
implique

1591 (L, o)l Loe (g, ) < C(=log h)[1s, ,ullL < C(=log h)ljulL.

3h/4) —

L’estimation de T, ;” w(u, f) est plus délicate et c’est justement dans cet en-
droit que nous ferons appel a I’hypothese sur le support de f. En utilisant
I'inégalité de Bernstein, on trouve pour tout b > a,

d d
1,115, )l < CB2% 15, yull s < CB2F .



POCHES DE TOURBILLON SINGULIERES DANS UN FLUIDE FAIBLEMENT VISQUEUX 537

, s
D’un autre coté, comme supp f C X5, /a5 alors le lemme 10 nous assure que

VN, HCN/ ||Aqf||Lp(23h/4) < CNQ_qS(Qqh)_

Ainsi nous montrons que

94 . _gs _
T2, (u, fllr < Cnb2727° (zqh) Nl
< Cynb27%h5 (29h) 5N |ul|;

En choisissant b = —a log h, alors on trouve

\]T;h(u, e < Cn(—log h)279%(29h)" g BT HuHL

Or h € (0,e7!] et @ > 1. Donc il s’ensuit

d
alog h —

Ainsi il suffit de prendre N = d, pour déduire dans le cas 29h > 1 que

1750 (us Pllze < C(=log h)2™*||ull1|| ]| 5;-

Par suite la preuve de la premiere partie du lemme est achevée.

Pour la seconde partie, nous écrivons

[Aqv Tu]f = Z [Aqv Sq’—l(u)]Aq’f'

lg—¢'|<No

Or en écrivant l'opérateur A, comme une convolution, on trouve
déf
Coq(u, [) = [Bg, Sq-1(w)]Ag f
N / ((Syaw)(z = 277) = Syqu(@)) (y) (Ag £) (@ = 27Ty)dy.
R

En appliquant la formule de Taylor a ’ordre 2, on obtient

Coq(u, f) = —27 qZS' 10ju(z /dyjﬁl(y)(Aqrf)(:c—Zqy)dy—i—

+ 27% Z / /Rd O‘hl 8 Sy— )(x — 127 %) (Aq/f) (x — 27 %y)dydt

laf=2

déf
= C;,q’<u7 f) + C(iq’(“’) f)
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Posons ¢; = —id;p. On rappelle que ¢ est la fonction de S(R?) définissant
lopérateur A, par A, = ¢(279D). En conséquence

Sy—105u(x) /R ) yihi (y) (Ag f) (& = 27%)dy = Sy 105u(x)p;(279D) Ay f.

Or en appliquant le résultat fourni par la premiere partie du lemme modulo
une légere modification de la preuve : on remplace dans (6.9) la quantité
Ay f par p;(279D)A,. Alors on trouve

1Sg—185u() ;27 D) Ay fl|1r < C(~log h)277*(|Vu|| sy | f]

Bs-

En conséquence, on aura

(6.10) 1Cq (s Fllze < C(log h)27 D[Vl s | ]

Bs-

pour le second terme, on utilise une simple inégalité de convolution qui donne

1Co g (s P)llr < C2720Y 7 |Syr-10ull oo | A f | 1

|ar|=2
Or, il est facile de voir que pour |a| =2 on a
|Sy-10%ull i < €29 Valco.

Par suite

(6.11) I > Croll, < G2Vl ol £l 53
la’—q|<4
Nous déduisons alors a 'aide de (6.10) et (6.11) le résultat souhaité. B
Nous allons déduire de ce lemme une estimation sur le commutateur.
Corollaire 1. Soient p € [1,+0¢], s €] — 1,1[ et w un champ de vecteurs
de divergence nulle. On se donne un ensemble fermé Y et une distribution

tempérée f € By tels que h = dist (suppf,¥) appartient a 10, e ). Alors il
existe une constante universelle C' telle qu’on ait

C —qs
IAgw-VIfllze < =5 (= log A) 27| VullLroes) | /]

Bs-

Preuve : Il suffit d’apreés le lemme (11) de montrer que

(6.12) [[Agu-VIf = [A, Ty - VIf|,, < 279 ||Vl

Flisg.

c?
1—s2
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Pour démontrer cette estimation nous allons faire usage du calcul para-
différentiel. Alors on peut écrire

Ay, u-V]|f—[A, Ty, V]f =4, Ty. - ulf —[A, R(u, V)| f.

Pour estimer le premier terme, on écrit par définition du paraproduit

Ay, Toulf= D [Ay Ayu-Sy1V]f.

lg’—ql<4

Comme dans cette somme ¢’ € N, alors on peut déduire en vertu du lemme
de Bernstein que,

1Sy—1u-VfAgulze < C2|Syo1V fllze| Ay V]| =

< C||Vullcoll flls270 Y 200
P=<q
C —qs
< 1 IVulloo2 |15
Ceci permet de retrouver pour s < 1
C
(613) H[Aq,TVU]fHLP S GQ 4 HVU’ o U‘ Bg-

En ce qui concerne le terme de reste, nous allons utiliser la condition de
divergence nulle qui implique
[AWR(ujvaj)]f = Z [0;A¢, Agu]Ag—if.

q'>q—No
ie{F1,0}

Or en développant le commutateur et en procédant a un simple calcul utili-
sant le lemme de Bernstein on trouve pour tout ¢’ € N

110580, AgulAg—if | < C2Agull | Ag—if o

(6.14) < 02770279V co | £ 5.

Siq¢ =—1etie {F1,0} alors on utilise I'estimation

(6.15) [[Ag, Acru]d;Aif ||, < C27 A V|| pol| Aif 20

Ainsi en combinant (6.14) et (6.15) on trouve que pour tout s > —1
A c .

(6.16) [[Ag, R, 071 f ||, < 1752 I Vulleoll Nl 55

Donc en combinant (6.13) et (6.16) on parvient alors a Iestimation (6.12).
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6.2. Application

Comme application des résultats du paragraphe précédent, on a

Lemme 12. [l existe une constante C vérifiant les propriétés suivantes.
Soient s, r €]0,1[, p € [1,+00] et & un ensemble fermé de R?. On se donne
un champ de vecteurs X qui appartient, ainsi que sa divergence, a By et
supporté dans X5. Soit v un champ de vecteurs tel que son rotationnel est
borné et son gradient est dans LL(X). Alors pour tout ¢ > —1

C .
18,X (@, D)vllir < €28 X (2, D)ollir + 2| divX] gl
C
+ 2]

(i (1

Démonstration : La preuve suit de pres celle du corollaire 9.2.1 du [3]. Elle
est basée sur la décomposition suivante qu’on trouve dans le lemme 3.3.2 du
meéme ouvrage

o+ [ Voll o) (~log ) ).

5

X(z, Dy => "V,

i=1
avec

Vi = (Id—A_)V*A'X(z, D)w,
2
Vo = Y [Txs, VA ojw,

j=1

Vi = (Id—A_)VFA'R(w, divX),

2
Vi = =—(1d- A VA (Th X7 + 0R(w, X7)) et

Jj=1

2
Vs = > (TpuX7 + R(0jv, X7)).
j=1

Ainsi on peut écrire

(6.17) X(z, D)o => Wi(X,v) + Y Ty, X.

i=1 j=1
ou l'on a posé

Wi(X,v) = W

2
Wo(X,0) = Vot Vit V=) Ty, X' et
j=1

WS(XaU) = ‘/3
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Pour estimer W7, il suffit d’utiliser le lemme de Bernstein qui implique 1'exis-
tence d’une constante C' telle que pour tout p > 1 et pour tout ¢ > —1

(6.18) 1AV |e < C27Y|AX (2, D)w|| v
Le terme W3 s’estime comme suit

1AVallr < Cldiv|g2e S 270

q'>q—No
C ot ae
(6.19) < —=277||div X||pr.
r P
Un calcul analogue montre que
C
(6.20) IW2(X,v) = Vallsy < —[1X]l5;.

Par contre ’estimation de V5 est plus délicate. Nous avons
(6.21) Vo= > [Syo X! VEA A 0w e N Ty
q’eN q’eN

Jjef{1,2} je{1,2}

Or le fait que le spectre fréquenciel de T} ; est supporté dans une couronne
de taille 27 nous assure I'existence d’une fonction ¢ € S(R?) supportée dans
une couronne fixe telle qu’on ait

Ty = 2~ [Sq’fIvaw(ziq/D)]Aq’ W

Soit ¢ I’élément de S correspondant a la transformée de Fourier inverse de .

7 . 7 —a . .
Alors en écrivant 'opérateur (277 D) comme une convolution, on parvient
a l'expression

20Ty (2) =22 | 6(27y)Agdjw(z —y)(Sy—1 X! (x) = Sy X/ (z — y))dy.

R2

En utilisant la formule de Taylor a I'ordre 1 on trouve

/

2 1
2 Tyg(@) = =2 / B2y Ay di(x — y)y' Sy X7 (@ — ty)dydt.
i=1 70 JR
Par suite, il vient
29| Ty g ()] <

1
(6.22) < C||VAq,w||Lm22q’/ / |y(27y)V Sy 1 X7 (x — ty)|dydt.
0 R2
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Ainsi

T. HMIDI

en utilisant I'inégalité triangulaire et l'invariance par translation des

normes LP, on trouve

(6.23)

Donc

(6.24)

Tyl < CllI- [ll12727 | VAgw]| o [V Sy -1 X7 10
< C277|wlleo IV Sy—1 X7 || 1o

c?

en reportant (6.23) dans (6.21) on trouve, vu que s < 1

1AV < D Tl

lg’ —q|<4
< ClwleolXlpy Y 2792007
lg’ —q|<4
p<q—2
c
o

Ceci acheve les estimations des W;(X, v). Concernant le terme Tj,, X7 nous
utilisons tout simplement le lemme 11, qui implique

|To,0 X7 || 55 < —C(log R)[|[VollLres | X || 5;-

Ainsi la preuve du lemme 12 est achevée.
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