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Le calcul fonctionnel sous-linéaire dans

les espaces de Besov homogenes

Gérard Bourdaud et Yves Meyer

Résumé

On établit l'estimation sous-linéaire ||f o g|| < ¢(f)]lg]|, la norme
étant celle de 'espace de Besov homogene By(R"), o1 1 < p < +00,
1 <g¢g< +oet0 < s < 1+(1/p). La fonction f est supposée
appartenir a une classe UI} introduite antérieurement par Bourdaud et
Kateb, qui contient notamment les primitives des fonctions a variation
bornée sur R. A titre d’application, on montre qu’une fonction étagée
appartient a Bi *°(R?) si et seulement si elle appartient & BV (R?).

1. Introduction

Depuis une quinzaine d’années, divers travaux ont été consacrés au cal-
cul fonctionnel dans les espaces de Sobolev fractionnaires W (R"), quand
l'ordre de régularité vérifie 0 < s < 1+ (1/p). Ces espaces partagent la
propriété d’admettre un calcul fonctionnel sous-linéaire, au sens ou il existe
des fonctions non affines f : R — R telles que 1'on ait, pour une certaine
constante ¢ et toute fonction g € W; ,

(1.1) 1fogll < clgll,

la norme étant celle de W7. En revanche, dés qu’on a s > 1 + (1/p), la
condition (1.1) entraine que f est une fonction affine (cf. [13, prop. 1]). La
propriété (1.1) est satisfaite par une classe naturelle de fonctions f, que nous
définissons maintenant.

Définition 1 On appelle BH(R) [’ensemble des fonctions continues sur la
droite réelle dont la dérivée seconde, au sens des distributions, est une me-
sure bornée.
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Nous reprenons ici la notation de Savaré et Tomarelli [25], bien qu’ils
I'utilisent dans un sens plus restrictif, en supposant en outre que f et f’
sont intégrables. Elle signifie : “a hessienne bornée”, car elle est utilisée
aussi bien en dimension supérieure.

Théoréme 1 Soient 1 < p < oo et 0 < s < 1+ (1/p). Toute fonction
f € BH(R), telle que f(0) = 0, opere sur W7 (R"™) par composition a gauche ;
de plus il existe une constante ¢ = ¢(s,p,n) > 0 telle que

(1.2) 1f o gllwg@n) < cllfllzrllgllws@n Vg € WJR").

On verra dans la section 2.5 comment il convient de définir la semi-
norme || f|pr. Ajoutons que, dans I'énoncé du théoreme, W3 (R") désigne
n’importe lequel des espaces de Sobolev d’ordre s en norme L?; autrement
dit : W3 (R") est indifféremment I'espace de Besov By?(R™) ou I'espace de
Lizorkin-Triebel F} (R™), pour 1 < ¢ < oo. Nous renvoyons le lecteur aux
articles [6, 7, 9, 10, 14, 20], ainsi qu’au livre de Runst et Sickel [23], pour la
preuve du théoreme 1.

L’appartenance a BH(R) n’est pas nécessaire pour que f opere sur Wj.
Dans le cas 0 < s < 1, il est bien connu que la condition de Lipschitz
est suffisante — et en un sens nécessaire, cf. [4] — pour qu’il en soit ainsi.
La condition optimale, dans la plage 1 < s < 1 + (1/p), est un probleme
ouvert. On connait cependant une classe un peu plus grande que BH(R),
dépendant de p, pour laquelle le théoreme 1 reste vrai.

Définition 2 Pour p €]1,+00|, on désigne par U,(R) lensemble des fonc-
tions boréliennes f : R — R telles que

1
1£1z;, := sup ;/ sup |f(z + h) — f(z)[Pdr < +o0.
t>0 R

|h|<t

On dit qu’une fonction continue f appartient a U; (R) s’il existe une fonction
borélienne bornée h € U,(R) telle que

(1.3) f(z) = f(0) = / h(t)dt ,VreR.
0
On munit U, (R) de la semi-norme
1/ 1wy = inf {sup [~} + Al }

la borne inférieure étant étendue aux fonctions h qui vérifient (1.3).
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Peut-on définir U; dans les cas limites p = 1 et p = 4007 Il est bien
connu que la condition

1

ii%m/ﬂ&f(x—kh)—f(mﬂdx < 400

est équivalente au fait que f’ est une mesure bornée. Des lors il est naturel
de poser U} (R) := BH(R). Quant & UL (R), c’est simplement I’ensemble des
fonctions lipschitziennes (cf. le paragraphe 3.3).

Dans le théoreme 1, il est possible de remplacer BH(R) par U}(R), a
condition toutefois de se limiter au cas ou W, est un espace de Besov (I'ex-
tension aux espaces de Lizorkin-Triebel est une question ouverte). La preuve
originale de ce dernier résultat, par Djalil Kateb et le premier auteur [11],
est particulierement délicate. Tout s’y passe comme si on faisait de I'interpo-
lation réelle, a la Lions-Peetre, sans pour autant disposer d’un espace limite
d’ordre 1 + (1/p). En fait on savait bien qu’aucun espace de Besov ou de
Lizorkin-Triebel d’ordre 1 4 (1/p) ne pouvait jouer ce role (cf. par exemple
[13, prop.2 et 3]). En revanche il était tout aussi clair qu’une inégalité
du type

(14) ||f © g”Bller(l/p),oo(Rn) < C(f) ||g||3;+(1/p>71(Rn)

redonnerait “gratuitement”, par interpolation non linéaire, l’estimation

(1.5) If o gl

dans la plage 0 < s < 1+ (1/p). Savaré et Tomarelli [24, 25] furent les pre-
miers a exploiter cette idée, en établissant I'estimation (1.4), sous la condi-
tion f € BH(R), redonnant ainsi une preuve élégante du théoreme 1 pour
les espaces de Besov. Plus récemment, M. Lanza de Cristoforis, W. Sickel
et le premier auteur [13, th. 11] ont démontré 'inégalité (1.4) sous la condi-
tion f € Upl(R), simplifiant ainsi considérablement la preuve du théoreme
de Kateb et Bourdaud [11].

Nous nous proposons d’étendre le théoreme 1, dans sa version précitée [13],
aux espaces de Besov homogenes B;’Q(R”). Pourquoi une telle démarche ?
En premier lieu, il s’agit d’améliorer ce théoreme. Pour s > 0, I'espace de
Besov usuel B>9(R") est en effet un sous-espace strict de B;’Q(R"), puisque

By U(R) <c(f) gl Byd(R™)

B(R™) = BSI(R") N LP(R") ,

Ensuite il se trouve que les espaces homogenes sont préférés a leurs homo-
logues usuels dans nombre d’applications des espaces de Besov, qu’on pense
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aux recherches sur I’équation de Navier-Stokes ou en traitement de 'image
(cf. notamment Lemarié-Rieusset [18] et Meyer [19]). Enfin la preuve méme
du théoréme 1 —y compris dans sa version originale [14]— repose sur des es-
timations homogenes, qu’il nous semble important d’identifier comme telles ;
ainsi, dans le cas de la fonction f(t) := |t| et de 'espace ByP(R), I'estima-
tion (1.2) est fondée sur I'inégalité

/AQ\|f||x_y|\£L5 )W i< //R |f/|x_y|5p+1)’ drdy.

On peut des lors conjecturer que, sous des hypotheses telles que f €
Uy(R) et 0 < s < 1+(1/p), I'opérateur de composition Ty : g — fog envoie

I'espace homogene By9(R™) dans lui-méme et qu'il vérifie I'estimation sous-
linéaire

(1.6) 1f o gllggany < c(f) 9]l pyaen) -

Cette idée raisonnable se heurte a diverses difficultés. Des que s > 1,
B;’Q(R") est un espace de fonctions modulo les fonctions affines. En pre-
nant g(z) := x1, on voit que le second membre de (1.6) est nul, alors que
le premier n’a aucune raison de 1’étre. Pour écarter ce premier obstacle,
il suffit de réaliser B;’q(]R") modulo les constantes, suivant une technique
mise en évidence par I'un des auteurs [3], ce qui revient en quelque sorte
a “tuer” les fonctions affines non constantes. Un probleme subsiste cepen-
dant : 'opérateur de composition 7y n’étant pas défini de maniere univoque
sur nos espaces de fonctions aux constantes pres, les théoremes classiques
d’interpolation non linéaire de Peetre [21] ne peuvent s’appliquer brutale-
ment. Nous verrons alors qu’un simple argument d’échelle permet de passer
aisément de 'estimation (1.5) & son homologue homogene (1.6).

Plan

Apres une section consacrée a des rappels sur les espaces de Besov homo-
genes et sur les fonctions a variation bornée, nous énoncerons et prouve-
rons le théoreme sur le calcul fonctionnel sous-linéaire. Dans la section 4,
ce théoreme sera appliqué a la comparaison des normes des fonctions étagées
dans les espaces B™(R?) et BV (R?), un probleme qui se pose dans un
modele mathématique du traitement de I'image.

Notations

On note Po(R™) le sous-espace de S'(R™) constitué des polynomes et
par P,,(R"™) I'ensemble des polynoémes de degré au plus m, pour un en-
tier m > —1 (de sorte que P_;(R") = {0}). Nous noterons [f] la classe



CALCUL FONCTIONNEL SOUS-LINEAIRE DANS LES ESPACES DE BESOV HOMOGENES 729

d’équivalence d'une distribution f € S’(R™) modulo P (R™). Le symbole
7.f représente la fonction translatée x — f(x — a). On note 1g la fonc-
tion indicatrice (ou fonction caractéristique) d'un ensemble £ C R". Les
lettres ¢, c1, ... désignent des constantes strictement positives dépendant ex-
clusivement des parametres n, s, p, q, et des fonctions auxiliaires 1, v, et
dont la valeur peut changer d’une occurrence a 'autre. Toutes les fonctions
considérées dans l’article sont supposées a valeurs réelles.

2. Les espaces de Besov homogenes

2.1. Définition et premieres propriétés

Soit ¥ une fonction indéfiniment différentiable, paire et positive, dont le
support soit un compact de R™ \ {0}, et telle que

(2.1) D (@) =1, pour £#0.
jEz
Pour tout j € Z, l'opérateur Q; : S'(R") — S'(R") est défini par l'identité

~

QiF(€) =27 f(9),

ol fdésigne la transformée de Fourier de f. Notons que Q;f =0 (Vj € Z)
si et seulement si f est un polynome, et qu’on a

(2.2) F=Y_Qif
JEZ

dans l'espace quotient S'(R™)/Po.(R™).

Définition 3 Soient s € R, p,q € [1,+0oc]. L’espace de Besov homogéne
Bya(R™) est l'ensemble des f € S’(]R”)/P (R™) tels que

1/q
B = (Z@J‘sn@jfnp)q) < +o0.

JEZ

/]

On montre que B;’Q(R”) est un espace de Banach pour la norme ci-dessus.
L’espace de Besov homogene est ainsi dénommé car il possede de remar-
quables propriétés d’invariance sous ’action du groupe des similitudes. On a
plus précisément :

(2.3) I7af Nl gyagny = [1./]
(24) el fllzpo@n SXPNFO O gpogn < cllfllppagny YA > 0.

BSYRM) Ya € R".
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On peut d’ailleurs remplacer || —|| gs.o(zn) Par une norme équivalente || —||’

qui vérifie encore la propriété (2.3) et améliore la propriété (2.4), au sens ou
(2.5) AP =15 YA > 0.

11 suffit pour cela de remplacer la partition discrete (2.1) par une partition
continue (cf. par exemple [5]).

Proposition 1 Soient s € R, p,q € [1,+00]. L'espace de Besov B;’Q(R”)
est 'ensemble des f € S'(R")/Pw(R™) tels que 0;f € B;’l’q(]R”) pour tout

7 = 1,...,n. De plus expression suivante est une norme équivalente sur

Bia(R") : )
> 119, ]
j=1

Esquisse de la preuve. Considérons une fonction 7 € S(R") telle que
Y = 1 et posons ;(x) := 27"y (27x), pour tout j € Z. On a alors

AR CON

(2.6) Qif =v*Qif ,VfeS R,
et donc

1Q; (O N)llp = 10k * Q; fllp < 10kl 1Qsf 1o = ¢ 221Q; 1l
pour tout £ =1,...,n. Cette derniére estimation entraine aussitot

B Lagny S C 1f] By(Rn) -

> l1owf]
k=1

L’estimation en sens opposé est un peu plus délicate a établir (voir, par
exemple, [5, prop. §]). [ |

En tant qu’espaces de distributions, les espaces de Besov possedent 'im-
portante propriété de Fatou, décrite par I’énoncé suivant.

Proposition 2 Soient s € R, p,q € [1,+00]. Si (fi)ren est une suite bornée
dans By(R™) et si limy .y fx = f au sens des distributions tempérées,

alors f € B]‘j’q(R") et

58,0 mny < C SU 95,0 Y -
HfHqu(]R ) kzIO) kaHqu(]R )

Preuve. La preuve donnée par Franke [17] pour les espaces de Besov non
homogenes s’adapte sans difficulté aux espaces homogenes.
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2.2. Les espaces de Besov non homogenes

Définition 4 Pours > 0, l'espace de Besov usuel (non homogene) B,4(R™)
est l'ensemble des fonctions f € LP(R™) telles que [f] € B;’q(]R”).

On montre que B;(R") est un espace de Banach de distributions tempé-
rées pour la norme

/]

On peut introduire les espaces B, 4(R") quel que soit le réel s, a I'aide
d’une partition de I'unité de 'espace des fréquences analogue a (2.1) (voir,
par exemple, [22, 26, 27]). Nous adoptons la définition 4 — équivalente aux
définitions de Peetre et Triebel dans le cas s > 0— car, dans le cadre de cet
article, elle nous semble la plus simple et la plus utile.

By(R™) = Hf’ B;vq(Rn) + HfHP :

2.3. Réalisations des espaces de Besov

Il s’avere naturel et utile de représenter les espaces homogenes comme des
sous-espaces de S'(R™)/P,,(R™), ou 'entier m est aussi petit que possible.

Définition 5 Une réalisation modulo P,,(R") de B;’Q(R”) est une applica-
tion linéaire continue

o 1 BYI(RY) = S'(R")/Pu(R")
telle que [o(f)] = f, pour tout f € B;’Q(R").

Une telle réalisation est un isomorphisme linéaire de By4(R"™) sur son

image, de sorte que J(B;’q(R")) devient un espace de Banach si on le munit
de la norme

lo (NI =171

Par abus de langage, l'espace U(B;’Q(R”)) est aussi appelé réalisation de

B;,Q(Rn) .

B;’q(R”) il y a en effet une correspondance bijective évidente entre les

réalisations et leurs images. Pour toute valeur de m, ’espace B;’Q(R") admet
une infinité de réalisations modulo P,,. Pour certaines valeurs de m, il en
admet une qui commute avec les translations et avec les dilatations. On la
construit de la maniere suivante.

Sif e S'(R")/Poo(R™) et silasérie > Q,f converge dans S'(R") /Py, (R™),
on pose Ie

(2.7) om(f) =) Q;f € S'(R")/Pu(R").

JEZ
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Proposition 3 On définit lentier pn = u(s,p,q,n) comme suit :

::{ max(E(s—%),—l), siq>1ous—%¢N,

s—2—1, siqzlets—%GN.

Alors ,(f) est défini pour tout f € B]‘j’q(R"). L’application o, ainsi définie
est une réalisation de By?(R™) modulo P,(R™) qui commute avec les trans-
lations et avec les dilatations.

Le lecteur trouvera une preuve de la proposition 3 dans larticle [8].
Notons que 'entier i est minimal au sens suivant : s’/ existe une réalisation

o: B;’Q(R”) — S'(R")/Prn(R™),

qui commute auz les translations, alors m > u et, pour tout f € B;’Q(R"),
o(f) n'est autre que la classe d’équivalence de o,(f) modulo P,(R"). La
preuve de cette assertion se trouve pour l'essentiel dans I'article [3]. |

Pour s < n/p, il résulte de la proposition 3 que 'espace de Besov admet
une réalisation canonique comme sous-espace de S'(R™). Pour la décrire,
il suffit de disposer d’une notion de distribution tendant vers 0 a l’infini, car
¢’est le moyen le plus stur pour “éliminer” les polynomes.

Définition 6 On dit qu’une distribution tempérée f € S'(R™) tend vers 0
a linfini si on a

fim 7 (5) =0
dans S'(R™). L’ensemble des telles distributions est noté Co(R™).

Voici quelques exemples de distributions tendant vers 0 a l'infini :

— les fonctions appartenant a Co(R™) ou a LP(R™), pour 1 < p < 400}
— les mesures boréliennes bornées ;

— les dérivées des fonctions continues bornées ;

— les dérivées des distributions appartenant & 6’0(R").

Proposition 4 Sis <n/p, ousis=n/petq=1, alors, pour tout élément
[ de By4(R"), la distribution tempérée o_1(f) est l'unique représentant de f
tendant vers zéro a l'infini.

Preuve. Voir 3, pp. 46-47], ainsi que la preuve de la proposition 5 ci-dessous.
|

Nous concluerons cette présentation des espaces de Besov homogenes en
fixant, pour la suite de I'article, la version de B;»?(R") qui s’avere pertinente
en vue du calcul fonctionnel sous-linéaire.
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Proposition 5 On suppose que les parametres s, p, q satisfont les conditions
sutvantes :

-1 S;p <00,
~0<s<1+4+(1/p)et1 <qg<+o0, ous=1+(1/p) etq=1.

Soit B;’Q(R”) l’ensemble des distributions tempérées f telles que
[f] € B;’Q(R") et 0;f € Co(R™) pour j=1,...,n.

Tout élément de qu(R”) admet un représentant dans qu(R”), unique a

addition preés d’une constante. L’espace ByY(R") sera muni de la semi-
norme || — [ go.o(gny-

Preuve. C’est une conséquence immédiate des propositions 1 et 4. Cepen-
dant, il nous sera utile de connaitre explicitement la réalisation

o B;’Q(R") — B;’q(R”) :
Soit donc g € B;’q(R”).

Grace a la condition s > 0, on a

> 1Qigll =277 (2°1Qigll,) < cllgl

j=0 J=0

By(R™) )

s_. ) p n A4
de sorte que la série ) .- @;g converge normalement dans LP(R"). L’étude de
la série <0 @jg nécessite une discussion suivant la position de s par rap-

port a n/p.

ler cas. Supposons s < n/p (ou s = n/p et ¢ = 1). A Taide de
l'identité (2.6), on obtient

Z 1Qj9llc < c sz(n/p)”ngHp <c sz((n/p)fs) (2°01Q;9ll,) -

j<0 7<0 7<0

De plus, par la condition p < 0o, on a ;g € Co(R"). Par hypothese sur s, on
en déduit la convergence normale de la série » . _( Q;g dans Cp(R™). La série
> jez @49 est convergente dans I'espace normé Cy(R") + LP(R") et sa somme
est une distribution tendant vers zéro a I'infini. C’est donc un représentant
de g appartenant a By?(R").

2iéme cas. Supposons n/p < s < (n/p)+ 1.

Il sera commode d’introduire 1’ensemble F(R™) des fonctions continues f
sur R"™ telles que f(z) = o(|x|) quand || — 400, car il possede la propriété
sulvante.
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Lemme 1 Pour toute fonction f € E(R"™), les dérivées premieres 0;f,

j=1,...,n, appartiennent a Co(R™).

Preuve du lemme. Pour ¢ € S(R"), on a
. - <
@1 (5) @< [

Pour un £ > 0 donné, on choisit R > 0 tel que

o @)

|z|>R ||

£(5)] 10s0a) do

<e.

Soit M(R) := lnrllg}é | f(z)|. I vient alors

@1 (5) 9| <= [ lalloe@lde+ WME) [ ol ds.

n

d'oit on déduit que lim (9 f (X) L) = 0.

A Taide de Pidentité (2.6), on obtient, pour tout z € R™ et tout en-

tier 7 <0,

Qs9(x) = Qi9(0)] < [} [V (Qj9) [lo < ¢|lg]

By En) || 27+ (/P) =)

Il en découle que la série de fonctions Y . _(Q;9 — @Q;9(0)) converge norma-
lement sur tout compact de R™. Sa somme est donc une fonction continue h.
De plus en choisissant 'entier & > 1 de sorte que 2% < |z| < 21 on voit que

S 1Q0() — Qg0 < 3 2 IV Qi) e +2 3 1Qs0 e

7<0 j<—k P
-1
< C||g| Bg’q(R”) <|q}| Z 2j(1+(n/p)—s) +2 Z 2j((n/29)—s)> 7
j<—k j=—k

de sorte que

h(z) =0 (|m|s_(”/p)) si s>n/p, et h(x)=0(oglz|) sis=n/p,

quand |z| tend vers l'infini. La fonction

h+Zng

Jj=0

est un élément de E(R"™)+ LP(R™); d’apres le lemme 1, c’est un représentant

de g appartenant a B>?(R").
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3iéme cas. Supposons s = (n/p)+ 1. Compte tenu des hypotheses sur
s, on a alors n = ¢ = 1. L’identité (2.6) nous donne, pour tout x € R et tout
Jj €L, .
|Qi9(x) — Q;9(0)] < |z 27[|Q;9ll, ,
alors que
1(Q19) oo < € 27(1Q;gll

Il en découle que la série de fonctions ., (Q;9 — @Q;9(0)) converge norma-
lement sur tout compact de R et que sa somme est une fonction de classe C"*
dont la dérivée appartient a Cy(R) ; cette fonction est donc un représentant
de g appartenant a B;’q(R).

2.4. Approximation par des fonctions de B,;“(R")

Comme nous ’avons annoncé en introduction, notre preuve de I’estima-
tion (1.6) consiste a extrapoler I'estimation (1.5). Pour ce faire on dispose

d’une procédure standard pour approcher les fonctions de B;’q(R") par des
fonctions de B, ?(R").

Proposition 6 Sous les hypothéses de la proposition 5, on considére une
fonction g € By4(R™). Il existe alors une suite (gy)r>1 dans By9(R™) et une
suite numérique (ax)r>1 telles que

(i) [lgl Byi(rn) 5
(ii) g + ar — g dans L}, (R™).

loc

Brawn) < cllg|

Preuve. Il nous suffira d’exploiter a nouveau la preuve de la proposition 5.
On définit la suite (g )x>1 par

g= Y Qjg.

j>—k

On sait déja que g € LP(R"), et on voit facilement que

(2.8)  lgxl

1/q
Byagn) < C ( > (2JS||ng||p)q) < cllgllsgaen

>k

Pour établir la propriété (ii), on discute suivant la position de s par rapport
an/p.

ler cas. Supposons s < n/p (ous=n/pet g=1). On sait que la série
> jez @jg est convergente dans l'espace normé Co(R") + LP(R"). La suite

(gr)x>1 a donc une limite i dans L]

loe(R™), telle que h — g soit une constante.
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2iéme cas. Supposons n/p < s < (n/p) + 1. Posons

ap = — i Q,9(0).

j=—k
Puisque

> 1Qig(x) = Q;9(0)] < ¢llg|

j<—k

B;quw|x|2k“_1_ﬁﬂp”,

pour tout x € R" et tout entier £ > 1, on conclut que la suite (gr + ar)r>1
admet une limite h dans L, .(R™), telle que h — g soit une constante.

3iéme cas. Supposons s = (n/p)+ 1, et doncn=¢g=1.On a

1Qj9llee < ¢ 277 [|g]

de sorte que les constantes

BI®)

ap ‘= — Z Q]g(())

i>—k

sont bien définies. La fonction

h = Z(ng — Q;9(0))

1
loc

est la limite de la suite (g + ax)r>1 dans Lj,(R) et la fonction h — g est une

constante.

2.5. Fonctions a variation bornée
2.5.1. Généralités

On définit classiquement BV (R™) comme l'ensemble des distributions
sur R™ dont les dérivées premieres sont des mesures boréliennes bornées.
A tout f € BV(R") on associe la semi-norme

v(f) = Z 10;f || ar

ou ||g||ar désigne la variation totale de la mesure g. On sait que f € BV (R")
si et seulement si

[fllpv == sup |f(z+h) = f(z)|dz < 400

1
herr\ {0} || Jgn

(voir e.g., DeVore et Lorentz [16, ch. 2, th. 9.3]) et que les semi-normes v et
| — ||Bv sont équivalentes.
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Par sa définition méme, BV (R") peut étre assimilé a un espace de So-
bolev d’ordre 1, en norme L. J. Peetre [22, th. 7, p. 112] a donné & cette
affirmation vague le contenu précis que voici :

Proposition 7 On a
B (R") ¢ BV(R™) C B;™(R™)
et les deux injections canoniques sont continues.
Preuve. 1.- Soit g € By (R") et k=1,...,n. On a
Okg = Qi(0rg)
JEL
dans S'(R™). Grace a (2.6), il vient
1Q,D:9) 11 = 19k, * Qglls < e27[1Qy9ll1

ce qui montre que la série Y, Q;(Jrg) converge normalement dans L' (R™).
On en déduit que Org € L'(R™) et que

vig) =3 / 9kg(@) o < ¢ ] o g -
k=1 v R"

2.- Soit g € BV(R"). Puisque Q;(0g) n’est autre que la convolution de
la mesure dyg avec la fonction z +— 29"(F~14)(2/z), on a

1Q; @kl < IF ¢ llOkgllar

soit encore
10kg| oo gy < cllOkgllar  E=1,...,n.
1 (R

Grace a la proposition 1, on obtient ||g||Bi,OO(Rn) < cv(g). Puisque Okg est

une mesure bornée, on a Jg € 50(R"), pour k =1,...,n, ce qui acheve de
prouver que g € B} (R").

2.5.2. Le cas de la dimension 1
On voit aisément que BV (R) s’injecte dans L>(R) et que

=)+l

est une norme pour laquelle BV (R) est un espace de Banach de distributions,
invariant par translations. Suivant la définition 1, BH(R) n’est autre que
I'ensemble des distributions dont la dérivée appartient & BV (R). On munit
BH(R) de la semi-norme

1Al = v () + 11 Nloe -
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Les propositions 5 et 7 ont la conséquence immédiate que voici :

Proposition 8 1) On a B (R) € BH(R) et || f|lpy < ch”Bf‘l(]R)f pour
tout f € BY'(R).
2) Pour tout f € BH(R), on a [f] € BY™(R) et HfHBf,OO(R) <cllfllsa-

L’espace BH (R) possede une remarquable propriété de stabilité par com-
position, établie par Savaré et Tomarelli [25] (voir aussi [13, th. 3] pour une
preuve alternative).

Théoréme 2 Si f et g appartiennent a BH(R), il en est de méme pour
fogetlona
If ogllsr < cllflznllgllsu -

2.6. Modules de continuité

Nous avons privilégié I'approche des espaces de Besov wia la théorie de
Littlewood-Paley. Ce point de vue, initié par Peetre [22] et Triebel [26],
fait aujourd’hui référence en analyse non linéaire, comme en témoignent les
travaux de Bony [2], Chemin [15] et de bien d’autres. Cependant la définition
originale de Besov [1], & l'aide des modules de continuité, reste fort utile.
Introduisons les opérateurs de différence finie

Anf=7nf—f ,VYheR",

et notons (eq, ..., e,) la base canonique de R™. On dispose alors de la carac-
térisation suivante :

Proposition 9 Soient s > 0, p,q € [1,+00] et un entier m > s. Alors tout
élément de By?(R™) posséde un représentant f € Ly, (R") tel que

loc

(2.9) zn: (/R (]hl|5 (/R A (g;)|pdx)1/p>q%) 1/q s

Jj=1

et lexpression (2.9) est une norme équivalente a la norme || — |

Uespace réalisé o, (B;’Q(R")).

B;’q(R”) sur

L’homologue de la proposition 9 pour les espaces de Besov non ho-
mogenes By?(R") est bien connue (cf. par exemple Triebel [27, th. 2.6.1]).
Par contre il n’y a pas de référence compléete dans le cas homogene, peut-étre
en raison d’une forme de tabou frappant ces espaces fonctionnels. Disons que
la preuve apparait pour I'essentiel dans la monographie de Peetre [22], au
chapitre 8 (voir aussi les notes du premier auteur [5]).
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3. Le calcul fonctionnel

3.1. Rappel du cas inhomogene

Le calcul fonctionnel sous-linéaire dans les espaces B37(R™) est I'objet
du théoreme suivant de Lanza, Sickel et du premier auteur [13, th. 11].

Théoreme 3 Soient 1 < p < +00, ¢ € [1,4+00] et 0 < s < 1+ (1/p). Si
fe U (R) et f(0) =0, alors Ty envoie Byt Ry dans By TP (R)
et By4(R™) dans lui-méme. De plus il existe des constantes ¢ > 0 telles que

(3.0) 11 £ 0 gllprecmoegn, < € lfllug ol precm g » Vo € BYOPHRR,
(32) [ foglseen < cllfloy lgllsyoe, Vg€ BIR™.

Preuve. En fait seul le cas p > 1 est énoncé par les trois auteurs précités.
Voici donc la preuve du théoreme 3 dans le cas p = 1.

Soit f € BH(R). En dimension 1, la proposition 8 et le théoreme 2
conduisent a ’estimation

(33) £ 0 gllgzo < el lm lglz2 e
pour tout g € Bi''(R), alors que la condition f(0) = 0 nous donne

(3.4) 1F o gllv < 1Ml 19l -

En combinant les estimations (3.3) et (3.4), on obtient (3.1) dans le cas
n = p = 1. L’extension aux dimensions supérieures se fait exactement comme
dans le cas p > 1 (voir la preuve du théoreme 11 de [13]). Il suffit de rem-
placer les différences secondes par des différences d’ordre 3, conformément
a la proposition 9. L’estimation (3.2) se déduit de lestimation (3.1) par
interpolation non linéaire, y compris pour p = 1.
3.2. Enoncé et démonstration du théoréme principal
Théoréme 4 Soient 1<p<oo, q € [1,+00], 0<s<1+(1/p) et f € U}(R).
(i) Pour tout g € By " (R, on a [fog] € Byt VPR, 0,(fog) €
Co(R™), pour tout j =1,...,n, et
(35) 1 oallgrwmoeg < el oy lallgrwm g
(ii) Pour tout g € B;’Q(R"), onafogé€ B;’q(R") et

(3.6) If OQHB;’Q(Rn) <c HfHU; HQHB;’Q(W)-
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Preuve. Soit f une fonction de la classe U)(R). En retranchant a f une
constante, on peut supposer, sans perte de généralité, que f(0) = 0.

Supposons d’abord que g € By?(R"). Posons gx(z) := g(Az), pour tous

A > 0 et x € R". En renormant au besoin B;’Q(R") (voir la relation (2.5)),
on a

(3.7) 19l

En appliquant le théoréme 3, et en écrivant l'identité (3.7) pour la fonction
fogyn=(fog)x on obtient

XTO£ o gll gy + ATILF 0 gl
S CHfH[jpl <)\S_(Tb/p)Hg‘

En divisant alors par \*~("/P) et en faisant tendre A vers 400, on obtient
précisément 'estimation (3.6). Le méme argument d’échelle conduit a I'es-
timation (3.5).

Venons-en au cas général ou g € B;’Q(R"). D’apres la proposition 6, on
dispose d'une suite (gx)r>1 dans By¢(R") telle que

= Nl

By9(R™) By9(Rn) T APl -

Byagny T /\_”/pHng> :

Hgk| ByY(Rn) Vk =1,

Brarny < cllgl

et d’une suite numérique (ax)x>1 telle que gi +ay tende vers g dans L} (R™).

En appliquant le résultat de la premiere étape aux fonctions 7_,, f et en
notant que UI} (R) est isométriquement invariant par translation, on voit que
1f o (gx + ar)ll syagny < cllfllog lgllzga @y -

Sachant que f est lipschitzienne, on vérifie aussitot que la suite

(folgr+ ak))kzl

tend vers fog dans L, .(R™). Des lors on peut appliquer la proposition 2 et
conclure que les estimations (3.5) et (3.6) sont vérifiées en toute généralité.

Nous terminerons la preuve du théoreme en établissant que
(3.8) @(fog)eéo(]Ri") ,pour j=1,...,n.

On utilise a nouveau la preuve de la proposition 5.

Dans le cas s < n/p (ou s =n/pet ¢ =1),ona g = hy + hy, ot Iy
est une fonction continue ayant une limite finie a l'infini, et hy € LP(R").
La fonction f o h; est alors continue et bornée. On a de plus

/n [F(9(x)) = f(ha(x))Pdz < [[FII% [[hall}

et donc fog— fohy; € LP(R™). Ainsi la propriété (3.8) est satisfaite.
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Sin/p<s<(n/p)+1,onag=hi+hs,ouhs €ER")ethy e LP(R").
Puisque f est lipschitzienne, la fonction f o h; appartient aussi a E(R").
La propriété (3.8) découle alors du lemme 1.

Enfin pour s = 1+ (n/p) et n = ¢ = 1, on a ¢ € Cy(R). Puisque
(fog) = (f og)g au sens des distributions, on en déduit aisément que

(fog) € Co(R).

3.3. Remarques

1.- Signalons une preuve alternative du théoreme 4. Elle consiste a traiter
d’abord le cas limite s = 1 + (1/p), en adaptant aux espaces homogenes la
preuve du théoreme 11 de [13], puis & utiliser un argument d’interpolation
non linéaire. Cette approche a ’avantage d’aborder directement le cas homo-
gene, mais elle est plus longue et techniquement plus délicate.

2.- Nous avons établi le théoreme 4 pour 0 < s < 1+4(1/p), alors que seul
Iintervalle 1 < s <1+ (1/p) justifiait nos efforts. En effet, pour 0 < s <1,
la proposition 9 entraine aussitot que la fonction f opere sur B39(R™) (ou,

plus exactement, sur UO(B;’Q(R"))), sous la seule condition de Lipschitz.

3.- Que deviennent nos résultats dans le cas p = oo ? On vient de rap-
peler ce qu’il advient pour 0 < s < 1. Concernant le cas limite s = 1, la
condition de Lipschitz suffit pour que opérateur Ty envoie BL!'(R™) dans
BL>(R"); ce résultat découle aisément d'un argument de Lanza et du pre-
mier auteur [12, prop. 4].

4. Une application

L’espace fonctionnel BV (R?) joue un role central dans le modele d’Osher-
Rudin pour la compression d’image (cf. Meyer [19]). Cependant il n’admet
pas de description élémentaire au moyen des coefficients d’ondelettes. Il en va
tout autrement pour son proche parent, ’espace de Besov Bll °(R?), pour
lequel on dispose de 1’équivalence de normes

SN n2(2() = k)| ~ D sup ( > |cg7j7k|) ,

e=1 jEZ kez?

des que (¢, 19,13) est un systeme d’ondelettes suffisamment régulieres qui
engendre une base hilbertienne de L?(R?) (voir [8]). Nous nous proposons
d’établir qu’une fonction étagée appartient & BV (R?) si et seulement si elle
appartient & B*°(R?). La comparaison des normes d’une telle fonction,
dans les deux espaces fonctionnels, est un probleme plus délicat, auquel
nous apporterons une réponse partielle, vraisemblablement perfectible.
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BN ) : :
Jusqu’a la fin de l'article, on remplacera la semi-norme || — || e (r2) PAT
la semi-norme équivalente mise en évidence en (2.9). Nous poserons donc

1
(4.1) | fllgreegey = sup — [ [flz+y)+ flz—y)—2f(z)|de.
! yeR2\{0} Yl Jr2

Commencgons par énoncer le corollaire du théoreme 4 qui nous sera utile.

Corollaire 1 Pour tout intervalle compact I, définissons la fonction ur par

ur(z) = /z 1,(t)dt ,xzeR.

1l existe une constante ¢y > 0 telle que
[ur o fHB}"X’(R”) < ¢ HfHB}P"(Rn) )
quel que soit [ € Bioo(R”) et quel que soit I.
Preuve. 1l suffit d’observer que ||u;|| gy = |12 + | 11|00 = 3.

Théoréme 5 Soit E un ensemble borélien arbitraire de R? et f la fonc-

tion indicatrice de E. Alors f appartient a BV (R?) si et seulement si elle
. \ 'l,OO 2 )

appartient a By (R*) et l'on a

1
gy < IFlv < I gty

Preuve. Dans la proposition 7, on a déja obtenu 'inclusion BV (R?) C
B> (R?), ainsi que l'estimation £l g1oemey < ¢l fllBv- Avec le choix (4.1)

pour la norme Bll’oo, on voit aussitot qu’on peut prendre ¢ = 2. La partie
subtile du théoreme 5 est évidemment la seconde inégalité. Pour établir cette
estimation, on utilise le lemme suivant.

Lemme 2 Sia,b et ¢ appartiennent tous trois a {0,1}, alors
la —c| <|a+b—2c.
En effet, si a+b—2c¢ # 0, ceci est évident, caron a |a—c| < 1 < |a+b—2¢.
Sia+b—2c=0,onac= “T”’ ce qui entraine a = b = ¢, car tous trois

appartiennent a {0,1}. Alors |[a —¢|=0=|a+ b — 2¢|. |

On applique le lemme 2 & a := f(x +y), b := f(x —y) et ¢ := f(x),
lorsque f := 1, ce qui termine la preuve du théoreme 5.
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Théoréme 6 Soit f une fonction étagée sur R? et soit N le nombre de

valeurs prises par f. Alors f appartient a BV (R?) si et seulement si elle
. v oploo 2 )

appartient a By (R*) et l'on a

1
(4.2) Il ey < [fllv < colN = 1) [ fll g gy »
ol co est la constante du corollaire 1.

Preuve. Si N = 1, f est une constante, qui vérifie trivialement les inéga-
lités (4.2).

Supposons N > 1 et désignons par a; < as < --- < ay la suite des
valeurs de f. On pose

U ={z 1 f(r) > ar}
pour k=1,...,N. On a alors

N-1 N
(4.3) f= ag 1Qk\Qk+1 + an 1QN =ay + Z(ak — (kal)lgk .
k=1 k=2
Appliquons le corollaire 1 aux intervalles I}, := [ax_1, ax|. Puisque

(ak‘_ak—l)lﬂk:ufkof ) k:2a"'7N7
il vient
(4.4) I{ar — ar—1)Tay[l pros ey < co llfll proe ey
En combinant (4.3), (4.4) et le théoréme 5, on obtient

[fllBv < co(N = 1) [[f]l groe g2 - =

Nous allons voir qu’en nous restreignant a des fonctions étagées “raison-
nables”, on obtient 1’équivalence (4.2) avec des constantes indépendantes
du nombre de valeurs prises par la fonction. Supposons en effet que f =
a1lg,+- - -+anlq,, ot les {2} sont des ouverts bornés tels que Q0 C --- C

et dont les frontieres I'y, ..., 'y sont deux a deux disjointes. Supposons en
outre que a; > 0, pour j =1,...,N. On a alors
(4.5) cllfllgreegey < IfllBv < 2 [[fll groe e

ou les deux constantes ¢y > ¢; > 0 ne dépendent pas de NV, mais seulement
de la définition des semi-normes BV et B>,
Pour démontrer (4.5), on utilise la remarque suivante :
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Lemme 3 ] eziste une constante ¢ > 0 telle que, pour tout f € BV (R"),
on ait

(4.6) | fllsv < ¢ limsup —

L[ i@t y) - f@) de.
.

Pour démontrer (4.6), on désigne par A la limite sup qui apparait au
second membre. Pour tout ¢ > 0, il existe donc n(g) > 0 tel que

(4.7) . |fl@x+y) = f@)lde < [y|(A+¢€), silyl <nle).

On teste (4.7) siy =rej, j = 1,...,n, ou 0 < r < n(e). Alors (4.7)
implique

(4.8) 10;fllm <A+e , j=1,...,n
Puisque (4.8) a lieu pour tout € > 0, on obtient (4.6). |
On écrit

flx+y)+ flx—y) —2f(z a;(x;(z +y) + x;(z —y) — 2x,(2)),

an

o, pour simplifier les notations, on a posé x; := 1q,. Le support de la
fonction

z = x5+ y) + x5 = y) = 2x;()
est inclus dans fj = {x : dist(z,I';) < |y|}. Si|y| est suffisamment petit, les

ensembles I'; sont deux a deux disjoints (car les I'; le sont et sont compacts) ;
on a donc

g [f(x+y) + flz—y) —2f(2)|dx

—Z%/ Ix; (7 +y) + xi(r —y) — 2x;(z)| dv

7j=1

On utilise encore le lemme 2. Il vient

Ix; (@ +y) + x5 —y) —2x5(2)] > [x;(z +y) — x;(z)]

et donc
Fety) + flo—y) - 2f (@) dz > / fety) - f(@)]de,
R2 R2

si |y| est suffisamment petit. Il suffit alors d’utiliser (4.6) pour conclure.
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