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Recouvrements, derivation des mesures

et dimensions

Patrice Assouad et Thierry Quentin de Gromard

Abstract

Let X be a set with a symmetric kernel d (not necessarily a dis-
tance). The space (X,d) is said to have the weak (resp. strong)
covering property of degree < m [briefly prf(m) (resp. prF(m))], if,
for each family B of closed balls of (X,d) with radii in a decreasing
sequence (resp. with bounded radii), there is a subfamily, covering
the center of each element of B, and of order < m (resp. spliting
into m disjoint families). Since Besicovitch, covering properties are
known to be the main tool for proving derivation theorems for any
pair of measures on (X, d).

Assuming that any ball for d belongs to the Baire o-algebra for d,
we show that the prf implies an almost sure derivation theorem.
This implication was stated by D. Preiss when (X, d) is a complete
separable metric space. With stronger measurability hypothesis (to
be stated later in this paper), we show that the prf restricted to balls
with constant radius implies a derivation theorem with convergence
in measure.

We show easily that an equivalent to the prf(m+1) (resp. to the
prf(m+1) restricted to balls with constant radius) is that the Nagata-
dimension (resp. the De Groot-dimension) of (X, d) is < m. These
two dimensions (see J.I. Nagata) are not lesser than the topological
dimension ; for R™ with any given norm (n > 1), they are > n. For
spaces with nonnegative curvature > 0 (for example for R™ with any
given norm), we express these dimensions as the cardinality of a net ;
in these spaces, we give a similar upper bound for the degree of the
prF (generalizing a result of Furedi and Loeb for R™) and try to
obtain the exact degree in R and R?2.
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1. Introduction

Soit X un ensemble muni d’'un noyau symétrique d ; nous dirons que
(X, d) possede la propriété de recouvrement faible (resp. forte) de degré
< m si de toute famille B de boules fermées de (X,d) a rayons dans une
suite décroissante (resp. a rayons bornés), on peut extraire une sous-famille
recouvrant les centres de B et d’ordre < m (resp. et décomposable en m
familles disjointes). Les autres notions mentionnées dans cette introduction
seront définies plus tard (voir la table a la fin de cet article).

Les propriétés de recouvrement sont l'outil essentiel de démonstration
des théoremes de dérivation pour des mesures quelconques sur un espace
métrique (X, d), et ceci depuis le travail initial de Besicovitch [6] concer-
nant R? :

- la propriété de recouvrement forte est la plus classiquement utilisée
([6], 28], [20], [18], [19], [42]) ; on en déduit le théoreme de recouvre-
ment de Vitali (recouvrement presque sur par des boules disjointes),
puis une inégalité maximale, puis le théoreme de dérivation ;

- une autre propriété de recouvrement (propriété de De Giorgi) est
utilisée dans [16] et [41] pour établir d’une autre maniere le théoreme
de dérivation.

Une voie plus directe consiste a utiliser la propriété de recouvrement
faible (voir De Guzman [19, pp. 40-43], et surtout Preiss [33], dans le cas
des espaces métriques séparables complets).

Les objectifs de cet article sont multiples. Nous considérons un noyau
symétrique d sur X, qui n’est pas nécessairement une distance et nous
obtenons alors les résultats suivants.

A. Théoreme de dérivation presque sure :

On fait sur le noyau d des hypotheses de mesurabilité minimales : on
suppose seulement que les boules pour d sont dans la tribu de Baire de d.
Nous montrons qu’alors la propriété de recouvrement faible implique un
théoreme de dérivation presque siire.

En particulier, notre démonstration traite completement le cas ou (X, d)
est un espace métrique séparable complet possédant la propriété de recou-
vrement faible ; c’est le cas envisagé dans une tres intéressante note de
David Preiss [33], essentiellement consacrée a démontrer une réciproque ;
mais il n’y donne pas la démonstration du théoreme de dérivation, renvoy-
ant a des arguments “classiques” qui, nous le pensons apres avoir écrit la
démonstration, ne sont pas tellement “classiques”.
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Loin d’étre une conséquence des théoremes de convergence de martin-
gales, ce théoreme de dérivation presque stre implique la convergence des
martingales équi-intégrables discretes relatives a une filtration discrete (il
s’agit du cas o d est une ultramétrique).

B. Théoréme de dérivation en mesure :

On fait sur le noyau d des hypotheses de mesurabilité beaucoup plus
fortes qu’en A (qui seront précisées en temps opportun) : elles sont satisfaites
notamment lorsque le noyau d est bi-Lipschitz équivalent a une distance ¢
telle que (X, 0) soit séparable, et que les boules pour d sont dans la tribu de
Baire de 0.

Nous montrons alors que la propriété de recouvrement faible restreinte
aux boules a rayon constant implique un théoreme de dérivation en mesure.
Ce type de résultat est nouveau, et sa démonstration est un peu inspirée
d’une démonstration de Mattila [26] dans R".

C. Liens entre propriétés de recouvrement et dimensions :

Nous montrons aisément que la propriété de recouvrement faible de degré
< m + 1 équivaut a ce que la dimension de Nagata soit < m ; de méme la
propriété de recouvrement faible de degré < m + 1 restreinte aux boules a
rayon constant équivaut a ce que la dimension de De Groot soit < m. Ces
deux dimensions, définies plus loin, sont supérieures ou égales a la dimension
topologique (voir Nagata [30]) ; pour R™ muni d’'une norme quelconque
(n > 1), elles sont > n.

D. Calcul du degré des propriétés de recouvrement :

Pour les espaces a courbure > 0, et notamment pour R™ muni d’une
norme quelconque, nous calculons ces deux dimensions en termes de car-
dinalité de certains réseaux, et nous montrons qu’elles sont égales. Nous
majorons aussi dans ce cas le degré de la propriété de recouvrement forte
par le cardinal d'un réseau, étendant un résultat de Furedi et Loeb [21]
valable pour R™. On doit avoir a 'esprit que la notion d’espace “a cour-
bure > 0”7 que nous utilisons est beaucoup plus vague que la notion usuelle
(voir 1.5).

E. Fquivalence entre propriétés de recouvrement :

Nous montrons que les propriétés de recouvrement faible et forte sont
équivalentes des que le noyau d possede la “doubling property” et que les
boules pour le noyau d sont suffisamment régulieres.
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F. Quelques applications :

1.

La dimension de De Groot est finie des que le noyau d possede la
“doubling property” ; dans ce cas, sous les hypotheses de mesura-
bilité mentionnées en B, on a un théoréeme de dérivation en mesure ;
cela s’applique notamment au groupe de Heisenberg muni de sa dis-
tance usuelle, dont la dimension de Nagata est infinie. Notons que
I’équivalence bi-lipschitzienne, qui conserve la “doubling property”, ne
conserve pas la finitude de la dimension de Nagata.

Si le noyau d est la borne inférieure de n+ 1 ultramétriques, sa dimen-
sion de Nagata est < n ; en général d n’est pas une distance, et ne
vérifie méme pas les hypotheses de mesurabilité mentionnées en A ;
cependant si d vérifie ces hypotheses (par exemple si le noyau d est
bi-Lipschitz équivalent a une distance ¢, et que les boules pour d sont
dans la tribu de Baire de §), alors on a un théoreme de dérivation
presque sure.

En particulier on peut construire sur R™ un noyau d bi-Lipschitz
équivalent a la distance euclidienne, borne inférieure de n 4+ 1 ul-
tramétriques et dont les boules ouvertes sont des ouverts de R™ (nous
décrirons cette construction dans un article ultérieur).

Soit. A une loi de probabilité sur un ensemble X muni d’un noyau d et
d’une o-algebre contenant les réunions quelconques de boules ouvertes
de d. Nous montrons que si (X, d) a une partie dense de cardinal petit
au sens d’Ulam et possede pour chaque r la propriété de recouvrement
faible restreinte aux boules de rayon r, alors ’ensemble des centres des
boules ouvertes A\-négligeables est lui-méme A-négligeable.

Une bonne partie des résultats présentés subsiste si on remplace les boules
fermées par des boules ouvertes (voir 2.6.10), ou méme par des couples (z, B)
(qu’on peut appeler des pseudoboules) d'une partie mesurable bornée B et
d'un point z € B ; pour les pseudoboules cela sera 1'objet d'un travail
ultérieur. Le plan de ce travail est le suivant :

A T o

Introduction (dans laquelle on se trouve).

Préliminaires.

Dérivation des mesures (convergence en mesure).

Dérivation des mesures (convergence presque sire).

Propriété de recouvrement forte dans les espaces a courbure > 0.
Dimension métrique et propriétés de recouvrement.

Tableau des principales notions et notations.
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Notations

On note I4 l'indicatrice de A et a Vb (resp. a A b) le maximum (resp. le
minimum) de a et b.

(1.1) Familles de boules

Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d (voir 1.3), par exemple
un espace métrique (X, d). Pour chaque y € X et r €]0, +00[, on pose

Bu(y,r) ={z € X | d(z,y) <r} (boule fermée),
Uu(y,r) ={z € X |d(z,y) <r} (boule ouverte)
et  Syly,r)={z € X |d(z,y) =1} (sphere)

(précisons bien que le rayon d’une boule ou d’une sphere est toujours fini
et > 0).

(a) Une famille B = (B4(yi,7:))icr est dite a rayons bornés (resp. a
rayons discrets) si les (1;);er sont bornés (resp. si les (r;);e; sont dans
une suite décroissante (vg)g>1). Sir; est constant, on dit que B est a
rayon constant.

(b) Une famille B de parties de (X, d) est dite d’ordre < m si tout a € X
est contenu dans au plus m éléments de B ; on note o(B ) la valeur
optimale de m.

(c) Une famille B de parties de (X, d) est dite colorable en m couleurs si
elle est réunion de m familles de boules disjointes ; on note x(B ) le
nombre minimum de couleurs nécessaire.

(1.2) Propriétés de recouvrement

Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d (voir 1.3), par exemple
un espace métrique (X, d).

(a) On dit que (X, d) possede la propriété de recouvrement faible de degré
< m (resp. la propriété de De Giorgi de degré < m) s’il vérifie :

de toute famille B de boules fermées de (X, d) a rayons discrets (resp.
bornés), on peut extraire une sous-famille recouvrant les centres de
B et d’ordre < m.

La valeur optimale de m est appelée np (resp. np).

On abrege “propriété de recouvrement faible de degré < m” en prf(m).
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Soit P une propriété concernant les familles de boules fermées ; on dit
que (X, d) possede la propriété de recouvrement faible de degré < m
restreinte auz familles de boules fermées vérifiant P (en bref prf(m)
pour les boules vérifiant P ) s’il vérifie :

de toute famille B de boules fermées de (X, d) a rayons discrets et
telle que B vérifie P, on peut extraire une sous-famille £ recouvrant
les centres de B et d’ordre < m.

Indiquons deux cas particuliers qui seront fréquemment utilisés :

(b1) si (X, d) possede la propriété de recouvrement faible de degré < m
restreinte aux familles de boules fermées a rayon constant (en bref
prf(m) pour les boules a rayon constant), la valeur optimale de
m est appelée ng ;

(b2) soit Y C X ; quand on dit que (X,d) possede la propriété de
recouvrement faible de degré < m restreinte aux familles de boules
fermées centrées dans Y (en bref prf(m) pour les boules centrées
dans Y'), il est bien entendu que 'ordre de la sous-famille £ est
calculé dans X et pas seulement dans Y, i.e. que cet ordre est
< m si et seulement si tout a € X est contenu dans au plus m
éléments de £ .

On dit que (X, d) possede la propriété de recouvrement forte de degré
< m g’il vérifie :

de toute famille B de boules fermées de (X, d) a rayons bornés, on
peut extraire une sous-famille recouvrant les centres de B et colorable
en m couleurs.

La valeur optimale de m est appelée Ng, ou Np (resp. N¢) si on
se restreint aux familles de boules a rayons discrets (resp. a rayon
constant).

On a évidemment ng < np < np et No < Np < Np ; on a aussi
ncg < Ng,np < Np et np < Np.

(1.3) Noyaux et o-algébres

(a)

(b)

Un noyau symétrique d sur un ensemble X est une application de
X? dans [0, +o0] vérifiant d(z,y) = d(y,x) et d(z,z) = 0 pour tous
x,y € X ; c’est un écart si on a de plus d(z,y) < d(z, z) +d(z,y) pour
tous x,y,z € X.

Si le noyau d n’est pas une distance ou un écart, on doit préciser que
les ouverts de la topologie 7 4 associée a d sont les ensembles V' de la
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forme UyeyBa(y, 1), avec r, €]0, +oo] pour tout y € V. En général les
boules By(z,7) (resp. Ugy(x,r)) ne sont pas fermées (resp. ouvertes)
dans (X, 7 ).

On note A 4 (resp. B 4) la tribu, ou o-algebre, engendrée par les
boules pour d (resp. par les fonctions numériques continues bornées

sur (X,7 4)). La tribu B, est appelée tribu de Baire et ne dépend que
de T d-

De plus, quel que soit s > 0, les boules fermées de rayon < s pour d
engendrent A 4.

Si d est un écart, on a A, C By, et B4 est égale a la tribu borélienne
(engendrée par les ouverts). Si (X, d) est un espace métrique séparable,
onaAygz= By

Deux noyaux symétriques d et 0 sur X sont dits bi-Lipschitz équivalents
s'il existe A, B €]0, +oo[ avec A) < d < BJ.

Des espaces métriques plus particuliers seront utilisés aux paragraphes 5
et 6 et, a titre d’exemple, au paragraphe 4 :

(1.4) Espaces géodésiques et courbure

(a)

(b)

Un espace métrique (X, d) est dit géodésique si tout couple de points
peut étre joint par au moins un segment géodésique (i.e. une image
isométrique dans (X, d) d’'un segment de R ).

Un espace métrique (X, d) est dit a courbure > 0 sl est géodésique et
si, pour tous a,z,y € X et tous [a, x], [a,y] des segments géodésiques
joignant a respectivement a x et a y, on a d(xy, y¢) > td(z,y) pour tout
t assez petit, ou z; (resp. y;) désigne le point de [a,x] (resp. [a,y])
situé a la distance td(a, z) (resp. td(a,y)) de a.

Exemples d’espaces a courbure > 0 :

— tout espace normé,

— toute variété riemannienne complete connexe a courbure sectionnelle
> 0 (théoreme de Toponogov, [35] [10] [7]).

Ce que nous appelons “espace a courbure > 07 est quelque chose de
beaucoup plus vague (plus général) que la notion usuelle ; en effet, les
espaces normés de norme quelconque sont des espaces a courbure > 0
en notre sens, mais pas au sens usuel (voir par exemple [9], p 103).
Il eut été peut-étre plus prudent de notre part d’employer une autre
terminologie.
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2. Préliminaires

On va donner ici certains préliminaires indispensables dans les para-
graphes suivants. Les résultats principaux se trouvent en 2.3 et 2.4 (ap-
proximation par des fonctions continues), en 2.5 (parties chargées par une
mesure), en 2.6 (mesures portées par leur support) et en 2.7 (mesurabilité).

(2.1) Mesures et quotients de dérivation

Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d ; soit A une tribu
sur X avec A D A,.

(a) On note M (X, A) (resp. M {(X,A)) ensemble des mesures
finies (resp. des mesures > 0 finies) sur (X, A). Pour A € M (X, A) et
feL'(X,A,)), onnote fAla mesure A— [, f(y)A(dy).

On note P (X, A) I'ensemble des A € M (X, A) avec \(X) = 1.

(b) (quotients de dérivation)
Soient A € M (X, A), v e M (X, A) et r €]0,+o0[ ; on pose alors :

(v, \)(y) = v(Ba(y,r))/XBal(y,r))
et S’V‘(”’ )‘) (y) = sup Tu(V7 /\) (y> :

o<u<r

On pose T,.(v, A\)(y) = 0 si v(By(y,7)) = A(Bqg(y,r)) = 0.

(¢) On note Z(A,d) l'ensemble des y € X tels qu'il existe r > 0 avec
ABy(y, 7)) =05 Z(\,d) est ouvert dans (X, 7 4) des que chaque boule de
(X, d) est un voisinage de son centre dans (X, 7 ;). On étudiera en 2.6 dans
quels cas Z(A, d) est A\-négligeable.

(d) Soient A € P (X, A) et f Aintégrable ou positive ; on pose E \(f) =
[ f(y)A(dy) ; siC est une sous-tribu de A, on note E(f | C) une version de
'espérance conditionnelle de f par rapport a C (et alaloi A). On renvoie aux
deux premiers chapitres de Meyer [27] et a Dellacherie-Meyer ([14] et [15])
pour tout ce qui concerne la théorie de la mesure.

(2.2) Intégrales supérieures

Soit X un ensemble muni d'un noyau symétrique d ; soit A une tribu
sur X avec A D Ay.

Soient A € M (X, A) et f > 0 non nécessairement A -mesurable ;
on note [* f(y)A (dy) ou E $(f) son intégrale supérieure. On pose A*(A) =

E3(La) et [ f()A(dy) = E5(fLa).
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Pour tout ce qui touche a I'intégrale supérieure, on renvoie a la premiere
partie du livre de Van der Vaart et Wellner [40]. Cependant on en rappelle
la définition et les principales propriétés :

— pour f >0, [* f(y)A(dy) est la borne inférieure de [ g(y)A(dy) pour g
mesurable > f ; cette borne est atteinte pour une fonction g unique a
une fonction \-négligeable pres, qu’on notera f* ;

— Dapplication f — [ f(y)A(dy) est croissante et sous-additive ;
—pour 0< f, 7 foona [* fu(y)Mdy) 7 7 fly)M(dy).

On précisera en 3.2 quelques difficultés concernant la convergence en
mesure dans ce cadre.

(2.3) Approximation des fonctions mesurables

Le résultat d’approximation 2.3.2 qui suit est stirement classique (voir
par exemple [14, pp.19-24]). Comme ses corollaires 2.4a et 2.4c pour la
tribu de Baire jouent un role important pour démontrer les théoremes de
dérivation, on a préféré en donner une démonstration.

(2.3.1) Soit X un ensemble et soit £ un espace vectoriel de fonctions
bornées de X dans R . On note E” l'ensemble des fonctions de X dans
[—00, +00[ qui sont borne inférieure d’une suite d’éléments de E. On note By
la tribu engendrée par E.

Proposition 2.3.2. Soit X un ensemble et soit E un espace vectoriel de
fonctions bornées de X dans R contenant les constantes, stable par \V fini,
par A fini et par limite uniforme. Soit A une tribu sur X contenant B g et
soit X\ € P (X, A). On a alors les propriétés suivantes :

(a) pour tout B € B g et tout € > 0, il ezxiste g € E avec
{gz0ycB et AB)<A{g=0})+e;

(b) pour tout f B g-mesurable, A-intégrable et partout finie, pour tout
e>0, il existege E" avecg< f et E \(f—g)<e;

(¢) pour tout f B g-mesurable, \-intégrable et partout finie, pour tout
>0, il eviste h € E avec E\(|f —h|]) <e ;

Démonstration. (a) Soit B € B ; alors, pour tout ¢ > 0, il existe g,h € E
avec

{g>0tcBc{h>0 et AX{h>0}))<A{g>0})+e.

Pour le montrer, on remarque que ’ensemble C des B vérifiant cette proprié-
té forme une tribu contenant {f > 0} pour tout f € E : en effet le complé-



902 P. AssouaDp ET T. QUENTIN DE GROMARD

mentaire de tout élément de C est clairement dans C ; de plus toute réunion
dénombrable d’éléments de C est dans C, car | J,,cy {hn > 0} = {h > 0} avec
h=3",cn Enhn pour des g, > 0 convenables, et | J,, .y {gn > 0} est approché
par {V,<, g, > 0} pour p assez grand ; enfin, pour tout f € E et a € R,
ona{f>a}=,en{n(f—a)+1>0}donc{f>a}eC.

(b) On suppose d’abord que f est positive. Soit £ > 0.

Soit go = > ek Cklp, une fonction étagée (K fini, By € B g et ¢, > 0)
avec 0 < go < fet Ex(f —g0) <e.

Utilisant (a), pour chaque o > 0 et chaque k € K, on se donne g, € £
avec {gra > 0} C By et A(Br) < AM{gka > 0}) + a ; si o est assez
petit, la fonction g =, _, cxlyy, >0y répond & la question (car Iy, >0y =
inf,en [(NGgka + 1) A 1] appartient & E7).

Si f est de signe quelconque, on choisit, pour chaque n € N, une fonction
gn € E" Mintégrable avec 0 < g, < (f+n)T et EA((f+n)T —g,) <e27!
pour tout n € N ; alors la fonction g = inf,en (g, — n) vérifie :

geE", g<f et E,f—-9g) <ec.

(¢) On choisit g € E comme dans (b) ; pour chaque o > 0, il existe h € E
avec g < het E (h—g) < a;si a est assez petit, la fonction h répond a la
question. ]

(2.4) Approximation des fonctions Baire-mesurables

(2.4.1) Soit (X,7 ) un espace topologique ; on va appliquer le résultat
précédent a l'espace vectoriel £ des fonctions continues bornées de (X, 7 )
dans R . La tribu B g est alors la tribu de Baire B (7 ) associée a T .

Soit A une tribu sur X contenant B (7 ). Soit A € P (X, A) et soit f
une fonction B (7 )-mesurable, M-intégrable et partout finie. De 2.3.2, on
tire les propriétés suivantes :

(a) pour tout B € B (7 ) et tout ¢ > 0, il existe F' € B (7 ) fermé
dans (X,7 ) et G € B (T ) ouvert dans (X,7 ) avec F' C B C G et
AMG) < AF)+¢;

(b) pour tout f B (7 )-mesurable, A-intégrable et partout finie, et pour
tout e > 0, il existe g, h B (7 )-mesurables vérifiant :

g est s.c.s. majorée de (X,7 ) dans [—oo, +00],
h est s.c.i. minorée de (X, 7 ) dans | — 0o, +00],
g<f<hetEx(h—g)<e;

I’énoncé ci-dessus est souvent appelé théoréme de Vitali-Carathéodory ;

pour le cas ou 7 est la topologie associée a une distance d, on le trouve
dans [14, p. 23] ;
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(c) pour tout f B (7 )-mesurable, A-intégrable et partout finie, et pour
tout € > 0, il existe h continue bornée sur (X,7 ) avec E \(|f — h|) <e.

Si T est la topologie T 4 associée a un noyau symétrique d, on peut tirer
de l'encadrement 2.4.1b une approximation de E (f) par des sommes de
Riemann controlées par une jauge.

(2.4.2) On appelle jauge sur X toute application v :z € X —— ~(x) >0 ;
c’est une autre fagon de voir le recouvrement de X par les boules By(z, v(x))
pour x € X.

On dit que P = (A;, z;)ier est une A -partition pointée de X si (A;)ier
est une partition dénombrable et A -mesurable de X et si (x;);e; est une
famille de points de X (on ne demande pas z; € A;) ; on dit que P est
v-fine sur (X,d) si on a A; C Ug(x;,y(x;)) pour tout i € I.

La proposition suivante, intéressante en soi, est a mettre en rapport
avec des résultats de [29], [13] et [34] ; elle pourrait conduire & une autre
démonstration des théoremes de dérivation (voir 3.7).

Proposition 2.4.3. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d
avec A g C B 4. Soit A une tribu sur X avec A D By et soit \ € P (X, A).
Soit f une fonction Bg-mesurable, partout finie et A-intégrable de X dans R.
On a alors :

(a) pour tout € > 0, il existe une jauge 7y et une mesure positive [ de
masse totale < 1 telles que :

[fAA) = F)MA)| < ep(A) des que A C Ua(y,v(y)), A€ By
(sans qu’on ait nécessairementy € A).

(b) pour tout € > 0, il existe une jauge v sur X telle que :

Ea(f) =D flz)A(A)

el

<e,

pour toute A -partition pointée y-fine (A;, x;)icr sur (X, d).

Démonstration. La démonstration de (a) résulte des trois lemmes 2.4.4,
2.4.5 et 2.4.6, qui suivent. De plus (b) est une conséquence immédiate de (a).
|

Le cas le plus simple est celui ou f est mesurable bornée :

Lemme 2.4.4. Soit f B 4-mesurable bornée et soit € > 0 ; il existe alors
une jauge 7y et une mesure positive i de masse totale < 1 telles que :

|FACA) = f(y)A(A)] < 2ep(A) dés que A C Uq(y,v(y)), A€ By

(sans qu’on ait nécessairement y € A).
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Démonstration. Par 2.4.1b, on choisit g et h B 4-mesurables avec :

g s.c.s. de (X, 7T 4) dans [—o0, +00],
hs.ci. de (X, T 4) dans | — 0o, +00],
g<f<hetE (h—g) <e.

Quitte a tronquer g et h, on peut supposer que g et h sont bornées.
On choisit une jauge ~ telle que :

g(x) —e < g(y) et h(y) < h(x) + ¢ pour tout = € Uy(y,v(y)) -

Soient y € X et A C Uy(y,v(y)) ; on a alors pour tout € A :

g9(x) —e < g(y) < f(y) <h(y) <h(x)+e.

Comme on a g < f < h, on trouve |f(z) — f(y)| < h(z) — g(x) + ¢ pour tout
z € A, donc [fA(A) — f(y)AA)| < [,(h(z) — g(x) + e)A(dz). On voit que
= (h—g+e)\/2¢ répond a la question. [

Au prix de quelques efforts supplémentaires (les lemmes 2.4.5 et 2.4.6),
on obtient le méme résultat pour toute fonction f mesurable, partout finie
et A-intégrable.

Lemme 2.4.5. Soit € > 0 et soit f B 4-mesurable a valeurs dans {0} U
(M, 4o00[ (M > 0) avec E)\(f) < e. Il existe alors une jauge -y et une mesure
positive . de masse totale < 1 telles que :

FNA) < 3eu(A) des que A C Uy(y,v(y)), A€ By
(sans qu’on ait nécessairement y € A).

Démonstration. On se donne des nombres «,, > 0 (n € N) avec

Z M2, < e.

neN

Pour tout n € N, on pose X,, = {z € X | M2" < |f(z)] < M2"*'}
par 2.4.1a, on peut choisir un ouvert V,, B j-mesurable contenant X,, avec
A(V,) < MX,) + a5 on note A, la mesure A — A(AN(V,\ X,,)), qui est de
masse totale < «,. Pour chaque y € X, soit y(y) tel que Uy(y,v(y)) C Vi ;
pour y € {f =0}, on prend y(y) = 1.

Soient y € X et A C Uy(y,v(y)) ; siy € {f > 0}, on a alors pour tout
r€Aettout n e N :

FW)Ix, (y) < 2f(2)Ix, (2) + M2y, \x, (2) -
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En sommant en n € N | on obtient pour tout z € A :
Fly) <2f()+ Y M2y, \x, (2) .
neN
En intégrant en x € A, on obtient :
FONA) <2 [ F@Ado) + 3 M2 (),
A neN

On voit que p = 5=[2f A+ >, .y M2"1A,] répond & la question. |
Lemme 2.4.6. Soit f B g-mesurable, A-intégrable et partout finie, et soit

>0 ; il existe alors une jauge vy et une mesure positive |1 de masse totale <1
telles que :

[FA(A) = F)A(A)] < 6eu(A) dés que A C Ua(y,7(y))
(sans qu’on ait nécessairement y € A).

Démonstration. Soit € > 0 ; on peut écrire f = f; + fo, avec f; borné,
| f2| & valeurs dans {0} U [M, +oo[ (M > 0) et E 5(|f2]) <e.

Appliquant le Lemme 2.4.4 & f, on trouve une jauge y; et une mesure
positive p; de masse totale <1 telle que :

|fiM(A) = fi(y)A(A)] < 2epi(A) des que A C Ug(y,v(y)) -

Appliquant le Lemme 2.4.5 & |f5], on trouve une jauge v, et une mesure
positive s de masse totale < 1 telle que :

[f2(y)|A(A)) < 3epa(A) des que A C Ua(y, v(y))
Avec la jauge v = y1 A 72, on obtient (pour A C Uy(y,v(v))) :

|FAA) = FAMA)] < TAMA) = A@AA)] + [f2A(A) + [ f2(y)IN(A)
< 2epm(A) + | f|AMA) + 3epa(A).

On voit que p = z=[2ep1 + | fo| A + 3 eps] répond & la question. [

(2.5) Parties chargées par une mesure

La propriété de dénombrabilité suivante jouera un role important dans
la démonstration des théoremes de dérivation aux paragraphes 3 et 4, ainsi
que ci-dessous en 2.6.

Lemme 2.5.1. Soit X un ensemble muni d’une tribu A . Soient v €
M (X, A) et F une famille de parties A -mesurables de X toutes positive-
ment chargées par v (i.e. vérifiant v(A) > 0 pour tout A € F ). Si F est
d’ordre m fini, alors F est dénombrable .
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Démonstration. Soit ¢ > 0 ; soient Aq,..., Ay des éléments de F de
mesure > ¢ ; on a alors :

ke <v(Ay) + ... +v(Ax) < |v|(A1) + ...+ [V[(Ar) < m|v|(X);

donc le cardinal de {A € F | v(A) > e} est < m|v|(X)/e, ce qui donne le
résultat. n

(2.5.2) Dans la pratique, on appliquera ce Lemme & des familles de boules
fermées de (X,d) ; de plus, la conclusion subsiste si v est une fonction
d’ensemble définie seulement sur les boules fermées de (X, d) et “suradditive”
au sens suivant :

il existe ¢ €]0, 400 tel que, pour toute famille finie B = (B;);er de boules
fermées, ona ), ., v(B;) < co(B).

(2.6) Mesures portées par leur support

On va étudier quelques cas ou Z (A, d) est A-négligeable (propositions 2.6.2
et 2.6.7 ci-dessous).

(2.6.1) (a) Le complémentaire de Z(\, d) est appelé le support de A relatif
a d ; ce support est fermé dans (X, 7 ;) des que chaque boule est un voisinage
de son centre dans (X, 7 4).

(b) Mais, en I'absence de séparabilité, il peut arriver que A ne soit pas
portée par son support :

en effet soit d la distance sur X a valeurs dans {0,1} ; chaque point
y de X est une boule Uy(y,1/2) et donc toute partie de X est ouverte et
appartient a B 4 ;

si le cardinal de X est U-mesurable (“grand” cardinal au sens de Ulam,
voir 2.6.4 ci-dessous), on peut trouver une mesure positive finie A sur (X, B,)
nulle sur les points mais non nulle (a valeurs dans {0,1}) ; on a alors
AMZ(A,d)) = A(X) > 0.

(c) On dit que (X, d) est séparable s’il existe une partie dénombrable D
de X rencontrant toute boule Uy(y, 7).

Proposition 2.6.2. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d ;
soit A une tribu sur X contenant A g4 et soit \ € M (X, A).

(a) On suppose que d est un écart, ou plus généralement vérifie :
d(z,y) < Cld(z, z) + d(z,y)] pour un C €]0,400] et pour tous x,y,z € X .

Si (X, d) est séparable, on a \*(Z(\,d)) = 0.
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(b) On suppose que, de toute famille U de boules ouvertes a rayon constant,
on peut extraire une famille recouvrant les centres des éléments de U et
d’ordre fini en tout point de X. Si (X, d) est séparable, on a \*(Z(\,d)) = 0.
(¢c) On suppose que, quel que soit r > 0, il existe un entier m(r) > 1 tel
que, de toute famille U de boules ouvertes de rayon r, on peut extraire une
famille recouvrant les centres des éléments de U et d’ordre < m(r).

Sl existe une mesure p positive et o-finie chargeant toutes les boules

ouvertes de (X, d), on a NX*(Z(\,d)) = 0.

Démonstration. Démonstration de (a). On choisit, pour chaque y € Z(\, d),
une boule ouverte Uy(y, r,) de rayon rationnel r, > 0 avec A(Uy(y,7,)) = 0.
Soit D une partie dénombrable de X rencontrant toute boule ouverte.

Soit z, € D N Uy(y,r,/2C) ; on a alors y € Uy(z,,1,/2C) C Uy(y,1ry).

La famille dénombrable des boules Uy(z,,7,/2C) (pour y € Z(A,d))
recouvre Z (A, d) ; chacune de ces boules étant A-négligeable, on a

AN(Z(A,d)) = 0.

Démonstration de (b). On choisit, pour chaque y € Z(A,d), une boule
ouverte U(y) de rayon rationnel > 0 avec A(U(y)) = 0. On se donne r > 0
et on note Z, l'ensemble des y € Z(\,d) tels que U(y) soit de rayon r ; on
extrait de la famille (U(y))yez, une famille Y = (U;);er recouvrant Z, et
d’ordre fini en tout point. Soit D une partie dénombrable de X rencontrant
toute boule ouverte. Chaque élément de U contient un point de D et chaque
point de D est dans un nombre fini d’éléments de U ; donc [ est dénombrable.
Donc A*(Z,) = 0 pour tout r rationnel ; comme les Z, recouvrent Z, on a
N(Z (A, d)) = 0.

Démonstration de (¢). On choisit, pour chaque y € Z(\,d), une boule
ouverte U(y) de rayon dans 27N avec A\(U(y)) = 0. On choisit une partition
dénombrable et A -mesurable (Xj)rex de X telle que p(Xy) soit fini pour
tout k € K ; pour tous k € K et A € A, on pose up(A) = p(AN Xg).
On se donne k € K et on note Z l'ensemble des y € Z(\,d) tels que py
charge U(y) ; on extrait de la famille U(y) (y € Zx) une famille U = (U;);er
recouvrant Z, et d’ordre < m(r).

Par 2.5.1 appliqué a py, I est dénombrable. Donc A*(Z;) = 0 pour tout
k € K ; comme les Zj recouvrent Z, on a A*(Z(\,d)) = 0. |

Dans (a), on aurait pu supposer seulement que, pour tous y € X et
r > 0, il existe t > 0 tel que d(z,2) < t, d(z,y) < t implique d(z,y) < r
(pour tous z, z € X).



908 P. AssouaDp ET T. QUENTIN DE GROMARD

(2.6.3) Soit v un cardinal infini ; on dit que (X, d) est a-séparable s’il existe
une partie D de X de cardinal < « et rencontrant toute boule Uy(y, ).

Dans le reste de cette section, on va voir que, si (X, d) est a-séparable (o
a est un “petit” cardinal au sens d’Ulam) et si (X, d) vérifie une propriété
de recouvrement adéquate, alors A*(Z (A, d)) = 0.

(2.6.4) On note w le cardinal dénombrable et w™ son successeur.

(a) Soit X un ensemble muni d'une tribu A. La mesure p € M (X, A)
est dite a-additive (pour un « >w) si, pour toute famille disjointe
(A;)jes d’éléments de A avec J de cardinal < a, Ujc;A; est p-mesurable et
(UjesAj) = > e #(A;). On voit donc que toute mesure est “w*-additive”
(ce qui signifie simplement “o-additive”).

(b) Supposons que la tribu A contienne tous les points de X. La mesure
pwe MT(X,A) est dite diffuse si on a u({z}) = 0 pour tout r € X.

(¢) Un cardinal o > w est dit U-mesurable ou “grand” au sens d’Ulam
(“messbar”, dans [39, p.141]) s'il existe une mesure diffuse non nulle a
valeurs dans {0,1} sur (a,2%) ; il est dit mesurable si cette mesure est a-
additive (voir [11, p.181]). D’habitude, on ne fait pas la restriction o > w,
ce qui fait que w est mesurable, mais non U-mesurable.

(2.6.5) Les cardinaux mesurables > w sont exceptionnels ; si on postule
leur existence et qu’on fait '’hypothese du continu, ils sont nécessairement
extrémement grands (voir [22]). De plus le premier cardinal U-mesurable
est mesurable (voir [22] p 297).

Voici deux résultats importants dus & Ulam [39] :
(a) Soit @ < w™ ; alors toute mesure positive finie diffuse sur (o, 2%) est
nulle.
(b) Avec 'hypothese du continu, la méme conclusion vaut pour tout car-
dinal @ non U-mesurable (i.e. “petit” au sens d’Ulam).

Voir [22], et aussi [32, pp. 25-26] et [20, pp. 58-59].

(2.6.6) Si d est un écart et A D B4, alors toute réunion de boules ouvertes
de (X,d) est A -mesurable.

De facon plus générale, soit d un noyau symétrique sur un ensemble X
muni également d’un écart 0 tel que :

— toute boule Uy(y,r) est ouverte dans (X, 7 ),
— toute boule Ug(y, r) contient une boule ouverte de (X, d) de méme centre ;

alors toute réunion de boules ouvertes de (X, d) est B j-mesurable :
en effet toute réunion de boules ouvertes de (X,d) est ouverte dans
(X, T 5) ; elle appartient donc a B 5, donc a B4 (car 7 s C 7 4), donc a A .
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(¢) Soit A une tribu sur X ; une application A de A dans une partie
bornée de [0, +o0[ est appelée une L-mesure s’il existe a,b €]0, +oo[ avec :

@D AMA) SAA) <D AA)

iel il

pour tout A € A et toute partition finie ou dénombrable (4;);cr de A (A; € A).

Dans la démonstration de la Proposition 2.6.7 ci-dessous, on fera usage
d’une propriété des L-mesures dont la démonstration est reportée a 2.6.8.

Proposition 2.6.7. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d ;
soit A une tribu sur X et soit A\ € M (X, A). On suppose que :

(a) Quel que soit r, il existe un entier m(r) > 1 tel que :

de toute famille U de boules ouvertes de rayon r, on peut extraire une
famille recouvrant les centres des éléments de U et d’ordre < m(r).

(b) (X,d) est a-séparable, ot o est un cardinal non U-mesurable (“petit”
au sens d’Ulam) ;

(c) toute réunion de boules ouvertes de (X,d) est A-mesurable (par exem-
ple d est un écart et A D By).

On a alors N*(Z(\,d)) = 0.

Démonstration. On choisit, pour chaque y € Z(\,d), une boule ouverte
U(y) de rayon rationnel > 0 avec A(U(y)) = 0.

On se donne r > 0 et on note Z, 'ensemble des y € Z(\, d) tels que U(y)
soit de rayon r ; on extrait de la famille (U(y))yez, une famille Y = (U )kex
recouvrant Z, et d’ordre < m(r). Soit D C X une partie de cardinal < «
rencontrant toute boule ouverte. Chaque élément de U contient un point
de D et chaque point de D est au plus dans m(r) éléments de U ; donc K
est de cardinal < a. Par (¢) UgepUy appartient a A pour tout B C K.

On pose pu(B) = MUgepUy) pour tout B C K ; on a donc

pu(A) <D u(Ay) < m(r)u(A)

pour tout A C K et toute partition finie ou dénombrable (A;);c; de A,
autrement dit p est une L-mesure sur (K,2%) ; il résulte du Lemme 2.6.8
quil existe une mesure v sur (K,2%) avec p < v < m(r)u ; comme on a
A(Ux) = 0 pour tout k € K, v est diffuse, donc v = 0 car « est un cardinal
non U-mesurable (voir 2.6.5), donc p = 0, donc \*(Z,) < u(K) = 0.

Comme les Z, recouvrent Z(A,d), on a \*(Z(A,d)) = 0. |
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Sous les hypotheses (a), (b) et (¢) de 2.6.7, on peut montrer que A est
portée par une partie mesurable séparable de X :

on se donne r > 0 et on considere la famille de toutes les boules ouvertes
de rayon r centrées en dehors de Z(\,d) (de ce fait elles sont chargées
par ) ; on extrait de cette famille une famille B, recouvrant X \ Z et
d’ordre < m(r) ; par 2.6.7, B, recouvre A-presque tout X ; par ailleurs,
par 2.5.1, la famille B, est dénombrable ; la mesure \ est portée par
la réunion X, des éléments de B ,, donc par l'intersection pour tout r
des X,, qui est une partie séparable de X.

Si (X, d) est un espace métrique, on peut obtenir le méme résultat sous
la seule hypothese (b) ((c) est alors automatique et on arrive a remplacer (a)
par la paracompacité). De fagon précise on a (voir Billingsley [8, p.235]) :

pour que toute mesure finie sur les boréliens de 'espace métrique (X, d)
soit portée par une partie séparable, il faut et il suffit que toute partie
discrete soit “petite” au sens d’Ulam (ce qui revient a I’hypothese (b)).

Rappelons que, sur un espace métrique séparable complet (X, d), toute
mesure finie sur les boréliens est une mesure de Radon, mais que si I'espace
métrique (X, d) n’est pas complet, cela peut étre faux (voir par exemple
Billingsley [8, p.234]) :

soit A la mesure de Lebesgue sur [0,1], X une partie de [0, 1] avec
A(X) < A*(X) (on munit X de la distance usuelle d) ; alors p: B ——
A*(B) (pour B borélien de (X,d)) est une mesure qui n’est pas une
mesure de Radon.

Lemme 2.6.8. Soit X un ensemble muni d’une tribu A et soient a,b €
10, 4+-00[. Soit pu une L-mesure sur (X, A ), vérifiant ap(A) < >, p(A;) <
bu(A) pour tout A € A et toute partition finie ou dénombrable (A;);er de A
(A; € A ). Alors il existe une mesure v finie sur (X, A) avec ap < v < bpu.

Démonstration. Soit II 'ensemble des partitions finies ou dénombrables
A-mesurables de X. Soient m = (A;);er et p = (B;);es deux éléments de II ;
on dit que 7 est plus fine que p (noté m > p) si tout A; est contenu dans
un B;.

Soit D un ultrafiltre sur IT contenant {m € II | 7 = p} pour tout p € II.

Sim = (Aj)ier est un élément de II, on pose pr(A) = >, (AN A;) ;
on note que j, est une L-mesure vérifiant ap < p, < bu.

On pose v(A) = lim, p p1(A) ; on a ap < v < by ; on va montrer que v
est une mesure.
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(a) Soient A € A et (Ay,...,A,) une partition finie .A-mesurable de A ;
on se donne p € II contenant chacun des A; ; on a alors :

pr(A) = pr(Ar) + ...+ pr(Ay), pour tout ™ = p
(car, si m = (Py)ker, chaque A; est une réunion de Py).

On a donc v(A) = v(A;) + ...+ v(A,).

(b) Soient A € A et (A;)ieny une partition A -mesurable de A ; soit
e >0, il existe p € N tel que >, pu(A;) <e, donc pu(UipA4;) < e/a;on a
done » . v(A;) < be et v(UizpA;) < be/a; au vu de (a), on en déduit que
[V (Uien Ai) = D ey Y(Ai)| < be + be/a ; comme € est arbitraire, v est une
mesure. [

(2.6.9) Inversement, soient v € M (X, A), a,b €]0,+oc[ et p: A —
[0, +00] avec av(A) < u(A) < brv(A) pour tout A € A ; on voit facilement
que 1 est une L-mesure.

Les propriétés de recouvrement concernant les boules ouvertes qui sont
utilisées en 2.6.2 et 2.6.7 sont des conséquences de la propriété de recouvre-
ment faible pour les familles de boules fermées a rayon constant.

Lemme 2.6.10. Soit m un entier > 1. On suppose que, de toute famille B
de boules fermées a rayon constant, on peut extraire une famille recouvrant
les centres des éléments de B et d’ordre < m. Alors, de toute famille U de
boules ouvertes a rayon constant, on peut extraire une famille recouvrant les
centres des éléments de U et d’ordre < m.

Démonstration. Soit U = (Uy(y,r))yer une famille de boules ouvertes
de rayon r ; on extrait de T une partie maximale S dont les points soient
d’éloignements mutuels > 7.

Soit z € X et soit R une partie finie de S telle que z € Uy(y,r) pour
tout y € R. On choisit € > 0 tel que z € By(y, — €) pour tout y € R.

Soit B = (B4(y,” —€))yer ; le cardinal de R est < m :

en effet, on peut extraire de B une famille B’ recouvrant les centres des
éléments de B (donc égale a B car y' &€ By(y,r — ¢) pour tous 4,y € R
distincts) et d’ordre < m (donc de cardinal < m car z € By(y,r — ¢)
pour tout y € R).

Donc la famille (Ug(y, r))yes, qui recouvre T, est d’ordre < m. [ |

On montrerait aisément la réciproque de ce lemme. De méme, on 1’éten-
drait sans difficulté aux familles a rayons discrets, ce qui fait que 1’essentiel
des paragraphes 3 et 4 s’étend aux boules ouvertes.
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(2.7) Mesurabilité

Avec des hypotheses convenables (satisfaites si d est un écart), on peut
montrer que T,.(v, \) et Z(\, d) sont B j-mesurables. On ne se servira pas de
cela dans la suite, préférant travailler avec des intégrales supérieures, ce qui
sera plus général bien qu’amenant quelques complications.

(2.7.1) Soit X muni d’un noyau symétrique d et d’une tribu .A. On dit que
(X,d) est fortement A -mesurable si les applications y +— AN(Uy(y,r)) et
y — A(By(y, 7)) sont A-mesurables pour tout A € M (X, A) et tout r > 0.

Il est clair que y — A\(By(y,r)) est A-mesurable des que y — A(Uy(y,r))
’est, et inversement.

Si (X, d) est fortement A -mesurable, on a alors :

(a) Z(r) ={y € X | A\(By(y,r)) = 0} est A -mesurable ;

(b) la fonction y +— T,.(v, A)(y) est A -mesurable :

en effet, soit Y(r) la réunion de {y € X | A(Ba(y,r)) > 0} et de {y €
X | v(Ba(y,r)) > 0}, qui sont A -mesurables par (a) ; pour y ¢ Y (r), on

aT.(v,\)(y) =0 ; pour y € Y(r), T,.(rv, \)(y) est le quotient de v(By(y, 7))
par A(By(y,7)) ; donc T,.(v, \) est A -mesurable ;

(c) la fonction y — supy,<, Tu(v, A)(y) est A -mesurable :

en effet, solent Y = UpenY(r —277) et S, = supgcy, Tu(v, A) ; pour
yZY,onaS.(y)=0;poury €Y, onaS.(y)=suDycycruco Tult, N)(Y),
car u +— T, (v, \)(y) est continue a droite pour u > r—2""siy € Y (r—27").

(d) la fonction y — sup,cy Tu(v, A)(y) est A -mesurable, des que U est
un ouvert de |0, 4+o00[ (ce qu’on montrerait comme en (c)).

Lemme 2.7.2. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d et d’une
tribu A . L’espace (X,d) est fortement A -mesurable dés qu’on se trouve
dans l'un des cing cas suivants :

(i) z,y — d(z,y) est A x A -mesurable ;

(i) toute réunion de boules ouvertes de (X,d) est A -mesurable et, pour
tousy € X, r > 0ete >0, i existe n > 0 tel que Uy(z,7) D
Uy(y,r — €) pour tout z € Uy(y,n) ;

(ili) toute réunion de boules ouvertes de (X,d) est A -mesurable et, pour
tousy € X, r > 0 et e >0, i eviste n > 0 tel que By(z,7) C
By(y,r + €) pour tout z € Uy(y,n) ;
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(iv) le noyau d vérifie :
ld(x,z) —d(x,y)| < p(d(y, 2)) pour tous x,y,z € X
(ot ¢ est une application nulle et continue en 0).
(v) d est un écart et A D B 4.

Démonstration. (i) Par le théoreme de Fubini (voir [14, p. 31]), la fonction
y — A(By(y, 7)) est A-mesurable quel que soit A € M (X, A).

(ii) Pour tout a > 0, 'ensemble V = {y € X | A(U4(y,7)) > a} est une
réunion de boules ouvertes, donc A -mesurable :

en effet y € V; on fixe e > 0 assez petit pour qu’on ait A(Uy(y,r—¢)) > «;
on fixe n > 0 tel que Uy(z,7) D Uy(y,r — €) pour tout z € Uy(y,n) ; on a
donc Uy(y,n) C V.

(iii) Pour tout av > 0, 'ensemble V = {y € X | A(B4(y,7)) < a} est une
réunion de boules ouvertes, donc A -mesurable :

en effet y € V; on fixe ¢ > 0 assez petit pour qu’on ait A(By(y, r+¢)) < «;
on fixe n > 0 tel que By(z,7) C By(y,r + €) pour tout z € Uy(y,n) ; on a
donc Uy(y,n) C V.

(iv) et (v) L'un et l'autre sont des cas particuliers de (ii) et (iii). |

(2.7.3) (a) Noter que, si (X,d) est un espace métrique séparable, et si on
munit X? d’une distance d, définissant la topologie produit, alors la tribu
de Baire B 4, est la tribu produit B 4 x B 4 (ce n’est pas le cas en général,
voir [23]) ; alors {(x,y) € X? | d(x,y) < r} appartient & B 4 x B 4 (car d est
continue sur X?).

(b) Soit (X,d) un espace métrique séparable (donc A5 = By) ; si d est
bi-Lipschitz équivalent & § (donc B 4 = B s) et que A 4 est inclus dans B g,
alors A, = Bs.

3. Dérivation des mesures (convergence en mesure)

L’objectif de ce paragraphe est d’arriver a la dérivation en mesure des
mesures par les étapes mentionnées dans l'introduction. Les résultats prin-
cipaux se trouvent en 3.1 (intégrabilité du quotient de dérivation) et en 3.3
(dérivation en mesure).

On montre que T,.(v, \) est A-intégrable pour tous A, v si et seulement si
(X, d) possede, pour un m entier > 1, la propriété de recouvrement faible de
degré < m restreinte aux boules de rayon r :

de toute famille B de boules fermées de rayon r, on peut extraire une
famille recouvrant les centres des éléments de B et d’ordre < m
(pour les boules ouvertes cette propriété a déja été utilisée en 2.6.2b et 2.6.7).
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Pour arriver a un théoreme de dérivation en mesure, on doit supposer que
(X, d) possede la propriété précédente pour tout r pour un m indépendant
de r, c’est a dire que (X, d) possede la propriété de recouvrement faible de
degré < m restreinte aux familles de boules fermées a rayon constant ; cela
signifie exactement que nc < m (voir 2.2a) et aussi que la dimension de
De Groot de (X, d) est < m — 1 (voir plus bas en 3.5). Mais des hypotheses
de mesurabilité supplémentaires sont nécessaires (voir 3.2).

Au lieu de supposer que (X, d) vérifie la propriété de recouvrement faible
de degré < m restreinte aux familles de boules fermées a rayon constant, on
supposera généralement dans ce paragraphe que (X, d) vérifie seulement la
propriété de recouvrement faible de degré < m restreinte auzx familles de
boules fermées centrées dans Y a rayon constant (en bref prf(m) pour les
boules centrées dans Y a rayon constant), ou Y est une partie de X

Proposition 3.1. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique quel-
conque d, et soit Y C X ; soit A une tribu sur X avec A D A 4. Soient
r >0 et m un entier > 1. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(91) pour tousa € X et tousyo,...,ym € YNBy(a,r), il existe i, j distincts
avec d(y;, y;) <.

(92) (X,d) posséde la prf(m) restreinte auz boules centrées dans 'Y et de
rayon r ;

(93) pour tout A € P (X, A) et toutve MT(X,A), ona :

EX(T. (v, )Iy) < my(X).

Démonstration. Démonstration de (g1) = (¢92). Soit T une partie de
Y et soit B = {B4(y,7)}yer ; soit Z une partie maximale de T telle que
d(z,2") > r pour tous z,z2’" distincts dans Z. Alors les By(z,r) (2 € 2)
recouvrent 7" ; de plus on a z &€ By(2/,r) pour tous z, 2’ distincts dans Z.

La famille des By(z,7) (2 € Z) est d’ordre < m dans X :

en effet soient a € X et 2q,...,2, € Z vérifiant a € By(z;,r) pour
tous ¢ € {1,...,k} ; or on a d(z;,2;) > r pour tous i,j distincts dans
{1,...,k} ; donc (gl) implique k < m.
Démonstration de (92) = (g3). Soient A\ € P(X, A)etv € M{ (X, A);
posons T,(y) = T,.(v,\)(y) pour chaque y € X. On va faire le calcul en
quatre étapes :

(1) On fixe p entier > 0 et on pose Y, =Y N{0 < T, < p}. On fixe T > 1
et on pose
Yoo =Y N {pr ") < T, <pr ™}

pour tout n € N .
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On choisit une famille maximale Z,, de points de Y, d’éloignements
mutuels > 7 (pour d) ; si on a choisi Z,, ..., Z,,_1, on choisit une famille
maximale Z,,,, de points de Y, , \U{Ba(y,7) | ¥y € Up<r<nZp i} d’éloignements
mutuels > 7 (pour d). Notons (y;)ic; la famille de tous les points de
Unen Zp,n 5 on munit I d’un bon ordre de facon que y; € Zpi, y; € Zpi,
k < k' implique i < j. On pose B; = By(y;,r) pour tout i € I.

On a alors :

(i) d(yi,y;) > r pour tous i,j € I distincts ;
(ii) pour tout y € Y), il existe j € I avec d(y,y;) <r et T.(y) < 171, (y;) ;
(ili) pour tous i,j € I, j >, on a T,.(y;) < 71, (v;:).

Par (g2), on extrait de la famille (B;);cs, une sous-famille (B;);cs recouvrant
les centres de la premiere et d’ordre < m ; & cause de (i), on a J = I ; donc
la famille (B;);e; est d’ordre < m ; comme v charge tous les B;, ’ensemble
I est dénombrable par 2.5.1.

De plus, par (ii), les ensembles B; (i € I) recouvrent Y, ; comme [ est
bien ordonné, les ensembles A; = B; \ Ug<; By (i € I) recouvrent Y.

Soit y € A; NY, ; par (ii), il existe j € I avec d(y,y;) <r (ie. y € B;)
et T,(y) < 71,(y;) ; comme y est dans A;, il n’est dans aucun des By, pour
k < i; comme yest dans B;,onaj > i; par (iii), on a donc T,.(y) < 72T,(y;).

Cela donne :

E3(Ty,) < STEN(Tdan,) <72 S LA N Y,)
iel il
<72 ZTT(y,-))\(Bi) =72 Z v(B;) < mm*v(X).
i€l il
En faisant tendre 7 vers 1, on obtient E 3 (7,1Iy,) < mv(X).
Onpose Y =Y N{0 < T, < +o0} ; faisant tendre p vers +o00, on obtient
E%(T.1y) < mu(X).
(2) Soit Yo =Y N{T, =0} ; on a évidemment E }(7,1y,) = 0.
(3) Enfin, soit {y;}ics une famille maximale de points de Y,, = {7, =
+oo} d’éloignements mutuels > r (pour d).
Par (g2), la famille des boules (B;);cs est d’ordre < m ; comme v charge
tous les B;, 'ensemble I est dénombrable par 2.5.1.

Les ensembles B; (i € I) recouvrent Y, ; comme ces ensembles sont de
mesure nulle pour A\, on a A*(Y,,) = 0.

4) Par (1), (2) et (3), on trouve E}(7,1y) < mv(X), ce qui est le résultat
( A
demandé.
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Démonstration de (¢93) = (g1). Soient a € X et yo,...,ym € Y N
Ba(a,r) ; On pose By(y;, ) = B; ; soit A = #H<5yo+. ..+0y,,) et soit v = 4,.
En appliquant (g3) et I'inégalité de Tchebychev avec o = m + %, on obtient
M{T:(v,\) > m+1}) < 1; il existe donc ¢ tel que Ty.(v,\)(y;) < m + 3,
c’est & dire v(B;)/AN(B;) < m+ 3 ; comme v(B;) = 1 (car a € B;), on a
donc :

1
cardinal {7 | 0 < j <m, d(y;,y;) <r} > (m+ §)A(Bd(yi,r)) >1;
donc il existe j # ¢ avec d(y;,y;) < . [ |

L’argument principal de 3.1 est inspiré de la preuve d’un résultat de
Mattila [26].

Si on remplace E (T, (v, \)1Iy) < mv(X) par aX* (Y N{T.(v,\) > a}) <
mv(X) (pour tout o > 0), le théoreme 3.1 est beaucoup plus facile a
démontrer ; cette version affaiblie suffirait a démontrer la convergence en
mesure dans 3.3.1.

(3.2) Convergences

(3.2.1) Soient h, : X — R (pourr > 0) et h : X — R. Soit Y une partie
de X. On va voir quelles difficultés se posent, en ’absence de mesurabilité,
pour la convergence en mesure et la convergence dans L.

(a) (convergence presque-sire sur Y)
On dit que h,. tend vers h A-presque strement sur Y lorsque r tend vers
0 si A*(Y N {limsup,__, |h. —h| > 0}) =0.

(b) (convergence en mesure sur Y')
On dit que h, tend vers h en mesure sur Y (relativement a A) lorsque
tend vers 0 si limsup,__ o A*(Y N {|h, — h| > a}) = 0 pour tout « > 0.

SiY et h, sont mesurables, la convergence presque-siire implique la con-
vergence en mesure ; mais en l'absence de mesurabilité (méme si Y = X),
c’est faux (voir [40] p. 13).

(c) (convergence dans L' sur Y)
On dit que h, tend vers h dans L'(Y, A ,\) lorsque 7 tend vers 0 si
E {(Jh. — h|Iy) tend vers 0 lorsque r tends vers O.

La convergence en mesure et l'équi-intégrabilité impliquent la conver-
gence dans L' ; mais en l'absence de mesurabilité (méme si Y = X), la
convergence presque-sire et ’équi-intégrabilité n’impliquent pas la conver-
gence dans L' (voir encore [40, p. 13]).
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(3.2.2) Lorsque g est continue bornée sur (X, 7 4), T.(g\, A) tend vers g en
tout point de X'\ Z (A, d) quand r tend vers 0 ; néanmoins, on n’est pas assuré
en général, faute de mesurabilité, que \*((X\Z (X, d))N{|T.(g\, A)—g| > a})
tende vers 0. Pour avoir cette conclusion, on va se placer dans un des deux
cas suivants :
(a) (cas non séparable avec des boules ouvertes)

toute boule ouverte de (X, d) est ouverte dans (X, 7 4), et tout ouvert
de (X, T 4) est A-mesurable (c’est le cas si d est un écart) ;

(b) (cas séparable avec des boules mesurables)

(X, d) est séparable (voir 2.6.1),ona A, C B4 C A et il existe 6 : r —
O(r) > 0etn:y,r—nlyr) >0 tels que d(y,x) < 0(r), d(z,z) < n(y,r)
implique d(y, z) < r pour tout z,y,z € X et tout r > 0.

(c’est le cas si on a d(z,y) < Cld(z,z) + d(z,y)] pour un C €]0, +o0] et
tous z,y, z, en particulier si d est bi-Lipschitz équivalent a une distance).

Lemme 3.2.3. Soit X muni d’un noyau symétrique d et d’une tribu A .
Soit a > 0. Soit g une application A-mesurable continue de (X, 7T 4) dans R.
On pose w(g)(y) = sup{lg(z) — g(y)| | = € Ualy,)}.

Alors, pour tout A € P(X,A) et tout r >0, (X\Z(\, d))N{|T,(g\,\) —
gl > a} est inclus dans G, o = {y € X | war(9)(y) > a}, qui décroit vers &
lorsque r décroit vers 0.

De plus, lim,__qg \*(G,.o) = 0 pour tout A € P (X, A) dés que (X,d)

vérifie 3.2.2a (c’est le cas si d est un écart) ou 3.2.2b.
Démonstration. On a |T,.(g\ M) (y) — 9(y)| < war(g)(y) pour tout y €
X\ Z(\,d) ; de plus, comme g est continue, ws,(g)(y) tend vers 0 lorsque r
tend vers 0, pour tout y € X ; donc G, , décroit vers & lorsque r décroit
vers 0.

On se place maintenant dans un des cas 3.2.2a ou 3.2.2b :
(a) on a G, = Uzex(Ug(z,2r)N{y € X | |g(x) —g(y)| > a}) ; G, est
donc ouvert dans (X, 7 4), donc A -mesurable ; donc limo AMGra) =0

(b) soit D une partie dénombrable de X qui coupe toute boule ouverte
de (X,d) ; or on a pour tout r > 0 et tout ¢ €]0,60(2r)/2] :

Gioa C Gy = Uren(Ua(z, 2r) N {y € X | [g(z) — g(y)| > a}) C Gra
(ce que I'on montrera un peu plus loin) ;
comme G, est A-mesurable, on a lim; g A*(Gy2q) < lim, 0 A(G7.,) = 0.
Il reste a montrer que Gya, C G, pour t €]0,6(2r)/2]. Soit y un point
de Giaq ; 1l existe x € X avec d(y,z) < 2t < 6(2r) et [g(x) — g(y)| >

2a ;5 on choisit 2’ € D assez proche de x pour avoir d(x,z’) < n(y,2r) et
l9() — g(z)] < @, donc d(y, 2) < 2r et |g(z') = g(y)| > o n
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Pour démontrer le théoreme de dérivation en mesure dans le cas de deux
mesures étrangeres, on a besoin de savoir que \*({y € X |0 < d(y, F) <r})
tend vers 0 quand r tend vers 0 (pour tout F' fermé A -mesurable) ; c’est le
cas lorsque (X, d) vérifie 3.2.2a ou 3.2.2b :

Lemme 3.2.4. Soit X muni d’un noyau symétrique d et d’une tribu A .

Soit F' un fermé A-mesurable de (X, T 4). On pose d(y, F') = inf{d(y, 2) |
zeF}eteW,={ye X |0<d(y, F)<r}.

Il est clair que W, décroit vers & lorsque r décroit vers 0.

De plus lim,__o \*(W,.)) = 0 pour tout A € P (X, A) des que (X,d)
vérifie 3.2.2a (c’est le cas si d est un écart) ou 3.2.2b.

Démonstration. On pose V = X \ F' et on note que W, décroit vers &
quand r décroit vers 0. On distingue maintenant les cas 3.2.2a et 3.2.2b :

(a) on a W, = Uzer(Ugy(z,r) NV) ; W, est donc ouvert dans (X, 7 4),
donc A -mesurable ; on a donc limOA(Wr) =0;

(b) soit D une partie dénombrable de X qui coupe toute boule ouverte
de (X, d) ; on choisit une partie dénombrable E de F' qui coupe toute boule
ouverte centrée dans D et coupant F' ; or on a pour tout r > 0 et tout
t €]0,0(r)] :

W, C W; = Uer(Ud(l’,T) N V) c W,

(ce que 'on montrera un peu plus loin) ; comme W) est A -mesurable, on a

On montre d’abord que E coupe toute boule ouverte centrée dans F' ;
en effet soit x € F et soit r > 0 ; soit § = 0(r) An(z,r) ; soit ' € D avec
d(xz,x') < B ; pour tout z € Uy(a’, 3), on a d(x',z) < n(x,r) ; comme on a
d(z,z") < 0(r), on trouve d(x, z) < r ; donc Uy(z,r), qui contient Uy(z’, 3)
(qui coupe F'), contient un point de E.

Il reste a montrer que W, C W/ pour t €]0,6(r)]. Soit y un point de
Wi ; il existe © € F avec d(y,z) < t < 6(r) ; on choisit 2’ € E avec
d(z,z") <n(y,r), donc d(y,z') < r; [

(3.3) Dérivation en mesure

Lorsque (X, d) possede la prf(m) restreinte aux boules a rayon constant,
on peut montrer que les quotients T,.(v, \) convergent en mesure des qu’on
a des hypotheses de mesurabilité convenables (3.2.2a ou bien 3.2.2b), par
exemple des que d est un écart et que A DO B4 ; on montre méme que la
convergence a lieu dans L! si v = fA.
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Proposition 3.3.1. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d
avec A g C By, et soit Y C X ; soit A une tribu sur X avec A D B 4. On
suppose que :

(i) (X,d) vérifie 3.2.2a (par exemple d est un écart) ou bien 3.2.2b ;

(ii) (X, d) posséde la prf(m) restreinte aux boules centrées dans Y et a
rayon constant (pour un m entier > 1).

On a alors :
(a) pour tout A € P (X, A) et tout f € L' (X,B 4, N), le quotient de
dérivation T.(fA, ) tend vers fIx\zoa dans L'(Y, A, \) lorsque r
tend vers 0.
Si X (Z(\,d)) =0 (ce qui est le cas “normal”, voir 2.6), on en déduit
les conséquences suivantes :

(b) pour tout A € P (X, A) et tout f € L'(X,B 4,\), le quotient de
dérivation T,(f\, ) tend vers f dans L*(Y, A, \) lorsque r tend vers 0.

)
(c) pour tout N € P (X,A) et tout f € LYX,A,N), le quotient de
dérivation T,(f\, \) tend vers E \(f | B 4) dans L' (Y, A, \) lorsque r

tend vers 0.

Démonstration.

Démonstration de (a). Par 2.4c, on choisit une fonction g A -mesurable
continue bornée sur (X, 7 4) approchant f & € pres dans L'Y(X, A, \) ; soit
k=f—g.

En appliquant 3.2.3, on voit que

Tim A (X \ Z0 ) N {[To (90, 3) — gl > a}) =0,

donc que T,.(gA, A) converge en mesure vers glx\ z(xq) lorsque r tend vers 0.
Par convergence dominée, cette convergence a méme lieu dans L'(X, A, \)
(voir 3.2.1c). De plus, par 3.1, on a :

E (T, (kX A) — K 2o Ty) < E (T (kA VIy) + E (k) < me + <.

Comme ¢ est arbitraire, T,.(fA, X) converge vers fIx\z(q dans L'(Y, A, X).
Démonstration de (b). Ce point est évident.

Démonstration de (c). Soit f € L*(X,A,)), on pose fi = E\(f | Ba)
et v = fix. On a v(By(y,r)) = 11(Ba(y,r)) pour tout y et tout r. Donc
T.(fA\A) = T.(fi\, \) tend vers f; dans L' (Y, A, \) si r tend vers 0. [ |

Il reste a traiter le cas ou v est étrangere a \.
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Proposition 3.3.2. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d
avec Ay C By, et soitY C X ; soit A une tribu sur X avec A D B 4. On
suppose que :
(i) (X,d) vérifie 3.2.2a (par exemple d est un écart et A DO B 4) ou
bien 3.2.2b ;
(i1) (X,d) posséde la prf(m) restreinte auzx boules centrées dans Y et a
rayon constant (pour un m entier > 1).

On a alors :

(a) pour tout X € P (X, A), tout v € M (X, A), tout B € B4 et tout
a>0,ona:

limsup aX* (Y N BN{T,(v,\) > a}) < mv(B);

r—0
(b) soient A € P(X,B4) etv e M7 (X,B,) étrangére a X ; alors T, (v, \)
converge vers 0 en mesure (relativement a \) sur Y lorsque r tend
vers 0.

Démonstration.  Démonstration de (a). Soient A € P (X, A), v €
MT(X,A), BeBgeta>0. Soit ¢ > 0. Par 2.4a, on choisit V € B
ouvert avec B C Vet v(V'\ B) < e ;soit F'= X \ V. On note Ay et vy les
traces de A et v sur V.

Pour tout ¢ > 0, on pose W; = {y € X | 0 < d(y,F) < t} ; on a donc
B\W, ={y € B|Uy(y,t) C V}. Donc, pour y € B\W;, on a Uy(y,t) C V,
donc T,.(v, \)(y) = T.(vv, A\v)(y) pour tout r < t. Grace a 3.2.4, on peut
choisir ¢ > 0 tel que A*(W};) < e.

On applique 'inégalité 3.1 (g3) aux mesures \y et vy :
aN' (Y NV AT, (vy, \v) > a}) <EXT - (vv, \v)Iyav)
<muy(X) =mv(V) < mv(B) 4+ me;
on a donc, pour tout r <t :
aXN (YN BNA{T.(v,\) > a})

<aXN' (Y N(B\Wy) n{T,(v,\) > a}) + aX (W) < my(B) + me + ae.
On a donc limsup,__qaX" (Y N BN{T.(v,\) > a}) < mv(B) + me + ae.

En faisant tendre € vers 0, on obtient :

limsup oA (Y N BN{T,(v,\) > a}) < mv(B).

r—0

Démonstration de (b). Soit B € B4 avec A(B) = 1 et v(B) = 0. Appli-
quant (a) a B, on trouve que l'on a :

limsupaXN (Y N BN{T,(v,\) >a})=0  pour tout a > 0.
r—s0 [ ]
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Dans le cas de deux mesures étrangeres A et v, la convergence de T,.(v, \)
n’a pas lieu en général dans L :
en effet, supposons que d soit 'ultramétrique associée a la famille crois-
sante des tribus dyadiques sur [0, 1[ (voir 4.7c) ; on se donne deux lois
de probabilités A et v étrangeres et chargeant tout intervalle ouvert non
vide ; alors on a E \(7,.(v,A\)) = 1 pour tout » > 0 ; donc 7,.(v,\) ne
peut tendre vers 0 dans L.

(3.3.3) On a A, C B, des qu'on peut choisir une topologie 7 sur X
telle que :

(a) toute boule de (X, d) est B (7 )-mesurable (i.e. Ay, C B(7)),

(b) pour tout y € X et tout voisinage V' de y dans (X, 7 ), il existe r > 0
avec By(y,r) CV (i.e. T C7T 4,donc B(7 ) C By).

La réciproque, qui n’a pas d’intérét, est vraie (prendre 7 =7 ).

On verra en 4.7e que cette remarque présente tout de méme un certain

intérét lorsqu’on considére plusieurs noyaux d; vérifiant (a) et (b) pour une
méme topologie 7 .

(3.4) Equi-intégrabilité

Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique quelconque d avec A 4 C
B 4 ; soit A une tribu sur X avec A O A 4. On suppose que (X, d) possede
la propriété de recouvrement faible de degré < m restreinte aux familles de
boules fermées & rayon constant (pour un m entier > 1).

Soient A € P (X, A) et f € LY(X, A, N).

(a) Pour toute fonction S, on note S* la fonction A -mesurable (unique
A-presque surement) vérifiant S* > S et E ,(S*) = E 3(5) ; alors on a
(T (lFINAN)) = @(T-(|fIX, A))* pour toute ¢ continue et croissante (voir
[40, p. 13)).

(b) On a o(T.(|fI\,A) < T.((p o [f)A, A) pour toute ¢ convexe et
croissante ; on a donc par 3.1 :

EX@(TH([ 1A M) SEXNT((p o [fDAA) < mE s(wo[f])-

On a donc E \(o(T.(|fIN, A)*)) < mE x(p o |f|) pour tout 7.

(¢) On choisit ¢ convexe et croissante de fagon que E »(p o |f]) soit fini
et que ¢(t)/t tende vers +oo lorsque ¢ tend vers +oo.

En utilisant le critére de La Vallée-Poussin (voir [27, p. 38]), on voit que
les fonctions (T} (f\, A)*)o<r< 100 SONt A-équi-intégrables ; rappelons que cela
tient a ce qu’on a :

E (T Liresay) < [a/p(a)]E\(¢(T))) < € pour « assez grand.
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(d) Dans la proposition 3.3.1, la convergence des T,.(f A, A) vers Ex(f | Ba)
a donc lieu aussi dans LP(Y, A, \), p> 1, des que f € LP(X, A, \).

(3.5) Dimension de De Groot

Soit X un ensemble muni d’'un noyau symétrique d.

(a) L’espace (X, d) est dit de dimension de De Groot < n si :
(g0) pour tout @ € X et tous y; € X (i =0,...,n+ 1), il existe i,
distincts et £ avec d(y;,y;) < d(a,yq).

(b) Soit n un entier > 0 ; on voit aisément que (X, d) est de dimension
de De Groot < n si et seulement si il possede pour tout r > 0 la propriété
suivante (propriété (gl) dans 3.1) :

pour tous a € X et tous o, . .., Ynr1 € Ba(a,r), il existe i, j distincts

avec d(y;,y;) <r

En effet, si on a (gl) pour tout » > 0, on en déduit (g0) en prenant
r = d(a,ye) = sup;c; d(a,y;) ; 'implication inverse est évidente.

Par 3.1, on voit donc que (X, d) est de dimension de De Groot < n si et
seulement il possede la propriété de recouvrement faible de degré < n + 1
restreinte aux familles de boules fermées a rayon constant.

(c) Le cas n=0 correspond aux ultramétriques (i.e. les noyaux symétri-
ques d vérifiant d(x,y) < d(z,2) V d(z,y) pour tous z,y,z € X).

En fait une ultramétrique est méme de dimension de Nagata 0 (voir 4.7¢).

(d) Pour un espace métrique de dimension métrique finie (voir 6.1.1), la
dimension de De Groot est toujours finie, puisqu’elle vaut «(1) — 1, ou x(1)
est le plus petit entier k tel que, pour tout y € X et tout r > 0, on puisse
trouver au plus k points de By(y, r) de distances mutuelles > r pour d (voir
plus loin en 5.1).

La dimension de De Groot intervient dans un résultat de nature topolo-
gique :
Théoréme de De Groot ([17]). Un espace métrisable précompact X est

de dimension topologique < n dés que sa topologie peut étre définie par une
distance d telle que (X, d) soit de dimension de De Groot < n.

L’inverse est vrai sans qu'il soit besoin de supposer X précompact (ce
qui résulte en fait du théoreme de Nagata-Ostrand, voir 4.8).

(3.6) Conditions portant seulement sur A

Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d avec A4 C B 4 ; soit
A une tribu sur X avec A D A,4. Soit m € N

On fixe A € P (X,.A) et on se propose de voir sous quelles conditions on
a convergence en mesure de 7,(v, \) pour tout v € M (X, A).
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Pour simplifier, on suppose que 7T, (v, \) est A -mesurable et Z(\, d) est
A-négligeable pour tous A, v (c’est le cas si (X, d) est un espace métrique
séparable) ; en particulier, sauf sur un ensemble A-négligeable, on ne se
trouve jamais dans le cas A(By(y,7)) = v(Bgy(y, 7)) = 0.

On considere les propriétés suivantes :

(a) A(Bg(a,7)) < mA(By(y,r)) pour A-presque tout y € By(a, ),
(b) Ex(

(c) Ex(

(d) T,(v,\) converge en mesure pour tout v € M (X, A).

On a alors (a) = (b) = (¢) = (d).

ATr(da, A)) < m pour tout a € X et tout r > 0,
AT (v, N\)) < my(X) pour tout v € M (X, A),

Pour obtenir (a) = (b), on note qu’on a T}.(d,, A)(y) = 0siy € By(a,r),
et que T,.(04,\)(y) = 1/A(By(y,r)) < m/A(Bg(a,r)) pour A\-presque tout
y € By(a,r).

Pour obtenir (b) = (c), on note qu’on a par Fubini

E(T-(v,\) = /]EA(TT((SM M)v(dz) < my(X) pour tout v € M (X, A).

Enfin on a (¢) = (d) ; en effet, un examen des démontrations de 3.3.1
et 3.3.2 montre que les propriétés de recouvrement n’y interviennent que par
I'inégalité (c).

(3.7) Une autre démonstration de la convergence en mesure

(3.7.1) Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d avec A 4 C B 4.
Soit A une tribu sur X avec A D B, et soit A € P (X, A). Soit f une
fonction B j-mesurable, partout finie et A-intégrable de X dans R .

On a vu en 2.4.3 que :
(a) pour tout € > 0, il existe une jauge v sur X et une mesure pu €
MT(X,B ) (avec u(X) < 1) tels que :

[fABaly, 7)) — f(y)A(Baly, )| < en(Baly,r))
pour tous y € X, r €]0,v(y)|.

(3.7.2) Si (X,d) vérifie la propriété de recouvrement faible restreinte aux
familles de boules a rayon constant centrées dans Y, et si on est a méme
d’affirmer que, dans (a), v peut étre choisi A-mesurable, on peut montrer que
T.(fA A) tend vers fIx\z(xq) en mesure dans Y (relativement a \) lorsque r
tend vers 0.
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Démonstration. On pose Z = Z(A,d). Soient a > 0 et 7 > 0 ; on pose :
Yor =Y N{T.(fNA) — fIx\z] > a}.

Soit € > 0 ; on se donne v et p associés a € par (a) et on suppose que
v est A-mesurable. On pose U = {y € Y | v(y) > 1} ou 7y est choisi assez
petit pour que A(X \ U) < e.

Soit r < 1. On pose B(y) = By(y,r) pour chaque y € UNY,,. On a
donc :

T (FA M) = F(y)lx\z(y)] > o (done y & Z).

On a donc, en utilisant (a) :

al(B(y)) < [fAB(y)) — fW)ANBW))| < eu(B(y)) .

On peut extraire de U NY,, une famille de points (y;).cr telle que la
famille (B(y;))ier recouvre UNY,, et soit d’ordre < m ; or A charge chaque
B(y;) pour i € I ; donc I est dénombrable, par 2.5.1. On a alors :

AN (UNY,,) <Y aX(By)) <D ep(Bly:)) < mep(X) .
i iel
Donc M (Ya,) < A (UNY,,) +AMX\U) < (m+ 1)e pour tout r < ry.
Donc, pour tout o > 0, A*(Y,,) tend vers 0 lorsque r tend vers 0. [ |

(3.7.3) Si (X, d) vérifie la propriété de recouvrement faible restreinte aux
familles de boules a rayon constant centrées dans Y, et que v ne peut pas
etre choisi A-mesurable, on peut cependant montrer que :

quelle que soit la suite (7,)neny tendant vers 0 (r, > 0), T, (fA\ )
tend vers fIx\z(yq) en mesure dans Y (relativement & \) lorsque n tend
vers +00.

4. Dérivation des mesures (convergence presque sure)

L’objectif de ce paragraphe est d’arriver a la dérivation presque stire
des mesures par les étapes mentionnées dans I'introduction. Les résultats
principaux se trouvent en 4.3 (inégalité maximale) et en 4.4 (dérivation).

Les propriétés utilisées dans les énoncés 4.2 a 4.4 sont numérotées dans
leur ensemble de (nl) & (n7) ; les propriétés (nl) [dimension de Nagata
< m—1], (n2), (n3) [propriété de recouvrement faible de degré < m] et (n4)
[inégalité maximale] sont toutes équivalentes. Si on veut arriver plus rapi-
dement au théoreme de dérivation, on peut ignorer les réciproques et se
contenter des implications

(nl) = (n2) = (n3) = (n4) = (nd) = (n6) = (n7).
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La relation entre la propriété de recouvrement faible et la dimension de
Nagata (liée a la dimension topologique) est explicitée en 4.7.

On montre enfin en 4.9 que le degré exact de la propriété de recouvrement
faible dans un espace a courbure > 0 est en fait le cardinal d’un réseau ;
c’est notamment le cas de R™ muni de la distance associée a une norme.

Au lieu de supposer que (X, d) vérifie la propriété de recouvrement faible
de degré < m, on supposera généralement dans ce paragraphe que (X, d)
vérifie seulement la propriété de recouvrement faible de degré < m restreinte
aux familles de boules fermées centrées dans Y (en bref prf(m) pour les
boules centrées dans Y'), ot Y est une partie de X.

(4.1) On dit qu'une famille B = {B(yi, 1) }icr est sans liaison si on a
yi & Ba(y;, ;) pour tous 4, j distincts dans 1.

Lemme 4.2. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique quelconque
d et soit Y C X. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(n1) pour tous a € X et yy,...,Yms1 €Y, il existe i,j distincts avec

(n2) toute famille sans liaison de boules fermées centrées dansY est d’ordre
<m dans X ;

(n3) (X,d) posséde la prf(m) restreinte aux boules centrées dans'Y .

Démonstration.

Démonstration de (n1) = (n2). Soient By(y1,71),...,Ba(yk, 7x) une
famille sans liaison de boules fermées centrées dans Y contenant un point
a de X ; on a alors d(y;,y;) > r; Vr; > d(a,y;) V d(a,y;) pour tous i,
distincts, donc (nl) implique k£ < m.

Démonstration de (n2) = (n3). Soit {Ba(y;, ;) }ier des boules centrées
dans Y telles que les rayons (7;);c; soient dans une suite décroissante (vy)gen ;
on pose B; = By(y;, ;) pour alléger les notations.

Soit J; une partie maximale de {i € I | r; = v1} telle que d(y;,y;) > v
pour tous i, j distincts dans J;. Supposons Ji, ..., Jr_1 définis ; notons X;_;
la réunion des boules B; pour tout j € J; U...U Jy_; ; soit Ji une partie
maximale de {i € I | 7, = vp,y; & Xj—1} telle que d(y;,y;) > v, pour tous
1, j distincts dans Ji. La réunion J des Jy vérifie alors :

— la réunion des B; (j € J) contient y; pour tout ¢ € I,

—on ay; ¢ B; pour tous i, distincts dans J, donc (n2) implique que la
famille {Bgy(y;,7;)};es est d’'ordre < m dans X.
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Démonstration de (n3) = (nl1). Soient a € X et yp,...,yp € Y
vérifiant d(y;,y;) > d(a,y;) V d(a,y;) pour tous i,j distincts ; les boules
B; = By(yi, d(a,y;)) vérifient alors y; ¢ B, pour tous 4, j distincts ; de plus
chacune d’elles contient a ; or aucune sous-famille propre ne contient tous
les y;, donc (n3) implique k& < m. [

Lemme 4.3. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique quelconque
d et soitY C X ; soit A une tribu sur X avec A D Ay. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(n3) (X,d) posséde la prf(m) restreinte aux boules centrées dans'Y .

(n4) (inégalité maximale)

Pour tout A € P (X, A), tout v € MT (X, A), tout r €]0, +00[ et tout
a>0, onaaXN(YN{S(v,\) >a}) <m|v|(X)

(on rappelle qu’on pose S, (v, \) = supgcy<r Tu(V, A)).

Démonstration.

Démonstration de (n3) = (n4). Soient A € P (X, A), v e M{(X,A)
et @ > 0. Soit Y] ={y € Y | S;(v,\)(y) > a} ; pour chaque y € Y/,
on choisit r, avec aA(By(y,ry,)) < v(Bq4(y,ry)) ; quitte & 'augmenter un
peu, on peut supposer que r, est rationnel. On pose B(y) = By(y,r,) pour
chaque y € Y. On considere Q comme une réunion croissante d’ensembles
finis D; et on note Y, ; 'ensemble des y € Y avec r, € D;.

Fixons d’abord j ; on peut extraire de Y, ; une famille de points (y;)er
telle que la famille (B(y;))ier recouvre Y, ; et soit d’ordre < m ; or la
mesure v charge chaque B(y;) pouri € I ; donc [ est dénombrable, par 2.5.1.

On a donc :
aX* (Yo, ) < O‘Z/\(B(yi» < ZV(B(yi))
<m|v|(Uicr B(y:)) < m|v|(X).

En faisant varier j, on en déduit qu'on a aX*(Y]) < m|v|(X).

Démonstration de (n4) = (n3). Soient By(y1,71),...,Ba(yx, ) des
boules centrées dans Y vérifiant y; ¢ Bg(y;, ;) pour tous 4, distincts et
contenant un point a de X ; soit r > sup, r; (r fini). On pose By(y;,7;) =
B; ; soit A = (6, + ...+ d,,) et soit v = &,. En appliquant (n4) avec
o =m+ 1, on obtient A({S,(v,A) > m + 3}) < 1; il existe donc i tel que
Se(1,A\)(y;) < m+ 5 ; comme on ar; <r,onav(B)/AB;) <m+3;or
v(B;) =1 (car a € B;) et \(B;) = 1/k (car y; ¢ B; pour tout j # i) ; on a
donc k < m+ %, donc k <m. On a donc montré (n2), dont on déduit (n3)
par 4.2. [ |
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Le passage de I'inégalité maximale au théoreme de dérivation est clas-
sique dans des cas particuliers (voir par exemple [36], [18], [42]) :

Théoreme 4.4. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique quel-
conque d avec A4 C By, et soit’ Y C X. Soit A wune tribu sur X avec
A D Bg. Supposons que (X, d) vérifie l'inégalité mazimale :

(n4) pour tout A\ € P (X, A), tout v € M+(X,A), tout r €]0,+00| et tout
a>0, onaaX (Y N{S(r,\) >a}) <m|v|(X).

On a alors :

(n5) pour tout A\ € P (X, A) et tout f € LY(X,B 4,\), le quotient de
dérivation T.(f\,\) tend vers fIx\zoa A-presque sirement sur 'Y
lorsque r tend vers 0.

Si de plus N*(Z(\,d)) = 0 (ce qui est le cas “normal”, voir 2.6), on a les
deux propriétés suivantes :

(n6) pour tout X € P (X, A) et tout f € LY (X,B 4,\), le quotient de
dérivation T,(f\, X) tend vers f A-presque sirement sur'Y lorsque r
tend vers 0 ;

(n7) pour tout A\ € P (X, A) et tout f € L'(X,A,N), le quotient de
dérivation T,(fA\,\) tend vers E \(f | B a) \-presque stirement sur
Y lorsque r tend vers 0.

Démonstration.
Démonstration de (n4) = (n5). Pour tout h € L*(X,A,)\), on pose
Ush = limsup, _, [T.(hA, A) — hIx\z(na)-

Soit f € LYX,B 4,\) ; par 2.4c, on peut se donner une fonction g
continue bornée sur (X, 7 4) approchant f & e prés dans L'(X, A, \). Par
continuité, on a Uyg = 0. Rappelons que S = sup,1 Tu-

Soit k=f—g. Ona | k|[;1< e et Uk < Si(|k|A, A) + |k]. On a donc :
Urf < Uxg + Uxk < Si([k|AN) + |k

Pour a > 0, on trouve {Uxf > a} C {Si(|k|\, \) > a/2} U{|k| > o/2},
donc :

AN (Y N {Uf>a}) < aN (YN {S1 (kX A) > a/2)) + e (Y {[k] > a/2})
<2m ||kl +2 [ K [[p< 2(m + 1)e

(en utilisant 'inégalité maximale (n4) et I'inégalité de Tchebychev).
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On a donc \*(Y N{U,f > a}) = 0 en faisant tendre ¢ vers 0. En faisant
décroitre « vers 0, on trouve que Y N{U,f > 0} est A\-négligeable.

Démonstration de (n6). Ce point est évident.

Démonstration de (n7). Soit f € L*(X,A,)\), on pose fi =E\(f | Bq)
et v = fix. On a v(By(y,r)) = 11(Bg4(y,r)) pour tout y et tout r. Donc
T.(fAA) = T.(fi\, A) tend vers f; A-presque surement sur Y lorsque r tend
vers 0. |

Il reste a traiter le cas ou v peut avoir une partie étrangere a A :

Proposition 4.5. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique quel-
conque d avec A4 C By, et soit Y C X ; soit A wune tribu sur X avec
A D B,. Soit m un entier > 1. On suppose que (X,d) posséde la prf(m)
restreinte aux boules centrées dans'Y . On a alors :

(a) pour tout N € P (X, A), tout v € M (X, A), tout B € B4 et tout
a>0,ona:

aX (Y N BN {limsupT,(v,\) > a}) < my(B);

r—0

(b) soient A € P(X,B4) etv e M7 (X,B,) étrangére a A ; alors T, (v, \)
converge vers 0 \-presque surement sur'Y lorsque r tend vers 0.

Démonstration. (a) Soient A € P (X, A), v e M{(X,A), BE B,et
a > 0. On pose S = lim,_¢ S, (v, A\) = limsup,__, T, (v, \).

Soit € > 0. Appliquant 2.4a, on choisit V' € B 4 ouvert avec B C V et
v(V\ B) < e. On applique (n4) en remplagant v et A par leurs traces Ay et
vy sur V, ce qui donne :

aXN' (Y NV N AS.(vv, \v) > a}) <mv(V) < my(B) + me pour tout r > 0;

On a donc aX*(Y N B N {lim, oS, (vy, A\y) > a}) < myv(B) + me. Or
lim, S, (vy,Av) = S. Donc aXN"(Y N BN{S > a}) < mv(B) + me. En
faisant tendre e vers 0, on obtient :

aXN'(YNBN{S>a}) <mv(B).

(b) Soit B € B 4 avec A(B) = 1 et v(B) = 0. Appliquant (a) a B, on
trouve qu’on a :

aX' (YN BN{S > a})=0 pour tout o > 0.

On a donc S = 0 A-presque surement sur Y. [ |
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(4.6) Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique quelconque d avec
Ay C By ;soit A une tribu sur X avec A D By, et soit Y € A.

Soit (X,d) possédant la prf(m) restreinte aux boules centrées dans
Y ; par 3.1 et en se restreignant aux boules de rayon r, on voit qu’on a

EX(|T; (v, \)|Iy) < m|v|(X) pour tout A € P (X, A) et tout v € M (X, A).

Dans le théoreme 4.4, la convergence des T,.( fA, \) vers E)(f | B4) a donc
lieu aussi en mesure et dans L'(Y, A, \) avec les hypotheses de mesurabilité
convenables (et méme dans LP(Y, A, \), p > 1si f € LP(X,A,)\)).

(4.7) Dimension de Nagata

Soit X un ensemble muni d'un noyau symétrique d.

(a) On dit que l'espace (X, d) est de dimension de Nagata < n si, pour
tout @ € X et tous y; € X (i = 1,...,n+ 2), il existe 7, j distincts avec

d(%ayj) < d<aayi) \ d<a7yj)'

(b) Il résulte de 4.2 que (X, d) possede la propriété de recouvrement faible
de degré < n+ 1 si et seulement si (X, d) est de dimension de Nagata < n.

(c) Le cas n = 0 correspond aux ultramétriques.

En particulier, soit (A, )en une suite croissante de tribus sur X, chaque
A, étant engendré par une partition dénombrable ; on peut définir un
écart ultramétrique d a valeurs dans 27N tel que les atomes de A ,, soient
exactement les boules fermées de rayon 27" pour d. Soit A une tribu sur X
contenant tous les A ,,.

Soient A € P (X, A) et v € MT(X,A) ; on a alors Th-n(v,\) =
> pIpv(B)/A(B) (ou la somme est prise sur tous les atomes de A ,,) ; en
particulier, pour f € LY (X, A, ), on a To-»(f\A) =E(f | An) A-presque
strement, et le théoreme 4.4 n’est autre que le théoreme de convergence
presque stre des martingales de la forme f, = E \(f | A ,) (martingales
équi-intégrables, voir [27, p. 117]).

(d) Une borne inférieure de n+1 ultramétriques est toujours de dimension
de Nagata < n ; cela peut étre mis a profit pour construire un noyau d de
dimension de Nagata n bi-Lipschitz équivalent a la distance usuelle lorsque
(X,d) est R™ ou méme un polyedre fini de dimension n inclus dans R ;
on utilise pour cela, dans le premier cas des tribus dont les atomes sont des
cubes, et dans le second cas des tribus liées aux subdivisions de Whitney
(voir [5]).

Il est a noter que, sur R™ (n > 2), les distances associées a des normes
sont de dimension de Nagata finie mais > n (voir 4.9).
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(e) Soient d; et dy des noyaux symétriques tels que (X,d;) (i = 1,2)
possede la propriété de recouvrement faible de degré < n; ; soient d = dy Ads
et n =n; +ny. On a alors :

(e.1) (X, d) possede la propriété de recouvrement faible de degré <n ;

(e.2) si, pour une méme topologie 7 sur X, on a
Adch(T), Ad2CB(T) et TCle,T CTd2,

alors Ay CB(T)etT CT 4, donc Ay C By,

(e.3) on peut choisir d; et dy de fagon que (X, d) ne possede la propriété
de recouvrement forte de degré < N pour aucun N (et ceci méme si d; et dy
possedent la propriété de recouvrement forte) :

pour cela, on prend deux ultramétriques d; et ds telles que
toute boule ouverte pour d; coupe toute boule ouverte pour
dy (par exemple en prenant d; et do “indépendants” pour
une loi A sur (X, .A)).

(f) La dimension de Nagata est supérieure ou égale a celle de De Groot.
Dans un espace métrique de dimension métrique finie, la dimension de De
Groot est toujours finie (voir 3.5d), mais la dimension de Nagata ne 'est
pas toujours :

le groupe de Heisenberg H 3 peut étre muni d’'un noyau symétrique
invariant a gauche, qui est une distance [12], de dimension de Nagata
infinie [24], [38], bien que de dimension métrique finie.

(g) On verra par contre plus loin (en 4.9) que la dimension de Nagata
est égale a la dimension de De Groot sur R™ muni d’'une norme quelconque
et plus généralement sur tout espace métrique a courbure > 0.

(h) L’équivalence bi-Lipschizienne ne conserve pas la finitude de la dimen-
sion de Nagata. Prenons par exemple X = R* et d(¢,t') = % At —t'| pour
tous t,t' € X ; le noyau d est une distance sur X bi-Lipschitz équivalente a
la distance usuelle (¢,t') — |t —t'| ; (X, d) est donc de dimension métrique
finie, donc de dimension de De Groot finie (voir 3.5d) ; mais la dimension
de Nagata de (X,d) est infinie (pour a = 0 et y; = 27, on a d(y;,y;) >
d(a,y;) V d(a,y;) pour tous i, j distincts).

(i) On trouvait dans une note précédente de P. Assouad [2] une notion
appelée aussi dimension de Nagata, mais en fait bien distincte (qu’on trouve
utilisée notamment dans [25]) : cette dimension est < n s’il existe ¢ > 0 tel
que, pour tout s > 0, on peut trouver un recouvrement & de X par des
ouverts de diametre < cs tel que tout ensemble de diametre < s rencontre
au plus n + 1 membres de U .

Cette dimension n’intervient pas ici.
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(4.8) Parties de dimension de Nagata finie

Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d, et soit Y C X.

(a) On dit que Y est une partie de dimension de Nagata < n dans
(X,d) si, pour tout a € X et tous y; € Y (i = 1,...,n + 2), il existe i,
distincts avec d(y;,y;) < d(a,v;) V d(a,y;). Lorsque Y = X, on retrouve la
définition 4.7a.

(b) Il résulte de 4.2 que (X, d) possede la prf(n+1) restreinte aux boules
centrées dans Y si et seulement si Y est de dimension de Nagata < n dans
(X,d). On a alors :

(n5) pour tout A € P (X, A) et tout f € L'(X,B 4, ), le quotient

de dérivation T,.(fA, A) tend vers fIx\za) A-presque siirement sur

Y lorsque r tend vers O ;

(c) Supposons qu’on ait seulement la prf(n + 1) restreinte aux boules
centrées dans Y et de rayon < s ; cela revient a dire que Y est de dimension
de Nagata < n dans (X,d A s) ; dans ce cas (n5) subsiste.

(d) Supposons qu’on puisse trouver des (Y )reny recouvrant Y, des nom-
bres (Sg)ken (sk €]0,4+00|) et des entiers (Ng)ren tels qu'on ait la prf(Vy)
restreinte aux boules centrées dans Y}, et de rayon < s; ; alors (n5) subsiste.
Il en résulte la partie directe du théoreme de Preiss ci-dessous.

La dimension de Nagata intervient dans deux résultats importants :

Théoreme de Nagata-Ostrand ([30], [31]). Un espace métrisable X est
de dimension topologique < n si et seulement sa topologie peut étre définie
par une distance d telle que (X, d) soit de dimension de Nagata < n.

On montre dans [5] qu’'on peut remplacer dans 1’énoncé précédent la
distance d par une borne inférieure de (n + 1) ultramétriques, évitant ainsi
une bonne part des difficultés de la démonstration, qui tiennent a ce que d
doit étre une distance.

Théoréme de Preiss ([33]). Soit (X,d) un espace métrique séparable
complet ; alors les assertions sutvantes sont équivalentes :

(a) On peut trouver des (Yy)ren recouvrant X, des nombres (sp)ren (Sk €
10, +00[) et des entiers (Ng)ren tels que, pour tout k € N, Yy soit de
dimension de Nagata < Ny dans (X,d A si) ;

(b) pour tout couple \,v de mesures de Radon positives et de masses totales
finies sur (X,d) (avec v = f)\), le quotient T,(v,\) tend A-presque
partout vers f lorsque r tend vers 0.
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(4.9) Un calcul de la dimension de Nagata

On montre enfin que, dans les espaces (X,d) a courbure > 0 (et en
particulier dans R™), il est facile d’évaluer le degré exact de la propriété de
recouvrement faible. C’est I'object de la proposition suivante (qui vaudrait
aussi pour les espaces a courbure < 0).

Proposition 4.9.1.  On suppose que (X,d) est un espace métrique a cour-
bure > 0 (par exemple R™ muni d’une norme quelconque). Alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :
(a) pour tout a € X et tout r €]0, +o0o[, on peut trouwver au plus m points
de S4(a,r) de distances mutuelles > r ;

(b) pour tous a,yo,...,Ym dans X, il existe i,j distincts avec

(¢) pour tout a € X et tous yo,...,ym € Bala,r), il existe i,j distincts
avec d(y;, y;) <.

En particulier (par 4.2) (X,d) posséde la propriété de recouvrement faible
de degré exactement m, ot m est le plus petit entier satisfaisant (a).

Démonstration. Démonstration de (a) = (b). Soient a,yo, ..., Ym € X.
S’il existe ¢ avec y; = a, on a d(y;,y;) = d(a,y;) Vd(a,y;) pour tout j. Sinon,
pour chaque i on choisit une fois pour toute un segment géodésique [a, y;]
joignant a a y;.

(1) Soient i,j distincts avec d(y;,y;) > d(a,y;) V d(a,y;) ; on suppose
d(a,y;) < d(a,y;) ; on note z; le point du segment [a,y;] tel que d(a, z;) =
d(a,y;) ; on a alors :

d(yi, y;) > d(a,y;)
et d(yi, z;) = d(yi, y;) — d(y;, 25) > dla,y;) — d(y;, z;) = d(a,y;) -

Comme (X,d) est a courbure >0, il existe 7;; >0 tel qu'on ait
d(u;(r), u;(r)) > r pour tout r €]0,n;;[ (ot on note w;(r) le point du segment
la, y;] tel que d(a,u;(r)) =1).

(ii) Supposons qu’on ait d(y;,y;) > d(a,y;) V d(a,y;) pour tous ,j dis-

tincts ; on pose alors n = inf;;n; et on choisit ¢ €]0,n[ ; on a donc
d(u;(t),u;(t)) > t pour tous i,j distincts dans {0,...,m}, ce qui con-
tredit (a).

Pour X =R™, on aurait pu prendre ¢ = 1 directement.
Démonstration de (b) = (¢). Ce point est évident.

Démonstration de (¢) = (a). Soient a € X et yy, ...,y des points de
Sa(a,r) de distances mutuelles > r ; on a alors d(y;,y;) > r pour tous i, j
distincts, donc (c¢) implique que k& < m. [ |



RECOUVREMENTS, DERIVATION DES MESURES ET DIMENSIONS 933

(4.9.2) Compte tenu de 3.5b, le Lemme précédent montre que, dans tout
espace métrique (X, d) a courbure > 0 (et en particulier dans R™ muni d’une
norme quelconque) :

- la dimension de Nagata est égale a la dimension de De Groot,

- et np = ng, i.e. la propriété de recouvrement faible de degré < m
restreinte aux boules a rayon constant implique la propriété de recouvrement
faible de degré < m.

(4.10) Une autre démonstration de la convergence presque siire

(4.10.1) Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d avec A, C B .
Soit A une tribu sur X avec A D B, et soit A € P (X, A). Soit f une
fonction B j;-mesurable, partout finie et A\-intégrable de X dans R .

Comme en 3.7, on va voir qu'on peut tirer parti de la propriété (a)
suivante démontrée en 2.4.3, afin de prouver la convergence presque sure :

(a) pour tout € > 0, il existe une jauge v sur X et une mesure u €
MT(X,B ) (avec u(X) < 1) tels que :

|fABaly, 7)) — f(y)A(Baly, )| < en(Baly,r))

pour tous y € X, r €]0,v(y)|.

(4.10.2) Si (X, d) vérifie la propriété de recouvrement faible restreinte aux
boules centrées en Y, on peut montrer a 'aide de (a) que :

T.(fA A) tend vers fIx\z(a) A-presque partout dans Y
(on n’a plus besoin ici de savoir que, dans (a), v peut-étre choisi A-mesurable).

Démonstration. On pose Z = Z(\,d). Soit ¢ > 0 ; on se donne v et p
associés a € par (a).
On fixe a > 0 ; soit

Yo ={y €Y |limsup|T,(f\ ) = fIx\z]| > a}.
r—0

Pour chaque y € Y, on choisit r, < y(y) avec
T, (FA N W) = f)Ixnz(y)] > a

(donc y & Z) ; quitte a I'augmenter un peu, on peut supposer que 7, est
rationnel. On pose B(y) = By(y,r,) pour chaque y € Y.
On a donc, en utilisant (a) :

al(B(y)) < [fAB(y)) — fW)AMNBW))| < eu(B(y)) .

On considere Q comme une réunion croissante d’ensembles finis D; et
)
on note Y, ; I’ensemble des y € Y,, avec r, € D;.
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Fixons d’abord j ; on peut extraire de Y, ; une famille de points (y;)ier
telle que la famille (B(y;))ier recouvre Y, ; et soit d’ordre < m ; or A charge
chaque B(y;) pour i € I ; donc I est dénombrable, par 2.5.1. On a donc :

aX'(Yag) S @Y MB(y) <2 n(By)
< emp(UierB(yi)) < empu(X).

En faisant tendre € vers 0, on obtient A*(Y, ;) = 0. En faisant varier j, on
en déduit qu'on a A\*(Y,) = 0. |

(4.10.3) La démonstration précédente s’appliquerait encore si on remplagait
fA par une fonction d’ensemble v définie seulement sur les boules fermées
de (X, d) et vérifiant :

(a) pour tout € > 0, il existe une jauge v sur X et une mesure pu €
M (X, B ) (avec p(X) < 1) tels que :

[v(Baly, 7)) = f(y)ABaly, 7))| < ep(Baly, 7))

pour tous y € X, r €]0,7(y)[ ;
(b) v est “suradditive” au sens suivant (comme en 2.5.2) :

il existe ¢ €]0,4o00] tel que, pour toute famille finie B = (B;);cr de
boules fermées, on a ) .., v(B;) < co(B) ;

(c) il existe une fonction A -mesurable positive g avec v(B) > —g\(B)
pour tout B boule fermée.

La démonstration est semblable, a cela pres que les boules B(y) sont chargées
par 2g\ + v (et non par \).

Une remarque analogue vaudrait pour la convergence en mesure, en sup-
posant cette fois que v est A-mesurable.

5. Propriété de recouvrement forte dans les espaces a
courbure > 0

On se propose de donner des évaluations précises du degré de la propriété
de recouvrement forte dans R™ ou dans un espace a courbure > 0. On
trouvera ces évaluations en 5.3 (précédés de lemmes techniques assez connus
en 5.2) ; si on veut une démonstration assez rapide (mais avec de moins
bonnes constantes) de la propriété de recouvrement forte dans R", on peut
se contenter de lire 5.2.2a, 5.2.3 et 5.3.5.

On étudie ensuite en 5.4 le cas de R et de R2.

Un résumé des résultats se trouve en 5.6.
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(5.1) Soit (By(yi,7:))ier une famille de boules fermées de (X,d) et soit
E C I. Lorsqu'on considerera une telle famille, on posera parfois B; =
Ba(yi, ;) pour alléger les notations. De plus, on attribuera souvent par
abus de langage a FE les propriétés vérifiées par (By(vi,7i))icE-

(a) Soit 7 > 1 ; la famille (By(y;,7;))icr est dite 7-contrdlée si on a :

(yj € Bietr; > r;/7)ou (y; & Bj et r; > r;/7), pour tous i,j € E

distincts.

On note o(7) le maximum de o(B) pour toutes les familles B 7-controlées
de boules fermées de (X, d) ; c’est en fait le maximum de o(B ) pour toutes
les familles B 7-controlées finies. On note x(7) le maximum de x(B) pour
toutes les familles B 7-controlées de boules fermées de (X, d) a rayons bornés
(si 7> 1) ou discrets (si 7 = 1).

Rappelons que l'ordre o(B) et I'indice de coloration x(B) d'une famille B
de parties de X ont été définis en 1.1.

Evidemment o(7) et x(7) sont des fonctions croissantes de 7 et on a
o(7) < x(7) pour tout 7 > 1.

(b) La famille (By(y;, i) )ice est 1-controlée si et seulement si elle vérifie :
(y; € B;) et (v; € B;), pour tous 4, j € I distincts,

autrement dit d(y;,y;) > r; V r; pour tous i,j € I distincts.

On dit alors que cette famille est sans liaison (voir 4.1).

(c) Soit 7 > 1 ; la famille (By(y;,7;))icr est appelée une 7-configuration
de centre ¢ (pour un ¢ € E) si on a :

B,N By # @ et r; > ry/T pour tout i € £\ {(}.

On note ¢(7) le cardinal maximum d’une 7-configuration dans une partie
T-controlée ; ¢(7) est évidemment une fonction croissante de 7.

(d) On note c(17) (resp. o(17)) la limite de c(7) (resp. de o(7)) lorsque 7
tend vers 1 (7 > 1). Par ailleurs, on renvoie a 1.2 pour les définitions de n¢,
np, np et NC7 ND7 NB'

(5.2) Familles contrélées et configurations

La proposition suivante contient des résultats d’extraction qui sont tout
a fait classiques (voir par exemple [20]), et dont nous avons seulement un
peu simplifié la démonstration (en la ramenant a l'extraction de “réseauz”,
c’est a dire de parties libres maximales dans certains graphes).



936 P. AssouaD ET T. QUENTIN DE GROMARD

Proposition 5.2.1. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d et
soit B = (Ba(ys,7:))icr une famille a rayons bornés. On pose B; = By(y;, 1)
pour tout 1 € 1.

(a) Soit 7 > 1. On peut extraire de I une partie F' T-contrédlée telle que
UjerB; recouvre {y;}icr. On a donc ng < o(1) et Ng < x(7).

(b) Si de plus B est a rayons discrets, on peut extraire de I une partie F
sans liaison telle que Ujep B; recouvre {y; }ier. On a donec Np < x(1).

Démonstration. Une partie £ de I est dite discernable si on a (y; € B;)
ou (y; € Bj), pour tous 4,j € E distincts. Si r; est constant pour i € E,
“discernable” est identique a “sans liaison”.

Soit R = sup,; i et 7 > 1 ; pour chaque k € N, on pose uy = 7 "R.
Pour chaque i € I, on note 7; la borne supérieure des uy < r;.

(a) Soit F; I'ensemble des i € [ tels que 7; = w; ; soit F; une par-
tie discernable maximale de FE;. Supposons Fi,..., Fy_; définis ; soit Ej
I'ensemble des @ € I tels que 7; = u; et que y; ne soit dans aucun des B,
pour 7 € FiU...U Fy_ ; soit F une partie discernable maximale de Ej.
La réunion des F}, est la partie F' cherchée.

(b) On suppose maintenant que les r; appartiennent a la suite décroissan-
te (vk)r>1. On reprend la méme démonstration en remplagant r; = uy par
r; = v (voir 4.2). [

Proposition 5.2.2. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d.
On a x(1) < (1) pour tout 7 > 1.

Démonstration. Soit B = (By(y;,r:))icr une famille de boules fermées.
On pose B; = By(y;, ;) pour tout i € I. Soient £ C I et 7 > 1 ; une partie
F' de E est dite 7-dense dans E si, pour tout ¢ € F, il existe j € F', avec
B;NBj # @ etr; >r;/r. SiT>1, on définit R, uy, = 7 kR et 7; comme
en 5.2.2.

(a) Soit 7 > 1 (resp. 7 = 1). Si I est a rayons bornés (resp. discrets),
montrons qu’'on peut extraire de E une partie F' 7-dense (resp. 1-dense)
dans F, qui est 1-colorable.

Soit Fj l'ensemble des i € E tels que r; = uy (resp. r; = vy) ; soit
F} une partie 1-colorable maximale de E;. Supposons Fi, ..., Fj_; définis ;
soit Ey l'ensemble des i € E tels que 7; = uy, (resp. r; = vg) et que B; ne
coupe aucun des B; pour j € F1U...UFj_; ; soit Fj, une partie 1-colorable
maximale de Ej. La réunion des F} est la partie I’ cherchée.

(b) Soit 7 > 1. Toute partie 7-controlée de I est c(7)-colorable.

On pose N = c¢(7). Soit E une partie 7-controlée de I ; soit E; une
partie de E 1-colorable et 7-dense dans E ; soit E, une partie de F \ E;
1-colorable et 7-dense dans E \ Ej, et ainsi de suite.
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Les parties F1, ..., Ey recouvrent E ; en effet, si £ était un élément de
E\(E1U...UEy), on pourrait trouver pour chaque p = 1,..., N un élément
Jj € E,tel que B;NB; # @ et r; > r;/T, ce qui formerait une 7-configuration
de cardinal > ¢(7), ce qui est impossible. [ |

(5.3) Evaluations du degré dans la propriété de recouvrement forte

(5.3.1) Quelques évaluations de c(1) dans R™

(a) La démonstration de Besicovitch [6] (dans R?) consiste & majorer
d’abord ¢(1) :

soit (By(yi,73))icr une 1-configuration 1-controlée de centre ¢ dans R? ;
on pose a = yp et r = 1y ; on note u; = ﬁ pour tout ¢ # ¢ ; on partage
Ien J={i€ F|d(ay) <3r}et K=F\J;pouri,j distincts dans J
(resp. dans K), on montre que d(u;, u;) est minoré par 2/3 (resp. par 1/2),
donc cardinal(J) < 9 (resp. cardinal(K) < 12).

On passe ensuite a ¢(17) d’une fagon qui n’est pas completement ex-
plicite.

(b) La plupart des démonstrations ultérieures (par exemple [20] et [28])
consistent a considérer une 7-configuration (B4(y;,7;))ice de centre ¢ et a
partager Een J = {i € E | d(a,y;) < ar} et K = E\ J, puis a majorer le
cardinal de J (resp. de K) grace a la “doubling property” (resp. en minorant
I'angle (y;,a,y;) pour i,j € K distincts).

Le résultat suivant est en substance dans [6] :

Lemme 5.3.2. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d. Soient
n>0et7T=14+n. Soit (Ba(yi,1:))ice une famille T-contrélée dans (X, d).
On a alors d(y;,y;) > 1 V. rj —n(r; Ar;) pour tous i,j € E distincts.

Démonstration. Soient 7, j distincts dans E ; quitte a échanger 7 et j, on
a d(y;,y;) >r; > r;/7 ; on a évidemment r; > r; —nr; et r; > 1, —nry ; de
plus on ar; > r;—nr; (vesp. r; > r;—nr;), car 1+n =7 (resp. 1—n < 1/7).
|
Furedi et Loeb [21] ont montré que, dans R™ muni d’une norme quel-
conque, c(17) est le nombre maximum de points de distances mutuelles > ¢
dans une boule fermée quelconque de rayon 2¢, I'un des points étant le centre
(Sullivan [37] a montré le méme résultat pour R™ euclidien).
Cela vaut aussi dans les espaces a courbure > 0 (et méme < 0) :

Proposition 5.3.3. Soit (X, d) un espace métrique a courbure > 0. Soient
n>0,7=1+netd=2nr. Alors c(1) est majoré par le nombre maxi-
mum mg de points de distances mutuelles > (1 — &)t dans une boule fermée
quelconque de rayon 2t, l'un des points étant le centre.
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Démonstration. Soit B; = By(y;,7;) (j € E) une 7-configuration de
centre ¢ dans une partie 7-controlée. Posons a =y, et r = ry.

Pour chaque j € E'\ {{}, on choisit un segment géodésique [a, y,| reliant
a & y;, et on note z;; le point de [a,y;] & la distance t[d(a,y;) A 2r] de a.
On a alors :

d(a,zj) <2t, da,zj) >t/T, dla,y;) <rj+r,

d(y;, zjr) = d(a,y;) — 2r <r; —r, des que d(a,y;) > 2r.
On pose J ={i € E|d(a,y;) <2r} et K=F\J.

(a) On se donne i,k € E\ {{} (i # k) avec 0 < d(a,y;) < d(a,yx). On
va montrer qu’il existe s > 0 tel que d(z;s, zxs) > (1 — 0)s ; pour cela, on
distingue trois cas :

(al) pour i, k € J distincts, on prend s =7, z;,, = y; et 2x, = Y ; on a
alors :

d(2ir, 2r) = d(Yis Y)
>riArp >r)T (T-configuration),
> (1—=9)r (car 1 = 1/7 =n/7 <2n17 =90) ;
(a2) pouri € J, k € K, onprend s =r, z;,, = y; et 2z, le point de [a, yx]
a la distance 2r de a ; on a alors :
d(zi,ra zk,r) Z d(yu yk) - d(yku Zk,r)
> (1 —nri) — d(Yk, 2kr) (par 5.3.2),
> (ry —nry) — (rp — 1) (car d(yk, 2kr) < Tk —T),
> (1—=0)r (car r; < 7d(a,y;) < 2717) ;

(a3) pour ¢,k € K distincts, on prend s = d(a,v;)/2, zis = y; et 25 le

point de [a, yx] a la distance d(a,y;) de a ; on a alors :
d(zi,sv Zk,s) 2 d(yza yk) - d(a> yk) + d(CL, yl)
> (rg —nri) — (re + 1) +d(a,y:)  (par 5.3.2),
=s—nri—r+d(a,y)/2>s—nr; (car d(a,y;) > 2r),
(

> s —nrd(a, y;) car d(a,y;) > ri/T),

>(1—96)s (car § = 2nT).
(b) Comme (X, d) est a courbure > 0, on obtient d(z;, z:) > (1 — 6)t
pour t assez petit. [ |

Pour n = 0, la démonstration ci-dessus se simplifie manifestement et
on obtient que c¢(1) est majoré par le nombre maximum mq de points de
distances mutuelles > ¢ dans une boule fermée quelconque de rayon 2¢, 'un
des points étant le centre.
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(5.3.4) Soit (X, d) un espace métrique géodésique.
(a) Soit mg le nombre maximum de points de By(a,2t) de distances
mutuelles > ¢t I'un des points étant a. On a évidemment mar > my.

(b) On fixe 7 > 1. Soit e >0 avec t —e > (t +¢)/7.
Soit (y;)ier une famille de points de distances mutuelles > ¢ dans

Bd(a, 2t> \ Ud(a, t).

Les boules By(a,t + ) et By(y;,t — ¢) (pour i € I) forment une famille de
boules 7-controlée qui est une 7-configuration.

On a donc c(7) > mg.

(¢) Soit (y;)ies une famille de points de distances mutuelles > ¢ dans
Ba(a,2t)\ By(a,t). Les boules By(a,t) et By(y;,t) (pour i € I) forment une
famille de boules sans liaison qui est une 1-configuration.

On a donc ¢(1) > myg, et méme (par 5.3.3) ¢(1) = mq des que (X, d) est
a courbure > 0.

(d) Lorsque 6 > 0 décroit vers 0, l'entier mgs décroit et se stabilise sur
une valeur limite.

Furedi et Loeb [21] ont montré que, dans R™, cette valeur limite est
mg ; en effet, dans ce cas, on se ramene & a = 0 et ¢ = 1, puis on utilise la
compacité de Bg4(0, 2).

On a donc, dans R™, ¢(17) = m.

(5.3.5) Quitte a obtenir une moins bonne évaluation de ¢(7), on peut sim-
plifier substantiellement I’argument donné en 5.3.3 en majorant séparément
le cardinal de J = {i € E | d(a,y;) < 2r} et celuide K = E'\ J. Voici ce que
cela donne dans R™ muni de la norme || - || (quitte & faire une translation,
on suppose a = 0) :

on se donne i,k € E\ {{} (i # k) avec 0 <|| vi ||<|| vk || ;

-pour i,k € J,ona:
|l vi —ye |>ri A >1/7 (7-configuration) ;

-pour i,k € K,onpose 0 =1/ |y ll,s=llvill /2, z = v/ || vi || et
2zt =Y/ || y || ; on a alors :

| 2i =2 | 2l 2 — Oyw || — [ Oy — 2 ||
>0l yi = Il =l yw |l + 1w ll]
> 0[(ri —nri) = (e +7)+ | wi ] (par 5.3.2),
Ols —nri —r+ ||y || /2] 2 0ls —nri] (car || y; = 2r),
Ols —n7 || vi [l] (
0(1—4)s=(1-19)/2 (ca

car [| y; [|= 7i/7),
car 0 = 2n7).

AV



940 P. AssouaDp ET T. QUENTIN DE GROMARD

On majore le cardinal de J (resp. de K) grace a la compacité de la boule
unité (resp. de la sphere unité) de R™.

Cependant, ’évaluation du degré de la propriété de recouvrement forte
obtenue en 5.3.3 n’est pas optimale dans R"”, comme on le verra ci-dessous.

(5.4) Cas de R et de R*?

Proposition 5.4.1. Dans R muni de la distance usuelle, on a Ng = 2
(alors que c(17) =5).

Démonstration. Soit B une famille de boules (intervalles) fermées de R
a rayons bornés. La démonstration se fait en deux étapes :

(a) On note que R possede la propriété de recouvrement forte : en effet
on a Np < ¢(11) = 5 (estimation a priori résultant de 5.2.1 et 5.2.2) ; on
peut donc extraire de B une famille £ d’ordre < 5 recouvrant les centres
des éléments de B .

(b) On peut montrer que, de toute famille £ d’intervalles fermés de R
d’ordre fini en tout point, on peut extraire deux parties F 1 et Fo constituées
d’intervalles disjoints et telles que F | U F o recouvre Ugee B. [ |

Dans R 2, nous n’avons de résultats précis que pour les familles de boules
(> a rayon constant, c’est a dire pour les familles de carrés de coté constant :

Proposition 5.4.2.  On se place dans R? muni de la distance d(x,y) =
|z1 —y1| V |xa —ya| (correspondant a la norme £>°). On a alors No =5 ou 6.
De fagon précise on a :

(a) Toute famille (Bg(yi,7i))icr @& rayon constant et sans liaison est
6-colorable.

(b) On peut trouver une famille de 8 boules fermées a rayon constant, sans
liaison, qui est 5-colorable, mais pas 4-colorable.

Démonstration. (a) On note m; la projection sur le premier axe de coor-
données. Quitte a faire une homothétie, on suppose r = 1. Pour ¢ = 0,1, 2,
on note X, la réunion des bandes Y, = R x [p,p+1[ avec p = ¢ (mod 3). Ap
fixé, les boules B,(y;,7;) dont le centre est dans Y, peuvent étre coloriées
en 2 couleurs, car leurs images par m; sont sans liaison dans R . Il en résulte
que, a g fixé, les boules dont le centre est dans X, peuvent étre coloriées en 2
couleurs (on colorie de fagon indépendante dans chaque bande Y, contenue
dans X)), ce qui donne le résultat.

(b) On considere la famille B des 8 boules suivantes de rayon 8 et de
centres respectifs :
m=(0,0), 1=1(0,-9), i=(509), =(-59),
j=(14,2), j' =(-14,2), k=(9,-7), k' =(-9,-7),
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La famille B est sans liaison ; les couples correspondant a des boules dis-
jointes sont les suivants :

(L), (1,4), (@', 5), (5, 5), (G, k), (4, 57), (k. K), (K, 5)

ce qui permet de montrer aisément que B est 5—colorable, mais pas 4—co-

lorable. [ |
(5.4.3) Pour R™ muni de la norme /, on a, au vu de ce qui précede :

n np Ne¢ Np Np c(1) c(1+)

1 2 2 2 2 3 )

2 4 5ou6 ? ? 13 25

k 2k ? ? ? ? 5k

Pour R™ muni de la norme euclidienne, on a :

2 ) ? ? ? 13 19

Le résultat suivant précise un calcul fait au paragraphe 4.

(5.5) Evaluations du degré dans la propriété de De Giorgi

On rappelle que np est le degré optimal pour la prf dans (X, d) et que
ng est le degré optimal pour la prf étendue aux familles de boules a rayons
bornés, dite propriété de De Giorgi (voir 1.2).

Proposition 5.5.1.

(a) Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d. On a alors np =
o(l) et ng <o(r) (pour T >1).

(b) On suppose que (X,d) est un espace métrique a courbure > 0 ; alors
o(1) = ng, ot ng le nombre mazximal de points de distances mutuelles
> t sur une sphére de (X, d) de rayon t quelconque.

(c) On suppose que (X,d) est un espace métrique a courbure > 0. Soient
n>0,t=14netd=2nr. Alorso(r) <ns+1, ot ns est le nombre
mazimal de points de distances mutuelles > (1 —0)t sur une spheére de
(X, d) de rayon t quelconque.

Démonstration. L’assertion (a) ayant été démontré en 4.2 et 5.2.1 et
'assertion (b) en 4.9.1, il reste a démontrer I’assertion (c) :

Soit B; = By(yi,r;) (i € I) une famille finie et 7-controlée de boules
fermées contenant un point a de X. Pour chaque i € I (y; # a), on choisit
un segment géodésique [a, y;] reliant a a y;.
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(i) Soient 4, ; distincts dans I ; on suppose d(a,y;) < d(a,y;). On a
2d(a,y;) > d(a,y;) + d(a,y;) > d(y;,y;) > r;j/7. On note z; le point de
la, y;] situé a la distance d(a,y;) de a.

(ii) Soit y, tel que d(a, y,) = inf;c; d(a,y;). Soient i, j distincts dans I'\{¢}
avec d(a,y;) < d(a,y;). On rappelle que d(y;, y;) > r; —nr; (voir 5.3.2). On
a alors :

d(yi, zj) = d(yi,y5) — d(a, y;) + d(a, y;)
> (rj —nri) —rj +d(a,y;) = d(a, y;) = nri;
en appliquant (i) au couple ¢, i, on obtient :

d(a,y;) —nr; > (1 —2n7)d(a,y;) = (1 = d)d(a,y;) .
(iii) Comme (X,d) est a courbure > 0, il existe n;; > 0 tel qu'on ait
d(ui(t),u;(t)) > (1—9)t pour tous i, j distincts dans I\ {¢} et tout ¢t €]0, n;;|
(ou on note u;(t) le point du segment [a, y;] tel que d(a,u;(t)) = t).

On note 7 la borne inférieure des 7;; pour ¢, j distincts dans I\ {¢} et on
choisit ¢ €]0,7n[ ; on a donc d(w;(t),u;(t)) > (1 — &)t pour tous i, j distincts
dans I\ {¢}. D’ou le résultat.

Pour X = R", on aurait pu prendre t = 1 directement. [ |

(5.5.2) Soit (X, d) un espace métrique géodésique.

(a) Soit ng le nombre maximum de points de distances mutuelles > ¢
sur une sphere de (X, d) de rayon ¢ quelconque. On a évidemment nd > ng
et ng =o(1) < o(1%).

(b) Lorsque 6 > 0 décroit vers 0, entier ng décroit et se stabilise sur une
valeur limite.

Dans R"™, cette valeur limite est ng ; en effet, dans ce cas, on se ramene
aa=0ett=1, puis on utilise la compacité de S4(0,1).
On a donc, dans R™, o(1") < nd + 1.

(5.6) Résumé des évaluations de degrés

On note prF(m) pour “propriété de recouvrement forte de degré < m”.

On rappelle que Np est le degré optimal pour la prF dans (X,d) et
que Np est le degré optimal pour la prF restreinte aux familles de boules a
rayons discrets (voir 1.2).

Résumons en un seul énoncé les évaluations concernant np, ng, Np,
Np, démontrées en 5.2, 5.3 et 5.5 :
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Proposition 5.6.1.

(a) Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d ; on a alors :

np =o(1) et ng <o(r) pour tout 7> 1,
Np < x(1) <c(1) et N < x(7) < c(r) pour tout 7> 1.

(b) Soit (X, d) un espace métrique a courbure >0, on a alors :

O(].) =Ny,
ou ngy est le nombre marimum de points de distances mutuelles > t
sur une sphere de (X, d) de rayon t quelconque.

ny < o(1) < ns+ 1 pour tout > 1 (avec 6 = 27(17 — 1)),
ou ng est le nombre maximum de points de distances mutuelles >
(1 = 9)t sur une sphére de (X,d) de rayon t quelconque.

C(].) = My,

ot mg est le nombre maximum de points de distances mutuelles > t
dans une boule fermée de (X, d) de rayon 2t quelconque, l'un des points
étant le centre.

mg < c(1) < mg pour tout 7 > 1 (avec § = 27(1 — 1)),

ot ms (resp. mg ) est le nombre marimum de points de distances
mutuelles > (1 — 0)t (resp. > t) dans une boule fermée de (X,d) de
rayon 2t quelconque, ['un des points étant le centre.

(¢) Lorsque (X, d) est R™ muni de la distance associée a une norme, on a :

no <o(l™) <nf +1
o nj est le nombre maximum de points de distances mutuelles > t
sur une sphere de (X, d) de rayon t quelconque.

c(1T) =mg (ce dernier point est dii ¢ Furedi et Loeb [21]).

6. Dimension métrique et propriétés de recouvrement

Dans ce paragraphe, on se propose de préciser les liens entre la propriété
de recouvrement faible et la propriété de recouvrement forte, notamment
lorsque (X, d) est un espace métrique de dimension métrique finie.

Les résultats principaux de ce paragraphe se trouvent en 6.5 (avec un
lemme important en 6.4) ; mais des préliminaires (6.1, 6.2, 6.3) permettent
d’abord de présenter le cadre géométrique de ces résultats.
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(6.1) Dimension métrique

Soit X un ensemble muni d’'un noyau symétrique d.

(6.1.1) (a) Soit a € [1,+0o0].

On note k() le plus petit entier « tel que, pour tout y € X et tout r > 0,
on puisse trouver au plus x points de By(y, ar) de distances mutuelles > r
(pour d).

On note L(«) le plus petit entier L tel que toute boule fermée de rayon
ar puisse étre recouverte par L boules fermées de rayon r. On a toujours
L(a) < k(a), L(B) < L(a) et k(B) < k(a) pour § < a.

(b) On a toujours L(a?) < L(a)?.

Dong, s'il existe a €]1, +o0o[ avec L(«) fini, alors L(/3) est fini pour tout
B e [1,+o0l.

Lorsque L(«) est fini pour un a €]1,4+00[, on dit que (X,d) est de
dimension métrique finie ou bien que (X, d) possede la “doubling property”
(puisque cela équivaut a dire que L(2) est fini).

(6.1.2) (a) La finitude de k(1) n’est pas sans signification, puisque la di-
mension de De Groot de (X, d) vaut k(1) — 1 (voir 3.5d, alors que L(1), qui
vaut toujours 1, est sans intérét).

(b) En général la finitude de k() pour un « €]1,4o00] n’implique pas
celle de k() pour tout 5 € [1,+oc[. C’est cependant le cas si d vérifie
d(xz,y) < Cld(x, z) + d(z,y)] pour tous z,y,z € X, et en particulier si d est
un écart (C' = 1) ; en effet on a alors k(«a/2C) < L(«) et la finitude des x
équivaut a la finitude des L.

(c) Soit X (resp. Y') un ensemble muni d’un noyau symétrique d (resp. d) ;
une application g de X dans Y est appelée un plongement bi-Lipschitzien de
(X, d) dans (Y, 9) si le noyau x,y — 0(g(x), g(y)) est bi-Lipschitz équivalent
a d. Notons qu'un noyau symétrique d sur X vérifie 'inégalité d(z,y) <
Cld(z,z) + d(z,y)] si et seulement si (X, dP) peut étre plongé de fagon bi-
Lipschitzienne dans un espace métrique (Y, 9) pour un p €]0, +o0o[ (voir[1]).

(d) Tout espace normé de dimension finie est de dimension métrique
finie. De plus 'espace métrique (X, d) est de dimension métrique finie si et
seulement si (X, d?) peut étre plongé de fagon bi-Lipschitzienne dans un R "
muni de la norme euclidienne pour tout p €]0,1[ (ou pour un p €]0, 1],
voir[1], [3]).

(6.2) Espaces #-géodésiques

(6.2.1) (a) Soit 6 €]1,2] ; un espace métrique (X, d) est dit 0-géodésique
si, pour tous z,y € X, il existe z € X avec d(x,z) < d(z,y)/0 et d(z,y) <
d(z,y)/9.
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Exemples : tout espace géodésique est 2-géodésique (z est le milieu du
segment [x,y]) ; plus généralement, si tout couple x,y de points de (X, d)
peut étre joint par une courbe située dans By(z, d(z,vy)/0)UB4(y, d(z,y)/0),
alors (X, d) est #-géodésique.

(b) Un espace métrique (X, d) est 6-géodésique si et seulement si, pour
tous r > 0 et z,y € X, By(z,r) N By(y,r) = & implique d(x,y) > 0Or.

Lemme 6.2.2. Soit0 €]1,2] et soit (X, d) un espace métrique 6-géodésique.
Soit (y;)ier une famille de points de X de distances mutuelles > r. Alors,
pour tout k > 1, on peut colorier les (y;)icr en x(1)¥ couleurs de fagon que
deux points distincts de méme couleur soient toujours de distance > 0Fr.

Démonstration. (a) Soit (y;)ic;r une famille de points de X de distances
mutuelles > r. Les boules By(y;, ) forment une famille sans liaison qui est
colorable en (1) couleurs ; pour cette coloration, deux points y; de méme
couleur sont de distance > 0r (voir 6.2.1b).

(b) En itérant la construction faite en (a), on obtient le résultat. [

Proposition 6.2.3.  Soit 0 €]1,2] et soit (X,d) un espace métrique 0-
géodésique avec x(1) fini. Soit K le plus petit k tel que 08 > 2, et soit
L = x(1)X. Alors, pour tout r > 0, toute boule fermée de rayon 2r peut étre
recouverte par L boules fermées de rayon r.

Démonstration. On se donne a € X et r > 0. On choisit une famille
maximale (y;);e; de points de distances mutuelles > r. On applique 6.2.2
avec k = K ; on peut donc colorier les (;)icr en x(1)¥ couleurs de fagon que
deux points distincts de méme couleur soient toujours de distance > 6%y >
2r, ce qui implique qu’il n’y a qu'un seul point de chaque couleur et donc
que le cardinal de I est < x(1)¥ = L. [

Corollaire 6.2.4. Soit 0 €]1,2] et soit (X,d) un espace métrique 0-
géodésique. Si (X,d) posséde la propriété de recouvrement forte, alors il
est nécessairement de dimension métrique finie.

Démonstration. Si (X,d) possede la prF de degré < m, alors toute
famille B sans liaison de boules fermées est m-colorable (car une sous famille
de B recouvrant les centres est nécessairement égale a ) ; donc x(1) < m
et on applique 6.2.3. |

(6.3) Espaces a boules réguliéres

(6.3.1) Soit § > 1; un espace métrique (X, d) est dit G-régulier si, pour tous
z,y € X et tout t €]0, 1], il existe z € X avec d(z,2) < (1 —(t/0))d(z,y) et
d(z,y) < ptd(z,y). Exemple : tout espace géodésique (et en particulier R
avec la distance associée a une norme) est 1-régulier.
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Lemme 6.3.2. Soit 3 > 1 et soit § = 1+ 2. Tout espace métrique
B-réqulier est 0-géodésique.

Démonstration. Soient z,y € X, r = d(z,y) et t avec t7! = 4 371
Il existe alors z € X avec d(z,2) < r — (tr/(3) et d(z,y) < Btr. Or on a
1 —(t/8) = pt =1/0, d’ou le résultat. [

(6.3.3) Soit 3 > 1; on dit que la boule By(x, r) est B-réguliére si, pour tout
y € By(z,7) et tout ¢ €]0,7], il existe z € X avec By(z,t/3) C By(z,7) et
(TS Bd(z, ﬁt)
Exemple : dans un espace (X, d) F-régulier (en particulier dans R™ muni
de la distance associée a une norme), chaque boule By(z,7) est f-réguliere.
En effet soient y € By(z,7) et t €]0,7] ; on choisit z par 6.3.1 si t <
d(x,y), et on prend z = x sinon.

(6.4) Parties libres et degrés dans les graphes

(6.4.1) Soit S un ensemble fini et A une partie de S? ; on dit que R C S
est une partie libre du graphe (S, A) si on a (i,j) € A pour tous i,j € R
distincts.

Soient T'C S et £ € T ; on note d(¢,T) (resp. d*(¢,T)) le cardinal de
{i e T\{l} | (:,0) € A} (vesp. {1 € T'\ {l} | (¢,i) € A}), qu’on appelle
degré entrant (resp. degré sortant) de ¢ dans T. On note T'[¢] I'ensemble
des i € T tels que (i,¢) € Aou ({,i) € Aoui =/

T est dite de degré entrant < p (resp. de degré sortant < p) si tout
¢ €T est de degré entrant (resp. sortant) < p dans 7.

Lemme 6.4.2. Soit (S, A) un graphe ; on suppose que toute partie libre
est de cardinal < m.

(a) Alors, quel que soit l’entier p, toute partie de S de degré entrant < p
est de cardinal < 2mp.
(b) Si de plus A est symétrique (i.e. (i,j) € A implique (j,i) € A), alors
toute partie de S de degré < p est de cardinal < mp.
Démonstration. (a) Supposons que toute partie libre de S soit de cardinal

< m. Soit T" une partie finie non vide de S de degré entrant < p. On va
montrer que T est de cardinal < 2mp en deux étapes :

(al) soit U une partie finie non vide quelconque de 7" ; on a :
Zd+(z’, U)= Zd_(i, U) < p x cardinal(U) ;
€U €U
il existe donc un point ¢ € U de degré sortant < p dans U, donc tel que U[/]
soit de cardinal < 2p ;
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(a2) on pose U; = T ; on peut trouver ¢; dans U; tel que Uj[¢] soit de
cardinal < 2p ; si Uy = Uy \U;[1] est non vide, on peut trouver ¢5 dans Us tel
que Us[ls] soit de cardinal < 2p ; et ainsi de suite. Comme {{y,..., 0, ...}
est libre, il y a au plus m étapes. On en déduit que T est de cardinal < 2mp.

(b) Si de plus A est symétrique, U[{] est de cardinal < p pour tout ¢ € U,
et on poursuit la démonstration comme en (a2). |

C’est Charles Delorme qui nous a fourni I’énoncé 6.4.2a et la démonstra-
tion de la majoration par 2mp, alors que, dans une premiere version, nous
avions seulement une majoration en (m+ 1) ; nous tenons a ’en remercier.
Quant a 6.4.2b, il est tout a fait classique.

Dans ce qui suit, on fera le méme abus de langage qu’au paragraphe 5,
consistant & attribuer a I les propriétés vérifiées par la famille (By(yi, 1) )icr ;
de plus on posera parfois B; = By(y;, r;) pour alléger les notations.

Lemme 6.4.3. Soit X un ensemble muni d’un noyau symétrique d et soit
T € [1, 400 ; on suppose que K(T) est fini. Soit (By(yi,7i))icr une famille
de boules fermées.

On munit I de la structure de graphe définie par
A={(i,j) € I’ | y; € B} .
Alors, toute partie T-contrilée de I est de degré entrant < k().

Démonstration. Soit £ une partie 7-controlée de I et soit £ € E. Soient
i,j € E distincts avec y;,y; € By ; comme y; € By, on ar; > r,/7 ; de méme
onar; >ry/7;deplusonay; & B;ouy; ¢ Bj, donc d(y;,y;) > r¢/7. Donc
le degré entrant de E est < k(7). [

(6.5) Equivalence des propriétés de recouvrement

Lemme 6.5.1. Soit (By(y;,7i))icr une famille de boules fermées d’un espace
métrique de dimension métrique finie et dont les boules sont (3-réquliéres.
Alors, dans toute partie de I d’ordre < p, toute T-configuration est de car-
dinal < p x k(B(6+7)).

Démonstration. Soit F C I une 7-configuration de centre ¢ d’ordre < p.
Soit (), une famille maximale de points de By(ye, (8 + 7)r¢/7) de distances
mutuelles > 7,/70. La famille @ est donc de cardinal < x(3(8 + 7)).

Fixonsi € E\{/¢}. Soit u un élément de BN B; ; comme on a r,/T < 1y, il
existe une boule C; = By(z,7,/70) incluse dans B; et telle que By(z, Br¢/T)
contienne u ; on a donc d(z,y,) < d(z,u) +d(u,ys) < (8+ 7)r¢/7. La boule
C, contient un point de )y, il en est donc de méme de la boule B;. Par
ailleurs B, contient évidemment aussi un point de Q.

On trouve : cardinal(F) < ordre(E) x cardinal(Qy) < pr(B(6+7)). W
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Si on avait seulement une inégalité du type d(x,y) < Cld(z, z) + d(z,y)]
on obtiendrait le méme résultat avec x(5(8+ 7)) remplacé par (CB(B+7))

Proposition 6.5.2. Soit (X, d) un espace métrique de dimension métrique
finie dont les boules sont B-régulieres. On a alors :

(a) c(1) <o(1) X K(B(B+T)) pour tout T > 1,
et en particulier c(1) <np x k(B(6+1)) ;
(b) o(1) < 2np X [k(T) + 1] pour tout T > 1.

On en déduit que :

(¢) Np < 2np x [k(7)
(d) Np <np x (68

Démonstration.

(a) On prend une partie E 7-controlée d’ordre < p ; dans F (par 6.5.1),
toute 7T-configuration est de cardinal < p x k(B(8 + 7)). Cela donne le
résultat (en remarquant que o(1) = np).

(b) Soit (B4(yi,7:))ier une famille de boules 7-controlée de (X, d). Soit
a € Xetsoit E ={i €| ac€ B} ; toute partie sans liaison de E
est de cardinal < np. On munit £ de la structure de graphe définie par
A = {(i,j) € E* | y; € B;} ; donc (par 6.4.3) E est de degré entrant
< k(7) + 1 ; donc (par 6.4.2) E est de cardinal < 2np x [&(T) + 1].

| x k(B(B+T)) pour tout 7 > 1 ;

+1
+1)).

(c) est la conséquence de (a) et (b) :

en effet on a
Np <c(r) <o(r) x k(B(B+ 7)) < 2np x [k(T) + 1] X k(B(6 + 7)).

(d) est la conséquence de (a) et de o(1) =np :
en effet on a

Np <c(l) <o(l) x k(B(B+1)) =np x k(B(B+1)).

Corollaire 6.5.3.

(a) Soit (X,d) un espace métrique de dimension métrique finie dont les
boules sont (3-régulieres. Alors la propriété de recouvrement faible
équivaut a la propriété de recouvrement forte.

(b) Soit (X,d) un espace métrique B-réqulier possédant la propriété de
recouvrement faible ; alors 'espace (X, d) posséde la propriété de re-
couvrement forte si et seulement si il est de dimension métrique finie.
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Démonstration. (a) Si (X,d) vérifie la propriété de recouvrement faible,
alors np est fini ; par 6.5.2c, Np est fini, donc (X, d) vérifie la propriété de
recouvrement forte.

(b) Comme (X, d) est f-régulier, ses boules sont -régulieres (voir 6.3.3)
et il est f-géodésique pour @ = 1 + 372 (voir 6.3.2) ; I'équivalence résulte
dans un sens de (a), et dans 'autre de 6.2.4. [

(6.5.4) Si (X, d) est un espace métrique géodésique, on peut, sans supposer
que la dimension métrique soit finie, majorer c(1) a l'aide de Ng. De fait
on a alors ¢(1) < Ng x np < (Np)2

En effet posons k = Np ; soit E une 1-configuration de centre £, supposée
sans liaison ; on peut partager F en k parties 1-colorables, F(c1), ..., E(c) ;

- si E(c) contient ¢, on a E(c) = {/(} ;
- sinon, pour tous i,j € E(c) distincts, on a :
d(yi,y;) > ri+1; (car (X,d) est géodésique)
et d(yeyi) Sritre<ritry

donc la famille des boules (By(y;, d(ye, yi)))icr est sans liaison, donc E(c) est
de cardinal < o(1) = np.

7. Tableau des principales notions et notations

Principales notions :

bi-Lipschitz équivalent 1.3

cardinal “grand” ou “petit” au sens d’Ulam 2.6
cardinal mesurable, cardinal U-mesurable 2.6
T-configuration de centre £ 5.1

degré entrant ou sortant 6.4

dimension de De Groot 3.5

dimension de Nagata 4.7

dimension métrique 6.1.1

“doubling property” 6.1.1

écart 1.3

espace géodésique 1.4

espace a courbure >0 1.4

espace séparable 2.6

espace a-séparable 2.6

espace fortement A -mesurable 2.7.1

espace 0-géodésique 6.2

espace a boules g-régulieres 6.3

espace (-régulier 6.3

famille de boules d’ordre <m 1.1

famille de boules colorable en m couleurs 1.1
famille de boules a rayons bornés 1.1
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famille de boules & rayons discrets 1.1

famille de boules sans liaison 4.1 et 5.1

famille de boules 7-controlée 5.1

inégalité maximale 4.3

jauge 2.4

L-mesure 2.6

mesure a-additive 2.6

mesure diffuse 2.6

noyau symétrique 1.3

partie positivement chargée par v 2.5

partie de dimension de Nagata < n dans (X,d) 4.8
partie libre dans un graphe 6.4

partition pointée v-fine 2.4

plongement bi-Lipschitzien 6.1.2

propriété de recouvrement faible de degré < m 1.2
(idem) restreinte aux familles de boules & rayon constant 1.2
(idem) restreinte aux boules centrées dans Y 1.2
(idem) restreinte aux familles de boules de rayon r 3
(idem) restreinte aux boules centrées dans Y et de rayon < s 4.8
propriété de recouvrement forte de degré <m 1.2
propriété de De Giorgi de degré <m 1.2

quotient de dérivation 2.1

segment géodésique 1.4

support de A relatif & d  2.6.1

théoreme de Vitali-Carathéodory 2.4

théoreme de Nagata-Ostrand 4.8

théoreme de Preiss 4.8

tribu de Baire 1.3 et 2.4

ultramétrique 3.5

Principales notations :

1.1 Bu(y,r), Uuly,r), Saly,r)

1.1 o(B), x(B)

1.2 prf(m)

12 np, np, 1Ngc, ND7 1\]'}37 NC’
1.3 Td, .Ad, Bd

2.1 Mi(X,A), MT(X,A), P(X,A), f\
2.1 Tr(l/,)\), Se(v,N), Z(\d)

2.1 Ex(f), Ex(f]C)

22 [ LS

2.4

2.6 w, w+

5.1 o(7), ¢(1), x(7), o(1T), c(17)
5.6 prF(m)

6.1.1 k(o)
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