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Equation de Navier-Stokes
avec densité et viscosité variables

dans 'espace critique

Hammadi Abidi

Abstract

In this article, we show that the Navier-Stokes system with vari-
able density and viscosity is locally well-posed in the Besov space

Bppl(R ) X (Bpp1 (R )) ,

for 1 < p < N when the initial density approaches a strictly positive
constant. This result generalizes the work by R. Danchin for the case
where the viscosity is constant and p = 2 (see [8]). Moreover, we
prove existence and uniqueness in the Sobolev space

H%Jra(RN) % (H%flJra(RN))N

for a > 0, generalizing R. Danchin’s result for the case where viscosity
is constant (see [7]).

1. Introduction

La description mathématique de I’état d’'un fluide en mouvement se fait
au moyen de fonctions déterminant la distribution de la vitesse du fluide u et
de quelques grandeurs thermodynamiques, par exemple la pression II et la
densité p. Il convient de noter qu’en général il y a deux types d’écoulements
de fluides qui se présentent. Le fluide parfait suppose une évolution libre des
particules, c’est-a-dire qu’elles n’entrent pas en collision dans leurs parcours.
Par contre dans le fluide visqueux on tient compte d’éventuelles interactions
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qui ont tendance a dissiper I’énergie et, par conséquent, a stabiliser le fluide.
Ceci est modélisé par un terme appelé viscosité. Lorsque le fluide est inho-
mogene et incompressible, son écoulement est donné par I’équation suivante :

p(Ou+u - Vu) —div(uM) + VII =0, divu=0

avec M = Vu+!'Vu et u le coefficient de viscosité qui est strictement positif
et dépend généralement de la pression et de la température. Dans beaucoup
de situations physiques nous avons affaire a un fluide qui n’est pas homogene,
c’est-a-dire, que sa composition est faite d’'un mélange de substances. Ainsi
pour mieux décrire le fluide nous devons connaitre la concentration C' en
chaque point de chacune des substances en jeu. Soit p la densité totale du
fluide, alors en faisant un bilan de la masse qui entre et qui sort d’un vo-
lume microscopique fixe, nous parvenons a démontrer que la densité satisfait
I’équation suivante
Op + div(pu) = 0.

L’équation du mouvement du fluide reste la méme c’est-a-dire
p(@tu +u- Vu) — div(,u/\/l) + VII =0,

mais nous devons tenir compte de la dépendance de p par rapport a la
concentration des particules (pour plus de détails voir par exemple [16]).
Donc on conclut qu'un fluide non homogene est donné par un champ de
vecteurs u dépendant du temps qui est supposé décrire la vitesse d’une
particule située au point z € RM & linstant ¢t € R, et sa densité p =
p(t,x) > 0. Le systeme est le suivant

Op + div(pu) =0

I (pu) + div(pu @ u) — div(u(p)M) + VII = pf
divu =0

(P, u)jt=0 = (po, uo),

(INS)

ol u est une fonction positive désignant la viscosité du fluide vérifie
(1.1) 0<p<u, et pelC™.

I1(¢, z), représente la pression, div(pu @ u)? = >, Op(puiu®) et f représente
la densité de forces extérieures. Notons que la condition de divergence nulle
traduit 'incompressibilité du fluide.

Avant d’aborder le vif du sujet, commencons par rappeler quelques résul-
tats consacrés a 1’étude de ce systeme lorsque p est une constante strictement
positive. Le premier auteur qui a montré l'existence globale de solutions
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faibles est V. Kazhikov [15] (voir aussi [1]). Dans le méme esprit J. Simon [23]
a démontré que (INS) admet de solutions faibles globales a la Leray dans des
espaces de type L?, dans un ouvert borné de R? avec condition de Dirichlet.
Un peu plus tard E. Ferndndez-Cara et F. Guillén [13] ont démontré un
résultat semblable sur un ouvert non borné. Tous ces résultats reposent sur
la relation suivante (valable pour les solutions régulieres)

12)  Vpult)]z +2u / IVu(r)|2dr

t
— |l/ouo 2 + 2 / (of - u)(r. 2)da dr.
0

et sur des méthodes de compacité. Remarquons que (1.2) ressemble fort a
I'inégalité d’énergie de (NS,,)

du+u-Vu — pAu = —VII
(NS,) divu =0

Ujt=0 = Ug-

Lorsque p dépend de la densité, on a également existence de solutions
faibles “a la Leray” [17] : 1a encore, la preuve repose sur des méthodes de
compacité basées sur I'inégalité d’énergie suivante

t
/ plu — U |Pdx + / / 1 (Oru; + 8jul-)2dxds
RN 0 JrN
t
< / p0|u0_uoo|2d$+2/ / pf(U—Uoo)dlL‘dS,
RN 0 JrN

avec U — Uy, lorsque |z| — 400, pour tout ¢ > 0 (voir [12] et [18] pour
plus de détails).

Les résultats que nous avons cités sont consacrés a l'existence de so-
lutions faibles. Mais récemment R. Danchin a généralisé certains résultats
connus pour le systeme de Navier-Stokes incompressible homogene (NS,,),
lorsque & constante comme celui de H. Fujita et T. Kato [14] qui dit que
(NS,,) est localement bien posé dans (H > L(RN ))N Plus précisement, il
montre que (INS) est localement bien posé pour

(po — cte,ug) € H>T* x (H%JFO"l)N

avec o > 0 (voir [7]). Il prouve également que ce systéme est bien posé

dans l'espace critique Bfl X (Bf_l_l)N si 'on impose a py une condition
de petitesse (c’est-a-dire que la densité initiale est proche d’une constante
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strictement positive) [8]. Lorsqu’on est en dimension deux d’espace, le méme
auteur démontre un résultat analogue a celui de Leray [17] qui dit que (NS,,)
est globalement bien posé dans L?. Plus exactement il établit dans [7] que

(INS) est globalement bien posé dans H'*® x (HO‘)Q, avec o > 0.

La question a laquelle nous allons tenter de répondre dans ce travail est la
suivante : peut-on généraliser le résultat cité de [8] lorsque la viscosité p n’est
plus constante mais dépend de la densité et vérifie (1.1), dans les espaces de
Besov construits sur les espaces de Lebesgue LP?

La motivation physique de cette question est le fait que la viscosité
dépend en général de la densité. En ce qui concerne ’aspect mathématique
on cherche a abaisser 'exigence de régularité sur les données initiales.

En ce qui concerne les solutions fortes qui feront l'objet de cet article,
nous réussissons a prouver que (INS) est localement bien posé dans des es-
paces de Besov construits sur les espaces de Lebesgue LP. La preuve est
intrinsequement liée a deux faits principaux. Le premier un lemme d’ana-
lyse harmonique di & R. Danchin et par lequel, on généralise I'inégalité de
Poincaré (voir [10] et [21]). Tandis que le second est un lemme de stabilité de
lespace By, pour s > 0 par I'action d’une fonction C*° a support compact
(voir par exemple le livre de Y. Meyer [19]).

Dans la suite on supposera que la densité du fluide est uniforme et non
nulle au voisinage de l'infini, ce qui veut dire qu’elle tend vers une valeur
finie a I'infini que I'on peut prendre égale a 1.

Pour étudier le systeme (INS) nous effectuons le changement d’inconnue
a = %— 1, qui est valable si p(t, ) > 0, mais cette hypothese est vraie des que
inf, p(0,x) > 0 car nous avons par le principe du maximum inf, p(¢,z) =
inf, p(0, z). Le systeme (INS) devient

ia+u-Va=0
(Ing) Ou+u-Vu+(1+ a){VH - div(ﬁ(a)/\/l)} =f
divu =0

(a’ U)\t:() = (a0> uO)a

avee fila) = (k)

Avant d’énoncer les résultats, on rappelle que 'opérateur de Leray P
est le projecteur orthogonal sur les champs a divergence nulle. On note
Q = I — P le projecteur sur les champs de type gradient.

Nos résultats principaux sont les suivants (concernant la définition de
'espace de Besov voir la définition 2.1) :
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LN
Théoréme 1.1. Soient 1 < p < 2N, p vérifie (1.1), ug € (B, 1(IRN))N
LN
avec divu = 0, f € (Lj,.(Ry; BYy 1(]RN)))N tel que Qf appartenant a
LN N
(LE.(Ry; BY 2(RN )))N et ag € B (RY). Alors il existe une constante posi-

tive ¢ dépendant de N, p et de la fonction u telle que si

laol| . » <c,
Bpp

-

il existe un T € (0,+00] tel que le systéme (IN/\E) admette une solution
(a,u, VII) vérifiant

z

N

N N N
a € G0, T); B)y), we (Gol(0.7); B )N L BL))
.N_ 1 \N
et VII € (LlT(B;1 )) .

De plus cette solution est unique lorsque 1 < p < N. D’autre part, il existe
une constante ¢ strictement positive dépendant de N, p et p telle que si

Juol s+ A1, s <,

pl +;Bp1 )
alors T = +o0.

En fait on peut se débarrasser de 'hypothese de petitesse de la donnée
initiale ag mais le prix qu’on paye touche la classe des données initiales que
I’on doit prendre plus régulieres. Ceci est précisé dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.2. Soit o un réel strictement positif et p vérifie (1.1). On
suppose que ag € H%”‘(RN) vérifie a “ inf(1 4+ ag) > 0 (et de plus Vag €

(L (RN))N st =1). Soit ug un champ de vecteurs a divergence nulle avec
coefficients dans H2 "F*(RN) et f € (Zl (Ry; H%_HO‘(RN)))N. Alors il

loc
existe T' strictement positif tel que le systéme (INS) admette une unique

solution sur [0, T]. Plus précisement, on a

a € Cr(H>%), ue (LL(H>%) N Cp(H>F)"
et VII € (LL(HZ o)™,

Nous allons maintenant donner le plan de 'article :

- Premierement nous rappelons les notions des bases de la théorie de
Littlewood-Paley.

- La troisieme section est consacrée a I'unicité dans I'espace de Besov.

- La quatrieme section est dédiée a I'existence de solutions.
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2. Notations et définitions

2.1. Notations

On dit que A < B s’il existe une contante ¢ strictement positive telle que
A<cB,et AxBsiA< Bet B<A.

Soient X un espace de Banach et p € [1, 00], on désigne par LP(0,T; X)
’ensemble des fonctions f mesurables sur (0,7) a valeurs dans X, telles que
t — || f(t)||x appartient & L?(0, 7). On note C([0,T); X) l'espace des fonc-

tions continues de [0, 7)) a valeurs dans X, Cy([0,7); X) “ C([0,7); X)n
L=(0,T; X) et Cr(X) Y ([0, T): X)nI=(0,T; X).

Enfin soit p! = pu(1), f(a) = ,u(Ha) aVb= mf(a b) et pour 1 <p<oo,
on désigne par p’ 'exposant conjugué de p défini par 5 + 17 =1.

2.2. Théorie de Littlewood-Paley

Dans cette section, nous allons rappeler brievement la théorie de Littlewood-
Paley et définir les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons travailler.
Pour cela, nous utilisons une décomposition dyadique de l’unité (voir par
exemple [4]). Soit C' C R, la couronne de centre 0 de petit rayon , de grand
rayon 2. Il existe alors deux fonctions positives radiales x et ¢ appartenant
respectlvement a Cg°(B(0,3)) et & Cg°(C) telles que :

dop2) =1 VEA0 et x(E+> p27%) =1 VeeRY.

qEZ qeN
On définit les opérateurs A, S, Sq et Aq de £(S';C>) par :
Ayu=0 si ¢<—2, A yu=x(D)u=hxu,
Ayju=p2D)u=Au= 2" h(2? Yxu si ¢>0,
Ayu=@(27D)u= 2Y1h(29 ) xu pour q€ 7,
Syu=x(271D) u = Z Ay u=2Nh(20.)

p<g—1

(resp.Squ = x(27D) u = Z Apu=2Yh(27 ) % u)

p<q—1
avec : h = F Yo et h = F~'x. De plus, on a :
u:ZAqu Vu e S'(RY)/PRY] et u:ZAqu Vu e S'(RY)

q€Z qEZL

olt P[R¥] est I'ensemble des polyndomes (voir par exemple [20]).
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De plus, la décomposition de Littlewood-Paley vérifie la propriété de
presque orthogonalité :

(2.1) AAu=0si|k—q|>2 et Ap(S,_1uAu) =0si [k—q| >5
(resp. AAu=0 si |k —q| >2 et Ap(S;—1udu)=0 si |k—q| > 5).

Définition 2.1. Soient s € R, (p,r) € [1,+00]? et u € S'(RY), on note

1
déf rgs|| A r déf rqs ro\T
By, = <ZQ a ||Aqu||L,,> (T@Sp. [ullgs, = <ZQ a ||Aqu||Lp> )

qEZ qEZ

1
s

[l

avec le changement habituel pour r = 400, alors pour s < %, r>1cet

sg%ﬂ“:l

s déf N
B, Y {ue S®) | |lul

B§r<< OO},

sinon on définit By, comme étant 'adhérence dans S’ des fonctions appar-
tenant a lespace de Schwartz pour la norme || - || s
pr

(resp. B, « {u e S'(RY) | lullz;, < oo})

Pour p = r = 2 lespace de Besov non homogene B,, coincide avec
I'espace de Sobolev H?® (voir par exemple [4]).
Comme conséquence de I'inégalité de Bernstein (voir par exemple [4]) et

par définition de B;r, (resp. B;,) on a la proposition suivante

Proposition 2.1. (i) Il existe une constante ¢ strictement positive telle que

)

(2.2) ¢ Hul

g, < IVl cllullgy, (resp. [ Vullggr S

(i) Pour p1 < py ety <19, 0N @

) )
Bp1 v < Bpars (resp. Bp1 vy Bpyrs )
(111) Sip € [1,00], alors
N N N
B < Bjo N L™ (resp. B, < Bjao ) L°°>.
(iv) Interpolation réelle :

pry - Tpr! pro

(B2 B;i)ﬁ,r/ — plt-0s <resp. (B, By2)g, = Bgf?,ﬂl_e)‘”)

pour 0 < 0 <1 (voir par exemple [22]).
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Proposition 2.2. Pour (r,p) € [1,00]? et s € R, alors on a les inégalités
suivantes

(2.3) ||

s, S lullllollgy + llvllzellullgy,  si s >0.
Si 81,89 < % (resp. sq, 82 < % ), s1+ 83+ N min(0,1 — %) > 0, alors

(2.4) [uv] S llul

.51+527% ‘/U|

pT

51 59
By Bpto

S llul

(resp. pourr =1 ||uv| |v] 3521>,
p

.51+527%
pl

B
si |s| < % pour p > 2 et —g <s< % sinon, alors

(2.5) [uv]

By, S llullgg, 0]l x

Bs
pr oo L

L’inégalité (2.4) reste vrai dans le cas limite (c’est-a-dire si sy + s2 = 0)
pour 2 < p (voir par exemple [22]). Plus précisément on a

(2.6) ol S Wl Iollse, si s (=22,

et

(27) ol y Shelly Wl p s 2<p

28) vl Sl vy oll vy dés que s+ N =350

2r

Preuve. Pour montrer (2.8), on utilise la décomposition de J.-M. Bony
(voir [3]), on a

wo =Tyv+ Tyu+ R(u,v), avec T,v = Z Sq,lu Aqv,

q€Z

R(u,v) “ Z Apu(Ay 1+ A, + Ao et Tho Yo+ R(u,v).

q€EZL
Grace a (2.1), on a
Ak(Tu’U) = Z Ak(Sq,ﬂL Aqv),
|k—q|<4

alors les inégalités de Bernstein et de Holder, impliquent

. _1y, e
1Ak (Tuv) e S 2"V Ap(Tyv) | 1

[

_1 : ; _1 ;
(29)  S2YEDST Sl Al S Jull 22D ST A e,

|k—q|<4 |k—q|<4
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D’ou a partir de I'inégalité de Young on en déduit la majoration suivante

ITuvll s, < Nlull 2|l

_N.
. s+ N D
27

De méme, on a

By, S Iollelll v

Par définition de 'opérateur A, on a

AR(u,v)= > > A(Avudgp).

A—k<3 |k—q|<1

Les inégalités de Bernstein et de Holder impliquent

IANR(u, o)l S 27 30 3 1Al 2| Agoll -

A—k<3 |k—q|<1

Ainsi I'inégalité de Young conduit a la majoration suivante

N
oin_ desque s+ N ——>0.
BQT‘ P p

D’ou le résultat. |

1R, )l s, < llull z2lv]

Pour les espaces de Sobolev non homogenes, on a aussi une proposition
qui est équivalente a la proposition 2.2 (voir par exemple [9, proposition 1.3])

Proposition 2.3.

s+ vl si s>0,

lwollzs Sl oo 0]

luvllmes S Nullm ol st si452>0, s <5 et 52>,
S llullze o]

[uv] He1

portea-¥ S H2 St ST+ S >0 et s1,5 < 5

et

. ||<N

st |s —.
2

e S Jlul

luv]

He UHH'IQ\LDL“’

Remarque 2.1. La proposition 2.2 (resp. la proposition 2.3) montre que
Bf)r N L>® est une algébre pour s > 0. De méme pour BY, 1 SLp < 00 (resp.
H? sis > %)

Pour résoudre l'équation (IN/\E) nous utiliserons l'effet régularisant de
'"équation de la chaleur découvert par J.-Y. Chemin et N. Lerner dans [6].
Pour cela on introduit les espaces L (B;,).
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Définition 2.2. Soient s € R, (r,p,p) € [1, +oo]® et T €]0, +o0|, on dit
alors que f € Li(By,), si

1

Wizgag 2 (2 ( [ 180 r0la)’) <o
q€Z 0

[resp. £ € T4(H). 5t gy ™2 (020 (7 180 FOI2dt) ") <o)

avec le changement usuel si r = 00.
Remarque 2.2. Les fonctionnelles || - ||z, (Bs,) M€ sont des normes que si
T\"pr
s<¥ fous<sir=1)
) )
Pour 6 € [0,1], on a

lullza sy < Ml o o 1l 02 e
(2.10) L () L (5

et HUHL'D Hs < HUHLPI Hsl)”u| LPQ(HSQ)

avec%:%+%ets:931+(l—0)32

Remarquons que l'inégalité de Minkowski, implique que
lullzg iy < lilligagy i p <7 (vesp lullzg ey < Nl st p < 2),
el iy < lillzagay ) sir <o (vesp. lullgury < lulzg ) st 2 < p).

De méme on a une loi de produit dans ces espaces analogue a celle dans B;T
(voir par exemple [5]).

Proposition 2.4. Soient s >0, r € [1,00] et - —1— - == —|— —, alors

lwvllze sy ) S llellcor ooy VIl z2e 55y + H'U”L”2 L) HUHLﬂs B,):

Si 81,89 < % (resp. s1, 89 < ;), 31—1—52+Nm1n(0,1—5) >0 et p—11+p—2 = %,
alors
211) ol e, 5 Tl o
<T€Sp. pourr =1 ||uv||~ b NS ||u||Lp1(BS1 ||v||Lp2 )
L4(B,, ?) v

Soit |s| < % pour p > 2 et —g <s< ; sinon, alors

2.12 < 1,1.1! <1

@12) g g S Wil ol v o= <1
N 1,1 _ 1

S12<p,s€e (—;,;] et -+ =5<1ona

(2.13) luoll xS ullzas e 0z s

7(Bpt )
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Preuve. Pour la démonstration de I'inégalité (2.13) voir [8].
Pour montrer (2.12), on utilise de nouveau la décomposition de J.-M.
Bony, on obtient

||Ak:(TuU)||L’;(LP) < ||Aqv||Lp2(LP)||Sq—1u||Lp1(L°°)'
T T
lk—q|<4
Or l'inégalité de Bernstein implique
. A ﬂi .
HSqﬂU”L;l(Loo) S Z 22— QASHAAUHL;I(M),
A<qg—2
on injecte cette majoration dans I'inégalité précédente, on trouve

. ﬂ .
2k8||Ak(TuU)||L§(LP) < Z 2%% ||Aqv||L;2(Lp)

|k—q|<4
CNG—NY) aasir A
x Yo 2N 1Axull 21 20y,
A<qg—2

alors I'inégalité de Young donne l’estimation suivante

ITuvllzs s,y S Nullzer s pllvll, & desque s < —.

LI (By)
Par contre
IToullze s,y < lullzor s llvllg2 )  pour tout s €R.

Pour estimer le reste, en reprenant les calculs qui ont conduit a majorer le
reste de l'inégalité (2.7), on prouve pour p > 2

. k) (s N sl A
AR ) pin S S 207D 8 Al
A—k<3
N .
X Z 2% ”Aq'UHL”T?(Lp)a
|k—q|<1
sinon, c’est-a-dire, p < 2
. k) (st N Sil A
2 ANR(w, 0) gy S D 297 25 A s
A—k<3
E .
X Z 2% ”Aq'UHL”T?(LP)a
lk—q|<1
et par suite lorsque s > —% pour p > 2 et s > —% sinon, l'inégalité de
Young implique que

IR0 g5, S Nl ol _



548 H. ABIDI

Remarque 2.3. En reprenant les calculs qui ont conduit a (2.7), on prouve
que pour 2 < p

(2.14) fluol_ _x Slull_, w0t — 4 — =~ <1
L (Bpob) L (BpfooNL>) Lp2(B ) P1 P2 P

Remarque 2.4. La proposition 2.3 reste vraie dans EQ(H‘*) par exemple
[wvl|ze oy S Nullzer oy 101 222 groa)
sisi+s2>0,51<T et L <sy avec—— —I—— (voir [9]).

Lemme 2.1. Soientme([l,00],T € Ry, s € R a>0,Vua coeﬁcicients dans

Le(H=V) et Vo & coefficients dans Lb(H*"2°VY) qvec L L+ 1. Alors
<
215)  |Tew] 0 SNV e 10 gy

Preuve. Comme S,f =3 .. 1 A,f et A,f =0sip< -2, alors
Touww =Y Sy Vu g,

g>1

Et par suite I'inégalité (2.1) implique
Ap(Ty,v) = Z Ap(S,-1Vu Ayv),
|k—gl<4
d’otu les inégalités de Bernstein et de Holder donnent (car ¢ > 1)
IAKTou) e S Y 27 USe 1Vl g o) | A Vol poray,
lk—q|<4

avec % = é + % Mais de nouveau l'inégalité de Bernstein implique

N _i4a —a
||Sq—1vu||L%(L°°)< Z (5 1+)||A/\VU||LGT(L2)2)‘(1 )

—1<A<q—2
alors
IVl e 207 S50
[Sg-1Vull Lo =) S .
|Vu ”E;(H?)\/C_] sia=1,
ce qui démontre l'inégalité (2.15). [

Il est bien connu que I'espace de Besov B, est stable par composition
a gauche des que s > 0 (voir par exemple [19]). H. Bahouri et J.-Y. Che-
min dans [2] ont montré un résultat analogue a celui de [19] dans 'espace
E%O(Bgl) basé sur la méthode dite de la premiere linéarisation de Y. Meyer.
Plus exactement, ils obtiennent
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Lemme 2.2. Pour toute fonction G € C'*° a support compact nulle en 0 et
pour tout réel strictement positif s, on a

(2.16) ”G(U>HZ§S(B§1) < Cu”u”E%O(Bél)

avec C,, C(1+llullLee(z=)) [S]H, ou C' est une constante ne dépendant que
de G et de s.

En suivant une démarche strictement analogue a celle de la démontration
du lemme 2.2 et en utilisant le fait que I’espace de Besov homogene est défini
modulo les polynomes, on obtient le lemme suivant.

Lemme 2.3. Soient s un réel strictement positif, (p,r,p) € [1,00]*, G €
WL T e (0,00] et u € LpT(B;T) N LF(L>), alors

loc
[s]+1
(2.17) Gz 55,y < COAA+ lullzgwe) ™ lullz s, )

[s]+1 .
(resp. G (W)llze sy, < C(L+ullrgw=)"" llullzpps,,, si G(0)=0).

Lemme 2.4. Soient p, r, p et T vérifiant les conditions du lemme 2.3 avec

N +2,00
|s| < % pour p > 2 sinon —g <s< % et G appartenant a W] . Alors

loc
N -
pour u et v appartenant a LF By N L) tels que u —v € L(By,), on a

(3]
1G @) = Gz, S lu = vlzges,) | (14 Iz + lollszas)
(2.18) (el x +lol - x )]

L (By'ec) L (By'oo
Preuve. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, on a
1
G(u) — G(v) = / (u—v)G (v +7(u—v))dr,
0
pour conclure il suffit d’'utiliser les inégalités (2.12) et (2.17). [

Rappelons enfin un résultat d’interpolation logarithmique pour les es-
paces L7.(B;5.) (voir [8, proposition 1.8]).

Proposition 2.5. Soient (p,p) € [1,0]%, s € R et e € (0, 1], alors

w70 s il oo+ Ml e
(2.19) Jullze (B ) S % 1 < | ||L§“(Bpoo) ! ||L;(Bpto)>
o ol 5.0
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3. Unicité

Dans cette section, nous allons démontrer 1'unicité des solutions des équations
de Navier-Stokes non homogene dans I'espace de Besov homogene

N_q

L (Be) x (L(B )™

pour 1 < p < N. La preuve repose sur le lemme d’Osgood et un résultat
d’analyse harmonique di a R. Danchin [10].

Soit (a',u’, VIT') pour 1 < ¢ < 2 deux solutions. Désignons par
(M, oM) Y (Vi + Vi, M2 — MY

et
(da, du, VIII) “ (a® —a',u* — u', VII? — VII!)

leur différence, qui vérifie le systeme suivant

O6a + u? - Va = —du - Va'
Opdu + u? - Vou — prAdu + VIl = F(a', u', VII')
divou = 0,

F(a' u', VII') = —6u - Vu' + a* (' Adu — VOII) + a(p* Au® — VII?)
+ div [(ﬁ(al) _ Ml)(w} + dadiv [(ﬁ(cﬁ) - ;&)Mﬂ
+ aldiv [(ﬁ(al) - ,ﬁ)&M} + div [(ﬁ(cﬁ) - ,’z(al))w]
+ aldiv [(,’1@2) . ﬁ(al))w] .

Donc da (resp. (du,dVII)) vérifie I'équation de transport avec un terme
de force g (resp. le systeme de Stokes non stationnaire avec force F'). Mais

d’apres deux résultats dis a R. Danchin on peut contréler da (resp. (6u, §VII))

dans B;r pour |s| < % + 1 (resp. pour |s| < %) par HgHL%(Bzr) (resp.

HFHElT(BS }) (pour plus de précisions voir propositions 3.2 et 3.3).
pr

Dans notre analyse nous allons distinguer deux cas : d'une part 3 < N,
1 <p < N et d’autre part N =2 ou N = p dans lesquels nous faisons appel
a des lois de produit bien appropriées.
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3.1. Casou3d3< Netl<p<N

Proposition 3.1. Soient (a',u', VII) et (a u?, VII%) deux solutions de
(INS) avec mémes données initiales ay € Bpj”OO (RY) ﬂLOO (RN) ug un champ

de vecteurs a divergence nulle avec coefficients dans Bpp (RN) et un terme
LN
de force extém'eure f € (L,.([0,7%); B} 1(RN)))N tel que Qf appartienne
a (L. ([0,T%); Bp (RN))) . Supposons que pour i = 1,2 on ait

at € C([0,T%); Bp%oo) N L>®(0,T*; L),
ut € (0,7 B ) 0 (Bhll0.7: B
VIT € (LL, (0.7 By )"
Alors il existe une constante ¢ strictement positive telle que si on a

||a1|| N <c
2% (ByooNL>®)

)

alors (a*,u?, VII?) = (a', u', VII').

N

Preuve. Tout d’abord on va montrer que (da, du, VOII) € FF 71, ol

N N

Fp = 0(0,T); B ) x (EW(B) 0 C(0,T): B )Y x (Lh(B37)"

muni de la norme suivante

def
e, w, VIDI| xo = lall sy A+l o~ +uIIUI| I
B L5 (B LB ) (B
+vi
LT pl

N_4
Pour montrer que (da,du, VOII) € FF | il suffit de montrer que

. R N_
(a' — ap, @, VII') € FEr
ou (Ui,Vﬁi) sont définis par u' = uy + @' et VII' = VII} + Vﬁi, avec
(ur, VII) la solution du systéeme de Stokes non-stationnaire suivant

Owuy, — ptAup + VI, = f
diVUL =0
ULjt=0 = Uo-
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La proposition 2.1 dans [5] assure que uy est a coefficients dans I'espace
LN N LN
C((0,T); By, )N LYO,T; B') et VII, € <L1(0,T; B4 )", De plus
(@, VIT') vérifie
O — AT + VIT = G(a!, !, VITY)
(NSmod) diva' =0
Uy =0,

ou
G(a',u', VII') = —u'-Vu'+a' (p' Au' = VITI') + (1 +a’)div [(ﬁ(a’) — ul)/\/ll} :
On applique & (N Syoq) Uopérateur P, on obtient

(3.1) o — pt AT = P(G(ai, u', VH")>

et on applique 'opérateur de divergence a (m), on trouve
div((1+ a")VII') —divQf =

(3:2) div{ —u' - Vu' + pl (@' Au') + (14 a')div[(f(a’) — p') M'] }

N
D’apres l'inégalité (2.10), on a u' € (LzT(Bppl))N, et comme N >p, N > 3
LN
alors I'inégalité (2.5) nous conduit & u’ - Vu' € (L} (B 2))N. Par ailleurs

LN
en utilisant les inégalités (2.10) et (2.5), on obtient a’Au’ € (L7.(Bf 2))N.
Dans la suite on utilise le fait que

la*|| Lo < [lao]| -

Les inégalités (2.5), (2.17) et l'inégalité de Bernstein impliquent

1+ a')di [ } o
H a’)div | (a(a’ L%(Bp];; %
S(+la'l H~ai_ Mg
N( H HL%O(BPI;;OHLW)) (,u( ) ,u) LQ(B;;; 1)
< (14 ||a* N n(ah) — pt N u' >
SR PO | ORI  S

SO+lal s Yl x el x
L (BfsonL®) L (BpoNL™>®) L2(BF)

LN
Donc la quantité de gauche de l’égalité (3.2) appartient a L7.(B), 3). Sous
Phypothese Qf € (Lj,.([0,T*); Bp ))N et le fait que ||a’|| N est

L (ByfooNL>®)
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. )
petit, on utilise les inégalités (2.5) et (3.2), on obtient VII' € (LlT(Bp"1 ))N
LN
des que T' < +oo. D’ou I'inégalité (2.5) montre que a’ VII* € (LlT(Bpp1 2))N.
. . N9
Et par suite pour T < oo, on trouve que G(a’,u’, VII) € (LL(B} ))N
Puisque 'opérateur P est continu sur Bs pour tout s € Ret (p,r) € [1,00]?,

1
alors la quantité de gauche de I’égalité (3.1) appartlent a (L1 (Bp1 )) . De
nouveau la proposition 2.1 dans [5], implique u"* appartient a

N

(Lr(B)D)

N

A (o, 1) BA )Y

De méme, on a VIT € (L} (3%72))]\[. Mais d;a’ = —u' - Va', donc grace a

Pinégalité (2.5), on a 0y’ € L3(By Nool) et par suite l'inégalité de Cauchy-

Schwarz implique que (a*—ag) € C([0, T] B ) Par ailleurs da = (a? —ao)
—(at—ap), ou = uw>—u' et VIII = VIT’—VIT', donc (0a, du, VIII) € F”

Pour estimer (da, du, VIII) nous allons utiliser les propositions suivantes,
qui nous donnent une estimation de la solution de I’équation de transport
et de celle de I’équation de Stokes non stationnaire linéaire. Admettons-les
pour le moment.

Proposition 3.2. Soient r € [1,4+00], p € [1,4+00] et s € R tel que |s| <
1+ %. Soit v un champ de vecteurs a divergence nulle tel que Vv soit a

coefficients dans L (B, rﬂLOO) Supposons que fo € BS,, F € L} (BS ). Soit

pr

fe LS}O(B;T) NC([0,T]; 8") une solution du systéme suivant

O f +div(vf) =
(7) { Ji=0 = Jo-

Alors il existe une constante C' strictement positive dépendant de N et s
telle que

t
B3 Wl < @O (i, + [ NPy, dr),

ou

t
_ / Vo) x  dr
0 BppTﬁL‘><>

De plus f € C([0,T]; B;r) si T < 00.
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Proposition 3.3. Soient s tel que |s| < % 512 < p< o0, —g < s < %
sil<p<2 rell,4o00], ug un champ de vecteurs a divergence nulle avec

coefficients dans Bs et g un champ de vecteurs a coefficients dans L (BS ).
Soient u et v deux champs de vecteurs a dwergence nulle tels que Vv soit a

coefficients dans L3 (Bppr N L>) (resp. L} (B ) et w e (C([0,T; BS )) N
(LlT(B;Jﬂ))N soit une solution du systéme de Stokes non stationnaire
ou+v-Vu—-vAu+ VIl =g
(L) divu =0

U|t:0 = Ug-
Alors il existe C' dépendant de N et s tel que u vérifie l’estimation suivante
[ll oo s,y + VIullzy aer2) + IVIzL 5

(3.4) <o (CIvell , o  Hllwolls;, +Clallzys b

T( pbr

On a de plus Uestimation suivante :

lull_ oy il oy + VI
(Bpok) L (Bp o” LL(By b
(3.5) <o (CIVoll, ){Huou Ly +Cll, oy b
T poo

Comme conséquence des propositions 3.2 et 3.3, on a la majoration sui-
vante pour tout ¢t <'T'

Jall _ x\ <Cexp (CIVUR JIsull | s IVl s

L (Bfa ) BpooﬂL“) Ly (By) 2 (Bp'so
et
|G| o + ||5U|| » N)+||V5HI| N

BP
pl t pl pl

Sew (CIVa, )||F<a W VIO

< wlz

Tout d’abord les inégalités (2.4) et (2.5), donnent du fait que 3 < N et
p <N,

| — 0w - Vu' + a*(u* Adu — VOII) + da(pu'Av® — VIIP)||  ~,

LlT(Bpf”1 )
SI8el,_ e IVl o (10l e + 190 s )
(B pl) 1 pl )
xlla'| +||6a|| (||Au2|| ﬂ_1+||vn2||1.%_1).
L (Bp'soNL>) L%"(Bpoo) LBA ) Ly(B,)1 )
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D’apres la formule de Taylor avec reste intégral et le fait que ||a’||p~ << 1,
on trouve

ey = || S llallee.

De méme d’apres les inégalités (2.5) et (2.17), on a

div[~a1 — 15/\4” N_ <H~a1 — N ou N
Jaiv ey - yoml |, e S @) =it ol
S N LS
LP (BysoNL>) pl)

Comme p < N et 3 < N, alors les inégalités (2.5) et (2.17) impliquent

—2

)
Slatl x| = ph)om|

F (BylooNL>)

aldiv[(ﬁ(al) - /f)(s/\/l} ’

”SIZ

LY (BJ

"SIZ

LB )

||V5U|| e

)

S lo [t = ]
S ”Lg,owﬁonm) fla’) — p O S

Sha'l® o ol ox

T (BpooN (B 1)

D’apres les inégalités de Bernstein (2.11) et (3.10), il existe 0 < Ty < T tel
que

fita?) = ji(a") |y IVt
B,y B,

Ty
S [l (1= ogoal )]y
0 Bppoo BppOo BP

pl
Grace au lemme 2.4 on démontre que la quantité a'div[{z(a®) —fi(a") }M2]

.N_o
est dans L} (B ") est controlée par la norme L' par rapport au temps de
ol . (1 ~Tog fa] x_,)

pl pl

Lemme 3.1. Soient p < N, 3 < N et (a',a? u?) vérifiant les conditions de
la proposition 3.1. Alors il existe Ty strictement positif dépendant de ag et
ug, tel que pour 0 < T < Ty

a'div [{ﬁ(aQ)—ﬁ(al)}M2]

N o
1
LT(Bpp1 )

T
<Cr, [ ol (1~ toglall )y .
0 P 0o

P pl
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En suivant la méme démonstration dans le lemme 3.1, on obtient le
résultat suivant.

Lemme 3.2. Soient 1 < p < N,3 < N et (a? u?) vérifiant les conditions

de la proposition 3.1. Alors il existe Ty strictement positif dépendant de aq
et ug, tel que, pour 0 < T < Tj,

H5a div[{ﬁ(cﬁ) — ul}/\/l2] )

T
<C da(t
s SO [ 1ol

p oo
x (1= log [0a(t)]| ) lu?l| ..
Bppoo Bppl

Donc grace aux inégalités précedentes et aux lemmes 3.1 et 3.2, il existe
T strictement positif tel que

IF@ VIO Sl ]
T1 p1 Tl( p1l ) Tl( p1 )

G P (L I L By

L%Ol (BppoomL Tl (Bp 1 ) 1 Bppl )

+ |6 N ( 2
| a||LOO g3 ||

T, \Ppoo

o HIVIPLL x )
B )

T1

Jutlioul

+ ('l e P
LE (Byfao L) L Ly, (BY)

(BpfsoNL>®)
Ty
+ [ e,y (1= log 0a(®) s )llu®| y..dt
0 Bppoo BP BP

poo pl

De plus, quitte a diminuer 77 on peut supposer que

exp{CIVer] | x }< 2 et p Z o H S HIVIP] v <e
Tl pl Tl Bpl )
En utilisant le fait que ||a!|| ~ < ¢ < 1, on obtient
LF (BpfsoNL>)
IP@ VI x Se(ldul oy +loull
T pl ) T pl Tl( pl)
Vot e +ldall k)
L (B5 ) L5 (B )

T
s [ gl (1 toglal )1l
0 Bppoo Bppoo Bppl

Ainsi

T
160 60,6V s, <€ [ oal (1~ loglal )]y .
F, 0 B B B

Ty poo p oo pl
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On utilisant de nouveau le fait que la fonction x —— :v(l — log ZL‘) est crois-
sante sur |0, 1], on trouve
| (da, ou, OVII)

H N _y
FP
Ty

Ty
. / |(6a, du, 0VII) <1—10g||(5a,6u,5VH)
0

Yl

[
=—1
p

Ft pl

||Ft%71
Or

/1 Ldr = 400
0 r(l —logr) a

et t — HUQHB% .. est localement intégrable, donc le lemme d’Osgood (voir
1

par exemple [p4]) implique que (da,du,dVII) = 0 sur [0,7;] pour T3 petit.

Un argument standard de connexité permet d’obtenir (da,du,dVII) = 0

sur [0,7]. Ainsi la démonstration est achevée pour 1 < p < N et 3 < N.

Les calculs qu’on a effectués sont valables pour 1 < p (car ils reposent sur

la proposition 3.3). Le cas p = 1 s’en déduit par injection. |

3.2. SiN=poulN =2
Dans le cas limite N =p ou N =2 la condition a' est petit dans
LN
L7 (Bpoo N L)

est insuffisante pour boucler les estimations. Mais on a le résultat suivant :

Proposition 3.4. Soient (a',u', VII) et (a? u?, VII?) deux solutions de
(INS) avec donnée initiale ay € B, ug € (B?Vl(RN))N avec divug = 0
et f a coefficients dans L, ([0, T*); BY,  (RN)) tel que Qf a coefficients dans

loc
L} ([0, T%); By (RY)). Supposons que pour i = 1,2 on ait

a' € C([0,T); 8) N L ([0, T7); Byy),
i * - N * - N
u' € (C([0,T%); B1)) ™ 0 (Lioe([0,T7); Byv))
VHZ S (Llloc([()’T*); B?V1)>N
Alors il existe une constante ¢ strictement positive telle que si on a

Hale,g,o*(BIlVl) <¢

alors (a?,u? VII?) = (a',u!, VII!).
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Preuve. On va montrer tout d’abord que (da, du, VJOII) € GY., ot
G4 = C(0.7) B ) x (Th(BYL) 0 (0.7 B34)) x (Bh(Byh)™,

muni de la norme suivante
déf
(@, w, VID)llag. = Nall iy )+ lullpesy + et lullzy e,
+ VI g1 -

Le seule différence avec la preuve précédente est dans le traitement des
produits du type a'VII'. Pour cela, on utilise I'inégalité (2.6), qui assure
que le membre de droite de 'égalité (3.1) appartient a (L%(Bg,loo))]v, et par
suite I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que cette quantité appartient
a LlT(Bg,loo) pour T' < oo. Donc la proposition 2.1 dans [5] implique que
(8a, du, VOII) € G5

En suivant la méme démarche qui conduit a montrer que (da, du, VOIT) =0
sur [0,7] pour 1 < p < N et 3 < N, on obtient grace aux propositions 3.2
et 3.3 les estimations suivantes :

I8l < ex0 (CIVU2l 00, ) 60 Va5,
et
10ull poe 1y + MIHMHZ,}(B}VOO) + [IVoIl||gy g
(3.6) < Cexp (Clluluys, ) IF (@, o', VI gy .
D’apres les inégalités (2.5), de Bernstein, de Minkowski et (2.19), on a
0w - Va1||Lg(39Voo) S ||5U||Lt1(B}V1)||a1||i;>0(3}v1)

et

10wl zaepo y+ N0ullzype
Su o < w5, lo <€+ e — )
I ”L}(B}Vl) Sl HL%(B}VOO) & H(SU”E}(B}VOO)

Mais les inégalités de Holder et de Minkowski impliquent que
2 2
H(SU”Zg(Bg{,w) < tz ”UZ”Lgo(Bgm) et ”MHZ,}(B]?VOO) < Z HUZHL,}(Bgm)-
i=1 i=1
Et par suite

180l g, ) < exp (CIVElL a4 ) ) o Iz 100l 7y, )

2 i i
(3.7) 2 (tllu oo (pg, )+ llu ||L%(BQN1>>
x log (e + )

HMHE%(B}VOO)
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Aussi les inégalités (2.13) et de Bernstein impliquent
H —6u-Vu' +a' (ulAéu — V5H) + 5a(u1Au2 — VHQ)

HZ,}(BI—VLO)

S Mty sz loull ey + ||a1||zgo<3;m>(|I5UI|zg(B;VOO> + ||V5H||Zg(31—vloo)>
t

+ [ oallsg,_ (I, + VTIN5, ar
0

Par contre pour controler dadiv[(zi(a®) — p')M?] dans Ll(B '), onn'a
pas besoin d’utiliser la proposition 2.5 comme dans le lemme 3.2 grace a
Phypothese a’ € L°(BL,) au lieu de L°(BL . N L*®). Et par suite les
inégalités de Minkowski, (2.6), (2.2), (2.4) et (2.17) impliquent

I Ag2
o S [ Ioallay_[[Gta®) — )

< / ||5a||39%0||ﬁ(a2)—u1||B}V1||Vu2||B;VIdT
0

dr

21
BNI

H(sadiv[(ﬁ(cﬂ) - ul)/\/l

¢
S 1y [ a0, dr

D’apres les inégalités (2.2), (2.12) et (2.17), on a

’ div [(ﬁ(al) - u1)5M] ’

Grace aux inégalités (2.13), (2.12), (2.18), de Bernstein et de Minkowski, on
trouve

SIa") = pHllze sy, IVOullzr s, )

S lla

LE(BR,)

gy ploulzysy, )

aldiv[(ﬁ(a2) pla ))M2] LHBRL)
dr

< [l et -y,

S [ ot 702 = @O g1y,

(3.8)

t
S P PP L P P
En utilisant les inégalités (2.13), (2.12), (2.17) et Bernstein, on obtient

|oaiv[ (@) —pt)om] < oz, >H(ﬁ(a1)—u1)5/\4

S lla'lZ

Li(By') Li(BY &)
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En suivant la méme calcul que pour prouver I'inégalité (3.8), on obtient

t
|iv | a®) ~ @M |, S el / I8allgg, _llu® g3,

LH(BR)
Donc
|1F(a’, ', VHi)|’Z}(B;1®) S HulHLg(Bf\,l)H(SU”LgO(B;vloo) + ”al”ZgO(B}VI)
(3.9) ' 2
< (1ol + 198Tyqa5) + [ 16l _lo?llag,
0
Soient )
déf i i
a(r) Y7 (e, + 00 sy )
i=1
et

déf
W(t) = ”MHL?(BFVLO) + MlH(SU”Zg(B}VOO) + HV5H”Zg(B;V1w)'

De méme que dans le cas 1 < p < N et 3 < N, on choisit T} de telle sorte

que

2
CIval,y s ‘
CREN <2 et @Y el g IVIPIlLy s S
=1

Comme HalHZ%"*(B}vOO) < ¢, les inégalités (3.7), (3.6) et (3.9) impliquent
W) < A0l [ 10w (e o) W)l
! 0 16ullzy g ) M
D’ou .
WO <€ [ (1= toglullzy ey, )Wl

des que [|6ullzyz ) < 1 pour ¢ € [0,T3]. D’autre part, la fonction z +—
x(1 — log x) est croissante sur |0, 1]. Donc

W(t) < 4C’T1/0 (1 — log W(T))W(T)||u2||312v1d7'.

De nouveau le lemme d’Osgood implique que W(t) = 0 pour ¢t € [0,T1],
et par suite I'inégalité (3.7) assure que a; = ag. Ensuite par itération, on
obtient (da,du, VOII) = 0 sur [0, 7. [ |

Remarque 3.1. Pour N = 2, on commence par le cas p = 2 (c’est-a-dire
N = p) puis par injection, on déduit le résultat pour 1 < p < 2.
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Preuve de lemme 3.1. Sous les hypotheses que p < N et 3 < N, les
inégalités (2.5) et (2.11) donnent
] a'div[{ila?) - ila) } (2]

N_o
.
LT(Bppl )

T
< [|lat / H fi(a®) — pi(a') Y M2 dt
<l HL%O(BﬁOW) 0 {7i(a®) — fi(a")} s
T
Shatll_ iy o | e @]yl e
L (BfnL>) Jo BA Bf

Tout d’abord l'inégalité (2.17) implique

2
53 = ;HMQ)

1
Comme N > p et N > 3, alors les inégalités (2.18), (2.5), (3.3) et I'inégalité
de Holder assurent que pour tout ¢t < T

2
< %
PG

poo poo

|fita?) - fita")

2
I e ) R A R Yy L
BPOO Bpoo i=1 BpoomLoo

2

ou ~ o, |lat N Z a'll ~
Yol ol Dol

By L (Bphoo)

Sow (Ve x
t

pl) NLee

[\

Stexp (CIva?| |
LYBP

p1) p oo

2
u' a' al
) Z I ”L;”(B%_l)” HL;”(BI%OJ Z | ”Bﬁomw
i=1 i=1
2 2
Step (CIval  x )3l a Sl s
LHBY) ; LR (B ) ; Byl
et par suite pour tout ¢t <7, on a
Hﬁ(a2) — ﬁ(al)) &, <Cr avec Cr P 0.
P 00 -

D’apres les inégalités (2.18), (2.5) et (2.17), on a

[ita®) = Ata)]| s S W0l sl < Chllal

En appliquant I'inégalité (2.19), le fait que
log(e + ar™) < (1 —log z)log(e + o), Va > 0etz € (0,1]

et la croissance de la fonction z — x(1 — log ) sur (0, 1], on obtient

[ita®) = @) 51 S ol 51 {1 1o (160l x-) }
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LN
car on a da € C([0,T]; By 1) et da(0) = 0, donc on peut choisir T3 de telle
sorte que Cf||da(t)|| . ~_, <1 pour tout ¢t € [0,7]. Donc

B.P

p oo

(310) |i(a®) ~fita)]| 5. < l13al

pl

De méme, on peut supposer Cr,|[da| ~_, <  [/|dal] ~_,, on conclut que
Bppoo Bppoo

‘ aldiv [ {ila?) - ila") } (2]

{1 “log (||5a||3%_1)} YV te0,Ty].

N_,4
5P
By

N
LB )
T
Shatl_ sl (1= ol )yt
L%"(BPPOOOL‘X’) 0 BppOo BppOo Bpp1

Preuve de la proposition 3.2. On applique 'opérateur Aq au systeme (7).
On obtient :

A, fHv-VA, f = AF+[v,A]-Vfoulv,A]Vf=uvVA, f—A, -V f).
Dans le cas o 1 < p < oo, on multiplie I'égalité précédente par
Ay fIP~sign(A,f)

et on obtient du fait que dive = 0 et grace a I'inégalité de Holder :
1d, . _ , .
Sl < IAAIE" (e, Ad - T 1]+ 1480 s ).
On en déduit que,

2901 Ag fll e nmy < 2% Ag foll oo + 221 AgF |l 1. im) + 2% 1[0, Ag] - V £l g 10y

Donc grace au lemme A.1 [8] et I'inégalité de Minkowski, on obtient

T
5.+ [ 1P

On en déduit alors la majoration (3.3) a partir d’un argument du type lemme
de Gronwall. Les cas p = 1 et p = oo s’obtiennent par passage a la limite.
La continuité en temps est prouvée dans [8]. |

T
bt C [ Vel I
0 ByrNLe®

1 N zee 5,y < [l By, At

Preuve de la proposition 3.3. Rappelons tout d’abord une inégalité sem-
blable & I'inégalité de Bernstein (voir [10]) qui nous permet de gagner deux
dérivées a partir du laplacien dans LP si 1 < p < oo.
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Lemme 3.3. Soient N > 1,1 < p < +oo et u € LP(RY) tel que supp
Fu C C(0, Ry, Ry) (avec 0 < Ry < Ry). Alors il existe une constante K
strictement positive dépendant de N et g—; telle que

R? 1
(3.11) K—;/ lulPdz < / \Vul?|ufP~2dr = —— AululP~?u dx.
p” Jry RN p—1Jgn

En suivant la méme démarche que dans la démontration de la proposition
3.2, on trouve apres l'application de P et de I'inégalité (3.11) que

25| A gull e 1) + kv Agull s iy < 2B guoll o + 27 APl s o

+ 2% [v, A,] - Vu)

LL(LP)
De nouveau on déduit grace au lemme A.1 [8] et I'inégalité de Minkowski que
[llzoo s,y + ¥ llullzs g2y < lluoll sy, + I1PllEy s

w0 [Ivly o)

BF.NL

(3.12)

5y dt.

Pour estimer VII dans le(B;T), on applique 'opérateur de divergence, on
trouve I’équation suivante

All = div Qg — div(v - Vu).

Donc I'inégalité (2.2), I'inégalité de Minkowski et le fait que divev = divu = 0,
impliquent

1A gy gty < ellQallzy sy, + || o (07 u)

LL.(Byt
1<i,j<N r(Ber)

S 1991z ;) + 1w Vlliy s

Et par suite les inégalités (2.5) et I'inégalité de Minkowski entrainent

T
o Vol S [ 190l el

Puis en reportant cette expression dans l'inégalité précédente, on obtient
grace a l'inégalité (2.2) que

T

13) VMg, ) S IQ0lzysp,+ [ 190l

p o0

5y dt.
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Pour conclure il suffit d’utiliser les inégalités (3.12), (3.13) et un argument du
type lemme de Gronwall. Pour montrer I'inégalité (3.5) on reprend les calculs
qui conduisent a I'inégalité (3.4). Puisque le lemme A.1 [8] est vrai pour p > 2
et s = —% car le seul terme que posé des problemes est R(v7, d;u). Mais par
définition de reste et le fait que p > 2, on touve a partir des inégalités de
Bernstein et de Holder que

T
10; R(v”, w)| SIR@ LW w 5/ [u(m)| _wlo(m)l x,.dr.
L 0 B B

_N
7(Bpos ) Li(Bpos”) p oo p1l

Pour l'estimation de la pression, on utilise I'inégalité (2.13) que implique que

T
u- Vo ~n < U _~||Vo ~dT.
-9l o S [ Il 90y

D’ou la proposition. [ |

4. Existence

L’objectif de cette section est de prouver le théoreme 1.2 dont la démonstra-
tion répose sur une méthode itérative. On prouve ensuite 'existence dans
l'espace de Besov qui s’appuie sur le théoreme 1.2 et le fait que H* (RY) —
B (RY) désqueso>s+%—%,s>%—%etq22.

4.1. Démonstration du théoréme 1.2

Le but de cette section est d’étudier I'existence locale des solutions régulieres
du systeme (INS). Rappelons tout d’abord 'estimation d’énergie dans L? :

Lemme 4.1. Soit (p,u, VII) une solution sur [0,T] du systéme linéaire
susvant

Op+v-Vp=ph

p(Bu+ v - Vu) + VII — div(u(p)M) = pf

divu =0

(pv u)|t:0 = (p0> uO))
avec 0 < p < p et v un champ de vecteurs régulier a divergence nulle. Alors
pour tout t € [0,T] on a

lpze < llpollzr + /Ot [(ph)(8)l|Lrds ¥ € [1, 0],

—L rHn () || poe dT
BRI ) (B2 < /vl
t
+/ e BT IR ds (75 ) (2 | adlr.
0
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Preuve. La démonstration du lemme est la méme que celle de la proposi-
tion 2.1 de [9], puisque

. 1
< — div(u(p) M) }u) = /N w(p)MVudr > S | M2
R
et par intégration par parties, on a

1Mz = V2[[ V| 2. -

Avant d’entamer 1'étude du systeme (INAé), il est utile de donner une
estimation des solutions du systeme de Stokes a densité et viscosité va-
riables (M) :

Ou+v-Vu+ (1+a) (VH - div{ﬁ(a)/\/l}) =g,
(M) divu = 0,

Ujt=0 = U,

avec a, g, v et uy données. On suppose que a “ inf(14+a) > 0, p vérifie (1.1).
xT
Plus précisément, on a la proposition suivante qui généralise un résultat
da a R. Danchin (voir [9, proposition 3.3]).

Proposition 4.1. Soient m € [1, 0],
2 N 1 2
s € <2——,a+—+inf(0,1+—av1——)]
m 2 2 m

tel que 5 + % < % + a et a > 0. On suppose que ag € H%JFQ(RN) vérifie

a “ inf(1 + ag) > 0, que uy est un champ de vecteurs a divergence nulle

avec coefficients dans H*(RN) et g un champ de vecteurs a coefficients dans

LL(H*(RN)). Supposons que a € Cr(H=1*(RY)) (avec de plus Va @ coef-

ficients dans L5 (L>®(RYM)) si a = 1). Soit v un champ de vecteurs a diver-
N

gence nulle tel que Vv soit a coefficients dans L*(0,T; B (RY)NL>®(RY))

sis < %—1—1 et dans L'(0,T; H*(RY)) sis > §+1, avec s # 1+% si Vv # 0.

Soit u € (L%O(HS(]RN)))N une solution du systéeme (M) sur [0,T] x RY et

~ N ~ N
ViLe (Lh(H®Y)) " + (Lp(H 2 ®Y))
On note [t “ ap. Alors il existe une constante strictement positive C' =
C(s, N,a,m, ) telle que

1 s42 42
ol gy + T Nl v ) < Cexp (CAZ VD)) (Ilollve + A7

1 4[4
x {19lzy ey + 75 AFT T Nl a3
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avec
t ) N
¢ Vol » dr sis< = +1
v d fot IVell 3 g
Jo IVU|| grs-rdr sis> 5 +1,
Ay déf 1+(1+a>||a||Loo(H2+a) sta# 1
1+ (1+a) (||a||Loo(H2 w1y T IVal|pge(r=y) st =

2
et o/ est un réel strictement positif vérifiant o/ < inf(1, %oz, orm)),
De plus, on a VII = VII! + VII? avec

s+1 T
19 530 S A7 (101330 + [ V)t

et
QHVHQHZ?(HS-F%—Q of A% || ||Loo H2+a || ||Lm Hs-&-l—o/)
x {4 llal a)}
Si v = u, alors les estimations restent vraies avec V(¢ / |Vl Lo dT

(méme si s =5 +1).

Preuve. Lorsque i est une constante strictement positive, R. Danchin a
démontré dans [9] proposition 3.3 le méme résultat, on va donc suivre la
méme démarche.

On applique l'opérateur A, a (M), on obtient pour ¢ > —1

BAutv - VA + A VI — div((l + a)ﬁ(a)AqM)

(4.1)

= A0+ [v, Aq] -Vu— 4, (aVH) + Ry,
avec
Rq:A_(1+adiv{ﬁa } 1(1+a AM)

= 2 [(1+ a)div{ (fila) — ') M }] = div[(1+ a){fi(a) — '} M]

T utA, (a de) - uldw (aAqM>

= A fadiv{ ((a) — p) M}| = div[a 2, ({fila) — '} M))]

+ A, (a divM) - uldiv<a AqM> - div{(l +a) [ﬁ(a) " Aq] : M}
= R, + divR},

olt B2 = —(1+ a) [ﬁ(a) - ul,Aq] . Met R = R, — divR2.
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Par intégration par parties et en utilisant I'inégalité de Bernstein, on
trouve

(@ivE2|Aw)| < 27 R2 el Agull e
Comme divu = 0, alors grace a I'inégalité de Bernstein on trouve avec
_ déf
no= ap,
( — diV((l + a)ﬁ(a)AqM’Aqu) = / (14 a)p(a) AMANude
RN

1
=3 /sz(l + a)p(a) A MA M dx

1_
> S7ilAMIEs
> Al AVl 72,
puisque par intégration par parties, on obtient
1AM = 2/ A, Vul[72 + 2/ 0;Agu' 0 Aqu’ = 2] AgVul[7,.
RN
En prenant le produit scalaire au sens L? de I'égalité (4.1) avec A,u, on

obtient

1d

577 1 8atllze + A Vulz: < [[Agulle (HR},HH + 27| Ryl

e 9, + Tl + 18 Tonale + 18,Polie )

Pour ¢ > 0, F(A,u) est supportée dans 2¢C', donc il existe une constante
strictement positive c; telle que :

IVAGullZ> > er2*|Aqulz2,
d’ou

1d

5 77 18atllze + a2 Fll Aqullze < [|Agull 2 (HR?,HLQ + 27| Ryl 2

e 9, + T + 18 Tonalle + 18,Pole )

Soit € > 0, comme

1d
2dt

1
2

1d
1Agull72 = ([|Agull72 +5)2E(HAWH%2 +¢)2,
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alors
e [ ()2 + €)F] < Ryl + 27 Rl
(4.2) + 1A Toadl|| 22 + | A Tonall e + H [0, 4] - Vu’ L
+ 118, Pg 12 + 12*0pie,
avec

kdif{o siqg=—1

¢y sinon.

On décompose II sous la forme suivante I1 = II; + I, avec
div((1 +a)VIL) =divG ou G dif g — Tyuv — To,u,
div((1 + a)VIL) =divH ou g (1 + a)div(p(a)M).

En intégrant (4.2) par rapport au temps, puis en faisant tendre e vers 0 puis
en multipliant par 2%° et en prenant la norme [?, on trouve

1

[l o sy + 7 [ S— ) S lluolls + A vull gy + (1Pgllzy s
Lm(H T(H?)

+ 1 Twallillzy () + 72 i ||TVQH2||Lm(H5+172) + ||Tvn1a||L1 L(H*)

1

_R_l ! 2qs 2

B Tonll g e -2y + < D2 L (L2)>

q>-1 r

1 s 2 3 s 2 _ 3
(30 IR )T+ (2 22 IR sy) )

g=—1 g=—1

[v, Aq] -Vu

Supposons tout d’abord que « # 1. Comme a > 0, alors les lemmes B.3, B.5
et B.1 de [9], impliquent que

( Z 22‘1(s’2+%)HAq (a div/\/l) d1V<aA M)

q>—1

=

W))

Lm Hs+——1 a\/l)

et

(D2 222ty 2 )

g>—1

5 HVCLHE%(H%JMA)H (ﬁ(a) - IU/l)MHE$(H5+%717a\/1)7
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H, =4, [a div{ (1(a) — ul)/\/l}] —div [aAq<{ﬁ(a) - ul}/\/lﬂ,

et par suite en utilisant le fait que s+ % —1—aVvl< % +a, la remarque 2.4
et 'inégalité (2.17), on obtient

1
S— 2 2
< Z 92( 2+m)”Hq”%¥l(L2)>

g>—1
S/ HVG’HE?Q(H%-HJ—I) ”a’HZ%o(H%-Fa) HVUHZ$(HS+%—I—O€\/I)

donc

1
S 2_ E
( S gt 2)||R31||%gp(m))

g>—1

<
S [Vall; IVl

%O(H%Jrafl Z?(H5+%717QV1)<||a||Z%O(H%+O‘) + 1)

De nouveau en utilisant le fait que s+ % —1—-aVvl< % + «, alors I'inégalité
de Holder et l'inégalité (2.17) donnent

- N HVUHZIW(Hs-s-l—l—a\A)

L%—?(H?+a) m

[Vull

1
o142 3 ~
(D0 22 R 1) S i) —

q>—1

S llall;

N ~ 2 1 .
Lge 3+ VY P Dot =1

Pour o = 1, il suffit de remplacer HVCLHZ%O(H%) par Hva”E;O(H%mLoo) pour

par [laf;

la majoration de R, et |al Foo (341
T

Tee(®+1 y T IVallpse(re~) dans
Iestimation de RZ.
De méme, on a

(z

q>—1

[0, A,] - Vu’ i

avec (voir [9, lemme B.5])

INgl si—f<s<f+1

B;QV_OOOLOO

Ve IVl e sis >4 +1
IVu(t)|| e siv=uet0<s
0 si Vo = 0.
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Puisque s+ % -2< % + a, alors d’apres I'inégalité (2.15), la proposition 1.4
et la remarque 1.7 de [9], on a
1Tvallillz1 sy S IVall;

Loo H2+Ot 1 HleHZ%(Hsfo‘/)’

1Tomallzy o) S iz g oo IV oo,

HTVaHQHLm Hs+—f2 < HV ”zoo g ta-1 HVH2HLm(HS+%*2*O/)7
HTVHQG/HLWL HS+7_2 ~ ” "Loo(H2+a)|’vH2"Lm HS+7_2 a)

2
s+-=—2 A
—n— ), on trouve grace a

Comme s > 2 — %, alors pour 0 < o < inf(1, %a, -

la proposition A.5 de [9], les inégalités suivantes

s+1
QHVH1HZ%(H#&’) S Ar ”QG”Zl (Hs—o")

T
S A (199lzy 0 + [ V'Ot ds).
0
avec
awp J1+e” 1”va”Loo(H2+a y sta#l
T )14 IVall, Sa—l.

Lo (% nLoe)

Pour majorer [|VILy|| il y a deux cas possibles soit o/ < s+

Zy(Hsﬁ»%foo/)?
2 _ 2o <T¥4p/soit 1 <s+2—-2—a <& 4a, et parsuite
m — 2 — m — 2 ’

s+172 s+%72

< "4 e ”QH”Z$(HS+%*2*0/) 5 AT o

a VI

Lm Hs+—72 ol

x {HaAqu?(HH%_Q_a/) + H 1+ a)div|(fila) — ') M| Hzmw%w)}‘

Puisque s + % —2—-d < % + «, alors la remarque 2.4 et les inégalités de
Bernstein et (2.17) impliquent

a[|VIL[z

m Hs+—72 a)

s+%72

S Ar 7 lall g gy 10l g e e { N ey 1)



EQUATION DE NAVIER-STOKES AVEC DENSITE ET VISCOSITE VARIABLES 571

Donc

1 1
el ze carsy + A ull 7 o 2y S Nuollars + B | Aull sy + 1PNy ey

T
 AF Nl ey (199173 ) + / V0) ()t

1 Hl% 3
+Mm A ||a[||z%o(H2 ||u||Lm Hs+—7o/)
T !
ATl g oo Nl ey + [V OOt
0
Soit
déf L+ ||a||z%o(H%+a) sl # 1
T = )
1+ ||a||Z%O(H%+1) + I Val L=y sia=1,
alors
2 )
HUHLOO HS _'_lu HuHLm(HS-Fm) ~ HUOHHS +/’LmB ” ”Lm HS+*—Ot)
T
(1.3 8 (lallzy ey + / V() u(t)-de ).
Pour conclure il suffit d’utiliser le lemme de Gronwall. [ |

Remarque 4.1. Remarquons que pour s vérifiant s + % —-1< % +a, on a
VIl a coefficients dans L?(HH%”). De plus

a|VIL < A7 Jall;

L sl e 2, (4 lall

||Z7Tn(HS+%*2) L%+ ))'

Grace a la méthode de Friedrichs et la proposition 4.1, on obtient le
résultat suivant (la démonstration est la méme que celle de la proposition 3.5

de [9]).

Proposition 4.2. Soient T > 0 et pu, m, s, o, &, ug, g, a, v vérifiant les
conditions de la proposition 4.1. On suppose de plus que ((%—H}-V) log (1+a)
€ LL(L(RYN)). Alors le systéeme (M) admet une unique solution (u, VII)
telle que

ue (éT(HS(RN)))N, pue (Lp(a (]RN)))N

et Vile (Lh(H'®RY)) +(E’T”(HS+312Q'(RN))>N.
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Enfin pour démontrer que le systeme (INAg) est localement bien posé
dans H?, pour s suffisamment grand, il suffit d’utiliser le schéma itératif et
la proposition 4.1, (pour plus de détaille voir la fin de preuve du théoreme 0.2
de [9]). D’ou le théoreme 1.2. [ |

Le théoreme 1.2 nous permet démontre le résultat d’existence dans I'es-
. N LN
pace By x By pour 1 < p < 2N. Notons que dans ce cas ug est dans un

espace a régularité négative. En d’autres termes, nous avons.

Théoréeme 4.1. Soient1 < p < 2N et pu vérifie (1.1). Il existe une constante
c dépendant de N, p et de la fonction p telle que pour ug un champ de
N

vecteurs a divergence nulle avec coefficients dans BF_l( RY), f apparte-
N_
nant i (L'Ry; BY (®¥))Y avee OF € (12,(Ry; B ®R¥))™ et ag €
LN
B} (RY) o1
laoll x < ¢

pl

alors il existe T € (0, +00] tel que le systéme (INAé) admette une solution
(a,u, VII) vérifiant

N . N LN Lo X\ N
a€Cy(0,T); BY)NLX(BY), uc (C,,([O,T); BN LhBL))
1+ N_q N
et VIl € (Lp(B} 7))
De plus il existe une constante 3 dépendant de N, p et i telle que

lall__  x < Bllaoll  »
L%O(Bppl) Bppl
et
lull .y +ptllull | x, +[IVIT| < Bllluoll - +||f|| Ny ).
L’%o ppl 1) LT(B +1) TBpl ) ( pl ' ppl ))

2 = ] —
De plus VII € (Lj- (Bp 77))N avec 0 < n < inf(1, 2]\2[;7’) et T' peut étre
minoré par

max {t > 0’ Iefl i + ZQQ(__l <||A uollze + 18P fll 1y (1) )

pl q€Z
—Kp't22e

() <t

déf
avec pt = p(1) et Uy = HUOHB%_I + ||Pf£I . N .

p1 L (R+?Bp1 )
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4.2. Démonstration du théoréme 4.1

La démonstration du théoreme s’effectue en trois étapes. La premiere consis-
te a résoudre un probleme approché, la deuxieme étape a démontrer que la
solution du probleme approché est uniformément bornée et la derniere, a
étudier la convergence de la solution approchée et démontrer que sa limite
est une solution de (INS).

Premiere étape : Construction d’une solution approchée réguliere

Tout d’abord on démontre que I'ensemble des fonctions régulieres est dense
dans 'espace Bj,.

Lemme 4.2. Soient 1 < i < 4, s; € R, (p;,7:) € [1,00[* et (G, H,F) €
B;irl(]RN) B;§r2(RN) B;grB(RN), telles que divH = 0 et QF € Byt .
Alors pour tout € > 0 il existe une suite (G.).>o réguliere et ngy tel que

|Ge — G”Bfﬁrl <e pour toutn > ny.
Si de plus G € L>°(RY), alors
1G]z @yy S Gl @)

De méme pour H et F avec de plus H. € H®(RY) et F. € H*(RY) telles
que divH. = 0 et QF. bornée dans B

p3r3’

Preuve. On régularise G par 'opérateur Aq et on localise : pour n € N et
0 <0 <1, on définit

Gn,é dif @6 Z AqG
lg|<n
avec Os(z) = O(dz) telle que © € S(RY), ©(0) = 1, suppFO C B(0,1).
Pour simplifier les notations, on pose G, Y gns,
Tout d’abord l'inégalité de Bernstein montre que G. € S(R"). Pour

montrer la convergence, on commence par faire tendre ¢ vers 0, pour cela on
prouve que G, — ZIqISn A,G dans By, quand § — 0 : en effet par définition

de 'opérateur Ay, on a

AvGe(w) = A 3 AG) (@)

lg|<n

:sz/RNh(zN(x— N(O0y) 3 AG) — D AGly) ) dy.

lg|<n lg|<n
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Comme

O(dy) ZAG ZAG — 0 pour tout y quand § — 0,

lg|<n lg|<n

Z\Q\Sn ACIG € Lr he L7 et H@J”L"O S

S 1 alors le théoreme de Lebesgue
implique que

AkG <ZAG> — 0 quand § — 0

lg|<n

et

1@ @ = )| 3 AGly)|dy

lgl<n

Ao - a( T A0)w)| 5 [

lg|<n RY
appartient a LP d’apres Young. Le théoreme de Lebesgue implique alors que

HAan(x) - Ak< 3 AqG) (z)

lg|<n

— 0 quand 9 — 0.

Lr

D’autre part comme supp F O5 C B(0,0) et

supp ]:< Z AqG> C C(O, 22", 22"),

lg|<n
alors pour 0 < %2_”, on a

3 11
supp F G- CC(O 82 " 32”>

et par suite

Ak<@5ZAqG> =0 sik—m>3 oun+k < -3.

lg|<n

|a(0s 3= A06) |, 5 X0 1Al

lg|<n lg|<n

D’autre part

et

Z kst Z ||AqG||Lp < 00,

k| <n+2 lgl<n

donc le théoreme de Lebesgue implique que

o

— 0 quand 6 — 0.
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Maintenant on va démontrer que Z|q|<n A G — G dans Bf)r quand n — 00.
Mais G — Z\q\<nA G = Z|q|>n+1A G — 0 dans BS quand n — oo, car
> A,G € B > Dot S(R™) N B;T(RN) dense dans B;T(]RN). Pour montrer

que G, est bornée dans L>°(RY), premierement d’apres I'inégalité de Holder,
on a

[Gellimam < | 32 A, 105l < || 32 A4

lgl<n lgl<n

Le® ]RN

mais Z|q|<n AqG = Sn+1G — S_,G, on utilise le fait que I'opérateur Sq est
continu sur les espaces de Lebesgue, on trouve

| > ac] _<icl-

lgl<n

Pour H il suffit de prendre H., = P<@5 Zlqlén AqH) qui appartient a

H>(RY) car O > lal<n AH € (S(RN))N d’apres I'inégalité de Bernstein
et par suite a ses coefficients dans H*°(RY). Enfin, on utilise le fait que P
est continue sur les espace de Sobolev et de Besov homogene.

On approche F' par

F=P(0; > AF)+0; > A,QF.

lg|<n lg|<n

De méme on a F. € H*®(RY), et on utilise le fait que P est continue sur
I’espace de Besov homogene. Donc on a

77(@5 Z AqF> — P Z AqF quand § — 0 dans B3

p3T3
lg|<n lg|<n

et comme Q est continue sur I'epace de Besov homogene, alors

Os Z AqQF — Z AqQF quand § — 0 dans B

p3T3
lg|<n lg|<n

et par suite

p<@5 Z AqF> 1 O Z A,QF — Z A,F  quand § — 0 dans B¢ .

lg|<n lg|<n lg|<n

D’autre part, par construction, on a QF, = Q(@5 Z|q|<n AqQF>. De nou-
veau, la continuité de Q sur I'espace de Besov homogene implique que

1QF I, < 1QF |51

oy’
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D’apres le lemme 4.2 il existe donc aj € H*F(RY), ufl € (H* (RN))N
et fm e (Z}OC(RJr; HSO(RN)))N pour o > 3 — 1 telles que
lagllze < llaollz=, divug =0 et [Qf"] x o SQSI N -
L ) Ll

.BP .BP
loc Ry; pl loc(RJF’Bpl )

Maintenant grace au théoreme 1.2 on peut déduire que le systeme (Ifl\\@;) avec
données (ag, ug, f™) admet une solution locale unique (a”, u™, VII") telle que

a" € C([0,77); HHH(RY)), u™ € (C((0,T7); H*(RY)))"
et VII" € (L'([0,T™); H*(RV)))™.

Deuxieme étape : Estimation de la solution régularisée

Soit T' € [0, +o0] un minorant de inf, ey 7. On va montrer que I'on peut
choisir 7' > 0 tel que (a",u™, VII™) appartienne a et soit uniformément
bornée dans

N

By (B A BB s (LB
Er = LT (Bpl) X (L%’(Bpl )mLT (Bpl )) X (L%“(Bpl ))

Soit (u},II}) la solution du systeme de Stokes non-stationnaire suivant
o} — ptAu} + VIIE = f*
(L) divu} =0
UL o = Up-
Par construction,
n 5 1 N s N n T1 1 50\ &V
ug € By (RYM)NH*(RY) et f"e (L (Ry; By NH™))".
Donc, d’apres la proposition 2.3 [10], on a
LN N ~1 N _q N
(u?, VII?) € (L;’?(Bppl mH5°)> x (LT(B;1 N H5°)>
~ N N
et de plus u? € <LlT(Bp”1 N H50+1)) pour tout T > 0.
On décompose (u", VII") sous la forme suivante u” = u} +u" et VII" =
VIT} + VIT'. Alors
(a",@", VIT") € C([0,T"); H**) x (C([0,T™); H*))™ x (L. (H*))"
satisfait
oa +u"-Va" =0
O + v - Vu" — AT + VI = H(a", u™, VII?)
divu™ =0
(an>ﬂn)\t:0 = (ag’ 0)7

(NL)
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avec
H(an’ un’ VHn) — . vuz + an(,ulAun . VHn)
F(1+ a”)div{(ﬁ(a”) - ul)/\/l”}

et M" = Vu"+!Vu". Nous allons montrer dans la suite que (a”, 7", VII') €
Er». Remarquons que le probleme se pose seulement pour p < 2 et les basses
fréquences. Dans le cas 2 < p < 2N et N > 3 on utilise le fait que

(7", VIT') € (0,77 B (®)) x (C([0.77); Ho(®")"
< (0.7 oY)

et l'inégalité de Bernstein, qui entraine H*° — B;l(RN ) deés que sp > s+

% — 2 (on a besoin de ca pour les hautes fréquences) et s > ¥ — & puisque
P P 2

pour les basses fréquences, on a

sy N_N
ST 2A e S Y 27T A e S (1A

g<-1 g<-1

Donc (a”,u™, VII") € Epn pour 2 < p < 2N et N > 3. Pour 1 < p < 2 ou
N = 2, on utilise 'inégalité (2.8), le fait que H*(RN) < B3 (RN) des que
S0 > s et s > 0 et le résultat suivant qui donne une majoration des solutions
de systeme de Stokes non stationnaire dans les espaces de Besov homogenes
construits sur les espaces de Lebesgue LP par ceux construits sur L2.

Lemme 4.3. Soient p €|]1,00[, 0 < s+ 1+ N — %, r € [1,400], up un

champ de vecteurs a dwergence nulle avec coefficients dans B,, et g un

champ de vecteurs a coefficients dans ZlT(B;T). Soient w et v des champs
cs+14N-T

de vecteurs a divergence nulle tels que v € (LlT (Bw "N Lz))N et u €
. s N—IN
(L%O (BZ:,rlJr ! ﬂLQ))N une solution de systéeme de Stokes non stationnaire
du+v-Vu—vAu+ VIl =g
(L) divu =0

Ujt=0 = Up-
Alors il existe C' dépendant de N, p et s tel que u vérifie [’estimation suivante
[llzoo s,y + VIullzy o2y + IVIzL 55

< C(Jluol

b ol iy + 0l g W, ey )
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Preuve. La démonstration s’appuie sur celle de la proposition 3.3 et I'inéga-
lité (2.8). En effet : on a

ou—vAu+ VIl =g—v-Vu.

En reprenant mot pour mot la preuve de la proposition 3.3 et en utilisant
I'inégalite de Bernstein, on obtient

[ellzoo s,y T VIullzy spe2) + IVIzL 55
t
< llull, + Cllllzs )+ C [ o Tl dr

< luol

t
3.+ Clolzy gy +C [ @ ulggpar
Comme s+ 1+ N — % > (), alors les inégalites (2.8) et de Holder impliquent
fallz g + Pl cagre, + IV Tz g
< ool + ol y + Cll L osony I, iy

De méme on a une estimation analogue pour l’équation de transport,
plus exactement on a pour s+ 1+ N — % >0

t
b+ | IF@)
0

1AWz 5, < Ilol B, A7+ C||f||L%o or1n-

(L2NB,, )

R )

Appliquons le lemme 4.3 avec u =", v = u", F' =0,
g=—u"Vu} +a"(p'Au" — VII") + (1 + o”)div{ (a(a") — p' ) M"}
et s = % — 1 et l'inégalité (2.8) que implique que

"l

Au™|

Hso Hs0 si Sog > N.

Ham”n”gffl S lla®lpyazz1Au™ [ gy a2 < lla

On en déduit que (a”,u™, VII") € Epn pour 1 < p.
Maintenant on va démontrer que (a”, u", VII") est bornée dans Epn.

D’apres la proposition 3.2, on a

lol x <esp(CIVerll | x Ylagl s
L5 (B, L)) B
<o (O], laol x.

TN (Bppl) pl

ol Oédé,fC”;L”LI (plus exactement ¢ dépend de la fonction © du lemme 4.2).
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De plus la proposition 3.3 implique que

@l ox +utE o w FIVIT)
n pl T pl T"(Bpl )
< Coxp (O V|l |y Y H(@ " VI
Lipn p1) Lin(By )
D’apres I'inégalité (2.12), on a
| —u™ - Vu? + a" (' Au™ — VII?)|| N,
L;"(Bppl )
| A A4 N
(4.4) [[u"| w53 1)|| L||L1Tn 3
clatl x (s + VI s ).
L%on(BppoomLoo) %—‘ p1+1 n( pl 1)

Les inégalités (2.12), Bernstein, (2.11) et (2.17) impliquent

H(1 +a")div{ (ji(a") — pt) M™}

N_4
Lin(Bf )
< 1+ a” 1 Mn
Sl e e —ae
S (L fla™]] la™[l___ x et v
( Tn(BppoomLoo ) (Bpl) LlTn(Bpp1+l)
On en déduit que
Tl v FuME s+ [[VIT N,
T\ "pl T p1 T"( p1 )
<Cexp (CIVall s 'l Vgl + ]
L (B) imBn ) U Lh.BR) Ie5, (B)

X (1+ ||a" 5 )(1“n vy VI *‘)'
(L1, ) (I, s IV, s

™"
Soit ¢ un réel strictement positif petit. Il existe alors 77 > 0 tel que

(4.5) plucll - xa +IVIL]x <
1 (B B )

T1 pl ) 1 pl

En effet, on applique lopérateur Q sur (L), on obtient

(4.6) VI xS QAL a <AL, x <

Ly B Ly (BY ) Ly B
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LN
pour Ty petit car f € L}, (Ry; BJ 1) et
,Ul HUL” ]
Ltl(Bppl
1 — e—Ku1t22q
@ <oy Y (1Al + 1AP s ) ()
qEZ
Yrm<c

pour t assez petit car le théoreme de Lebesgue implique ¢t —— F(t) est
continue et clairement F'(0) = 0. De méme la proposition 2.3 de [10] implique

déf
lucll xon < llwoll x +IPA - x = Uo
T( pl pl 1(Bp1 )
Et par suite
(48) p g, e FIVTED, s <o et gl oy <ol
LTl(Bpl ) pl Tl( p1l )

Dans la suite on peut supposer que 7" < T) (sinon on diminue 7"), donc
pour t < T

@),y + T IV
Ltoo(Bpl Lt Bpl ) pl )
c ¢
< Co (L (CHT, 5 ) —<” )
< Cexp (G (¢, Lo )4 2 (71 5+ Oo
oy (1 el s )
pl) Loo(Bpl)

X <§+:UJ1HU”H N+1 +||VH H N _ )}
LYBL ) (B2 B

et
C
(10) o'y <aen (S (CHIEN L v ))laol y-
LE=(B,) 'U’l L} (Bpp1+l) B\
Donc si
C 20U\ _ 1
8Claoll x (1+2laoll x) <1 et (1, 20y L
Pl pl M M 8
alors
8CU,
e I IV <24 o),
(4.11) LEB, ) Ly (B ) (Bm) I
"Il .y < 2alaoll y.

[un

pl p
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En effet : soit

U ()

. o~ +pME x| VI || L
By I BL )

Choissions T tel que

¢ )
(4.12) exp (E(“ ) gﬂ))) <2

T2( pl
Les inégalités (4.9) et (4.10) impliquent que

U”(T2)§20{/f(U"(T2)+U0)+2Haou (1+|yao|y )(C+U”(T2))},

pl
et par suite

8CU,

(413)  UMT) <2+ =0) et o'l x < 2afjao] .
LX (BP BP

Ty pl p

[

Lorsque ¢ suffisamment petite, linégalité (4.12) est vérifier. Et par suite par
méthode standard de connexité on montre que T, = T". Le méme raisonne-
ment permet d’avoir 7" = T, avec des controles uniformes.

Lemme 4.4. Soient 1 < p < 2N et 0 < n < inf(1, 2= =570). Alors (VII")en
2 . N_q_

est uniformément bornée dans (L;l_” (B n))N.

Preuve. Pour majorer la pression, on utilise le fait que

div((1+a") V") = div(Qf" - u" - Vu + (14 a")div {i(a")M"}).

Par Construction de f™ et l'inégalité (2.10), Qf™ est uniformément bornée
2 —1-
dans (L;l’" (B ; n))N. De nouveau l'inégalité (2.10) implique que u™ est

2 N
uniformément bornée dans (L}l_?7 (B n))N, et par suite le choix de n, p<2N
et I'inégalité (2.5), on a u™ - Vu" uniformément bornée dans

(war By )Y,

Enfin pour (1 + a")div{a(a™)M"}, les inégalités (2.3) et (2.5) impliquent
div{fi(a")M™} est uniformément bornée dans

(L (B )Y 0 (L8 By ).
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Et par suite, par interpolation, div{ﬁ(a”)/\/l”}, est uniformément bornée
2 . N_g
dans (L7, " (B} ' n))N. Alors 'inégalité (2.5) implique que
(1+ a")div{pa(a" (Vu +' Vu")}

2
. ) , 1=n\N .
est uniformément bornée dans ( ( )) , donc VII™ aussi car

la"(|__ x <2a ||ao|| Ly <<l
LTl(Bpl p

-

D’autre part les inégalités (4.6) et (4.7) montrent que si
Up + ||Qf||L1 o1, S <du', alors T = +oo.

R4; p1

Troisieme étape : Convergence

Tout d’abord par construction de (uf, f"), par définition de (uf, VII}) et
unicité des solutions du systeme (L), le couple (uf}, VII}) converge vers la
solution (up, VHL) du systeme (L). Par contre pour montrer que la limite
de (a",@", VII") est une solution du systeme (NL), il va falloir recourir &
des arguments de compacité.

Nous savons que (a”,@", VII') est uniformément bornée dans

N

(B < (Txan ki) < (kB )

2
et que de plus VII" est uniformément bornée dans (L3, " (B " n))N.
Alors pour pouvoir utiliser le théoreme d’Ascoli, il suffit d’estimer la
dérivée par rapport au temps de a™ et u" (voir par exemple [11]).

Lemme 4.5.
N
(i) La suite (9,a™),en est uniformément bornée dans L (B, ).
2 . N_q_
(7i) La suite (O;u")nen est uniformément bornée dans (LCQF;W (B, 77))N

pour 0 < n < inf(1, 2]\2[19_”).

Preuve. Rappelons que
oa" = —u" - Va".

Comme p < 2N alors grace a 'inégalité (2.5) et par interpolation, on trouve

oa” u" ~ ||Va” N
101, e SI IV
1
S || HU"H2 la"|
~ LE (Bp%1 - L le“ % (By7)
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Pour ©", on a
ou” = —P(u"-Vu") — p' Au} —P(a"VII") + P {(1 +a") div{ﬁ(a”)/\/l”}] :

Comme l'opérateur de Leray est continu sur les espaces de Besov homogenes,
alors les calculs du lemme 4.4 restent valables. Il reste & montrer que pu'Au?

2 N
o . L. A e
est uniformément borné dans (L%"(Bpp1 )) . Mais il est uniformément
bornée dans

- %71 N 00 (T %73 N
(L%—‘l (Bpl )) m (LTl (Bpl )) °
Donc I'inégalité (2.10) implique que p!Au? est uniformément borné dans
e NV
(L;—'l (Bpl )) ° .

A partir des inégalités de Cauchy-Schwarz et de Holder et du lemme
précédent, on obtient le corollaire suivant.
Corollaire 4.1.

LN
(i) La suite (a")pen est uniformément bornée dans C' <[0, T\); B 1).

N _o
(ii) La suite (@) nen est uniformément bornée dans C'2 <[O, T); By ) pour

!

tout 1 appartenant a |0, inf(1, o

Rappelons que

Bs-i—e —, Bste °—>B;

pq,loc pq,loc q,loc

avec la deuxieme injection compacte pour tout € > 0 (voir par exemple [22]).
11 existe une sous-suite notée encore (a”, @",VII') qui converge vers (a, 7, VII).
Et par suite la proposition 2.2 et l'inégalité (4.13) assurent que (a,u, VII)
est une solution du systeme (IN/\é) et appartenant a
-~ .N . LNy NI \N LN | \N
L) x (LRBA )N Ly (BA)) x (Lh (B4 7))
Concernant la continuité de u voir [11]. Pour montrer que a est continue et

que sa norme L™ est conservée, on utilise que a = ago ¥~! avec ¥, flot de u,
ce qui démontre le théoreme 4.1. [ |

Remarque 4.2. Pour prouver ['unicité, on a eu seulement besoin d’avoir
N

ag petite dans BEOO NL>® pour3 < N etl <p< N et petite dans B;l Sinon.
Par contre pour l’existence cette condition est insuffisante, car le terme

a"div{(a(a™) — p') (V" +' VT") }
ne peut étre absorbé dans les estimations que si a” (et donc ag) est petit

LN
P
dans B,
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En revanche si p est constante, les termes nécessitant l'usage de la
N N

norme Bfl pour a" sont nuls. Alors il suffit de prendre ay € Bp;oo N L
avec norme petite. Plus précisement on a le résultat suivant :

Corollaire 4.2. Soient r € [1,00] si N >pet N >3, r=1sip=N ou
N =2cet1l<p<N (Pexistence est valable pour 1 < p < 2N ). Il existe une
constante ¢ dépendant de N et p telle que pour

we (B ®Y)Y div ug = 0
0 1 avec divug =0,

fe (LR BL @)Y avee QF € (LL(Ry: B ®Y))Y

loc
LN
et ag € B (RY) N L¥(RY)

o
ool x <e (ool y<c si N=p ou N=2),
p BP

BF.nL> P

alors il existe T € (0,+00] tel que le systéme (IN/\E) admette une unique
solution
N L N_]\N
(a,u, V1) € Gy((0,T); Bjy) 0 L(0,T; 1) x (Cy((0,T); By )

N N

1 N 1 LN
N <L (0,T; B )) x <L (0,T; B ))

De plus St
(7 N, + ] < Cul
H O”B:’\{ 1 H |’L1(R+;Bg 1) )

alors T = +o0.
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