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Le Théorème du symbole total
d’un opérateur différentiel p -adique

Zoghman Mebkhout et Luis Narváez Macarro

Résumé

Let X † be a smooth †-scheme (in the sense of Meredith) over a
complete discrete valuation ring (V,m) of unequal characteristics (0, p)
and let D†

X †/V
be the sheaf of V -linear endomorphisms of OX † whose

reduction modulo ms is a linear differential operator of order bounded
by an affine function in s. In this paper we prove that locally there
is an OX †-isomorphism between the sections of D†

X †/V
and the over-

convergent total symbols, and we deduce a cohomological triviality
property.

1. Introduction

Cet article complète l’article [13] sur les propriétés de finitude de l’an-
neau des opérateurs différentiels p-adiques sur un schéma †-adique [15]. Les
résultats ont été pour la plupart obtenus à la fin des années quatre vingt mais
n’avaient pas été publiés. Entre temps la théorie des équations différentielles
p-adiques a connu un grand développement. Il s’agit d’une théorie non tri-
viale sans laquelle on pourra difficilement obtenir des résultats significatifs,
comme par exemple le théorème de finitude des nombres de Betti p-adique
d’une variété affine non singulière [11]. Cependant ce point de vue s’est
avéré être le point de vue juste de la cohomologie de de Rham p-adique. Les
résultats de cet article jouent un rôle central dans les opérations cohomolo-
giques pour la cohomologie de de Rham p-adique en dimensions supérieures
et leur publication devient maintenant nécessaire.
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Le résultat central de ce premier article est le théorème du symbole total
d’un opérateur différentiel p-adique dont on déduit la trivialité cohomologi-
que du faisceau des opérateurs différentiels p-adiques au-dessus d’un ouvert
affine assez petit :

Théorème. Soient V un anneau de valuation discrète complet d’inégales
caractéristiques (0, p) et A† une V -algèbre faiblement complète lisse munie
de fonctions x1, . . . , xn telles que leurs différentielles forment une base du
A†-module des formes différentielles séparées. Soit P un opérateur diffé-
rentiel de l’anneau D†

A†/V
et la suite aα, α ∈ N

n, d’éléments de A† définis
par

aα =
∑

0≤β≤α

(α
β)(−x)βP (xα−β).

Alors l’opérateur P est égal à la série

P (a, Δx) :=
∑

α

aαΔα
x .

De plus l’application symbole total qui à un opérateur différentiel P associe
son symbole total

σP (x, ξ) :=
∑

α

aαξα

est un isomorphisme de A†-modules à gauche entre l’anneau des opéra-
teurs différentiels D†

A†/V
et l’algèbre A†[ξ1, . . . , ξn]† complété †-adique de

l’algèbre A†[ξ1, . . . , ξn].

Le théorème précédent est démontré en deux parties. Le théorème 5.1
montre la convergence du symbole total et l’injectivité de l’application sym-
bole total

σ∗ : P ∈ D†
A†/V

�→ σP (x, ξ) ∈ A†[ξ]†.

Le théorème 6.1 montre que l’application symbole total σ∗ est surjective.
Les démonstrations des deux parties sont de nature différente.

Ce théorème produit beaucoup d’exemples d’opérateurs différentiels p-
adiques. Nous l’utilisons de façon essentielle pour définir la cohomologie de
De Rham p-adique d’une variété algébrique lisse admettant un relèvement
comme schéma faiblement complet comme défini dans l’article [15] et †-adi-
que lisse. Chemin faisant nous démontrons un théorème de division pour les
algèbres ultramétriques et une majoration du quotient et du reste qui joue
un rôle essentiel dans la définition du morphisme symbole total.

Dans le deuxième article [12] on utilise ce théorème pour montrer le
théorème du symbole total d’un opérateur différentiel p-adique d’échelon
h ≥ 0 et la noethérianité de l’anneau de ses sections globales au dessus d’un
ouvert affine assez petit.
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Voici le contenu des différents paragraphes. Dans le deuxième paragraphe
on démontre le théorème de division par un idéal de l’algèbre K[x1, . . . , xn]†

sur un corps ultramétrique complet K et une majoration du quotient et du
reste. Nous en déduisons que tout idéal de cette algèbre est de type fini et
fermé pour la topologie naturelle limite inductive d’espaces métriques com-
plets et donc la topologie quotient sur toute algèbre quotient est séparée et
limite inductive d’espaces métriques complets. Dans le troisième paragraphe
nous rappelons deux théorèmes de la théorie de Grothendieck des espaces
vectoriels topologiques limites inductives dénombrables d’espaces métriques
complets sur un corps valué complet, le théorème du graphe fermé et le
théorème de factorisation et nous déduisons quelques conséquences topologi-
ques pour les algèbres quotient précédentes. Dans le paragraphe quatre nous
rappelons la définition du faisceau des opérateurs différentiels p-adiques sur
un schéma †-adique. Dans le paragraphe cinq nous démontrons le théorème
du symbole total d’un opérateur différentiel p-adique. Dans le paragraphe
six nous démontrons la réciproque, le théorème de l’opérateur différentiel
p-adique d’un symbole total. Dans le paragraphe sept nous en déduisons
l’acyclicité du faisceau des opérateurs différentiels p-adiques au-dessus d’un
ouvert affine assez petit.

Notations et conventions

Nous utiliserons les notations suivantes :

1) R anneau commutatif unitaire noethérien, I idéal de R, Rs :=
R/Is, s ≥ 1 ; en particulier R1 := R/I.

2) (V, m, k, K, e) anneau de valuation discrète complet d’inégales ca-
ractéristiques (0, p), d’idéal maximal m, de corps résiduel k, de
corps de fractions K et d’indice de ramification e := vm(p).

3) X/R schéma sur R.

4) De façon générale si X/R est un espace annelé sur R nous notons
DX/R le faisceau des opérateurs différentiels défini par récurrence
sur l’ordre dans ([7, § 16]) et noté DiffR(OX/R). La notation DX/R

et ses variantes sont aujourd’hui universelles.

4) Si X/R est un schéma lisse sur R, un système de coordonnées
locales x1, . . . , xn est constitué de sections locales du faisceau OX/R

telles que leurs différentielles forment une base locale du fibré des
R-formes différentielles ([7, § 16]).

5) α ∈ N
n, α! := α1! . . . αn!, |α| := α1+ · · ·+αn, (α

β) := α!/β!(α−β)!,
xα := xα1

1 . . . xαn
n .
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6) Δ := Δα
x := Δα1

x1
. . .Δαn

xn
la famille des opérateurs différentiels as-

sociés à x = (x1, . . . , xn) et à α = (α1, . . . , αn) ∈ N
n ([7, Th. 16.11.2]).

Ils sont determinés par les conditions

Δα
x(xβ) = (β

α) xβ−α, α, β ∈ N
n.

7) Si A est une R-algèbre on note A∧ son complété séparé pour la
topologie I-adique et A† ⊂ A∧ son complété †-adique [16] pour la
topologie I-adique.

2. Théorèmes de division dans les algèbres ultramétri-
ques

2.1. Anneaux des séries ultramétriques

Soit K un corps valué complet ultramétrique et k son corps résiduel.
L’algèbre de Tate à n variables sur K, notée TnK , ou K〈x〉 = K〈x1, . . . , xn〉,
est par définition la sous-algèbre de l’algèbre des séries formelles dont les
éléments sont les séries restreintes,

TnK = K〈x〉 =

{ ∑
α∈Nn

fαxα ∈ K[[x]]
∣∣∣ lim

|α|→+∞
|fα| = 0

}
.

C’est une K-algèbre de Banach pour la norme de Gauss [3, 5.1.1, prop. 1] :∥∥∥∥ ∑
α∈Nn

fαXα

∥∥∥∥ = max
α

|fα|.

C’est une algèbre topologiquement dénombrable (cf. [3, 2.7]) parce que l’an-
neau des polynômes K[x] est une sous-algèbre dense. De plus, si l’on note
T ◦

n(k) = {f ∈ TnK | ‖f‖ ≤ 1} et T∧
n (k) = {f ∈ TnK | ‖f‖ < 1}, on a un

isomorphisme canonique

T ◦
n(k)/T∧

n (k) � k[x],

d’où on déduit que la norme de Gauss est multiplicative.
Si ρ = (ρ1, . . . , ρn) ∈ (R∗

+)n est un poly-rayon, on note

TnK,ρ =

{ ∑
α∈Nn

fαxα ∈ K[[x]]
∣∣∣ lim

|α|→+∞
|fα|ρα = 0

}
.

C’est une sous-algèbre de K[[x]]. Pour f =
∑

α∈Nn fαxα ∈ TnK,ρ on définit
la ρ-norme

‖f‖ρ = max
α

|fα|ρα.
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La K-algèbre normée (TnK,ρ, ‖ ‖ρ) est aussi une K-algèbre de Banach
dans laquelle K[x] est une sous-algèbre dense et la norme ‖ ‖ρ est multi-
plicative (cf. [3, 6.1.5]). De plus, la topologie de TnK,ρ est plus fine que la
topologie induite par la topologie produit dans K[[x]] = KN

n
. Si ρ ≥ ρ′

l’injection TnK,ρ ⊆ TnK,ρ′ est continue. Par définition TnK,(1,...,1) = TnK .

Notons Pn = {ρ ∈ (R∗
+)n | ρi > 1} avec l’ordre partiel usuel inversé.

L’algèbre DMW de Dwork-Monsky-Washnitzer à n variables sur K, notée
K[x]†, est par définition la sous-algèbre de l’algèbre de Tate

K[x]† =
⋃

ρ∈Pn

TnK,ρ = lim−−−→
ρ∈Pn

TnK,ρ.

Les éléments de K[x]† sont appelés séries surconvergentes .

L’algèbre K[x]† est donc naturellement munie d’une topologie localement
convexe limite inductive dénombrable (car l’ensemble des poly-rayons ρ ad-
met de sous-ensembles dénombrables cofinaux) et l’injection dans l’algèbre
normée TnK est continue, la topologie limite est donc séparée. Comme pour
tout ρ ≥ 1 la K-algèbre normée TnK,ρ est de Banach, la topologie limite
inductive sur l’algèbre K[x]† est une topologie de type LF au sens de Grot-
hendieck [8]. Nous utilisons aussi la notation A†

nK pour la K-algèbre K[x]†.

2.2. Division dans les anneaux de polynômes à coefficients dans un
corps

Soit k un corps et F =
∑

α∈Nn Fαxα une série à coefficients dans k.
Le support de F est l’ensemble

N (F ) = {α ∈ N
n | Fα 
= 0} ⊆ N

n.

Si F est un polynôme son support est un sous-ensemble fini de N
n.

Plus généralement si F = (F1, . . . , Fm) est un vecteur de séries à coeffi-
cients dans k, on a une écriture unique

F =
m∑

j=1

∑
α∈Nn

Fj,αxj,α

où les Fj,α sont dans k et xj,α dénote le vecteur (0, . . . , xα, . . . , 0), le monôme
étant à la j-ème place. Autrement dit, on a Fj =

∑
α∈Nn Fj,αxα pour chaque

j = 1, . . . , m. Le support de F est l’ensemble

N (F ) = {(j, α) ∈ {1, . . . , m} × N
n | Fα,j 
= 0} ⊆ {1, . . . , m} × N

n.

Si F est un vecteur de polynômes, alors N (F ) est aussi un sous-ensemble
fini de {1, . . . , m} × N

n.
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Si α = (α1, . . . , αn) et β = (β1, . . . , βn) sont deux éléments de N
n, nous

considérons les deux relations de bon ordre total suivantes :

Ordre lexicographique inverse : α <lexinv β s’il existe un indice j compris
entre 1 et n tel que αi = βi pour i > j et αj < βj .

L-ordre : α <L β si ou bien L(α) < L(β) ou bien L(α) = L(β) et α <lexinv β,
où L : R

n → R est une forme linéaire à coefficients positifs ou nuls.

Si la forme linéaire L a ses coefficients linéairement indépendants sur Z,
alors α <L β si et seulement si L(α) < L(β).

Si maintenant (i, α) et (j, β) sont deux éléments de {1, . . . , m} × N
n, on

dispose aussi des relations de bon ordre total suivantes :

L-ordre semi-lexicographique pour les vecteurs : (i, α) <L (j, β) si ou bien
L(α) < L(β) ou bien L(α) = L(β) et soit i < j soit i = j et α <lexinv β,
où L : R

n → R est une forme linéaire à coefficients positifs ou nuls.

L̃-ordre pour les vecteurs : (i, α) <L̃ (j, β) si L̃(i−1, α) < L̃(j−1, β), où

L̃ : R
1+n → R est une forme linéaire à coefficients positifs linéairement

indépendants sur Z.

Notons “ord” une des relations d’ordre précédentes sur {1, . . . , m} × N
n,

ou plus généralement, une relation de bon ordre sur {1, . . . , m} × N
n com-

patible avec l’action de N
n (le monöıde N

n opère sur {1, . . . , m} × N
n par

addition sur la seconde composante).

Si F ∈ k[x]m := k[x1, . . . , xn]m est un vecteur de polynômes non nul,
posons

exp(F ) := max
ord

(N (F )).

Si Q ∈ k[x] et F, F ′ ∈ k[x]m sont non nuls, alors

exp(QF ) = exp(Q)+ exp(F ),

et si exp(F ) <ord exp(F ′) alors

exp(F+F ′) = exp(F ′).

Rappelons le théorème de division des vecteurs de polynômes (cf. [1]) :

Théorème 2.2.1. Soient F 1, . . . , F p ∈ k[x]m des vecteurs non nuls. Notons

Δ1 := N
n+ exp(F 1)

Δi := (Nn+ exp(F i)) \
i−1⋃
j=1

Δj , i = 2, . . . , p

Δ := {1, . . . , m} × N
n \

p⋃
i=1

Δi = {1, . . . , m} × N
n \

p⋃
i=1

(Nn+ exp(F i)).
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Alors, pour chaque G ∈ k[x]m il existe des polynômes Q1, . . . , Qp ∈ k[x] et
un vecteur R ∈ k[x]m uniques tels que

1. G =

p∑
i=1

QiF
i+R,

2. N (Qi)+ exp(F i) ⊆ Δi pour tout i = 1, . . . , p,

3. N (R) ⊆ Δ.

Remarque 2.2.2. Si dans le théorème précédent k est un anneau et les
coefficients des monômes principaux des diviseurs F i sont des unités, on a
encore un algorithme de division et le théorème 2.2.1 a lieu.

2.3. Division dans les algèbres ultramétriques

Soit K un corps valué complet ultramétrique de corps résiduel k et “ord”
est une relation de bon ordre total sur {1, . . . , m} × N

n compatible avec
l’action de N

n.

Soit f =
∑

α∈Nn fαxα ∈ K〈x〉 une série restreinte non nulle. Nous
définissons

exp(f) := max
ord

{α ∈ N (f) | |fα| = ‖f‖},

où ‖f‖ est la norme de Gauss. Plus généralement, si f = (f1, . . . , fm) =∑m
j=1

∑
α∈Nn fj,αxj,α ∈ K〈x〉m est un vecteur non nul, nous définissons

exp(f) := max
ord

{(j, α) ∈ N (f) | |fj,α| = ‖f‖},

où ‖f‖ = max ‖fj‖.
Il est évident que :

1. Si ‖f‖ = 1, alors exp(f) = exp(f), où f désigne l’image canonique
dans k[x]m.

2. exp(f) = exp(cf), pour tout c ∈ K, c 
= 0.

Lemme 2.3.1. Soient q ∈ K〈x〉, f, f ′ ∈ K〈x〉m non nuls. On a les pro-
priétés suivantes :

1. exp(qf) = exp(q)+ exp(f).

2. Si exp(f) 
= exp(f ′), alors exp(f+f ′) est égal ou bien à exp(f) ou bien

à exp(f ′).
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Théorème 2.3.2. Soient f 1, . . . , f p ∈ K〈x〉m des vecteurs non nuls. Notons

Δ1 := N
n+ exp(f 1)

Δi := (Nn+ exp(f i)) \
i−1⋃
j=1

Δj , i = 2, . . . , p

Δ := {1, . . . , m} × N
n \

p⋃
i=1

Δi = {1, . . . , m} × N
n \

p⋃
i=1

(Nn+ exp(f i)).

Alors, pour chaque g ∈ K〈x〉m il existe des séries q1, . . . , qp ∈ K〈x〉 et un
vecteur r ∈ K〈x〉m uniques tels que

1. g =

p∑
i=1

qif
i+r ,

2. N (qi)+ exp(f i) ⊆ Δi pour tout i = 1, . . . , p,

3. N (r) ⊆ Δ.

De plus, ‖g‖ = max{‖qi‖ · ‖f i‖, ‖r‖}.

Démonstration. L’unicité est une conséquence standard du lemme 2.3.1.
Pour l’existence il suffit de considérer le cas où les diviseurs f i ont une norme
égale à 1 et la norme de g est plus petite ou égale à 1. On écrit f i = f i

0+f i
1

où ||f i
0|| = 1, ||f i

1|| < 1 et on choisit un nombre r, 0 < r < 1 tel que ||f i
1|| ≤ r

pour tout i. On considère l’anneau quotient

kr := {(a ∈ K, |a| ≤ 1)/(a ∈ K, |a| ≤ r)}

et la réduction K〈x〉m → kr[x]m. Les coefficients principaux des images des
diviseurs f i sont des unités et on peut effectuer la division de l’image de g

par les images des f i dans kr[x]m et on remonte les quotients et le reste en
respectant les supports. Il est facile de voir que l’itération de ce processus
converge et donne les quotients et le reste cherchés. �

Soit L̃ : R
1+n → R une forme linéaire à coefficients positifs (λ0, λ1, . . . , λn)

∈ R
1+n
+ linéairement indépendants sur Z et L : R

n → R la forme linéaire

L(α) = L̃(0, α). Notons “ord” la relation de bon ordre total <L̃ définie
dans 2.2.

Notons pour simplifier R = K[x]†, S = K〈x〉, et pour chaque s > 1

Rs =

{ ∑
α∈Nn

fαxα ∈ K[[x]]
∣∣∣ lim

|α|→+∞
|fα|sL(α) = 0

}
.
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On a donc Rs = TnK,ρs avec ρs = (sλ1 , . . . , sλn), et R = ∪s>1Rs. Notons
aussi pour simplifier, pour f ∈ Rs,

‖f‖s := ‖f‖ρs = max
α

|fα|sL(α).

Si f = (f1, . . . , fm) =
∑m

j=1

∑
α∈Nn fj,αxj,α est un vecteur de Rm

s , notons
en suivant [9],

‖f‖s := max
(j,α)

|fj,α|sL̃(j−1,α).

Il est clair que cette norme sur Rm
s est équivalente à la norme de Banach

‖f‖′s := max
j

‖fj‖s.

Si f = (f1, . . . , fm) =
∑m

j=1

∑
α∈Nn fj,αxj,α ∈ Rm, notons

in(f) := fj0,α0x
j0,α0,

où (j0, α0) = exp(f) = maxord{(j, α) ∈ N (f) |fj,α| = ‖f‖1}.
Lemme 2.3.3. Si f ∈ Rm, il existe un s0 > 1 tel que pour tout s ∈ ]1, s0]
on a la majoration

‖f− in(f)‖s < ν(s)‖ in(f)‖s,

où ν(s) < 1.

Démonstration. Posons f =
∑m

j=1

∑
α∈Nn fj,αxj,α et exp(f) = (j0, α0).

On peut supposer que ‖f‖ = maxj,α |fj,α| = 1. On a donc |fj,α| < 1 si
(j0, α0) <ord (j, α). Comme f appartient à Rm, il existe un s1 > 1 tel que

|fj,α|sL(α)
1 → 0 si |α| → +∞ pour tout j = 1, . . . , m. Prenons des constantes

c, C > 0 telles que c|α| ≤ L(α) ≤ C|α| pour tout α ∈ N
n et soit N un entier

positif tel que si |α| ≥ N on a |fj,α|sL̃(j−1,α)
1 < 1

2
. On peut supposer que

CN > L̃(j0−1, α0).

Comme il y a un nombre fini de (j, α) tels que (j, α) <ord (j0, α0), pour

tout s > 1 il existe une constante rs ∈ ]0, 1[ telle que |fj,α|sL̃(j−1,α) ≤
sL̃(j−1,α) < rss

L̃(j0−1,α0) pour tout (j, α) <ord (j0, α0).

Comme |fj,α| → 0 si |α| → +∞ pour tout j = 1, . . . , m, il existe une
constante r′ ∈ ]0, 1[ telle que |fj,α| < r′ pour tout (j, α) >ord (j0, α0).

Prenons un r′′ avec r′ < r′′ < 1. Si (j, α) >ord (j0, α0) et |α| < N alors
on a les inégalités :

|fj,α|sL̃(j−1,α) < r′sL̃(j−1,α) ≤ r′sλ0(j−1)+C|α| < r′sλ0(m−1)+CN < r′′sL̃(j0−1,α0)

si

1 < s < s2 =

(
r′′

r′

) 1

λ0(m−1)+CN−L̃(j0−1,α0)

.
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Si (j, α) >ord (j0, α0) et |α| ≥ N alors on a les majorations

|fj,α|sL̃(j−1,α) = |fj,α|sL̃(j−1,α)
1

(
s

s1

)L̃(j−1,α)

<
1

2

(
s

s1

)L̃(j−1,α)

<
1

2
<

1

2
sL̃(j0−1,α0),

pour tout s avec 1 < s < s1.

Par conséquent, il suffit de prendre s0 = min{s1, s2} > 1, et pour chaque
s ∈ ]1, s0], ν(s) = max{rs, r

′′, 1
2
}. �

Nous allons transposer à partir du lemme précédent la démonstration du
théorème de division pour les séries convergentes à coefficients complexes de
Hauser-Müller [9] au cas des séries ultramétriques. Le cas où le corps des
coefficients a une valuation discrète a été traité dans [17].

Gardons les notations du théorème de division 2.3.2.

Théorème 2.3.4. Soient f 1, . . . , f p ∈ Rm ⊂ Sm des vecteurs non nuls.
Alors, il existe s0 > 1 tel que pour tout s ∈]1, s0] il existe une constante
Cs > 0 telle que pour chaque g ∈ Rm

s ⊂ Sm les séries q1, . . . , qp ∈ S et le
vecteur r ∈ Sm uniques tels que

a) g =

p∑
i=1

qif
i+r,

b) N (qi)+ exp(f i) ⊆ Δi pour tout i = 1, . . . , p,

c) N (r) ⊆ Δ,

donnés par le théorème 2.3.2, vérifient

1. q1, . . . , qp ∈ Rs et r ∈ Rm
s ,

2. max{max1≤i≤p ‖qi‖s‖f i‖s, ‖r‖s} ≤ Cs‖g‖s.

Démonstration. Posons suivant [9] μi = in(f i), i = 1, . . . , p. Notons

Δ(f) = {r ∈ Sm | N (r) ⊆ Δ},
∇(f) = {q ∈ Sp | N (qi)+ exp(f i) ⊆ Δi, ∀i = 1, . . . , p},

et pour chaque s > 1,

Δs(f) = Δ(f) ∩ Rm
s , ∇s(f) = ∇(f) ∩ Rp

s .

Ce sont des sous-espaces fermés et donc de Banach des espaces de Banach
Rm

s et Rp
s respectivement.

Notons u : ∇(f)⊕Δ(f) → Sm l’application linéaire continue définie par

u(q, r) =

p∑
i=1

qif
i+r
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et v : ∇(f) ⊕ Δ(f) → Sm l’application linéaire continue définie par

v(q, r) =

p∑
i=1

qiμ
i+r.

D’après le théorème 2.3.2, les applications u et v sont bijectives et en vertu
du théorème des homomorphismes de Banach ce sont des isomorphismes
bicontinus.

Notons pour chaque s > 1 suffisamment proche à 1 (tel que f i ∈ Rs pour
tout i = 1, . . . , p) us : ∇s(f)⊕Δs(f) → Rm

s et vs : ∇s(f)⊕Δs(f) → Rm
s les

applications linéaires continues induites par u et v respectivement.
Il est clair par division par des vecteurs monomiaux que les applica-

tions vs sont bijectives et

‖vs(q, r)‖s = max{‖qi‖s · ‖μi‖s, ‖r‖s},
pour s > 1 suffisamment proche à 1.

Considérons donc sur l’espace de Banach ∇s(f)⊕Δs(f) la norme équiva-
lente

‖(q, r)‖′s := max{‖qi‖s · ‖μi‖s, ‖r‖s},
dans laquelle l’isomorphisme vs a une norme égale à 1.

Considérons aussi les applications linéaires continues ws : ∇s(f)⊕Δs(f)
→ Rm

s définies par

ws(q, r) =

p∑
i=1

qi(f
i−μi).

On a us = vs+ws.

Or, d’après le lemme 2.3.3, il existe un s0 > 1 tel que pour tout s ∈ ]1, s0]
et pour tout i = 1, . . . , p on a ‖f i−μi‖s < ν(s)‖μi‖s, avec ν(s) < 1.
Ceci entrâıne que la norme de l’application ws est plus petite ou égale à
ν(s) < 1, et l’application us = vs+ws est un isomorphisme topologique, d’où
le théorème. �
Corollaire 2.3.5. Les applications quotient et reste :

Quotf : K[x]†m → (K[x]†m)p, Restf : K[x]†m → K[x]†m

sont continues pour les topologies LF .

Démonstration. En effet l’ensemble {ρs, s ∈]1, s0]} est cofinal dans l’en-
semble de poly-rayons Pn et les restrictions

Quotf ; R
m
s → (Rm

s )p, Restf : Rm
s → Rm

s

sont continues en vertu du théorème 2.3.4. �
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2.4. Bases de division

Nous allons en déduire de nombreuses conséquences du théorème de con-
tinuité de la division précédent. Nous supposons que le corps K est valué
complet et ultramétrique. Soit J un sous-module de A†m

nK resp. de (TnK)m,
posons exp(J) := {exp(f), f ∈ J, f 
= 0} pour un ordre monomial de N

n.
L’ensemble exp(J) est un idéal (stable par l’action de N

n) de N
n×{1, . . . , m}.

Il existe donc en vertu du lemme de Dickson une base finie {α1, . . . , αd}
de exp(J)

exp(J) =
∑

i=1,...,d

(αi+ N
n).

Définition 2.4.1. On appelle base de division d’un sous-module J de A†m
nK

resp. de (TnK)m une famille d’éléments f 1, ..., fd de J telle que exp(f i) = αi.

Corollaire 2.4.2. La K-algèbre A†
nK, resp. TnK , est noethérienne.

Démonstration. Soit J un idéal de A†
nK et f = (f 1, . . . , fd) une base de

division de J . En vertu du théorème 2.3.4 on peut effectuer la division d’une
série g par la base f . Si g est un élément de l’idéal J le reste de la division
est nul par construction de la base de division. Donc la base de division f
est un système de générateurs. De façon analogue on traite le cas de TnK à
partir du théorème 2.3.2. �

Remarque 2.4.3. La noethérianité de l’algèbre TnK est démontrée par la
méthode de Weierstrass dans [3]. La noethérianité de l’algèbre A†

nK était
connue tout d’abord dans le cas de valuation discrète [5] (voir aussi [19,
Prop. (2.2)]) et le cas général a été démontré dans [6] par la méthode de
Weierstrass.

Proposition 2.4.4. Soit J un sous-module de K[x]†m, resp. de (TnK)m, et
f := (f 1, . . . , fd) un système de générateurs, alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) Le reste Restf(g) de la division de tout élément g de J est nul.

2) Le système f est une base de division de J .

3) Le reste Restf(x
αf i) de la division pour tout couple α, i est nul.

Démonstration. Seule l’implication 3) =⇒ 1) pose problème. Soit g =∑
hif

i un élément de J . Alors si on pose hi =
∑

hi,αxα en vertu de la
continuité de l’application reste on a :

Restf(g) = lim
d→∞

( ∑
|α|≤d

∑
i

hi,αRestf (x
αf i)

)
= 0.

�
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Corollaire 2.4.5. Soit J un sous-module de K[x]†m et Je sont étendu
à (TnK)m, alors toute base de division de J est une base division de Je.

Démonstration. En effet si f est une base de division de J les restes
Restf(x

αf i) de la division dans K[x]†m et dans (TnK)m sont les mêmes
et donc tous les deux nuls. En vertu de la partie 3) de la proposition
précédente, f est une base de division de l’étendu. �
Corollaire 2.4.6. Pour tout sous-module J de K[x]†m l’application naturelle
de K[x]†m/J dans (TnK)m/Je est injective, autrement dit K[x]†m ∩ Je = J .

Démonstration. En effet un élément g de K[x]†m appartient à J , resp. à
son étendu si et seulement si le reste de sa division par une base de division
est nul. En vertu du théorème 2.3.4 l’algorithme de division dans K[x]†m

est la restriction de l’algorithme de division dans (TnK)m et une base de
division de J est aussi une base de division de son étendu. Ceci montre que
J = K[x]†m ∩ Je. �
Remarque 2.4.7. En récopiant les techniques de division dans le cas des an-
neaux de polynômes on obtient une description d’un système de générateurs
des syzygies d’une base de division d’un idéal de K[x]† ou de TnK , ce qui
donne en particulier une preuve de la platitude de l’extension K[x]† ⊂ TnK .
Ceci, joint au corollaire précédent, donne une nouvelle preuve de la fidèle
platitude de cette extension (voir [6, prop. 1.5]).

Théorème 2.4.8. Tout sous-module J de K[x]†m, resp. de (TnK)m, est
fermé pour la topologie LF , resp. pour la norme de Gauss.

Démonstration. Traitons le cas DMW. Soit f := (f 1, . . . , fd) une base
de division de J et soit σ : K[x]†m → J définie par σ(g) =

∑d
i=1 qif

i, avec
Quotf(g) = (q1, . . . , qd). On a donc g = σ(g)+Restf(g) pour tout g ∈ K[x]†m.
D’après le théorème 2.3.4, l’application σ est continue pour la topologie LF ,
et comme f est une base de division de J on a J = {g ∈ K[x]†m | σ(g) = g},
d’où le résultat. Le cas de l’algèbre de Tate se fait de façon tout à fait
analogue a partir du théorème 2.3.2 (voir aussi [3, 5.2.7, cor. 2]). �

La topologie quotient d’un espace LF par un sous-espace fermé est une
topologie LF ([8, chap. IV]). La proposition suivante donne une preuve di-
recte de ce résultat dans le cas d’un sous-module de K[x]†m.

Proposition 2.4.9. Soit J un sous-module de K[x]†m et posons Jρ := J ∩
(TnK,ρ)

m. Alors l’application naturelle

lim−→
ρ

((TnK,ρ)
m/Jρ) → K[x]†m/J

est un isomorphisme bicontinu.
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Démonstration. On peut remarquer que l’on a les applications continues
inverse l’une de l’autre

K[x]†m/J =
(

lim−→
ρ

(TnK,ρ)
m

)
/J → lim−→

ρ

(
(TnK,ρ)

m/Jρ

)
→ K[x]†m/J.

�

Remarque 2.4.10. Si dans la proposition précédante f 1, . . . , fd est une
base de division de J , le théorème 2.3.4 nous permet de conclure l’existence
d’un système cofinal de poly-rayons ρ pour lesquels Jρ = TnK,ρ(f

1, . . . , fd).

Définition 2.4.11. Une algèbre †-adique (de type fini) sur K est un quotient
d’une algèbre K[x1, . . . , xn]†, pour un entier n ≥ 0.

Définition 2.4.12. Étant donnée une algèbre †-adique A† munie d’une
présentation A† = K[x1, . . . , xn]†/J , notons A†

ρ = TnK,ρ/Jρ, et notons aussi
‖−‖ρ la norme quotient sur A†

ρ. Notons ‖−‖1 la norme quotient sur TnK/Je

(ou sur A† ⊂ TnK/Je) de la norme de Gauss. La topologie LF sur A† est
par définition la topologie quotient sur K[x]†/J de la topologie LF de K[x]†,
qui cöıncide avec la topologie limite inductive des (A†

ρ, ‖−‖ρ), en vertu de
la proposition 2.4.9. Cette topologie est plus fine que la topologie induite
par ‖−‖1.

La topologie induite par ‖−‖1 sur une algèbre †-adique (munie d’une
présentation) a été étudiée de façon détaillée dans [6, § 1], où on démontre
en particulier qu’elle est indépendante de la présentation. La topologie LF
a été aussi considérée dans loc. cit., 4.2 (direct limit topology) et dans [10,
2.3] (fringe topology). Nous donnerons plus tard une nouvelle preuve de
l’indépendance de la présentation de la topologie LF (voir cor. 3.2.4).

3. Propriétés topologiques des algèbres †-adiques de

type fini

3.1. Rappels de quelques résultats de la théorie des espaces LF

Nous allons utiliser la théorie de Grothendieck des espaces vectoriels to-
pologiques de type LF sur un corps valué complet [8] pour étudier la topolo-
gie quotient d’une algèbre †-adique de type fini. Nous rappelons deux résul-
tats essentiels de la théorie des espaces vectoriels topologiques de type LF
sur un corps valué complet, le théorème du graphe fermé et le théorème
de factorisation. Nous utiliserons ces deux théorèmes de façon essentielle
au paragraphe suivant pour démontrer le théorème de symbole total d’un
opérateur différentiel p-adique.
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Théorème 3.1.1. Soient un corps valué complet K et F, E deux espaces
vectoriels topologiques de type LF sur K, alors une application K-linéaire
entre F et E est continue si et seulement si son graphe est fermé.

Théorème 3.1.2. Soit u une application K-linéaire continue entre un es-
pace de type F , F et un espace de type LF , E défini par une suite Ei de
sous-espaces de type F , alors l’application u se factorise par une application
linéaire continue de F sur un espace Ei0 pour un certain indice i0.

Ces deux théorèmes sont démontrés dans un contexte plus général par
Grothendieck dans son cours sur les espaces vectoriels topologiques [8]. Le
théorème de factorisation est démontré dans le chapitre (IV, §1, 5.1.2) et
le théorème du graphe fermé est démontré dans le chapitre (IV, §1, 5.2).
On rappelle qu’un espace topologique de type F est un espace localement
convexe métrique complet.

Remarque 3.1.3. Remarquons que nous n’aurons besoin des deux théorè-
mes précédents que dans le cas particulier où les espaces en jeu sont des limi-
tes inductives d’espaces de Banach (LB). Dans ce cas la preuve du théorème
du graphe fermé est plus simple que dans le cas général.

3.2. Propriétés de continuité des morphismes

Nous allons déduire des théorèmes précédents quelques conséquences sur
la continuité des morphismes linéaires entre algèbres †-adiques.

Corollaire 3.2.1. Soit K un corps ultramétrique complet et u : A† → B†

une application K-linéaire entre deux algèbres †-adiques de type fini munies
de présentations A† = K[x1, . . . , xm]†/I, B† = K[y1, . . . , yn]

†/J , qui est
continue pour la norme ‖−‖1. Alors elle est continue pour la topologie LF
et pour tout ρ ∈ Pm il existe un ρ′ = ρ′(ρ) ∈ Pn tel que u(A†

ρ) ⊂ B†
ρ′ et il

existe une constante C(ρ) telle que

‖u(a)‖ρ′ ≤ C(ρ)‖a‖ρ

pour tout a ∈ A†
ρ.

Démonstration. Le graphe de u étant fermé pour les topologies de la
norme ‖−‖1, il est donc fermé pour les topologies LF . En vertu du théo-
rème du graphe fermé 3.1.1, l’application u est continue pour les topologies
LF et en vertu du théorème de factorisation 3.1.2, l’application continue
A†

ρ → A† u→ B† se factorise par une application continue A†
ρ

u→ B†
ρ′ et la

majoration du corollaire s’en déduit. �
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Les résultats qui suivent traitent les morphismes d’algèbres entre algèbres
†-adiques et ne seront pas utilisés dans les paragraphes suivants, où les morp-
hismes concernés seront des opérateurs différentiels.

Une K-algèbre affinöıde est une K-algèbre quotient d’une algèbre de
Tate TnK , pour n ≥ 0. Toute K-algèbre affinöıde munie d’une présentation
a une norme quotient ‖−‖1, pour laquelle est une K-algèbre de Banach.
On rappelle le théorème suivant, qui nous dit en particulier que cette struc-
ture de K-algèbre de Banach est indépendante de la présentation ([3, 6.1.3,
Thm. 1]) :

Théorème 3.2.2. Tout morphisme de K-algèbres entre deux K-algèbres
affinöıdes munies de présentations est automatiquement continu pour les
topologies induites.

Rappelons aussi ([3, 6.1.5, Thm. 4]) que la K-algèbre TnK,ρ, ρ ∈ Pn, est
affinöıde si et seulement si ρ ∈ P ′

n, où

P ′
n = {ρ ∈ Pn | ρi ∈ |k∗|, ∀i = 1, . . . , n}.

Comme P ′
n est un sous-ensemble cofinal de Pn, on déduit que pour tout

K-agèbre †-adique de type fini A†, sa topologie LF est limite inductive de
K-algèbres affinöıdes

A† = lim−−−→
ρ∈P ′

n

A†
ρ.

Corollaire 3.2.3. Soient deux idéaux I⊂K[y1, ..., ym]† et J⊂K[z1, ..., zn]†,
et A† = K[y]†/I et B† = K[z]†/J les algèbres quotient. Alors tout morphisme
de K-algèbres u : A† → B† est continu pour les topologies LF .

Démonstration. Notons B∧ = TnK/Je, qui est une algèbre affinöıde conte-
nant B† (voir cor. 2.4.6). Il s’agit de l’algèbre complétée de B† pour la norme
‖−‖1. Le morphisme u induit, pour chaque poly-rayon ρ ∈ Pm, un morp-
hisme de K-algèbres A†

ρ ↪→ A† u−→ B† ↪→ B∧. Pour chaque ρ ∈ P ′
m l’algèbre

A†
ρ est affinöıde et en vertu du théorème 3.2.2, le morphisme A†

ρ → B∧ est
continu, d’où la continuité de la restriction u : A†

ρ → B† pour la norme ‖−‖1

sur B†. En passant à la limite inductive pour ρ ∈ P ′
m on déduit que u est

continue pour la topologie LF sur A† et pour la topologie de la norme ‖−‖1

sur B†. Son graphe est donc fermé pour ces topologies, et donc il est fermé
pour les topologies LF sur A† et sur B†. En vertu du théorème du graphe
fermé 3.1.1 le morphisme u est continu pour les topologies LF . �

Corollaire 3.2.4. Soit A† une algèbre †-adique de type fini. Alors la topo-
logie LF induite par une présentation est indépendante de la présentation.
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Démonstration. On applique le corollaire précédent au morphisme iden-
tité. �

Corollaire 3.2.5. Tout morphisme d’algèbres entre deux algèbres †-adiques
de type fini est automatiquement continu pour les topologies LF .

3.3. Séries surconvergentes à coefficients dans une algèbre †-adique

Dans cette section, K est un corps valué complet ultramétrique et A† est
une K-algèbre †-adique, muni d’une présentation A† = K[x1, . . . , xm]†/J .

Définition 3.3.1. Une série formelle a =
∑

α aαξα ∈ A†[[ξ1, . . . , ξn]] est
appélée surconvergente s’il existe un poly-rayon ρ ∈ Pm et des constantes
C > 0, 0 < λ < 1 tels que aα ∈ A†

ρ et ‖aα‖ρ ≤ Cλ|α| pour tout α ∈ N
n. Le

sous-ensemble de A†[[ξ]] formé par les séries surconvergentes est noté A†[ξ]†.

Dire que la série a est surconvergente est équivalent à dire qu’il existe
des poly-rayons ρ ∈ Pm, ρ′ ∈ Pn, tels que aα ∈ A†

ρ pour tout α ∈ N
n et

lim
|α|→+∞

‖aα‖ρρ
′α = 0.

Il est clair que A†[ξ]† est une sous-algèbre de A†[[ξ]], et en vertu du théorème

de factorisation 3.1.2 on déduit que A†[ξ]† est indépendante de la présentation

choisie de A†.

Lemme 3.3.2. Dans le cas A† = K[x]†, on a(
K[x]†

)
[ξ]† = K[x, ξ]†.

Démonstration. Soit

P =
∑

α
a0

α(x) ξα ∈ K[[x, ξ]] et posons a0
α =

∑
β
a0

α,βxβ .

Si P ∈K[x, ξ]†, il existe deux poly-rayons ρ ∈ Pm, σ ∈ Pn tels que |a0
α,β|ρβσα

→ 0 quand |α|+|β| → ∞, et donc a0
α ∈ TmK,ρ pour tout α. D’autre part,

il existe une constante C > 0 telle que |a0
α,β|ρβσα ≤ C pour tout α, β. En

prenant λ = max{σ−1
i }, on a ‖a0

α‖ρ = maxβ |a0
α,β|ρβ ≤ Cλ|α| pour tout α,

et P ∈ (
K[x]†

)
[ξ]†. Réciproquement, supposons que ‖a0

α‖ρ ≤ Cλ|α|. Si l’on

note τ = (ρ
1
2
1 , . . . , ρ

1
2
m), on a |a0

α,β|τβλ− |α|
2 ≤ Cτ−βλ

|α|
2 et donc P ∈ K[x, ξ]†.

�

Théorème 3.3.3. Avec les notations précédentes, il existe un isomorp-
hisme de K-algèbres K[x, ξ]†/Je � A[ξ]†, et donc A†[ξ]† est aussi une algèbre
†-adique.
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Démonstration. Notons π les projections naturelles K[x]† → A† et
K[x]†[[ξ]] → A†[[ξ]]. Si P =

∑
α a0

αξα ∈ K[x, ξ]†, d’après le lemme 3.3.2
il existe un poly-rayon ρ ∈ Pm et deux constantes C > 0, λ ∈]0, 1[ telles que
a0

α ∈ TmK,ρ et ‖a0
α‖ρ ≤ Cλ|α| pour tout α ∈ N

n. Par conséquent π(a0
α) ∈ A†

ρ

et ‖π(a0
α)‖ρ ≤ ‖a0

α‖ρ ≤ Cλ|α|, d’où π(P ) =
∑

α π(a0
α)ξα est un élément

de A†[ξ]†.

On a donc π
(
K[x, ξ]†

) ⊂ A†[ξ]†. Il est clair que la restriction π : K[x, ξ]†

→ A†[ξ]† s’annule sur les éléments de Je et donc elle induit un homomorp-

hisme de K-algèbres π : K[x, ξ]†/Je −→ A†[ξ]†. Nous allons voir que π est un
isomorphisme.

Avec les notations précédentes, si π(P ) = 0 alors π(a0
α) = 0 pour tout α,

i.e. a0
α ∈ J pour tout α. Prenons une base de division f = (f 1, . . . , fd) de J .

D’après le théorème 2.3.4, il existe un poly-rayon � ∈ Pm, avec ρi ≥ �i > 1,
et une constante M > 0 tels que pour tout α ∈ N

n il existe qj,α ∈ TmK,�,
j = 1, . . . , d, avec a0

α =
∑

j qj,αf j et ‖qj,α‖� ≤ M‖a0
α‖�.

On a P =
∑

α a0
αξα =

∑
j qjf

j avec qj =
∑

α qj,αξα. Or, ‖qj,α‖� ≤ CMλ|α|

et d’après le lemme 3.3.2 les qj appartiennent à K[x, ξ]† et donc P est un
élément de J . Ceci démontre l’injectivité de π.

Soit maintenant a =
∑

α aαξα un élément de A†[ξ]†, avec ‖aα‖ρ ≤ Cλ|α|

pour tout α. Comme ‖aα‖ρ est par définition l’inf des ‖a0
α‖ρ avec a0

α ∈
TmK,ρ et π(a0

α) = aα, pour chaque α ∈ N
n on peut trouver a0

α ∈ TnK,ρ avec

π(a0
α) = aα et ‖a0

α‖ρ ≤ ‖aα‖ρλ
− |α|

2 . D’après le lemme 3.3.2 on déduit que
P =

∑
α a0

αξα ∈ K[x, ξ]† et donc a = π(P ) = π(P ), et π es surjectif. �

Remarque 3.3.4. L’algèbre A†[ξ]† est le coproduit de A† est de K[ξ]† dans
la catégorie des K-algèbres †-adiques de type fini (cf. [10]).

Nous allons considérer maintenant le cas où K est un corps valué discret
complet. Notons V ⊂ K son anneau de valuation discrète, m = (π) ⊂ V
son idéal maximal et soit A† une V -algèbre faiblement complète et topo-
logiquement de type fini [16], i.e. A† est un quotient du complété faible
V [x1, . . . , xm]† de l’anneau de polynômes V [x] pour la topologie m-adique.
Il est clair que K[x]† = K ⊗V V [x]† et V [x]† = K[x]† ∩ V [[x]].

L’algèbre A†
K := K ⊗V A† = A†

π est clairement une K-algèbre †-adique
de type fini : à partir d’une présentation A† = V [x]†/J de A† on obtient
une présentation A†

K = K[x]†/JK de A†
K , où JK = K ⊗V J = Jπ est l’idéal

étendu.

Supposons l’algèbre A† munie d’une présentation A† = V [x]†/J et sup-
posons aussi que A† n’a pas de V -torsion, ou de façon équivalente, A† est
V -plate. On a donc A† ⊂ A†

K et J : π = {F ∈ V [x]† | πF ∈ J} = J .
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Nous pouvons considérer les sous-V -algèbres A†
ρ := A† ∩ (

A†
K

)
ρ

munies des

restrictions des normes ‖−‖ρ, qui évidemment dépendent de la présentation
choisie.

Proposition 3.3.5. Sous les hypothèses précédentes, une série b =
∑

α bαξα

∈ A†[[ξ]] appartient au complété faible A†[ξ]† (dans le sens de [16]) si et seu-
lement s’il existe un poly-rayon ρ ∈ Pm et des constantes C > 0, 0 < λ < 1
tels que bα ∈ A†

ρ et ‖aα‖ρ ≤ Cλ|α| pour tout α ∈ N
n. Autrement dit, on a

A†[ξ]† = A†
K [ξ]† ∩ A†[[ξ]].

Démonstration. L’inclusion A†[ξ]† ⊂ A†
K [ξ]† ∩ A†[[ξ]] est évidente.

Le complété faible A†[ξ]† est le quotient de V [x, ξ]† par l’idéal étendu Je,
et donc (

A†[ξ]†
)

K
� K[x, ξ]†/(Je)K = K[x, ξ]†/(JK)e � A†

K [ξ]†

en vertu du théorème 3.3.3. Soit f = (f 1, . . . , fd) une base de division de JK ,
dont nous pouvons supposer f i ∈ V [x]†. Notons Retrf : A†

K → K[x]† la

rétraction de la projection naturelle K[x]† → A†
K donnée par Retrf(g) =

Restf(g). Comme J : π = J nous déduissons que JK ∩ V [x]† = J et les f i

appartiennent à J . Or, le reste et les quotients d’un élément de V [x]† par des
éléments de cet anneau appartiennent aussi à cet anneau, donc un g ∈ V [x]†

appartient à J si et seulement si Restf(g) = 0, d’où Retrf(A
†) ⊂ V [x]†.

Il est facile à voir que le reste et les quotients d’une série a =
∑

α aαξα ∈
K[x, ξ]† par le système f = (f 1, . . . , fd) s’obtient à partir du reste et des
quotients des coefficients, i.e.

Restf (a) =
∑

α

Restf(aα)ξα, Quotf(a) =
∑

α

Quotf(aα)ξα.

Par conséquent, en vertu de la proposition 2.4.4, f est aussi une base de
division de (JK)e et pour chaque b =

∑
α bαξα ∈ A†

K [ξ]† ≡ (
A†[ξ]†

)
K

, on a

Retrf (b) =
∑

α Retrf (bα)ξα ∈ (
K[x]†

)
[ξ]† = K[x, ξ]†.

Si b =
∑

α bαξα ∈ A†
K [ξ]† ∩ A†[[ξ]], alors

Retrf(b) =
∑

α

Retrf(bα)ξα ∈ K[x, ξ]† ∩ (
V [x]†

)
[[ξ]]

⊂ K[x, ξ]† ∩ V [[x, ξ]] = V [x, ξ]†

et donc b ∈ A†[ξ]†. �
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4. Le faisceau des opérateurs différentiels †-adiques D†
X †/R

4.1. Schémas †-adiques

Soient R un anneau commutatif noethérien, I un idéal de R et X † :=
(X,OX†/R) un R-schéma †-adique [15]. On rappelle que X † := (X,OX †/R)
est un espace annelé tel que tout point admet un voisinage sur lequel l’espace
induit est isomorphe à un schéma †-adique affine. Un schéma †-adique affine
se construit à partir d’une algèbre A† faiblement complète pour la topologie
I-adique de R et topologiquement de type fini [15]. La réduction modulo
Is d’un schéma †-adique X † := (X,OX†/R) est un schéma algébrique Xs :=
(X, Rs ⊗R OX†/R) localement de type fini sur Rs = R/Is.

Définition 4.1.1. 1) On dit que X † est plat si le faisceau structural OX†/R

est un faisceau de R-algèbres plates.

2) On dit que X † est lisse s’il est plat et que le schéma algébrique
(X,OX†/R/I) est lisse sur R1.

3) On dit qu’un ouvert affine U de X est un ouvert †-affine si l’espace
annelé induit U † := (U,OU†/R) qui est un schéma †-adique est un
schéma †-adique affine.

Il n’est pas du tout évident qu’un ouvert affine est un ouvert †-affine.

4.2. Le faisceau des opérateurs différentiels DX †/R

Définition 4.2.1. On définit le faisceau des opérateurs différentiels Dm
X †/R

d’ordre m ≥ 0 de l’espace annelé X † par récurrence sur m comme le sous-
faisceau du faisceau des R-endomorphismes EndR(OX †/R) du faisceau struc-
tural en posant D0

X †/R := OX †/R et en définissant le faisceau des opérateurs
d’ordre ≤ m, pour m ≥ 1, comme le sous-faisceau des endomorphismes dont
le commutateur avec une section locale de OX †/R est un opérateur différentiel
d’ordre ≤ m−1. Le faisceau des opérateurs différentiels d’ordre fini DX †/R

est le faisceau filtré ∪m≥0Dm
X †/R

.

On rappelle le théorème suivant ([14, théorème A. 16, prop. 4.4.2]) qui
est l’analogue †-adique du cas schématique ([7, § 16, 16.11.2]) mais dont la
transposition n’est pas immédiate :

Théorème 4.2.2. Supposant que X † est lisse sur R. Alors pour tout m ≥ 0
le faisceau Dm

X †/R de OX †/R-modules est localement libre de type fini. Plus

précisément si (x1, . . . , xn) est une famille de sections locales du faisceau
structural OX †/R au-dessus d’un ouvert affine †-adique et telles que leurs
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différentielles (dx1, . . . , dxn) forment une base du OX †/R-module des formes

différentielles séparées Ω̃X †/R, alors il existe une unique famille d’opérateurs
Δα, α ∈ N

n caractérisée par les relations Δα(xβ) = (β
α)xβ−α et tels que

les opérateurs différentiels Δα, |α| ≤ m forment une base locale du OX †/R-
module (à gauche ou à droite) Dm

X †/R.

Par construction les ouverts affines ayant la propriété du théorème précé-
dent forment une base de la topologie de X.

4.3. Le faisceau des opérateurs différentiels †-adiques D†
X †/R

Rappelons la définition du faisceau des opérateurs différentiels †-adiques
d’ordre infini introduit dans les articles ([13], [14]) :

Définition 4.3.1. On définit le faisceau des opérateurs différentiels D†
X †/R

d’ordre infini de l’espace annelé X † comme le sous-faisceau du faisceau des
R-endomorphismes EndR(OX †/R) du faisceau structural dont la réduction
modulo l’idéal Is est un opérateur différentiel sur le Rs-schéma algébrique
Xs := (X,OX †/R/Is), Rs := R/Is et dont l’ordre est localement borné par
une fonction linéaire en s.

Le faisceau D†
X †/R

est donc par construction un sous-faisceau de OX †/R-

algèbres du faisceau des endomorphismes EndR(OX †/R) qui contient comme
sous faisceau de OX †/R-algèbres le faisceau des opérateurs différentiels d’or-
dre localement fini DX †/R.

5. Le Théorème du symbole total d’un opérateur diffé-

rentiel d’ordre infini

Le théorème fondamental suivant a été obtenu en 1990 mais dont la
démonstration n’a pas été publiée :

Théorème 5.1. Supposant que l’anneau R est un anneau de valuation
discrète complet V d’inégales caractéristiques (0, p), I est l’idéal maximal
m et que X † est V -lisse. Alors si (x1, . . . , xn) est une famille de sections
locales du faisceau OX †/V au-dessus d’un ouvert affine U au-dessus du-
quel le †-schéma induit est affine d’algèbre A† := Γ(U,OX †/V ) telles que
leurs différentielles (dx1, . . . , dxn) forment une base locale du OX †/V -module
des formes différentielles séparées ΩX †/V , alors tout opérateur différentiel

P ∈ D†
A†/V

= Γ(U,D†
X †/V

) au-dessus de U s’écrit de manière unique

P =
∑
α∈Nn

aαΔα,
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où aα est une suite d’éléments de l’algèbre A† telle que la série symbole total

σP (a, ξ) =
∑
α∈Nn

aαξα

est un élément de l’algèbre A†[ξ1, . . . , ξn]† et les opérateurs différentiels Δα

sont associés aux coordonnées (x1, . . . , xn) par le théorème précédent. De
plus les coefficients aα sont donnés par les égalités :

aα =
∑

0≤β≤α

(α
β)(−x)βP (xα−β).

Par définition d’un opérateur différentiel P (xα−β) est un élément de l’algè-
bre A† pour tout α−β ≥ 0 et les coefficients aα :=

∑
0≤β≤α(α

β)(−x)βP (xα−β)

qui sont des éléments de l’algèbre A† pour tout α sont donc déterminés uni-
quement par l’opérateur P . Il suffit donc de montrer que la série σP (x, ξ) =∑

α∈Nn aα(x)ξα est un élément de l’algèbre A†[ξ1, . . . , ξn]
†.

Fixons un nombre réel ε ∈]0, 1[ et la valeur absolue |−| sur le corps K
des fractions de l’anneau V donnée par |c| = εvm (c) (i.e. ε = |π|).

Fixons une présentation A† = V [Y1, . . . , Ym]†/J , qui nous fournit une
présentation A†

K = K[Y1, . . . , Ym]†/JK et une famille exhaustive de K-
algèbres normées

(
(A†

K)ρ, ‖−‖ρ

)
, ρ ∈ Pm. Par l’hypothèse de lissité, A† est

plate sur V et donc A† ⊂ A†
K . Notons A†

ρ = A† ∩ (
A†

K

)
ρ
.

L’algèbre A†
K est aussi munie de la norme ‖−‖(1,...,1) quotient de la norme

de Gauss. Par construction les éléments de A† sont de norme majorée par 1
et en particulier ‖aα‖(1,...,1) ≤ 1 pour tout α. Plus généralement, si a ∈ msA†,
alors ‖a‖(1,...,1) ≤ εs.

Nous allons d’abord montrer la majoration :

Lemme 5.2. Sous les hypothèses du thórème 5.1, il existe deux constantes
C1 > 0, 0 < λ1 < 1 telles que l’on ait la majoration pour tout α

‖aα‖(1,...,1) ≤ C1λ
|α|
1 .

Démonstration. Supposons pour simplifier que X † = U est affine et que
(x1, . . . , xn) est un système global de coordonnées telles que (dx1, . . . , dxn)
est une base du OX †/V -module des formes différentielles séparées Ω̃X †/V .
Alors pour tout s ≥ 1 leurs réductions modulo ms forment un système
de coordonnées (x1,s, . . . , xn,s) du schéma Xs telles que leurs différentielles
(dx1,s, . . . , dxn,s) sont une base du OXs-module des formes différentielles
ΩXs/Vs . Les opérateurs Δα respectent l’idéal ms et définissent des opérateurs
différentiels Δα

s sur le schéma Xs et l’on a les égalités Δα
s (xβ

s ) = (α
β)xα−β

s . En
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vertu de [7, § 16, 16.11.2], les opérateurs Δα
s forment une base de l’anneau

des opérateurs différentiels sur le schéma Xs. En particulier la réduction Ps

modulo ms de l’opérateur P est un opérateur d’ordre borné par C(s+1),
avec C > 0, et on a

Ps =
∑

|α|≤C(s+1)

aα,sΔ
α
s

où les coefficients aα,s sont données par les égalités :

aα,s =
∑

0≤β≤α

(α
β)(−xs)

βPs(x
α−β
s ).

On trouve que les coefficients aα,s sont les réductions modulo ms des coeffi-
cients aα. Par hypothèse les coefficients aα appartiennent donc à l’idéal msA†

pour |α| > C(s+1) et donc ‖aα‖(1,...,1) ≤ εs pour |α| > C(s+1), ce qui donne
l’inégalité ‖aα‖(1,...,1) ≤ ε−2+|α|/C pour tout α. Il suffit de prendre C1 = ε−2

et λ1 = ε1/C . �
En vertu du lemme précédent la série

∑
α∈Nn aαξα appartient au complété

m-adique A∧〈ξ〉.
Remarque 5.3. Dans le lemme précédent on peut remplacer le couple V, m
par un couple R, I et l’on obtient la majoration vI(aα) ≥ C(|α|) pour une
constante C > 0 (voir Remarque 7.4).

En vertu de la proposition 3.3.5 le théorème 5.1 est une conséquence du
lemme suivant :

Lemme 5.4. Sous les conditions précédentes, la série
∑

α aαξα appartient

à A†
K [ξ]†.

Démonstration. Nous procédons comme dans la preuve de la proposi-
tion 3.3.5. Soit B = (f 1, . . . , fd) une base de division de JK avec f i ∈ V [Y ]†.
Nous savons que B est un système de générateurs de J et que la rétraction
RetrB : A†

K → K[Y ]† de la projection naturelle K[Y ]† → A†
K se restreint à

RetrB : A† → V [Y ]†. De plus, en vertu du théorème 2.3.2 on a pour tout
g ∈ A†

K l’égalité des normes 1

‖g‖(1,...,1) = ‖RetrB(g)‖(1,...,1)

et donc ‖g‖(1,...,1) est égale à la valeur absolue d’un nombre c de K, et il
existe f ∈ A† avec g = cf . L’opérateur P étant V -linéaire, il induit une

1. Autrement dit, tout idéal d’une algèbre de Tate ou de Dwork-Monsky-Washnitzer
est strictement fermé pour la norme de Gauss (cf. [3, 1.1.5]).
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application A†
K → A†

K que nous notons encore P . Comme P opère sur la
V -algèbre A† l’on a les inégalités

‖P (g)‖(1,...,1) = |c|.‖P (f)‖(1,...,1) ≤ |c| = ‖g‖(1,...,1)

et donc l’opérateur P est continu pour la 1-norme.

On peut appliquer le corollaire 3.2.1 à P : A†
K → A†

K . La restriction
de l’opérateur P à chaque espace

(
A†

K

)
ρ
, ρ ∈ Pm, se factorise à travers

d’applications linéaires continues
(
A†

K

)
ρ
→ (

A†
K

)
ρ′ pour des poly-rayons ρ′ ∈

Pm assez petits, qu’on peut toujours supposer majorés par ρ. En particulier
il existe une constante C(ρ) > 0 telle que l’on ait la majoration ‖P (f)‖ρ′ ≤
C(ρ)‖f‖ρ pour tout élément f de

(
A†

K

)
ρ

et pour tout ρ′ ∈ Pm assez petit.

En vertu du lemme 5.5, il existe un poly-rayon ρ0 ∈ Pm et un entier l > 0
tels que pour tout ρ ∈ Pm avec ρ ≤ ρ0 on a ‖xi‖ρ ≤ ρl, i = 1, . . . , n. Par
conséquent ‖xα‖ρ ≤ ρl|α| pour tout α ∈ N

n et pour tout ρ ∈ Pm, ρ ≤ ρ0.

Les coefficients aα sont définis par les égalités :

aα =
∑

0≤β≤α

(α
β)(−x)βP (xα−β)

qui montrent que pour tout ρ ∈ Pm, ρ ≤ ρ0, et pour tout ρ′ assez petit et
majoré par ρ on a

(∗) ‖aα‖ρ′ ≤ max
β

‖(−x)βP (xα−β)‖ρ′ ≤ max
β

ρl|β|C(ρ)‖xα−β‖ρ ≤ C(ρ)ρl|α|

pour tout α ∈ N
n.

En vertu du lemme 5.2 il existe deux constantes C1 > 0, 0 < λ1 < 1 telles
que l’on ait la majoration ‖aα‖(1,...,1) ≤ C1λ

|α|
1 pour tout α ∈ N

n.

Prenons un ρ ≤ ρ0 tel que λ1ρ
l < 1. La majoration (∗) est donc satisfaite

pour tout ρ′ assez petit et majoré par ρ.

D’après le théorème 2.3.4, il existe un sous-ensemble cofinal Σ ⊂ Pm tel
que la rétraction RetrB : A†

K → K[Y ]† induit des applications continues

RetrB :
(
A†

K

)
ρ′ → TmK,ρ′,

avec ‖a‖ρ′ ≤ ‖RetrB(a)‖ρ′ ≤ C ′(ρ′)‖a‖ρ′ , C ′(ρ′) > 0, pour tout a ∈ (
A†

K

)
ρ′

et pour tout ρ′ ∈ Σ. D’après le théorème 2.3.2 on a aussi ‖a‖(1,...,1) =

‖RetrB(a)‖(1,...,1) pour tout a ∈ A†
K .

Par conséquent,

(∗∗) ‖RetrB(aα)‖(1,...,1) ≤ C1λ
|α|
1
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pour tout α ∈ N
n. Pour un ρ′ ∈ Σ assez petit et majoré par ρ, on a en vertu

de la majoration (∗)
(∗ ∗ ∗) ‖RetrB(aα)‖ρ′ ≤ C2ρ

l|α|

pour tout α ∈ N
n, avec C2 = C(ρ)C ′(ρ′).

Si on écrit
RetrB(aα) =

∑
β∈Nm

aα,βY β,

les majorations (**) donnent les majorations |aα,β| ≤ C1λ
|α|
1 pour tous α, β

et les majorations (***) donnent les majorations |aα,β| ≤ C2ρ
′−βρl|α| pour

tous α, β. En faisant le produit des deux majorations précédentes on trouve
les majorations :

(∗ ∗ ∗ ∗) |aα,β| ≤ C
1/2
1 C

1/2
2 ρ′−β/2λ

|α|/2
1 ρl|α|/2

pour tous α, β, et comme λ1ρ
l < 1, on déduit que la série

∑
aα,βY βξα est

un élément de l’algèbre K[Y1, . . . , Ym, ξ1, . . . , ξn]
† dont la réduction modulo

(JK)e est la série σP (a, ξ) =
∑

α∈Nn aαξα, qui est donc bien un élément de

l’algèbre A†
K [ξ]†. D’où le lemme 5.4. �

Lemme 5.5. Étant donnée une série

h =
∑

β

hβY β ∈ V [Y1, . . . , Ym]† ∩ TmK,ρ0,

il existe un entier l > 0 tel que pour tout ρ avec ρ ≤ ρ0, on a ‖h‖ρ ≤ ρl (où
ρl :=

∏
i ρ

l
i).

Démonstration. Comme la limite de |hβ|ρβ
0 s’annule pour |β| → ∞, il

existe un entier l > 0 tel que |hβ|ρβ
0 ≤ 1 pour |β| > l. Il est clair que pour

tout ρ ∈ Pm avec ρ ≤ ρ0 on a

‖h‖ρ ≤ max{1, max
|β|≤l

ρβ} ≤ ρl.
�

Remarque 5.6. Considérons le morphisme V [X1, . . . , Xn]† → A† qui envoie
Xi �→ xi et le morphisme induit K[X1, . . . , Xn]† → A†

K qui est continu, d’où
en utilisant le théorème de factorisation 3.1.2 on trouve les majorations

||xα||ρ′ ≤ C ′(ρ)ρα

pour tout ρ ∈ Pn et pour tout ρ′ assez proche de (1, . . . , 1). Ceci peut être
utilisé dans la preuve du lemme 5.4 au lieu de la majoration ||xα||ρ ≤ ρl|α|,
dont la démonstration est plus élémentaire.
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6. Le Théorème de l’opérateur différentiel d’un sym-
bole total

En vertu du théorème 5.1 un opérateur différentiel P d’ordre infini est
égal à la série

P (a, Δ) =
∑
α∈Nn

aαΔα

puisque que

P (f) =
∑
α∈Nn

aαΔα(f)

modulo ms pour tout s ≥ 1 et pour toute section locale f de OX †/V sur un
ouvert U ′ ⊂ U . Réciproquement :

Théorème 6.1. Supposons que l’anneau R = V est un anneau de valuation
discrète complet d’inégales caractéristiques p > 0, I = m est l’idéal maximal
et que le †-schéma X † est V -lisse. Alors si (x1, . . . , xn) est une famille de
sections locales du faisceau OX †/V au-dessus d’un ouvert †-affine U d’algèbre
A† := Γ(U,OX †/V ) telles que leurs différentielles (dx1, . . . , dxn) forment une
base locale du OX †/V -module des formes différentielles séparées ΩX †/V et aα

est une suite d’élément de l’algèbre A† telle la série

P (a, ξ) =
∑
α∈Nn

aαξα

est un élément de l’algèbre A†[ξ1, . . . , ξn]
†, alors la série

P (a, Δ) =
∑
α∈Nn

aαΔα

est un opérateur différentiel d’ordre infini, en particulier opère sur l’algè-
bre A†.

Il est évident que si f est un élément de l’algèbre A† la série P (a, Δ)(f) =∑
α∈Nn aαΔα(f) converge formellement vers un élément de A∧. Il faut mon-

trer alors que la série formelle P (f) est un élément de l’algèbre A† et c’est
là le problème.

Notation 6.2. Pour un entier j ≥ 0 et γ = (γ1, . . . , γn) un multi-indice
notons

(
Δpj)γ

l’opérateur différentiel :(
Δpj)γ

:=
(
Δpj

1

)γ1
. . .

(
Δpj

n

)γn
,

où Δm
i = Δ(0,...,

i
m,...,0).
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Si V [Y1, . . . , Ym]†
q−→ A† = V [Y ]†/J → 0 est une présentation notons

y1, . . . , ym les générateurs faibles de l’algèbre A†, images des Yi. Notons aussi
K[Y ]†

q−→ A†
K → 0 la présentation iduite de A†

K = K ⊗V A†. Si on procède
comme dans la preuve du lemme 5.4, on trouve une base de division B de
JK , avec B ⊂ J , et un sous-ensemble cofinal Σ ⊂ Pm tels que la rétraction
RetrB : AK → K[Y ]† de q induit RetrB : (AK)ρ → TmK,ρ et RetrB : Aρ →
V [Y ]† ∩TmK,ρ pour ρ ∈ Σ, avec ‖a‖ρ ≤ ‖RetrB(a)‖ρ ≤ C(ρ)‖a‖ρ, C(ρ) > 0,
pour tout a ∈ (AK)ρ et pour tout ρ ∈ Σ, et en vertu du lemme 5.5, pour
chaque f ∈ Aρ0 il existe un entier l > 0 tel que

(6.1) ‖f‖ρ ≤ ‖RetrB(f)‖ρ ≤ ρl

pour tout ρ ∈ Σ, ρ ≤ ρ0.

Lemme 6.3. La présentation de l’algèbre A† étant donnée, soit ρ′′ ∈ Pm

tel que les éléments ∂i(yl), 1 ≤ l ≤ m, 1 ≤ i ≤ n appartiennent à A†
ρ′′. Alors

pour tout ρ ∈ Pm avec ρ ≤ ρ′′, l’algèbre A†
ρ est stable par les opérateurs ∂i

et donc par tous les opérateurs Δα = ∂α

α!
, α ∈ N

n.

Démonstration. En effet, soit ρ ∈ Pm avec ρ ≤ ρ′′ et soit f ∈ A†
K,ρ.

Prenons un F ∈ TmK,ρ avec f = q(F ). On a ∂i(f) =
∑m

l=1 q
(
F ′

Yl

)
∂i(yl) et

donc ∂i(f) ∈ A†
K,ρ car TmK,ρ est stable par les dérivées partielles par rapport

aux Yl. L’algèbre A†
K,ρ est alors stable par tous les opérateurs Δα = ∂α

α!
, mais

Δα(A†)⊂A† et donc l’algèbre A†
ρ = A† ∩ A†

K,ρ est aussi stable par les Δα. �
Prenons une fois pour toutes un ρ′′ ∈ Pm comme dans le lemme précédent.

Nous pouvons supposer ρ′′ ∈ Σ et que les poly-rayons de Σ sont tous majorés
par ρ′′ et donc Δα(A†

ρ) ⊂ A†
ρ pour tout ρ ∈ Σ et pour tout α ∈ N

n.

Théorème 6.4. La présentation de l’algèbre A† étant donnée, il existe une
suite croissante d’entiers D(h) ≥ 0, pour h ≥ 0, tel que pour tout h ≥ 0, pour
tout poly-rayon ρ′ ∈ Σ, pour tout élément F ∈ TmK,ρ′ ∩ V [Y ]† et pour toute
famille des multi-indices γ0, . . . , γh ∈ N

n, il existe Fγ0,...,γh ∈ TmK,ρ′ ∩ V [Y ]†

tel que (
Δp0)γ0

. . .
(
Δph)γh

(q(F )) = q(Fγ0,...,γh) et

‖Fγ0,...,γh‖ρ ≤ ‖F‖ρρ
D(h)(

∑
0≤j≤h |γj |pj)

pour tout ρ ∈ Σ, ρ ≤ ρ′.

Démonstration. D’après (6.1), pour chaque entier h ≥ 0, il existe un

entier D(h) > 0 tel que l’on ait la majoration ‖RetrB(Δpj

i (y
))‖ρ ≤ ρD(h)

pour tout ρ ∈ Σ, 1 ≤ � ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ h. On a de façon évidente
D(0) ≤ D(1) ≤ · · · . Pour démontrer le théorème nous allons raisonner par
récurrence sur l’entier h ≥ 0.
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Si h = 0,
(
Δp0)γ0

=
(
Δ1

1

)γ0
1 . . .

(
Δ1

n

)γ0
n et les opérateurs Δ1

i sont des
dérivations. Pour γ0 = 0 le résultat est trivialement vrai. Si le résultat est

vrai pour un γ0 il est aussi vrai pour ′γ0 = γ0+(0, . . . ,
i

1, . . . , 0) car

(
Δp0)′γ0

(q(F )) = Δ1
i (q(Fγ0)) =

m∑

=1

q
(
(Fγ0)′

Y�

)
Δ1

i (y
)

et il suffit de prendre F′γ0 =

m∑

=1

(Fγ0)′
Y�

RetrB(Δ1
i (y
)) avec

‖F′γ0‖ρ ≤ max



∥∥∥(Fγ0)′
Y�

∥∥∥
ρ
ρD(0) ≤ ‖Fγ0‖ρρ

D(0) ≤ ‖F‖ρρ
D(0)|′γ0|.

Supposons la majoration du théorème vérifiée pour h−1 ≥ 0.

On commence par démontrer que pour chaque i = 1, . . . , n et pour cha-

que β ∈ N
m il existe Hi,β ∈ TmK,ρ′′ ∩ V [Y ]† tel que Δph

i (yβ) = q(Hi,β) et

‖Hi,β‖ρ ≤ ρβρD(h)ph
pour tout ρ ∈ Σ. On procède par récurrence sur la

longueur |β|. Si cette longueur est nulle, le résultat est clair.

Supposons le résultat vrai pour un β ′ et prenons β = β ′+(0, . . . ,
j

1, . . . , 0).
On a alors en vertu de la formule de Leibniz

Δph

i (yβ) = Δph

i (yjy
β′

) =
∑

0≤k≤ph

Δph−k
i (yj)Δ

k
i (y

β′
).

Pour 1 ≤ k ≤ ph−1, on écrit k = a0+ · · ·+ah−1p
h−1 avec 0 ≤ ar ≤ p−1,

0 ≤ r ≤ h−1. On a l’égalité d’opérateurs différentiels :

Δk
i = uk

(
Δp0

i

)a0

. . .
(
Δph−1

i

)ah−1

où uk est un nombre rationnel qui est une unité p-adique.
L’hypothèse de récurrence sur la majoration du théorème appliquée à

h−1 montre que pour 1 ≤ k ≤ ph−1 il existe Gk ∈ TmK,ρ′′ ∩ V [Y ]† tel que

Δph−k
i (yj)Δ

k
i (y

β′
) = q(Gk) et ‖Gk‖ρ ≤ ρβρD(h−1)ph ∀ρ ∈ Σ.

L’hypothèse de récurrence sur la longueur appliquée à |β ′| montre qu’il existe

Hi,β′ ∈ TmK,ρ′′ ∩ V [Y ]† tel que Δph

i (yβ′
) = q(Hi,β′) et ‖Hi,β′‖ρ ≤ ρβ′

ρD(h)ph

pour tout ρ ∈ Σ. Par conséquent, yjΔ
ph

i (yβ′
) = q(YjHi,β′) et l’on a la majo-

ration ‖YjHi,β′‖ρ ≤ ρβρD(h)ph
pour tout ρ ∈ Σ.

Pour conclure, il suffit de prendre

Hi,β = RetrB(Δph

i (yj))Y
β′

+

( ph−1∑
k=1

Gk

)
+YjHi,β′.
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On a q(Hi,β) = Δph

i (yβ) et

‖Hi,β‖ρ ≤ max{ρD(h)ρβ′
, ρβρD(h−1)ph

, ρβρD(h)ph} = ρβρD(h)ph

pour tout ρ ∈ Σ.
Par suite si F =

∑
β∈Nm bβY β ∈ TmK,ρ′∩V [Y ]†, en posant Fi =

∑
β bβHi,β

on trouve

Δph

i (F ) = q(Fi), ‖Fi‖ρ ≤ ‖F‖ρρ
D(h)ph ∀ρ ∈ Σ, ρ ≤ ρ′.

Si on repète l’argument précédent, on trouve que pour chaque multi-indice
γh ∈ N

n il existe Fγh ∈ TmK,ρ′ ∩ V [Y ]† tel que(
Δph)γh

(q(F )) = q(Fγh), ‖Fγh‖ρ ≤ ‖F‖ρρ
D(h)|γh|ph ∀ρ ∈ Σ, ρ ≤ ρ′.

En appliquant l’hypothèse de récurrence sur la majoration du théorème
à h−1 on trouve pour tous multi-indices γ0, . . . , γh−1, l’existence d’un
(Fγh)γ0,...,γh−1 ∈ TmK,ρ′ ∩ V [Y ]† tel que(

Δp0
)γ0

. . .
(
Δph−1)γh−1 (

q(Fγh)
)

= q((Fγh)γ0,...,γh−1) et

‖(Fγh)γ0,...,γh−1‖ρ ≤ ‖Fγh‖ρρ
D(h−1)(

∑
0≤j≤h−1 |γj |pj)

pour tout ρ ∈ Σ, ρ ≤ ρ′. On conclut en prenant Fγ0,...,γh = (Fγh)γ0,...,γh−1. �
Corollaire 6.5. La présentation de l’algèbre A† étant donnée, il existe une
suite croissante d’entiers D(h) ≥ 0, pour h ≥ 0, tel que pour tout poly-rayon
ρ ∈ Σ, pour tout h ≥ 0, pour tous les multi-indices γ0, . . . , γh ∈ N

n et pour
tout élément f ∈ A†

ρ on a la majoration

‖(Δp0

)γ0

. . . (Δph

)γh

(f)‖ρ ≤ C(ρ)‖f‖ρρ
D(h)(|γ0|+···+|γh|ph).

Démonstration. Prenons les D(h) du théorème 6.4 et soit F = RetrB(f) ∈
TmK,ρ ∩ V [Y ]†. Nous savons qu’il existe Fγ0,...,γh ∈ TmK,ρ ∩ V [Y ]† tel que(

Δp0
)γ0

. . .
(
Δph)γh

(f) = q(Fγ0,...,γh) et

‖Fγ0,...,γh‖ρ ≤ ‖F‖ρρ
D(h)(

∑
0≤j≤h |γj |pj).

Comme ‖RetrB(f)‖ρ ≤ C(ρ)‖f‖ρ, on trouve la majoration cherchée. �
Démonstration du théorème 6.1. Il résulte de l’hypothèse sur la suite aα

que la réduction modulo l’idéal ms de la série P est un opérateur différentiel
dont l’ordre est borné par une fonction linéaire en s. D’autre part la série P
opère de façon évidente sur l’algèbre Â complétée m-adique de l’algèbre A†.
Reste à montrer que P (f) est un élément de l’algèbre A† si f est un élément
de l’algèbre A†.
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Comme la série
∑

α∈Nn aαξα est un élément de l’algèbre A†[ξ1, . . . , ξn]
†,

il existe un poly-rayon ρ0 et deux constantes C ′ > 0, 0 < λ < 1 tels que les
éléments aα appartiennent à l’algèbre A†

ρ0 et l’on a la majoration :

‖aα‖ρ0 ≤ C ′λ|α|.

Choisissons un entier h ≥ 0 tel que λ < p−1/ph(p−1) < 1. Quitte à faire
une extension finie de V , ce qui est loisible, on peut supposer que V con-
tient πh := π1/ph

où πp−1+p = 0. Pour un multi-indice α = (α1, . . . , αn)
définissons les multi-indices β0, . . . , βh en posant

αi = β0
i +β1

i p+ . . . βh
i ph

où βh
i est le quotient de la division de αi par ph et les βj

i sont bornés par
p−1 pour 0 ≤ j ≤ h−1.

Lemme 6.6. Pour tout multi-indice α on a la majoration

|πh||α||p!||β1| . . . |ph!||βh|/|α!| ≤ 1.

Démonstration. Il suffit de montrer que la valuation p-adique de

(p!)|β
1| . . . (ph!)|β

h|

α!

est minorée par −|α|/ph(p−1) et ceci est une conséquence directe de la
définition des multi-indices β à partir des multi-indices α. �

Pour montrer que la série P (a, Δ) =
∑

α∈Nn aαΔα opère sur l’algèbre A†

il suffit de montrer que la série

P (a, Δ, . . . , Δph

) :=
∑
α∈Nn

aα
(p!)|β

1| . . . (ph!)|β
h|

α!
(Δ)β0

. . . (Δph

)βh

opère sur l’algèbre A†. Rappelons qu’on a posé pour un multi-indice βj =
(βj

1, . . . , β
j
n)

(Δpj

)βj

:= (Δpj

1 )βj
1 . . . (Δpj

n )βj
n.

Étant donné un f ∈ A†, prenons un poly-rayon ρ1 tel que f ∈ A†
ρ1 , que nous

pouvons supposer majoré par ρ0. Mais l’entier h ≥ 0 étant fixé il existe en
vertu du corollaire 6.5 un entier D(h) ≥ 0 tel que pour tout ρ ∈ Σ, ρ ≤ ρ1,
on ait la majoration

‖aαΔα(f)‖ρ =
∥∥∥aα

(p!)|β
1| . . . (ph!)|β

h|

α!
(Δp0

)β0

. . . (Δph

)βh

(f)
∥∥∥

ρ

≤ C(ρ)|πh|−|α|‖aα‖ρρ
D(h)(|β0|+···+|βh|ph)‖f‖ρ

≤ C(ρ)C ′
(

λ

p−1/ph(p−1)

)|α|
ρD(h)|α|‖f‖ρ
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qui montre que la série P (a, Δ)(f) =
∑

α∈Nn aαΔα(f) converge dans l’algèbre

(A†
K)ρ pour ρ ∈ Σ assez petit et donc dans A†

K . �
En fait on a montré le résultat suivant que nous utiliserons dans l’arti-

cle [12] :

Théorème 6.7. Sous les conditions du théorème 6.1 pour tout élement f
de A† il existe un poly-rayon ρ ∈ Pm assez petit tel que

lim
|α|→∞

‖aαΔα(f)‖ρ = 0.

Remarque 6.8. 1) Nous ignorons si l’on peut montrer que pour toute
algèbre A† il existe une majoration du type

‖Δα(f)‖(ρ′,...,ρ′) ≤ Cρ′,ρρ
l|α|||f ||(ρ,...,ρ)

pour ρ > 1 assez près de 1, 1 < ρ′ ≤ ρ et une constante l ≥ 1 pour tout α,
ou même si pour tout μ > 1 et tout ρ ∈ Pm il existe un ρ′ ∈ Pm et une
constante M > 0 tels que

‖Δα(f)‖ρ′ ≤ Mμ|α|‖f‖ρ ∀f ∈ A†
ρ.

2) Ce problème est lié au suivant. Soit A une R-algèbre de type fini lisse
munie de coordonnées globales x1, . . . , xn et R[Y1, . . . , Ym] → A → 0 une
présentation de A. Si f est un élément de A, est-ce qu’on peut donner une
borne du degré d’un représentant de Δα

x(f), par exemple le reste de la divi-
sion par une base de division quand la division est possible, en fonction de |α|
et du degré d’un représentant de f . C’est le cas du localisé d’une algèbre
de polynômes par un polynôme. Il faut donc étudier de ce point de vue
l’extension étale du localisé d’une algèbre de polynômes à une algèbre lisse.

7. Trivialité cohomologique du faisceau des opérateurs
différentiels p-adiques

Nous allons en déduire l’acyclicité du faisceau des opérateurs différentiels
au-dessus d’un ouvert affine assez petit.

Corollaire 7.1. Supposons que l’anneau R est un anneau de valuation
discrète complet d’inégales caractéristiques p > 0, V , I est l’idéal maxi-
mal m et que X † est V -lisse. Alors si (x1, . . . , xn) est une famille de sec-
tions locales du faisceau OX †/V au-dessus d’un ouvert †-affine U d’algèbre
A† := Γ(U,OX †/V ) telles que leurs différentielles (dx1, . . . , dxn) forment une
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base locale du OX †/V -module des formes différentielles séparées ΩX †/V , l’ap-
plication symbole total qui à un opérateur différentiel P (a, Δ) associe son
symbole total

σP (a, ξ) =
∑
α∈Nn

aαξα

est un isomorphisme de A†-modules à gauche entre Γ(U,D†
X †/V

) et A†[ξ1...ξn]†.

Démonstration. C’est une conséquence des théorèmes 5.1 et 6.1. �

Corollaire 7.2. Sous les hypothèses du corollaire précédent, si q désigne la
projection du fibré cotangent T ∗U := Spec A1[ξ1, . . . , ξn] sur U , où A1 est la
réduction modulo m de A†, l’isomorphisme du corollaire précédent se localise
en un isomorphisme de faisceaux de OU†/V -modules sur U :

D†
U†/V

� q∗OT ∗U†.

Démonstration. Soit W = Uf (f ∈ A1) un ouvert principal de U . C’est

encore un ouvert †-affine d’algèbre (A†
f)

†, où f ∈ A† est un rélèvement

de f [15]. Alors en vertu de [14], appendice corollaire A.12, les différentielles
(dx1, . . . , dxn) forment encore une base au-dessus de W du OX †/V -module

des formes différentielles séparées Ω̃X †/V . D’où en vertu du corollaire précé-
dent on a un isomorphisme

Γ(W,D†
X †/V

) � (
A†

f

)†
[ξ1, . . . , ξn]

†

qui est compatible aux restrictions. D’où le corollaire. �

Théorème 7.3. Supposons que l’anneau R est un anneau de valuation
discrète complet d’inégales caractéristiques p > 0, V , I est l’idéal maxi-
mal. Supposons que X † est V -lisse. Alors si (x1, . . . , xn) est une famille de
sections locales du faisceau OX †/V au-dessus d’un ouvert †-affine U d’algèbre
A† := Γ(U,OX †/V ) telles que leurs différentielles (dx1, . . . , dxn) forment une

base locale du OX †/V -module des formes différentielles séparées Ω̃X †/V , le

faisceau D†
U†/V

est acyclique au-dessus de U :

Hi(U,D†
U†/V

) = 0

pour i ≥ 1.

Démonstration. Considérons le fibré cotangent q : T ∗U → U , si W est un
ouvert affine principal de U son image inverse q−1W est un ouverte affine
principal de T ∗U . En vertu du théorème d’acyclicité [15] la cohomologie
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Hi(q−1W,OT ∗U†/V) est nulle pour i ≥ 1 et donc les faisceaux images directes
supérieures Riq∗OT ∗U†/V sont nuls pour i ≥ 1. On a alors les isomorphismes :

RΓ(T ∗U,OT ∗U†/V ) � RΓ(U, q∗OT ∗U†/V ) � RΓ(U,D†
U†/V

).

On est réduit à la trivialité cohomologique du faisceau OT ∗U†/V au dessus
du schéma †-adique affine T ∗U [15]. �

Remarque 7.4. 1) Dans cet article on aurait pu partir d’un schéma formel
X ∧ = (X,OX∧/R) pour la topologie I-adique d’un anneau noetherien R et

définir le faisceau des opérateurs différentiels D†
X∧/R comme le sous-faisceau

du faisceau EndR(OX∧/R) des endomorphismes dont la réduction modulo Is

est un opérateur différentiel sur le schéma Xs pour tout s ≥ 1 dont l’ordre
est localement borné par une fonction linéaire en s.

2) Si le schéma X ∧ est formellement lisse sur R le théorème du symbole total
a lieu sur R, à savoir que si x1, . . . , xn est un système de coordonnées locales
au-dessus d’un ouvert affine U et si P un opérateur différentiel de l’anneau
D†

A∧/R et la suite aα, α ∈ N
n, d’éléments de A∧ définis par

aα =
∑

0≤β≤α

(α
β)(−x)βP (xα−β),

alors l’opérateur P est égal à la série

P (a, Δx) :=
∑

α

aαΔα
x .

De plus l’application symbole total qui à un opérateur différentiel P associe
son symbole total

σP (x, ξ) :=
∑

α

aαξα

est un isomorphisme de A∧-modules à gauche entre l’anneau des opéra-
teurs différentiels D†

A∧/R et l’algèbre A∧[ξ1, . . . , ξn]
† complété †-adique de

l’algèbre A∧[ξ1, . . . , ξn] pour la topologie I-adique de A∧. On a la trivialité
cohomologique du faisceau D†

X∧/R sur des ouverts affines assez petits. La
démonstration est élémentaire et est algébrique.

3) Cela pose la question fort intéressante de trouver des démonstrations
algébriques des résultats de cet article pour un couple (V, m) qui restent
valables pour un couple (R, I).
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schémas IV. Inst. Hautes Études Sci. Publ. Math. 32, 1967.

[8] Grothendieck, A. : Espaces Vectoriels Topologiques. Instituto de
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