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Le Théoreme du symbole total

d’un opérateur différentiel p-adique

Zoghman Mebkhout et Luis Narvaez Macarro

Résumé

Let XT be a smooth f-scheme (in the sense of Meredith) over a
complete discrete valuation ring (V,m) of unequal characteristics (0, p)
and let Djw v be the sheaf of V-linear endomorphisms of O+ whose
reduction modulo m® is a linear differential operator of order bounded
by an affine function in s. In this paper we prove that locally there
is an O y+-isomorphism between the sections of DLT % and the over-
convergent total symbols, and we deduce a cohomological triviality

property.

1. Introduction

Cet article complete article [13] sur les propriétés de finitude de 1'an-
neau des opérateurs différentiels p-adiques sur un schéma f-adique [15]. Les
résultats ont été pour la plupart obtenus a la fin des années quatre vingt mais
n’avaient pas été publiés. Entre temps la théorie des équations différentielles
p-adiques a connu un grand développement. Il s’agit d’une théorie non tri-
viale sans laquelle on pourra difficilement obtenir des résultats significatifs,
comme par exemple le théoreme de finitude des nombres de Betti p-adique
d’une variété affine non singuliere [11]. Cependant ce point de vue s’est
avéré étre le point de vue juste de la cohomologie de de Rham p-adique. Les
résultats de cet article jouent un role central dans les opérations cohomolo-
giques pour la cohomologie de de Rham p-adique en dimensions supérieures
et leur publication devient maintenant nécessaire.
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Le résultat central de ce premier article est le théoreme du symbole total
d’un opérateur différentiel p-adique dont on déduit la trivialité cohomologi-
que du faisceau des opérateurs différentiels p-adiques au-dessus d’'un ouvert
affine assez petit :

Théoreme. Soient V' un anneau de valuation discréte complet d’inégales
caractéristiques (0,p) et AT une V-algébre faiblement compléte lisse munie
de fonctions x1,...,x, telles que leurs différentielles forment une base du
AT-module des formes différentielles séparées. Soit P un opérateur diffé-

rentiel de [’anneau D,TM/V et la suite ay, a0 € N, d’éléments de AT définis
par

W= Y G)=) P )

0<B<a
Alors Dopérateur P est €gal a la série

P(a,A;) = Z anAS.

e

De plus l'application symbole total qui a un opérateur différentiel P associe
son symbole total
op(,8) == a,"

est un isomorphisme de Af-modules & gauche entre ['anneau des opéra-
teurs différentiels D,TM/V et lalgebre AT[Ey, ... &)1 complété T-adique de

Ualgebre AT, ... &)

Le théoreme précédent est démontré en deux parties. Le théoreme 5.1
montre la convergence du symbole total et I'injectivité de 'application sym-
bole total

0.: P €Dl —op(w€) e AT

Le théoreme 6.1 montre que ’application symbole total o, est surjective.
Les démonstrations des deux parties sont de nature différente.

Ce théoreme produit beaucoup d’exemples d’opérateurs différentiels p-
adiques. Nous l'utilisons de facon essentielle pour définir la cohomologie de
De Rham p-adique d’une variété algébrique lisse admettant un relevement
comme schéma faiblement complet comme défini dans I'article [15] et -adi-
que lisse. Chemin faisant nous démontrons un théoreme de division pour les
algebres ultramétriques et une majoration du quotient et du reste qui joue
un role essentiel dans la définition du morphisme symbole total.

Dans le deuxiéme article [12] on utilise ce théoréme pour montrer le
théoreme du symbole total d'un opérateur différentiel p-adique d’échelon
h > 0 et la noethérianité de ’anneau de ses sections globales au dessus d'un
ouvert affine assez petit.
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Voici le contenu des différents paragraphes. Dans le deuxieme paragraphe
on démontre le théoreme de division par un idéal de lalgebre K|xy, ..., z,]
sur un corps ultramétrique complet K et une majoration du quotient et du
reste. Nous en déduisons que tout idéal de cette algebre est de type fini et
fermé pour la topologie naturelle limite inductive d’espaces métriques com-
plets et donc la topologie quotient sur toute algebre quotient est séparée et
limite inductive d’espaces métriques complets. Dans le troisieme paragraphe
nous rappelons deux théoremes de la théorie de Grothendieck des espaces
vectoriels topologiques limites inductives dénombrables d’espaces métriques
complets sur un corps valué complet, le théoreme du graphe fermé et le
théoreme de factorisation et nous déduisons quelques conséquences topologi-
ques pour les algebres quotient précédentes. Dans le paragraphe quatre nous
rappelons la définition du faisceau des opérateurs différentiels p-adiques sur
un schéma t-adique. Dans le paragraphe cing nous démontrons le théoreme
du symbole total d'un opérateur différentiel p-adique. Dans le paragraphe
six nous démontrons la réciproque, le théoreme de l'opérateur différentiel
p-adique d’'un symbole total. Dans le paragraphe sept nous en déduisons
Iacyclicité du faisceau des opérateurs différentiels p-adiques au-dessus d’un
ouvert affine assez petit.

Notations et conventions

Nous utiliserons les notations suivantes :

1) R anneau commutatif unitaire noethérien, I idéal de R, R; :=
R/I°, s > 1; en particulier Ry := R/I.

2) (V,m,k, K,e) anneau de valuation discrete complet d’inégales ca-
ractéristiques (0,p), d’'idéal maximal m, de corps résiduel k, de
corps de fractions K et d’indice de ramification e := vy(p).

3) X/R schéma sur R.

4) De fagon générale si X/R est un espace annelé sur R nous notons
Dx/r le faisceau des opérateurs différentiels défini par récurrence
sur I'ordre dans ([7, §16]) et noté Dif fr(Ox/r). La notation Dx,/r
et ses variantes sont aujourd’hui universelles.

4) Si X/R est un schéma lisse sur R, un systeme de coordonnées
locales 1, ..., x, est constitué de sections locales du faisceau Ox/r
telles que leurs différentielles forment une base locale du fibré des
R-formes différentielles ([7, §16]).

5) a € N" ol i=ay!.. ), |a] = ar+- - +ag, (§) = a!/p(a=p)!,

o . 01 fe]
T =T xn”
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6) A =AY := A2l ... Ag" la famille des opérateurs différentiels as-
sociésax = (r1,...,2,) etaa = (ag,...,a,) € N*([7, Th.16.11.2]).
Ils sont determinés par les conditions

AZ (") = (22" o, f €N,

7) Si A est une R-algébre on note A" son complété séparé pour la
topologie I-adique et AT C A" son complété t-adique [16] pour la
topologie I-adique.

2. Théoremes de division dans les algebres ultramétri-
ques

2.1. Anneaux des séries ultramétriques

Soit K un corps valué complet ultramétrique et k£ son corps résiduel.
L’algebre de Tate a n variables sur K, notée T,,x, ou K(z) = K(x1,...,2y,),
est par définition la sous-algebre de 'algebre des séries formelles dont les
éléments sont les séries restreintes,

Toe =500 = { ¥ g € Kl | tim_ 171 =0}

a|——+00
aeN" |

C’est une K-algebre de Banach pour la norme de Gauss [3, 5.1.1, prop. 1] :

Z fa&aH = mgx|fa|

aeN”

C’est une algebre topologiquement dénombrable (cf. [3, 2.7]) parce que I'an-
neau des polynomes K[z] est une sous-algebre dense. De plus, si 'on note
To(k) = {f € Tux | IfIl < 1} et T(k) = {f € Tux | [If]| < 1}, on a un

isomorphisme canonique
T3 (k) /T (k) ~ klz],

d’ott on déduit que la norme de Gauss est multiplicative.
Sip=(p1,...,pn) € (R%)" est un poly-rayon, on note

Torcy = { S fua e Klial] | Tim [ fulp® = o}.

a|——+
a€eNnP o

C’est une sous-algebre de K{[z]]. Pour f = > . faz® € Thk,, on définit
la p-norme

11, = max | fa ™
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La K-algebre normée (T,xp, || ||,) est aussi une K-algebre de Banach
dans laquelle K[z]| est une sous-algebre dense et la norme || ||, est multi-
plicative (cf. [3, 6.1.5]). De plus, la topologie de T,k , est plus fine que la
topologie induite par la topologie produit dans K[[z]] = KY'. Si p > p/
Iinjection Tk, € Tk, est continue. Par définition T, (1,...1) = Thx-

Notons P, = {p € (RL)" | p; > 1} avec l'ordre partiel usuel inversé.

L’algebre DMW de Dwork-Monsky-Washnitzer a n variables sur K, notée
K[z]', est par définition la sous-algebre de I’algebre de Tate

K[Q]T = U Thk,p = lim Th g p.

pPEPn PEPn

Les éléments de K [z]" sont appelés séries surconvergentes.

L’algebre K [z]" est donc naturellement munie d’une topologie localement
convexe limite inductive dénombrable (car I’ensemble des poly-rayons p ad-
met de sous-ensembles dénombrables cofinaux) et 'injection dans ’algebre
normée T, est continue, la topologie limite est donc séparée. Comme pour
tout p > 1 la K-algebre normée T,k , est de Banach, la topologie limite
inductive sur 'algebre K[z]' est une topologie de type LF au sens de Grot-
hendieck [8]. Nous utilisons aussi la notation Al . pour la K-algebre K|[z]'.

2.2. Division dans les anneaux de polynémes a coefficients dans un
corps

Soit k£ un corps et F' = )
Le support de F' est ’ensemble

N(F)={a e N"| F, #0} CN".

wenn Faxz® une série a coefficients dans k.

Si F' est un polynome son support est un sous-ensemble fini de N”.

Plus généralement si F' = (F},..., F,,) est un vecteur de séries a coeffi-
cients dans k, on a une écriture unique

Py Y Bt

j=1 acNn
olt les F}j, sont dans k et 27 dénote le vecteur (0,...,z% ...,0), le monome
étant a la j-eme place. Autrement dit, on a F; = )" . F}jox® pour chaque

7 =1,...,m. Le support de F' est I’ensemble
N(F)={(,a) e{1,....m} xN* | F,; #0} C {1,...,m} x N".

Si F est un vecteur de polynomes, alors N (F') est aussi un sous-ensemble
fini de {1,...,m} x N™,
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Sia=(ay,...,a,) et f=(0,...,0,) sont deux éléments de N", nous
considérons les deux relations de bon ordre total suivantes :

Ordre lexicographique inverse : & <jeziny (3 S'il existe un indice j compris
entre 1 et n tel que a; = B; pour i > j et o < ;.

L-ordre : o <y, #sioubien L(a) < L() oubien L(a) = L(B) et & <jeminw 5,
ou L : R™ — R est une forme linéaire a coefficients positifs ou nuls.

Si la forme linéaire L a ses coefficients linéairement indépendants sur Z,
alors av <y, 3 si et seulement si L(a) < L(f).

Si maintenant (i, «) et (j, 5) sont deux éléments de {1,...,m} x N, on
dispose aussi des relations de bon ordre total suivantes :

L-ordre semi-lexicographique pour les vecteurs : (i,«) <p (j,[3) si ou bien
L(a) < L(B) oubien L(a) = L(3) et soit ¢ < jsoit i = j et & <jexinv 5,
ou L: R™ — R est une forme linéaire a coefficients positifs ou nuls.

L-ordre pour les vecteurs : (i) <3 (4,08) si Z(i—l, a) < Z(j—l, 3), ou
L: R" — R est une forme linéaire a coefficients positifs linéairement
indépendants sur Z.

Notons “ord” une des relations d’ordre précédentes sur {1,...,m} x N,
ou plus généralement, une relation de bon ordre sur {1,...,m} x N com-
patible avec 'action de N" (le monoide N™ opére sur {1,...,m} x N" par
addition sur la seconde composante).

Si F € k[z]™ := k[zy,...,2,)™ est un vecteur de polynémes non nul,
posons

exp(F) := II;I%X(./\/’(F))
Si Q € kl[z] et F, F' € k[z]™ sont non nuls, alors
exp(QF) = exp(Q)+exp(F),
et si exp(F') <opa exp(F”) alors
exp(F+F') = exp(F").
Rappelons le théoreme de division des vecteurs de polynomes (cf. [1]) :

Théoreéme 2.2.1. Soient F',... FP € k[z]™ des vecteurs non nuls. Notons

Ay = N'+exp(F")
i—1

A= (N"+exp(F)\ A, i=2....p

=1

A= {1,...,m} XN”\UA,;:{l,...,m} xN“\U(Nn+exp(Fi)).

=1
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Alors, pour chaque G € klz|™ il existe des polynomes Q1,...,Q, € k[z] et
un vecteur R € k[z]™ uniques tels que

p
. G=) QF+R,
1=1

2. N(Qi)+exp(F") C A; pour tout i =1,...,p,
3. N(R) CA.

Remarque 2.2.2. Si dans le théoreme précédent k est un anneau et les
coefficients des monomes principaux des diviseurs F* sont des unités, on a
encore un algorithme de division et le théoreme 2.2.1 a lieu.

2.3. Division dans les algebres ultramétriques

Soit K un corps valué complet ultramétrique de corps résiduel k et “ord”

est une relation de bon ordre total sur {1,...,m} x N” compatible avec
I’action de N”.

Soit f = > cnn faz® € K(z) une série restreinte non nulle. Nous
définissons

exp(f) = max{a € N(f) | 1fal = I£11}

ou || f]| est la norme de Gauss. Plus généralement, si f = (fi,..., fm) =

D i1 2 enn Jia2® € K(z)™ est un vecteur non nul, nous définissons
exp(f) i= max{(Ga) € N(P) | [fyal = I£I,

ou || f]| = max || 5]
Il est évident que :
L Si ||f|l = 1, alors exp(f) = exp(Z), ol z désigne 'image canonique
dans k[z]™.

2. exp(f) = exp(cf), pour tout c € K,c # 0.

Lemme 2.3.1. Soient ¢ € K(z), f,f € K(z)™ non nuls. On a les pro-
priétés suivantes :
L. exp(qf) = exp(q)+ exp(f).
2. Siexp(f) # exp(f’), alors exp(f+f') est égal ou bien a exp(f) ou bien
a exp(f').
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Théoréme 2.3.2. Soient f', ..., f? € K(z)™ des vecteurs non nuls. Notons

A= N+ exp(f)
i—1

A= (N"+exp(f)\JA;, i=2...p

A= {1,...,m} xN”\UAi:{l,...,m} x N"\ | J(N"+exp(f7)).

=1

Alors, pour chaque g € K(x)™ il existe des séries qi,...,q, € K(z) et un
vecteur r € K(x)™ uniques tels que

p
Lg= Z i1+

(¢:)+exp(f') € A; pour tout i =1,...,p,
(r)cA
De plus, ||g|l = maX{HCIzH LA (e}

Démonstration. L'unicité est une conséquence standard du lemme 2.3.1.
Pour l'existence il suffit de considérer le cas ot les diviseurs f* ont une norme
égale & 1 et la norme de g est plus petite ou égale & 1. On écrit f@ = fi+fi
Hl = 1,||fil] < 1 et on choisit un nombre 7,0 < r < 1 tel que || fi|| <7
pour tout 7. On considere I’anneau quotient

ky = {(a € K,|a| <1)/(a € K, |a] < 1)}

et la réduction K (x)™ — k,[z]™. Les coefficients principaux des images des
diviseurs f* sont des unités et on peut effectuer la division de I'image de g
par les images des f' dans k,[z]™ et on remonte les quotients et le reste en
respectant les supports. Il est facile de voir que Pitération de ce processus
converge et donne les quotients et le reste cherchés. |

Soit L: R1*™ — R une forme linéaire & coefficients positifs (Aos A1,y An)
€ RY™ linéairement indépendants sur Z et L: R® — R la forme linéaire

L(a) = L(0,a). Notons “ord” la relation de bon ordre total <; définie
dans 2.2.

Notons pour simplifier R = K[z]7, S = K(z), et pour chaque s > 1

= { > faz® € K[[z]] | lim |fa]s"®) = 0}-

a|——+00
aeN” o
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On a donc Ry = Ty, avec ps = (s™,...,5™), et R = Uz Rs. Notons
aussi pour simplifier, pour f € Ry,
1115 = 1 £llp, = max] fu] 7).

Sif=(fi, s fm) =211 D aenn Jiak® est un vecteur de R]", notons
en suivant [9],

||f||s = I(Tla})( |fj7a|si(j—1,a)‘
s o

Il est clair que cette norme sur R]" est équivalente a la norme de Banach
171 = max £l

Sif=(fi, i fm) = 22001 D aern fiaz?® € R™, notons

ln(f) = fjo,aogjmaoa

ot (Jo, a) = exp(f) = maxoa{(j, ) € N(f) [fjal = If]I1}.

Lemme 2.3.3. Si f € R™, il existe un sy > 1 tel que pour tout s € |1, 5]
on a la majoration

1/ =m(Hlls <ws)[lin(f)l]s,

ou v(s) < 1.

Démonstration. Posons [ = 377, Y7 . fja2”® et exp(f) = (jo, o)
On peut supposer que ||f|| = max;q|fjol = 1. On a donc [fjq] < 1 si
(Jo, 20) <ora (j, ). Comme f appartient a R™, il existe un s; > 1 tel que

|fj,a|le(a) — 0 si |a] — 400 pour tout j = 1,..., m. Prenons des constantes

¢, C > 0 telles que c|a| < L(a) < Cla| pour tout a € N™ et soit N un entier
L(j~1,a)

positif tel que si |a] > N on a |f;.|s] < % On peut supposer que
CN > L(jo—1, o).

Comme il y a un nombre fini de (j, ) tels que (j, @) <ora (Jo, o), pour
tout s > 1 il existe une constante ry € ]0,1[ telle que |fj,a|sz(j_17°‘) <
sEU=10) < p gLlio=1.00) pour tout (5, o) <erd (o, o).

Comme |fjo] — 0 si |a|] — +oo pour tout j = 1,...,m, il existe une
constante r’ € ]0, 1] telle que | f; | < 7’ pour tout (j, @) > (Jo, ).

Prenons un r” avec " < " < 1. Si (j, @) >ora (Jo, ) €t |a| < N alors
on a les inégalités :

|fj7a|3L(J_1’a) < p'gkli=La) < rlgroG=D+Clal 7 Ao(m=1)+CN < ! gLlo—1La0)

s1 )
7"\ Xo(m—1)+CN—L(jp—1,00)

l<s<sy=[—

T/
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Si (J, @) >ora (Jo, a0) €t || > N alors on a les majorations

L(j— Q@ L(j-1,a S 1 S 1 1 Tla a
[yl s2G10) = |, 0|50 (8_1) <3 (8_1) <1 1 ZGo-100

pour tout s avec 1 < 5 < s7.

Par conséquent, il suffit de prendre so = min{sy, s2} > 1, et pour chaque
n 1

s € ]1,50), v(s) = max{r,,r", 5}. [ |

Nous allons transposer a partir du lemme précédent la démonstration du
théoreme de division pour les séries convergentes a coefficients complexes de
Hauser-Miiller [9] au cas des séries ultramétriques. Le cas ou le corps des
coefficients a une valuation discrete a été traité dans [17].

Gardons les notations du théoreme de division 2.3.2.

Théoréme 2.3.4. Soient f',....fF € R™ C S™ des vecteurs non nuls.
Alors, il existe sq > 1 tel que pour tout s €|1, so] il existe une constante
Cs > 0 telle que pour chaque g € R C S™ les séries qi,...,q, € S et le
vecteur r € S™ uniques tels qug

p
a) g=> af+r,
=1

b) N(q;)+exp(f') € A; pour tout i =1,...,p,
¢) N(r) C A,

donnés par le théoréeme 2.3.2, vérifient
1. qi,...,q9p € Ry et r € R,

2. max{maxi<i<, [|gills[ /*lls: 2]} < Cllglls-

Démonstration. Posons suivant [9] ' = in(f’), i =1,...,p. Notons
A(f) ={r e s™ | N(r) € A},

et pour chaque s > 1,

A(f) = Af) N RS, V() =V(f) N R

Ce sont des sous-espaces fermés et donc de Banach des espaces de Banach
R et R respectivement.

Notons u : V(f) & A(f) — S™ l'application linéaire continue définie par

p
u(q,r) = Z af'+r
=1



LE THEOREME DU SYMBOLE TOTAL D’UN OPERATEUR DIFFERENTIEL p-ADIQUE 835

et v: V(f)®A(f) — S™ l'application linéaire continue définie par

p
v(g,r) = Z Qi+
i=1

D’apres le théoreme 2.3.2, les applications u et v sont bijectives et en vertu
du théoreme des homomorphismes de Banach ce sont des isomorphismes
bicontinus.

Notons pour chaque s > 1 suffisamment proche & 1 (tel que f* € R, pour

tout i = 1,...,p) us : V() @ A(f) — R et vy : Vi(f) @ As(f) — RY les
applications linéaires continues induites par u et v respectivement.
Il est clair par division par des vecteurs monomiaux que les applica-

tions v, sont bijectives et

lvs(g, 1)lls = max{llgills - |4 lls, Izl

pour s > 1 suffisamment proche a 1.
Considérons donc sur I'espace de Banach V,(f)®A,(f) la norme équiva-
lente

(g, )y = max{llgills - [l'l]s 1215}
dans laquelle I'isomorphisme v a une norme égale a 1.

Considérons aussi les applications linéaires continues wy : Vi(f) ® A(f)
— R définies par

On a uy, = vyt+ws.

Or, d’apres le lemme 2.3.3, il existe un so > 1 tel que pour tout s € |1, s
et pour tout i = 1,...,p on a | f'—ulls < v(s)||p]s, avec v(s) < 1.
Ceci entraine que la norme de Papplication w, est plus petite ou égale a
v(s) < 1, et Papplication us = vs4w; est un isomorphisme topologique, d’ou
le théoreme. [ |

Corollaire 2.3.5. Les applications quotient et reste :
Quot : K[z]"™ — (K[m]Tm)p,Resti: K[z]'™ — Kl[z]™

sont continues pour les topologies LF .

Démonstration. En effet 'ensemble {ps,s €]1,s0]} est cofinal dans I'en-
semble de poly-rayons P, et les restrictions

Quoty; R — (RY")”,  Resty : RY" — R

sont continues en vertu du théoréme 2.3.4. |
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2.4. Bases de division

Nous allons en déduire de nombreuses conséquences du théoreme de con-
tinuité de la division précédent. Nous supposons que le corps K est valué
complet et ultramétrique. Soit J un sous-module de ALT( resp. de (T,x)™,
posons exp(J) := {exp(f),f € J, f # 0} pour un ordre monomial de N".
L’ensemble exp(.J) est un idéal (stable par 'action de N") de N"x {1, ..., m}.
Il existe donc en vertu du lemme de Dickson une base finie {a!,... a?}
de exp(J)

exp(J) = Y (a'+N").

i=1,....d

Définition 2.4.1. On appelle base de division d’un sous-module J de AL";{
resp. de (T,x)™ une famille d’éléments f, ..., f% de J telle que exp(f?) = .

Corollaire 2.4.2. La K-algebre ALK, resp. Tk, est noethérienne.

Démonstration. Soit J un idéal de ALK et f=(f1...,f% une base de
division de J. En vertu du théoreme 2.3.4 on peut effectuer la division d’une
série g par la base f. Si g est un élément de I'idéal J le reste de la division
est nul par construction de la base de division. Donc la base de division f
est un systeme de générateurs. De facon analogue on traite le cas de T,k a
partir du théoreme 2.3.2. |

Remarque 2.4.3. La noethérianité de ’algebre T,k est démontrée par la
méthode de Weierstrass dans [3]. La noethérianité de 1'algebre ALK était
connue tout d’abord dans le cas de valuation discrete [5] (voir aussi [19,
Prop. (2.2)]) et le cas général a été démontré dans [6] par la méthode de
Weierstrass.

Proposition 2.4.4. Soit J un sous-module de K|[x]'™, resp. de (T,,x)™, et
o= (fY ..., fY un systeme de générateurs, alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) Le reste Rests(g) de la division de tout élément g de J est nul.
2) Le systeme f est une base de division de J.

3) Le reste Rest;(z*f?) de la division pour tout couple a,i est nul.

Démonstration. Seule I'implication 3) = 1) pose probleme. Soit g =
S~ hif* un élément de J. Alors si on pose h; = > h;ox® en vertu de la
continuité de I'application reste on a :

Rest (g hm < Z Z h; oRests(x )) 0.

lal<d i
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Corollaire 2.4.5. Soit J un sous-module de K[z]™ et J¢ sont étendu

\

a (Tx)™, alors toute base de division de J est une base division de J°.

Démonstration. En effet si f est une base de division de J les restes
Rest (%) de la division dans Klz|'™ et dans (T),x)™ sont les mémes
et donc tous les deux nuls. En vertu de la partie 3) de la proposition
précédente, f est une base de division de I'étendu. |

Corollaire 2.4.6. Pour tout sous-module J de K [x]™ Uapplication naturelle
de K[x]™/J dans (T, )™/J¢ est injective, autrement dit K|[z]™ N Je = J.

Démonstration. En effet un élément g de K|[x]™ appartient & J, resp. a
son étendu si et seulement si le reste de sa division par une base de division
est nul. En vertu du théoréme 2.3.4 Palgorithme de division dans K[x]i™
est la restriction de l'algorithme de division dans (T,,x)™ et une base de
division de J est aussi une base de division de son étendu. Ceci montre que
J = Kl[z]™ n Je. [ |
Remarque 2.4.7. En récopiant les techniques de division dans le cas des an-
neaux de polynoémes on obtient une description d’un systeme de générateurs
des syzygies d’une base de division d’un idéal de K[z]" ou de T, g, ce qui
donne en particulier une preuve de la platitude de 'extension K[x]' C Tpx.
Ceci, joint au corollaire précédent, donne une nouvelle preuve de la fidele
platitude de cette extension (voir [6, prop. 1.5]).

Théoréme 2.4.8. Tout sous-module J de K[z]™, resp. de (T,x)™, est
fermé pour la topologie LF, resp. pour la norme de Gauss.

Démonstration. Traitons le cas DMW. Soit f := (f',..., f%) une base
de division de J et soit o : K[z]I™ — J définie par o(g) = Zle g fi, avec
Quot;(g9) = (q1, - - -, qa)- Onadonc g = o(g)+Rests(g) pour tout g € Klx]im
D’apres le théoreme 2.3.4, 'application ¢ est continue pour la topologie LF,
et comme f est une base de division de J on a J = {g € K|[z]'™ | o(g) = g},
d’ou le résultat. Le cas de l'algebre de Tate se fait de facon tout a fait
analogue a partir du théoreme 2.3.2 (voir aussi [3, 5.2.7, cor. 2]). [ |

La topologie quotient d'un espace LF par un sous-espace fermé est une
topologie LF ([8, chap.IV]). La proposition suivante donne une preuve di-
recte de ce résultat dans le cas d’un sous-module de K[z]™.

Proposition 2.4.9. Soit J un sous-module de K[z]™ et posons J, := J N
(Thrk,p)™. Alors Uapplication naturelle
limy ((Trc,p)™ /o) — Kla]™ /T
P
est un isomorphisme bicontinu.
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Démonstration. On peut remarquer que l'on a les applications continues
inverse I'une de 'autre

Kal ™/ = (liy (T )" ) /7 =t (T )"/ T,) = Klal ™/

_)
P P B
Remarque 2.4.10. Si dans la proposition précédante f',..., f¢ est une

base de division de J, le théoreme 2.3.4 nous permet de conclure 'existence
d’un systeme cofinal de poly-rayons p pour lesquels J, = T,k ,(f*, ..., f%).

Définition 2.4.11. Une algébre T-adique (de type fini) sur K est un quotient
d’une algebre K[y, ..., x,]T, pour un entier n > 0.

Définition 2.4.12. Etant donnée une algebre t-adique AY munie d’une
présentation AT = K|xy,...,x,]"/J, notons Aj) = Thk p/Jp, €t notons aussi
1=, la norme quotient sur Al Notons ||—||1 la norme quotient sur T, /J°
(ou sur AT C T, /J¢) de la norme de Gauss. La topologie LF sur Al est
par définition la topologie quotient sur K|[x|'/J de la topologie LF de K|[z]T,
qui coincide avec la topologie limite inductive des (Al [|—|l,), en vertu de
la proposition 2.4.9. Cette topologie est plus fine que la topologie induite

par || =]l

La topologie induite par ||—||; sur une algebre {-adique (munie d’une
présentation) a été étudiée de fagon détaillée dans [6, § 1], ou on démontre
en particulier qu’elle est indépendante de la présentation. La topologie LF
a été aussi considérée dans loc. cit., 4.2 (direct limit topology) et dans [10,
2.3] (fringe topology). Nous donnerons plus tard une nouvelle preuve de
I'indépendance de la présentation de la topologie LF' (voir cor. 3.2.4).

3. Propriétés topologiques des algebres f-adiques de
type fini

3.1. Rappels de quelques résultats de la théorie des espaces LF

Nous allons utiliser la théorie de Grothendieck des espaces vectoriels to-
pologiques de type LF sur un corps valué complet [8] pour étudier la topolo-
gie quotient d’une algebre t-adique de type fini. Nous rappelons deux résul-
tats essentiels de la théorie des espaces vectoriels topologiques de type LF
sur un corps valué complet, le théoreme du graphe fermé et le théoreme
de factorisation. Nous utiliserons ces deux théoremes de fagon essentielle
au paragraphe suivant pour démontrer le théoreme de symbole total d’un
opérateur différentiel p-adique.



LE THEOREME DU SYMBOLE TOTAL D’UN OPERATEUR DIFFERENTIEL p-ADIQUE 839

Théoreme 3.1.1. Soient un corps valué complet K et F, E deux espaces
vectoriels topologiques de type LF sur K, alors une application K-linéaire
entre F' et E est continue si et seulement si son graphe est fermé.

Théoreme 3.1.2. Soit u une application K-linéaire continue entre un es-
pace de type F, F' et un espace de type LF, E défini par une suite E; de
sous-espaces de type F, alors l’application u se factorise par une application
linéaire continue de F' sur un espace L, pour un certain indice 1.

Ces deux théoremes sont démontrés dans un contexte plus général par
Grothendieck dans son cours sur les espaces vectoriels topologiques [8]. Le
théoreme de factorisation est démontré dans le chapitre (IV, §1, 5.1.2) et
le théoreme du graphe fermé est démontré dans le chapitre (IV, §1, 5.2).
On rappelle qu’'un espace topologique de type F est un espace localement
convexe métrique complet.

Remarque 3.1.3. Remarquons que nous n’aurons besoin des deux théore-
mes précédents que dans le cas particulier ou les espaces en jeu sont des limi-
tes inductives d’espaces de Banach (£B). Dans ce cas la preuve du théoreme
du graphe fermé est plus simple que dans le cas général.

3.2. Propriétés de continuité des morphismes

Nous allons déduire des théoremes précédents quelques conséquences sur
la continuité des morphismes linéaires entre algebres f-adiques.

Corollaire 3.2.1. Soit K un corps ultramétrique complet et u : AT — Bt
une application K-linéaire entre deux algebres t-adiques de type fini munies
de présentations AT = Klxy,...,2,|'/I, BT = Klyi,...,yn)"/J, qui est
continue pour la norme ||—||1. Alors elle est continue pour la topologie LF
et pour tout p € Py, il existe un p' = p'(p) € Py, tel que u(Al) C B;, et il
existe une constante C(p) telle que

[u(a)ll,r < C(p)llall,
pour tout a € Al

Démonstration. Le graphe de u étant fermé pour les topologies de la
norme ||—||1, il est donc fermé pour les topologies LF. En vertu du théo-
reme du graphe fermé 3.1.1, 'application u est continue pour les topologies
LF et en vertu du théoreme de factorisation 3.1.2, 'application continue
AL — AT % Bt se factorise par une application continue AL = BZ, et la
majoration du corollaire s’en déduit. |
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Les résultats qui suivent traitent les morphismes d’algebres entre algebres
T-adiques et ne seront pas utilisés dans les paragraphes suivants, ol les morp-
hismes concernés seront des opérateurs différentiels.

Une K-algebre affinoide est une K-algebre quotient d’une algebre de
Tate T,,x, pour n > 0. Toute K-algebre affinoide munie d’une présentation
a une norme quotient ||—||;, pour laquelle est une K-algebre de Banach.
On rappelle le théoreme suivant, qui nous dit en particulier que cette struc-
ture de K-algebre de Banach est indépendante de la présentation ([3, 6.1.3,
Thm. 1]) :

Théoreme 3.2.2. Tout morphisme de K-algebres entre deux K-algébres
affinoides munies de présentations est automatiquement continu pour les
topologies induites.

Rappelons aussi ([3, 6.1.5, Thm. 4]) que la K-algebre T,k 5, p € Py, est
affinoide si et seulement si p € P/, ou

P ={peP,|pclk]|Vi=1,...n}

Comme P/ est un sous-ensemble cofinal de P,, on déduit que pour tout
K-agebre t-adique de type fini A, sa topologie LF est limite inductive de
K-algebres affinoides
AT = Tim AT,
pEP;,

Corollaire 3.2.3. Soient deur idéauz I CK[y1, ..., ym] et JCK|z1,..., 2],
et At = K[y]'/I et Bt = K[2]T/J les algébres quotient. Alors tout morphisme
de K-algebres u : AT — BT est continu pour les topologies LF .

Démonstration. Notons B" = T,/ J¢, qui est une algebre affinoide conte-
nant BT (voir cor. 2.4.6). Il s’agit de I'algebre complétée de BT pour la norme
|—|l1. Le morphisme w induit, pour chaque poly-rayon p € P,,, un morp-
hisme de K-algebres AL — AT % Bf < B, Pour chaque p € P/, I'algebre
AL est affinoide et en vertu du théoreme 3.2.2, le morphisme AL — B est

continu, d’ot la continuité de la restriction u : Af, — BT pour la norme |-
sur BY. En passant & la limite inductive pour p € P’ on déduit que u est
continue pour la topologie LF sur AT et pour la topologie de la norme ||—||;

sur BT. Son graphe est donc fermé pour ces topologies, et donc il est fermé
pour les topologies LF sur Af et sur Bf. En vertu du théoréme du graphe
fermé 3.1.1 le morphisme u est continu pour les topologies LF. |

Corollaire 3.2.4. Soit A" une algébre t-adique de type fini. Alors la topo-
logie LF induite par une présentation est indépendante de la présentation.
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Démonstration. On applique le corollaire précédent au morphisme iden-
tité. m

Corollaire 3.2.5. Tout morphisme d’algébres entre deux algébres t-adiques
de type fini est automatiquement continu pour les topologies LF.

3.3. Séries surconvergentes a coefficients dans une algebre f-adique

Dans cette section, K est un corps valué complet ultramétrique et A est
une K-algebre f-adique, muni d'une présentation AT = K[zy,...,2,]7/J.

Définition 3.3.1. Une série formelle a = > a.&% € A'[[&,...,&)]] est
appélée surconvergente s’il existe un poly-rayon p € P,, et des constantes
C > 0,0 << 1 tels que aq € Al et |laq]l, < CN° pour tout o € N". Le
sous-ensemble de A[[¢]] formé par les séries surconvergentes est noté AT[]T.

Dire que la série a est surconvergente est équivalent a dire qu’il existe
des poly-rayons p € P,,, p' € P,, tels que a, € AL pour tout a € N" et

lim[|aq 0 = 0.
lot| =00

I est clair que AT[¢]T est une sous-algebre de AT[[¢]], et en vertu du théoreme

de factorisation 3.1.2 on déduit que A’ [§]T est indépendante de la présentation
choisie de AT.

Lemme 3.3.2. Dans le cas A" = K[z]", on a
(K[z]") [g]' = KTz, €]".

Démonstration. Soit
P=Y al@¢ e Klle.g) etposons af = al s

Si Pe K|z, &]', il existe deux poly-rayons p € P, 0 € P, tels que |a), 4|p 0
— 0 quand |a|+|8] — oo, et donc a € T,k , pour tout a. D’autre part,
il existe une constante C' > 0 telle que |agﬂ|pﬁa°‘ < C pour tout «, 5. En
prenant A = max{o; '}, on a [|a}]|, = maxg|al 45p® < CA°l pour tout a,
et P e (K[z]") [¢]'. Réciproquement, supposons que [[al|, < CAl“l. SiT'on
note 7 = (plé, . ,pi), on a |agﬂ|7ﬂ)\_‘%l < Cr8)\'% et donc P € K|z, &

]

Théoreme 3.3.3. Avec les notations précédentes, il existe un isomorp-
hisme de K -algébres K [z, £]"/J¢ ~ A[E]', et donc AT[E]" est aussi une algebre
T-adique.
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Démonstration.  Notons 7 les projections naturelles K[z]l — AT et
Kz]'[¢]] — AM[¢]]. Si P = > al¢" € K|z, &', d’apres le lemme 3.3.2
il existe un poly-rayon p € P,, et deux constantes C' > 0, A €]0, 1[ telles que
ad, € Tk et [|al|l, < CA°l pour tout o € N, Par conséquent w(al) € Af
et [[r(ad)ll, < |lad]l, < CAll don 7(P) = Y, m(ad)E™ est un élément
de AT[E]T.

On a donc 7 (K [z, {]") € AT[¢]T. Il est clair que la restriction 7 : K[z, ]
— AT[¢]' s’annule sur les éléments de J° et donc elle induit un homomorp-
hisme de K-algebres 7 : K[z, £]T/J¢ — AT[¢]T. Nous allons voir que 7 est un
isomorphisme. B -

Avec les notations précédentes, si 7(P) = 0 alors 7(a’) = 0 pour tout a,
i.e. a2 € J pour tout . Prenons une base de division f = (f1,..., f¢) de J.
D’apres le théoreme 2.3.4, il existe un poly-rayon ¢ € P,,, avec p; > 0; > 1,
et une constante M > 0 tels que pour tout @ € N" il existe ;o € Tk .o,

j=1....d avec ag =3 giaf’ et gjalle < Mllaqll,.

Ona P=3Y ad¢* =3 q¢;f7 avec ¢; = Y., qjal™. OF, [[gjallp < CMA
et d’apres le lemme 3.3.2 les ¢; appartiennent a K|z, §]T et donc P est un
élément de J. Ceci démontre l'injectivité de 7.

Soit maintenant a = 3 a,£* un élément de AT[{]T, avec [|a,|[, < CAl*
pour tout a. Comme |a,l||, est par définition l'inf des |[ad], avec @b €
Tk, €t m(al) = a,, pour chaque a € N™ on peut trouver al € T, , avec

m(ad) = a, et |[ad], < ||aa||p>\_%. D’apres le lemme 3.3.2 on déduit que

P=%_a0¢" € K[z,€]" et donc a = w(P) = 7(P), et T es surjectif. [ |

Remarque 3.3.4. L’algebre AT[¢]! est le coproduit de AT est de K[¢]' dans
la catégorie des K-algebres f-adiques de type fini (cf. [10]).

Nous allons considérer maintenant le cas ou K est un corps valué discret
complet. Notons V' C K son anneau de valuation discrete, m = (7) C V
son idéal maximal et soit A" une V-algebre faiblement complete et topo-
logiquement de type fini [16], i.e. AT est un quotient du complété faible
V[zi,...,2m]" de Panneau de polynomes V[z] pour la topologie m-adique.
Il est clair que K[z]' = K @y Vi]z]' et V[z]l = K[z]' N V][z]].

L’algebre A}( = K @y AT = Al est clairement une K-algebre f-adique
de type fini : & partir d’une présentation AT = V[z]"/J de A" on obtient
une présentation Al = K[z]7/Jx de Al ot Jx = K @y J = J, est I'idéal
étendu.

Supposons I'algébre AT munie d'une présentation AT = V[z]|T/.J et sup-
posons aussi que Af n’a pas de V-torsion, ou de facon équivalente, AT est
V-plate. On a donc AT ¢ Al et J: 7 = {F e Vgl | nF € J} = J.
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Nous pouvons considérer les sous-V-algebres Af := AT N (A}{)p munies des

restrictions des normes ||—||,, qui évidemment dépendent de la présentation
choisie.

Proposition 3.3.5. Sous les hypothéses précédentes, une sérieb =) b,§”
€ A'[[€]] appartient au complété faible AT[E]' (dans le sens de [16]) si et seu-
lement s’il existe un poly-rayon p € P, et des constantes C >0, 0 < A < 1
tels que b, € Al et ||ag|, < CNel pour tout o € N*. Autrement dit, on a

ATE) = AL (g N AT[iE)).

Démonstration. L'inclusion Af[¢]T ¢ Al [¢]f N AT[[¢]] est évidente.

Le complété faible AT[€]T est le quotient de Vz, £]' par I'idéal étendu J¢,
et donc

(ATE)) ¢ =~ Klz. 8"/ () = Kz, )/ (Ji)* ~ AL[€]f

en vertu du théoreme 3.3.3. Soit f = (f1,..., f9) une base de division de J,
dont nous pouvons supposer f* € V[z]. Notons Retr; : Al — K[z la
rétraction de la projection naturelle K[z]" — A}( donnée par Retrs(g) =
Rest;(g). Comme J : 7 = J nous déduissons que Jx N V]z]l = J et les f°
appartiennent a .J. Or, le reste et les quotients d’un élément de V[z]' par des
éléments de cet anneau appartiennent aussi a cet anneau, donc un g € V|[z]f
appartient & J si et seulement si Rest;(g) = 0, d’ou Retr;(A") C V]z]'.

Il est facile a voir que le reste et les quotients d’une série a =) aaga €
Kz, €] par le systeme f = (f',..., f%) s’obtient & partir du reste et des

quotients des coefficients, i.e.
Resty(a) = » Resty(aq)€”, Quots(a) =Y  Quoty(an)§".

Par conséquent, en vertu de la proposition 2.4.4, f est aussi une base de
division de (Jx)¢ et pour chaque b = Y b,&* € AL [¢]f = (AT[E]T) ., on a

Retry(b) = >, Retry(by)E* € (K[z]") [€]T = Kz, ]
Sib=3", bu&" € Al €] N AT[[¢]], alors

Retry(b) = Y _ Retry(b)E* € K[z, €] 0 (V[z]) [[¢]

C Kz, ' nVIz,&]] = Vi, &'

et donc b € AT[E]T. [ ]
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I

4. Le faisceau des opérateurs différentiels 7-adiques D, /R

4.1. Schémas f-adiques

Soient R un anneau commutatif noethérien, I un idéal de R et Xt :=
(X, Oxt,z) un R-schéma f-adique [15]. On rappelle que X' := (X, Oxt/r)
est un espace annelé tel que tout point admet un voisinage sur lequel I'espace
induit est isomorphe a un schéma f-adique affine. Un schéma f-adique affine
se construit & partir d’une algebre A faiblement complete pour la topologie
I-adique de R et topologiquement de type fini [15]. La réduction modulo
I* d'un schéma f-adique X := (X, Oyi,) est un schéma algébrique X, :=
(X, Rs ®r Oxt,r) localement de type fini sur R, = R/I°.

Définition 4.1.1. 1) On dit que X' est plat si le faisceau structural Oyi p
est un faisceau de R-algébres plates.

2) On dit que X' est lisse s’il est plat et que le schéma algébrique
(X, Oxt,r/1) est lisse sur R;.

3) On dit qu’un ouvert affine U de X est un ouvert t-affine si l’espace
annelé induit U' := (U, Ouyt/r) qui est un schéma f-adique est un
schéma T-adique affine.

Il n’est pas du tout évident qu’'un ouvert affine est un ouvert f-affine.

4.2. Le faisceau des opérateurs différentiels Dy p

Définition 4.2.1. On définit le faisceau des opérateurs différentiels D%/R
d’ordre m > 0 de l'espace annelé X1 par récurrence sur m comme le sous-
faisceau du faisceau des R-endomorphismes Endr(Oxt /) du faisceau struc-
tural en posant Dg(T/R = Oyi/gr et en définissant le faisceau des opérateurs
d’ordre < m, pour m > 1, comme le sous-faisceau des endomorphismes dont
le commutateur avec une section locale de Oyt /g est un opérateur différentiel
d’ordre < m—1. Le faisceau des opérateurs différentiels d’ordre fini Dyt /g
est le faisceau filtré U,,>oD; IR -

On rappelle le théoreme suivant ([14, théoreme A.16, prop.4.4.2]) qui
est 'analogue f-adique du cas schématique ([7, §16, 16.11.2]) mais dont la
transposition n’est pas immédiate :

Théoréme 4.2.2. Supposant que X' est lisse sur R. Alors pour tout m > 0
le faisceau D%/R de Oyt p-modules est localement libre de type fini. Plus
précisément si (xq,...,2,) est une famille de sections locales du faisceau
structural Oyt /p au-dessus d’un ouvert affine -adique et telles que leurs
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différentielles (dxy, . .., dxy,) forment une base du Oyt/g-module des formes
différentielles séparées QXT/R; alors il existe une unique famille d’opérateurs
A“ o € N" caractérisée par les relations A*(2P) = (8)aP~* et tels que
les opérateurs différentiels A%, || < m forment une base locale du Oyt -

module (& gauche ou a droite) DY .

Par construction les ouverts affines ayant la propriété du théoreme précé-
dent forment une base de la topologie de X.

T

4.3. Le faisceau des opérateurs différentiels 7-adiques D, IR

Rappelons la définition du faisceau des opérateurs différentiels f-adiques
d’ordre infini introduit dans les articles ([13], [14]) :

Définition 4.3.1. On définit le faisceau des opérateurs différentiels DLT/R

d’ordre infini de l'espace annelé X1 comme le sous-faisceau du faisceau des
R-endomorphismes Endr(Oxt/g) du faisceau structural dont la réduction
modulo 1'idéal I° est un opérateur différentiel sur le Rs-schéma algébrique
X = (X,0x1/r/I°), Ry := R/I® et dont l'ordre est localement borné par
une fonction linéaire en s.

Le faisceau DLT IR
algebres du faisceau des endomorphismes Endg(Ox+,/g) qui contient comme
sous faisceau de O y1/p-algebres le faisceau des opérateurs différentiels d’or-

dre localement fini D y+ /R

est donc par construction un sous-faisceau de Oyt p-

5. Le Théoreme du symbole total d’un opérateur diffé-
rentiel d’ordre infini

Le théoreme fondamental suivant a été obtenu en 1990 mais dont la
démonstration n’a pas été publiée :

Théoreme 5.1. Supposant que l'anneau R est un anneau de valuation
discréte complet V' d’inégales caractéristiques (0,p), I est l'idéal maximal
m et que X1 est V-lisse. Alors si (x1,...,7,) est une famille de sections
locales du faisceau Oyt )y au-dessus d’un ouvert affine U au-dessus du-
quel le t-schéma induit est affine d’algébre AT := T'(U, Oxtv) telles que
leurs différenticlles (dx1, ..., dz,) forment une base locale du Oyt -module
des formes différentielles séparées Qyi,yv, alors tout opérateur différentiel

PeD'. = U, D! ) au-dessus de U s’écrit de maniére unique

At )V xXt/v
P = Z ao A,

aeN"
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ol a, est une suite d’éléments de Ualgébre At telle que la série symbole total

a€eN"™
est un élément de Ualgebre AT[E,, ... &)1 et les opérateurs différentiels A®
sont associés aux coordonnées (x1,...,x,) par le théoréme précédent. De

plus les coefficients a, sont donnés par les égalités :

= 3 G)=2) P

0<B<a

Par définition d’un opérateur différentiel P(x®~") est un élément de I'alge-
bre AT pour tout a—3 > 0 et les coefficients a,, := Zogﬂga(g)(—x)ﬁf’(xa_ﬁ)
qui sont des éléments de 1'algebre AT pour tout a sont donc déterminés uni-
quement par 'opérateur P. Il suffit donc de montrer que la série op(x,§) =
> wenn Ga (@)€Y est un élément de Dalgebre AT, ..., &'

Fixons un nombre réel € €0, 1] et la valeur absolue |—| sur le corps K
des fractions de I'anneau V' donnée par |¢| = ") (i.e. & = |n]).

Fixons une présentation AT = V[Y,...,Y,,]T/J, qui nous fournit une
présentation Al = K[Vi,...,Y,]{/Jk et une famille exhaustive de K-
algebres normées ((A}()p, I=l,), p € Pu. Par I'hypothese de lissité, AT est
plate sur V et donc A' C A}{. Notons Aj, = AN (A}{)p.

L’algebre A}{ est aussi munie de la norme ||—||1,.1y quotient de la norme
de Gauss. Par construction les éléments de A sont de norme majorée par 1
et en particulier ||aq/1,..,1) < 1 pour tout ov. Plus généralement, si a € m* A,
alors ||al|,..1) < €°.

Nous allons d’abord montrer la majoration :

Lemme 5.2. Sous les hypothéses du thoréme 5.1, il existe deux constantes
Cy > 0,0 < A\ <1 telles que l'on ait la majoration pour tout «

laallo..1y < CA

Démonstration. Supposons pour simplifier que X' = U est affine et que
(x1,...,2,) est un systeme global de coordonnées telles que (dxy,...,dz,)
est une base du Oyt y-module des formes différentielles séparées Qi V-
Alors pour tout s > 1 leurs réductions modulo m* forment un systeme
de coordonnées (zy,...,%,s) du schéma X; telles que leurs différentielles
(dxys,...,dx, ) sont une base du Ox,-module des formes différentielles
Qx, v, Les opérateurs A® respectent I'idéal m® et définissent des opérateurs
différentiels A sur le schéma X, et I'on a les égalités A% (z7) = (§)2¢°. En
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vertu de [7, §16, 16.11.2], les opérateurs A% forment une base de 'anneau
des opérateurs différentiels sur le schéma X,. En particulier la réduction P,
modulo m® de l'opérateur P est un opérateur d’ordre borné par C(s+1),

avec C' > 0, et on a
P, = Z Ao, s A
la|<C(s+1)

ou les coefficients a, s sont données par les égalités :

Gne= Y ()2 P 2).

0<B<a

On trouve que les coefficients a, s sont les réductions modulo m® des coeffi-
cients a,. Par hypothese les coefficients a,, appartiennent donc & I'idéal m* AT
pour |a| > C(s+1) et donc ||laq||a,..1) < €° pour |a| > C(s+1), ce qui donne
Pinégalité ||aq| 1,1y < e 2H°l/C pour tout a. 1l suffit de prendre C; = £~2
et A\ = /€. ]

En vertu du lemme précédent la série ) . ao* appartient au complété
m-adique A"(E).

Remarque 5.3. Dans le lemme précédent on peut remplacer le couple V, m
par un couple R, et I'on obtient la majoration vr(a,) > C(]a|) pour une
constante C' > 0 (voir Remarque 7.4).

En vertu de la proposition 3.3.5 le théoreme 5.1 est une conséquence du
lemme suivant :

Lemme 5.4. Sous les conditions précédentes, la série ) a.{" appartient

a Al [¢]f.

Démonstration. Nous procédons comme dans la preuve de la proposi-
tion 3.3.5. Soit B = (f1,..., f¢) une base de division de Jx avec f! € V[Y].
Nous savons que B est un systeme de générateurs de J et que la rétraction
Retrg : Al. — K[Y]' de la projection naturelle K[Y]" — Al se restreint &
Retrg : AT — V[Y]'. De plus, en vertu du théoréme 2.3.2 on a pour tout
g € Al T'égalité des normes

lglla,...1y = | Retra(g)la,..1)

et donc ||gl/(1,..,1) est égale a la valeur absolue d’un nombre ¢ de K, et il
existe f € Al avec g = cf. L'opérateur P étant V-linéaire, il induit une

1. Autrement dit, tout idéal d’une algebre de Tate ou de Dwork-Monsky-Washnitzer
est strictement fermé pour la norme de Gauss (cf. [3, 1.1.5]).
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application Ak — Ak que nous notons encore P. Comme P opere sur la
V-algebre AT I'on a les inégalités

1Pl ...y = lel- 1PNy < lel = llglla,..n
et donc 'opérateur P est continu pour la 1-norme.

On peut appliquer le corollaire 3.2.1 a P : A}( — A}(. La restriction
de l'opérateur P a chaque espace (A}()p, p € P, se factorise a travers
d’applications linéaires continues (A}()p — (A}()p, pour des poly-rayons p' €
P, assez petits, qu'on peut toujours supposer majorés par p. En particulier
il existe une constante C'(p) > 0 telle que l'on ait la majoration ||P(f)|, <
C(p)||fll, pour tout élément f de (A}{)p et pour tout p’ € P, assez petit.

En vertu du lemme 5.5, il existe un poly-rayon py € P, et un entier [ > 0
tels que pour tout p € P, avec p < py on a ||z, < p', i=1,...,n. Par
conséquent [|z¢||, < p!l*l pour tout a € N" et pour tout p € Pp,, p < po.

Les coefficients a,, sont définis par les égalités :

ta= Y ()(-2)*Pa")

0<f<a

qui montrent que pour tout p € P,,, p < po, et pour tout p’ assez petit et
majoré par p on a

() llaa]l,r < max I(=2)" Pl < mgxp”ﬂ'c(p)!\fﬂa_ﬂllp < C(p)p"!

pour tout o € N™.

En vertu du lemme 5.2 il existe deux constantes C'; > 0,0 < A\; < 1 telles
que l'on ait la majoration ||aq||1,.. 1) < Cl)\|1a‘ pour tout o € N™.

Prenons un p < pg tel que A\;p' < 1. La majoration (*) est donc satisfaite
pour tout p’ assez petit et majoré par p.

D’apres le théoreme 2.3.4, il existe un sous-ensemble cofinal ¥ C P, tel
que la rétraction Retrp : A}( — K[Y]" induit des applications continues

RetrB . (A}i-)p, — LmK,p

avec |lall,y < || Retrg(a)|l, < C'(0)]ally, C'(p') > 0, pour tout a € (A}()p,
et pour tout p' € 3. D’apres le théoreme 2.3.2 on a aussi |al|q,. 1) =
| Retrg(a)l|(,..1) pour tout a € Al

Par conséquent,

() | Retrp(aa)|a...1) < C1AL
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pour tout o € N, Pour un p’ € ¥ assez petit et majoré par p, on a en vertu
de la majoration (x)

(1% %) | Retra(ao)lly < Copl™

pour tout a € N", avec Cy = C'(p)C"(p).
Si on écrit

Retrp(a,) = Z o5Y",

les majorations (**) donnent les majorations |a, 5| < C’M'la‘ pour tous «, (3
et les majorations (***) donnent les majorations |an 5| < Cap'~?p!l*l pour
tous «, 3. En faisant le produit des deux majorations précédentes on trouve
les majorations :

(% s % %) o 5] < 011/2021/2p/—@/2)\|1a\/2p”a|/2

pour tous a, 3, et comme A\ p' < 1, on déduit que la série Zaa,ﬂzﬁgo‘ est
un élément de I'algebre K[Y, ..., Y., &, ..., &1 dont la réduction modulo
(Ji)® est la série op(a,§) = D cnn @a€”, qui est donc bien un élément de
Palgebre Al [¢]T. Dol le lemme 5.4. u

Lemme 5.5. Etant donnée une série

h=>Y hgY? € VIVi,... .Yl N Tk o
B

il existe un entier | > 0 tel que pour tout p avec p < py, on a ||h||, < p' (ot

ph =110

Démonstration. Comme la limite de |hg|pi s’annule pour |5] — oo, il
existe un entier [ > 0 tel que |hg|pg < 1 pour |3| > I. 1l est clair que pour
tout p € P, avec p < pg on a

1, < maX{l,%w;pﬁ} </

< [
Remarque 5.6. Considérons le morphisme V[X, ..., X,]T — A" qui envoie
X; — x; et le morphisme induit K[X1,..., X,]T — A}( qui est continu, d’ou

en utilisant le théoreme de factorisation 3.1.2 on trouve les majorations
2%l < C'(p)p"

pour tout p € P, et pour tout p’ assez proche de (1,...,1). Ceci peut étre
utilisé dans la preuve du lemme 5.4 au lieu de la majoration ||z®||, < p!l*l,

dont la démonstration est plus élémentaire.
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6. Le Théoréeme de D'opérateur différentiel d’un sym-
bole total

En vertu du théoreme 5.1 un opérateur différentiel P d’ordre infini est
égal a la série
P(a,A) = Z AN
a€eN"™
puisque que

P = 3 aud?(f)
acN"

modulo m*® pour tout s > 1 et pour toute section locale f de Oyt sur un

ouvert U’ C U. Réciproquement :

Théoreme 6.1. Supposons que l'anneau R =V est un anneau de valuation
discréte complet d’inégales caractéristiques p > 0, I = m est l’idéal maximal
et que le T-schéma X1 est V-lisse. Alors si (zy,...,x,) est une famille de
sections locales du faisceau Oyt )y au-dessus d’un ouvert 7-affine U d’algebre
A :=T(U, Ot y) telles que leurs différentielles (dxy, ..., dx,) forment une
base locale du Oyi,y-module des formes différentielles séparées Qi )y et aq
est une suite d’élément de Ualgébre AT telle la série

P(aaf) = Z aal”

aeN"™
est un élément de Ualgebre AT[E1, ... &)1, alors la série
P(a,A) = Z AN
a€eN"™

est un opérateur différentiel d’ordre infini, en particulier opére sur l’alge-

bre AT,

Il est évident que si f est un élément de algebre AT la série P(a, A)(f) =
Y aenn AaA%(f) converge formellement vers un élément de A”. Il faut mon-
trer alors que la série formelle P(f) est un élément de 1'algebre AT et c’est
la le probleme.

Notation 6.2. Pour un entier j > 0 et v = (71,...,7,) un multi-indice
notons (AP')” I'opérateur différentiel :

()7 = (AT A

ott A — AOsm,...0)
(A
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Si V[Y1,..., Y, & At = V[Y]T/J — 0 est une présentation notons
Y1, - .., Ym les générateurs faibles de I'algebre AT, images des Y;. Notons aussi
K[Y]t & Al — 0 la présentation iduite de Af. = K @ A'. Si on procede
comme dans la preuve du lemme 5.4, on trouve une base de division B de
Ji, avec B C J, et un sous-ensemble cofinal ¥ C P, tels que la rétraction
Retrp : Ax — K[Y]' de ¢ induit Retrp : (AK)p — Tk p et Retrg 1 A, —
VIY]' N T, pour p € 5, avee |al, < || Retra(a)l, < C(p)al,» Cp) > 0.
pour tout a € (AK)p et pour tout p € X, et en vertu du lemme 5.5, pour
chaque f € A, il existe un entier [ > 0 tel que

(6.1) 171, < I Retrs(f)ll, < '
pour tout p € X, p < po.

Lemme 6.3. La présentation de l'algébre AT étant donnée, soit p" € P,
tel que les éléments 0;(y;),1 <1 <m,1 <i < n appartiennent a AL,,. Alors
pour tout p € P, avec p < p”, algebre AL est stable par les opérateurs 0;
et donc par tous les opérateurs A“ = i—T, a e N™.

Démonstration. En effet, soit p € P, avec p < p’ et soit f € Ak e
Prenons un F € T, avee f = q(F). On a 9;(f) = > q (Fy,) 8:(wi) et
donc 0;(f) € Ak , car T, est stable par les dérivées partielles par rapport
aux Y;. L’algebre Ak , est alors stable par tous les opérateurs A% = i—?, mais
A%(AT) C AT et donc I'algebre Al = ATN A}(’ , est aussi stable par les A“ W

Prenons une fois pour toutes un p” € P,,, comme dans le lemme précédent.
Nous pouvons supposer p’ € 3 et que les poly-rayons de X sont tous majorés
par p” et donc AO‘(AL) C AL pour tout p € ¥ et pour tout o € N™.

Théoréme 6.4. La présentation de l’algebre At étant donnée, il existe une
suite croissante d’entiers D(h) > 0, pour h > 0, tel que pour tout h > 0, pour
tout poly-rayon p' € X, pour tout élément F € Tk » N VIY]! et pour toute
famille des multi-indices 7°, ..., 4" € N*, il existe Fo . n € Thng,y N VY]
tel que

0y ~0 hy Al

(AP (AP (q(F)) = q(Fyo, n) et

”FVO,---W

pour tout p € X, p < p'.

Démonstration. D’apres (6.1), pour chaque entier h > 0, il existe un
entier D(h) > 0 tel que P'on ait la majoration || Retrg(AY ()], < pP®
pour tout p € 3, 1 </ <m,1 <1 <n,0<7<h.On a de fagon évidente
D(0) < D(1) < ---. Pour démontrer le théoreme nous allons raisonner par
récurrence sur ’entier h > 0.



852 Z. MEBKHOUT ET L. NARVAEZ MACARRO

0 0 0
Si h =0, (A")" = (A})™...(AL)™ et les opérateurs A} sont des
dérivations. Pour 4° = 0 le résultat est trivialement vrai. Si le résultat est

vrai pour un 7 il est aussi vrai pour 'v° = ~+°+(0, .. ., i, ...,0) car
0y /~0 m
(A7) (a(F)) = Ala(Fy0)) = > a (B, ) Allwe)
=1
et il suffit de prendre Fi,o = Z (F’YO);/IZ Retrp(A] (y)) avec
=1

[ Froll, < max||(F0),

’ppD(O) < HFVOHPPD(O) < HFHPPD(O)MO‘-

Supposons la majoration du théoreme vérifiée pour h—1 > 0.

On commence par démontrer que pour chaque i = 1,...,n et pour cha-
que 3 € N™ il existe H;p € T » N VY] tel que Afh(yﬁ) = q(H;p) et
| H;pll, < pPpPP" pour tout p € E. On procéde par récurrence sur la
longueur |3]. Si cette longueur est nulle, le résultat est clair.

Supposons le résultat vrai pour un /3’ et prenons 5 = 3'+(0, . .., i, ..., 0).
On a alors en vertu de la formule de Leibniz

A () = A (™) = 0 AV TR ) AR,

0<k<ph

Pour 1 < k < ph—1, on écrit k = ag+---+ap_1p" ' avec 0 < a, < p—1,
0 <r < h—1. On a I’égalité d’opérateurs différentiels :

AF =y <A€O)a0 . (Afh_l)“h—l

ou uy est un nombre rationnel qui est une unité p-adique.
L’hypothese de récurrence sur la majoration du théoreme appliquée a
h—1 montre que pour 1 < k < p"—1 il existe Gy, € T,k » N VY] tel que

A TH ) AFY”) = q(Gr) et [|Gill, < pPpP0 T Wp e B,
L’hypothese de récurrence sur la longueur appliquée a | 3’| montre qu’il existe
h ’ /
Hip € T N VIY]T tel que A7 (y7) = q(Hip) et [ Higl, < p” pP "
pour tout p € ¥. Par conséquent, y;AY (y%) = q(Y;H,; ) et 'on a la majo-

ration ||Y;H; g |, < p?pPMP" pour tout p € ¥.
Pour conclure, il suffit de prendre

ph-1

k=1
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On a q(H;5) = A (y7) et

D(h B D(h—1)p"

p P p ,pﬂp B D(h)p"

h
PWPtY = pPp

| Hipll, < max{p

pour tout p € 3.
Par suite si F' =}y bsY? € i yNV[Y], en posant F; = >.sbsHig
on trouve
AV(F) = q(F), |IEl, < |Flp""" Yo e £, p< /.
Si on repete I'argument précédent, on trouve que pour chaque multi-indice
" € N™ il existe Fon € Ty N VY] tel que
h
(AP) (a(F)) = a(Fyn),  [Eelly < IFllp” " ¥p e 5, p < .

En appliquant ’hypothese de récurrence sur la majoration du théoreme
a h—1 on trouve pour tous multi-indices 7°,..., "7, I'existence d’un
(F,yh),y()w",yh—l S TmK,p’ N V[Z]T tel que

0 ’YO h—1 1
(A7) A7) (@) = a((Fy)o, ) et
[(Fyp )i llp < [ fpP D Sozssnes 7127

h = (F,yh),yow",yhfl. |

h—

pour tout p € 3, p < p’. On conclut en prenant Fo

Corollaire 6.5. La présentation de l'algébre At étant donnée, il existe une
suite croissante d’entiers D(h) > 0, pour h > 0, tel que pour tout poly-rayon
p € X, pour tout h > 0, pour tous les multi-indices 7°,...,¥" € N" et pour
tout élément f € AL on a la majoration

AP AP ()l < Clp) | fllppP P+,

Démonstration. Prenons les D(h) du théoreme 6.4 et soit F' = Retrp(f) €
Tnk,p N V[Y]!. Nous savons qu'il existe Flo _n € Trnk,, N V[Y]T tel que

0

(APO)V (AP”)Wh (f) = q(Fpo,_n) et
1Bl < [P0 Cozsza 180,
Comme || Retrp(f)|lp < C( M fl,, on trouve la majoration cherchée. ]

Démonstration du théoréme 6.1. Il résulte de I’hypothese sur la suite a,,
que la réduction modulo I'idéal m® de la série P est un opérateur différentiel
dont I'ordre est borné par une fonction linéaire en s. D’autre part la série P
opere de facon évidente sur l'algebre A complétée m-adique de 1'algebre Af.
Reste & montrer que P(f) est un élément de 'algebre AT si f est un élément
de I'algebre AT.
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Comme la série Y n @€ est un élément de I'algebre Alléy, .. &,
il existe un poly-rayon p° et deux constantes C’ > 0,0 < X < 1 tels que les
éléments a, appartiennent a ’algebre ALO et I'on a la majoration :

a0 < C'Al,

Choisissons un entier h > 0 tel que A\ < p‘l/ph(p_l) < 1. Quitte a faire
une extension finie de V', ce qui est loisible, on peut supposer que V' con-
tient 1, := 7/?" ot #~14+p = 0. Pour un multi-indice o = (c1,..., )
définissons les multi-indices 3°, ..., 3" en posant

a;i = B +6p+...op"
ot 3" est le quotient de la division de o; par p" et les 57 sont bornés par
p—1 pour 0 < 5 < h—1.
Lemme 6.6. Pour tout multi-indice o« on a la majoration

||t ) < 1

Démonstration. Il suffit de montrer que la valuation p-adique de

(pg)\ﬂll o (ph!)lﬁh\
a!

est minorée par —|a|/p"(p—1) et ceci est une conséquence directe de la
définition des multi-indices [ a partir des multi-indices a. |

Pour montrer que la série P(a,A) = > a,A® opere sur 'algebre AT

il suffit de montrer que la série

P(a.A,... AT = Z aa(p!)\61| ,.a.!(ph!)lﬂh(A)ﬁom(Aph)ﬂh

aeN"

aeN?
opere sur P'algebre Af. Rappelons qu’on a posé pour un multi-indice 57 =
(B, ) o o o
(A7) = (AT (A7),
Etant donné un f € A, prenons un poly-rayon p' tel que f € ALI, que nous
pouvons supposer majoré par p°. Mais U'entier h > 0 étant fixé il existe en

vertu du corollaire 6.5 un entier D(h) > 0 tel que pour tout p € X, p < p',
on ait la majoration

181 N
Jao (1) = [l L)

—la 0| 4...t18h|ph
< C(p)lmn] Ml | pP WU

< 0(p)0’< 4

(AP) (AP (f)

Qq

p

o]
-~ D(h)|el
—m) L



LE THEOREME DU SYMBOLE TOTAL D’UN OPERATEUR DIFFERENTIEL p-ADIQUE 855

qui montre que la série P(a, A)(f) = > cnn aaA%(f) converge dans I'algebre
(AL), pour p € ¥ assez petit et donc dans Al [ |

En fait on a montré le résultat suivant que nous utiliserons dans I’arti-
cle [12] :

Théoreme 6.7. Sous les conditions du théoréeme 6.1 pour tout élement f
de AT il existe un poly-rayon p € P,, assez petit tel que

lim {la, A%(f)]l, = 0.

|a] =00

Remarque 6.8. 1) Nous ignorons si I'on peut montrer que pour toute
algebre A' il existe une majoration du type

||Aa(f)||(p’,...,p’) < Op’,pp”a|||f||(p,...,p)

pour p > 1 assez pres de 1, 1 < p/ < p et une constante [ > 1 pour tout «,
ou méme si pour tout u > 1 et tout p € P, il existe un p’ € P,, et une
constante M > 0 tels que

1A ()l < Mpl||fll, VS e Al

2) Ce probléeme est lié au suivant. Soit A une R-algebre de type fini lisse
munie de coordonnées globales x1,...,z, et R[Y:,...,Y,,] = A — 0 une
présentation de A. Si f est un élément de A, est-ce qu’on peut donner une
borne du degré d’'un représentant de A%(f), par exemple le reste de la divi-
sion par une base de division quand la division est possible, en fonction de |«|
et du degré d'un représentant de f. C’est le cas du localisé d’une algebre
de polynomes par un polynéme. I faut donc étudier de ce point de vue
Iextension étale du localisé d'une algebre de polynomes a une algebre lisse.

7. Trivialité cohomologique du faisceau des opérateurs
différentiels p-adiques

Nous allons en déduire 'acyclicité du faisceau des opérateurs différentiels
au-dessus d’un ouvert affine assez petit.

Corollaire 7.1. Supposons que l’anneau R est un anneau de valuation
discrete complet dinégales caractéristiques p > 0, V', I est l"idéal maxi-
mal m et que X1 est V-lisse. Alors si (v1,...,x,) est une famille de sec-
tions locales du faisceau Oyt au-dessus d’un ouvert f-affine U d’algebre
At :=T(U, Oxtv) telles que leurs différentielles (dxy, . . ., dxy,) forment une
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base locale du Oyt jy-module des formes différentielles séparées Qyi v, Uap-
plication symbole total qui a un opérateur différentiel P(a,A) associe son
symbole total

UP(av 5) - Z aaga

aeN"

est un isomorphisme de AT-modules a gauche entre F(U,DLT/V) et AT[E...&,]"

Démonstration. C’est une conséquence des théoremes 5.1 et 6.1. |

Corollaire 7.2. Sous les hypothéses du corollaire précédent, si q désigne la
projection du fibré cotangent T*U = Spec A1[&1, ..., &, sur U, ot A; est la
réduction modulo m de At, Iisomorphisme du corollaire précédent se localise
en un isomorphisme de faisceauzr de Oy py-modules sur U :

DZ-LT/V ~ Q*OT*L{T

Démonstration. Soit W = Uy (f € A;) un ouvert principal de U. Cest
encore un ouvert f-affine d’algebre (A})T, ot f € A" est un rélevement
de f [15]. Alors en vertu de [14], appendice corollaire A.12, les différentielles
(dzy,...,dx,) forment encore une base au-dessus de W du Oyt ,-module
des formes différentielles séparées Qy sv- D’olt en vertu du corollaire précé-
dent on a un isomorphisme

D(W, Dl ) = (A [6r, - &l

qui est compatible aux restrictions. D’ou le corollaire. |

Théoreme 7.3. Supposons que l'anneau R est un anneau de valuation
discrete complet dinégales caractéristiques p > 0, V', I est l"idéal maxi-
mal. Supposons que X1 est V-lisse. Alors si (x1,...,7,) est une famille de
sections locales du faisceau Oyi )y au-dessus d’un ouvert 7-affine U d’algebre
At =T(U, Oyt v) telles que leurs différentielles (dxy, . . ., dxy,) forment une
base locale du Oyt y-module des formes différentielles séparées QXT/V; le

faisceau D] est acyclique au-dessus de U :

ut)v

H'(U, D!

utyv) =0

pour v > 1.

Démonstration. Considérons le fibré cotangent ¢ : T*U — U, si W est un
ouvert affine principal de U son image inverse ¢ 'W est un ouverte affine
principal de T*U. En vertu du théoreme d’acyclicité [15] la cohomologie
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H(q'W, Oyt sv) est nulle pour i > 1 et donc les faisceaux images directes
supérieures Riq, Opyt sv sont nuls pour ¢ > 1. On a alors les isomorphismes :

RT(T*U, Oz pv) = RI(U, .07 ) ~ RO(U, D}, w)-

On est réduit a la trivialité cohomologique du faisceau Oz« au dessus
du schéma f-adique affine 7*U [15]. [ |

Remarque 7.4. 1) Dans cet article on aurait pu partir d’un schéma formel
X" = (X, Oxn/g) pour la topologie I-adique d'un anneau noetherien R et
définir le faisceau des opérateurs différentiels D;A /g comme le sous-faisceau
du faisceau Endr(Oxn/r) des endomorphismes dont la réduction modulo I°
est un opérateur différentiel sur le schéma X, pour tout s > 1 dont I'ordre
est localement borné par une fonction linéaire en s.

2) Si le schéma X" est formellement lisse sur R le théoréme du symbole total
a lieu sur R, a savoir que si xy, ..., z, est un systeme de coordonnées locales
au-dessus d’un ouvert affine U et si P un opérateur différentiel de ’anneau
DLA /g €t la suite aq, v € N", d’¢léments de A" définis par

=Y ()(-2)’ P,

0<B<a

alors 'opérateur P est égal a la série
P(a, ;) =) anAL.
«
De plus I'application symbole total qui a un opérateur différentiel P associe

son symbole total
op(,8) == a,"

est un isomorphisme de A”-modules & gauche entre I’'anneau des opéra-
teurs différentiels DLA /r et Dalgebre ANEL, . &7 complété f-adique de
l'algebre AME, ..., &,] pour la topologie I-adique de A”. On a la trivialité
cohomologique du faisceau DE(A /R SUr des ouverts affines assez petits. La
démonstration est élémentaire et est algébrique.

3) Cela pose la question fort intéressante de trouver des démonstrations
algébriques des résultats de cet article pour un couple (V,m) qui restent
valables pour un couple (R, I).
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