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Le théoreme du symbole total d’un
opérateur différentiel p-adique
d’échelon h > 0

Zoghman Mebkhout

Résumé

Dans cet article on démontre le théoreme du symbole total d’un
opérateur différentiel p-adique d’échelon h > 0 et la noethérianité
de I'anneau des opérateurs différentiels p-adique d’échelon h > 0 au-
dessus d’un ouvert t-adique affine lisse assez petit.

In this article we prove the total symbol theorem for the p-adic
differential operators of degree h > 0 for the echelon filtration and the
noetherianity of the ring of the p-adic differential operators of degree
h > 0 for the echelon filtration over a f-adic affine smooth scheme
small enough.

1. Introduction

Cette article fait suite a l'article précédent [13] dont on utilise les défini-
tions et les résultats. Les résultats de cet article ont été obtenus pour la plu-
part en collaboration avec L. Narvaez a la fin des années 1980 afin d’étudier
les propriétés de finitude du faisceau des opérateurs différentiels p-adiques
introduit dans les articles ([11], [12]) sur un schéma faiblement complet [15]
qui est le faisceau naturel de base pour la théorie des coefficients de de
Rham p-adiques et de la cohomologie de de Rham p-adique. Entre temps
nous avons du développer la difficile théorie des équations différentielles
p-adiques sans laquelle on ne pourra pas atteindre des résultats significa-
tifs dans cette théorie et qui est au fond du probleme comme nous 'avons
mis en évidence dans 'article fondamental de recherche [11].
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Les résultats de I'article précédent [13] et du présent article ne sont que
des préliminaires sur les propriétés algébro-topologiques des anneaux des
opérateurs différentiels p-adiques en dimensions supérieures qui ne fond pas
appel a la théorie des équations différentielles p-adiques. Les outils essentiels
pour article [13] et le présent article sont la théorie des espaces vectoriels
topologiques localement convexes de type LF sur un corps valué complet et
les théoremes de la division et de sa continuité dans les anneaux de séries
entieres éventuellement non commutatifs.

Nous étudions dans cet article la filtration par les échelons du faisceau
des opérateurs différentiels p-adiques et ses propriétés de finitude. On utilise
le théoreme du symbole total les opérateurs différentiels p-adiques [13] pour
démontrer le théoreme du symbole total pour les opérateurs différentiels
p-adiques d’échelon h > 0 et la noethérianité de I'anneau des sections glo-
bales du faisceau des opérateurs différentiels p-adiques d’échelon h > 0 au-
dessus d’'un ouvert affine assez petit.

Pour étudier les propriétés de finitude de I’algebre des opérateurs différen-
tiels sur un corps de caractéristique p > 0 la méthode qui a fait ses preuves
est d'introduire la p-filtration. C’est a 'aide la cette filtration que Chase [5]
a montré que la dimension homologique plate de I'anneau des opérateurs
différentiels d’une algebre non singuliere sur un corps parfait de caractéristi-
que p > 0 est égale a la dimension de l'algebre et que Smith [19] a montré
que la dimension homologique de I’anneau des opérateurs différentiels d’une
algebre non singuliere sur un corps algébriquement clos de caractéristique
p > 0 est égale a la dimension de 1’algebre.

Nous avons défini, par analogie avec la p-filtration de ’anneau des opéra-
teurs différentiels sur un corps de caractéristique p > 0 ([5], [19]), la fil-
tration par les échelons dans le contexte f-adique dans 'article de recher-
che [11] qui est adaptée a la cohomologie de de Rham p-adique. Un élément
d’échelon h > 0 est toujours défini comme un opérateur différentiel et
Paction des opérateurs différentiels sur le faisceau structural est es-
sentielle dans notre point de vue. En inégales caractéristiques la p-filtration
est I'image de la filtration par les échelons par réduction modulo I’idéal ma-
ximum. En caractéristique positive la filtration par les échelons coincide
avec la p-filtration.

P. Berthelot a défini les anneaux de niveau fini dans le contexte des
schémas formels [2] qui ne sont pas en général des anneaux d’opérateurs
différentiels. Pour une comparaison de ces points de vue nous renvoyons le
lecteur a I'article de C. Noot-Huyghe [18].

Cependant le lecteur notera d’une part que les analogues dans le cas d’un
schéma formel complet des résultats du présent article sont élémentaires
et que d’autre part les puissances divisées n’interviennent pas dans notre
point de vue.
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Nous remercions le Rapporteur de cet article pour ses remarques qui
nous ont permis d’améliorer sa rédaction et pour sa relecture soigneuse.

Soient V' un anneau de valuation discrete complet d’inégales caractéris-
tiques (p,0), AT une algebre t-adique lisse sur V munie de coordonnées
globales z1,...,x, et DL’? v I’anneau des opérateurs différentiels p-adiques
d’échelon h > 0 défini en 2.6.5.

Soient i > 0 un entier et un n-uplet d’entiers naturels 37,0 < j < h, no-
tons (AP)¥ = (AP .. (AP) et N2 | 'ensemble des n-uples d’entiers
naturels de composantes < p—1.

Dans cet article nous démontrons les deux théoremes fondamentaux sui-
vants :

Théoréme 1.0.1 (3.1.2). Tout opérateur P de DL’?N s’écrit de maniére

unique :

Pla,A,, ..., AT) = 3 ap..p(Da)” (A2

1807”'”8]16(1\]%1)71)]1 xN?

ou ago, gn est une suite d’éléments de l'algebre Al telle que la série sym-
bole total

opn(a, &) = P(a, &, ... & = Z (IBO’“.“@h(é-O)BO . (§h)ﬁh

30,....BRE(N,_ ) xNn

est un €lément de [’algebre commutative {-adique de type fini définie en
3.1, (AT[E0, ... et

De plus Uapplication symbole total P(a, A) — opp(a,§) est un isomorp-
hisme de Af-modules d gauche entre l’anneau des opérateurs différentiels

DI, et Ualgebre (AT, ... &)Y

Bien entendu I'isomorphisme symbole total précédent ne respecte pas les
structures multiplicatives et dépend des coordonnées locales.

Supposons de plus que I'algebre AT provient d’une V-algebre de type fini
lisse munie de coordonnées globales. On utilise alors le théoreme précédent
pour démontrer :

Théoréme 1.0.2 (5.3.6). Sous les conditions précédentes l'anneau DL’?N

des opérateurs différentiels p-adiques d’échelon h est noethérien.

Le premier théoreme produit beaucoup d’exemples d’opérateurs différen-
tiels p-adiques d’échelon h > 0. D’autre part la noethérianité est a la base
des propriétés de finitude du faisceaux des opérateurs différentiels p-adique.
Nous utilisons ces théoremes de fagon essentielle pour définir la cohomologie
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de de Rham p-adique d’une variété algébrique lisse admettant un relevement
comme schéma faiblement complet [15].

Voici le contenu de cet article. Le premier paragraphe rappelle la défini-
tion du faisceau des opérateurs différentiels sur un schéma faiblement com-
plet. Dans le deuxieme paragraphe nous définissons le faisceaux des opéra-
teurs différentiels d’echelon h > 0 dans les différents contextes. Dans le
troisieme paragraphe nous montrons le théoreme du symbole total pour les
opérateurs différentiels p-adiques d’échelon h > 0 et la trivialité cohomo-
logique du faisceau de tels opérateurs au-dessus d’un ouvert affine assez
petit. Dans le quatrieme paragraphe nous étudions quelques propriétés du
faisceau des opérateurs différentiels p-adiques, 1'idéal maximum de V est
contenu dans le radical et la transposition. Dans le cinquieme paragraphe
nous introduisons les anneaux de séries entieres éventuellement non commu-
tatifs (V[Y, Z]r)" et nous montrons un théoréme de division pour ces an-
neaux pour en déduire leur noethérianité et celle de ’anneau des opérateurs
différentiels p-adiques d’échelon h > 0 au-dessus d’un ouvert affine as-
sez petit. Les anneaux précédents généralisent et unifient de nombreuses
situations, produisent beaucoup d’anneaux noethériens et la méthode de
démonstration semble tres générale. Dans le sixieme paragraphe nous en
déduisons la platitude de l'extension Dyi/y — D! et la cohérence des

XtV
faisceaux DL}TL /V,Dyf JK DLT /i Par la méthode classique de la théorie des
faisceaux cohérents qui s’applique déja pour montrer que le faisceau Dy,
des opérateurs différentiels ([22, §16]) sur un schéma X lisse sur un corps
de caractéristique p > 0 est cohérent cf. [5]. Dans le septiéme paragraphe
nous montrons le théoreme de comparaison entre la cohomologie définie par
Monsky-Washnitzer [16] d'une variété affine non singuliere sur un corps de
caractéristique p > 0 et la cohomologie de de Rham p-adique définie a I’aide

de la théorie des DLT/K—modules ([11], [12]).

Notations et conventions

Dans cet article nous avons essayé d’étre aussi soigneux que possible dans
les notations et la terminologie. Afin d’éviter des répétitions nous utiliserons
les notations suivantes :

1) R anneau commutatif unitaire noethérien, I idéal de R, R := R/I*,
s > 1 en particulier Ry := R/,

2) V,m, k, K, e anneau de valuation discrete complet d’inégales caracté-
ristiques (0, p) d’idéal maximal m, de corps résiduel k et de corps de
fractions K et d’indice de ramification absolu e := v(p) = vn(p),
|la| := |a|, := p~*®) la valeur absolue p-adique d’'un élément a € K,
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3) X/R schéma sur R,

4) De fagon générale si X/R est un espace annelé sur R nous notons
Dx/r le faisceau des opérateur différentiels défini par récurrence sur
I'ordre dans ([22, §16]) et noté Dif fr(Ox/r). La notation Dy g et
ses variantes sont aujourd’hui universelles,

4) Si X/R est un schéma lisse sur R ([22, §17]), un systeme de coor-
données locales 1, . . ., x, est constitué de sections locales du faisceau

Ox/r telles que leurs différentielles forment une base locale du fibré
des R-formes différentielles ([22, §16]),

5) a € N" ol i= oyl ..o, |a] i== art- - +ay, (§) = al/B(a=p)!,
x® = aft . xln,

6) AY := Agl ... A" la suite des opérateurs différentiels associés a x =
(x1,...,2,) et & a = (ay,...,q,) € N* caractérisés par A%(z7) =
(2)x7=* (22, §16.11.2]),

7) Si A est une R-algébre on note (A)' son complété faible pour la
topologie I-adique de R [16]. On dit quune R-algebre A est une
algebre f-adique si elle coincide avec son complété faible,

8) Si AT est une V-algebre f-adique on note A}{ 'algebre K @y AT,

9) Si (V[Y,...,Y,,])T — AT — 0 est une présentation, pour tout p > 1
on note AL I'image de la sous-algebre des séries qui convergent dans
le domaine |Y;| < p,i=1,...,met Akp = K ®y Al. On note ||—||,
la norme quotient.

10) Qui/p == Q%7 le Al-module des formes différentielles séparées.

AT/R
Pour simplifier nous utilisons les notations |a| := a3+ -+ +a, au lieu de
o] et aussi |a] := p~*(9) au lieu de |al, en espérant que cela n’entraine

pas de confusion pour le lecteur.

Nous utilisons le critere de platitude locale communiqué par Grothen-
dieck a Bourbaki, sous la forme suivante ([21, Chap. 0, 10.2.1] et [3, Chap. III,
§5,n02, Thm. 1]).

Proposition 1.0.3. Soient deux V -algebres noethériennes D et D', telles
que l'idéal m est contenu dans le radical de D'. Si M est un (D, D')-bimodule
qui est un D'-module de type fini et que les réductions modulo m* de M sont
Dg-plates pour tout s > 1, alors M est un D-module a gauche plat.

Par définition d’une V-algebre, V' est contenu dans le centre de D. Les
hypotheses de la proposition entrainent que M est D-idéalement séparé pour
la topologie m-adique, c’est-a-dire pour tout idéal J a droite de D le D’-
module a droite J ®p M est séparé pour la topologie m-adique.
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2. Définition du faisceaux d’opérateurs différentiels
T-adiques d’échelon h > 0

2.1. Schémas f-adiques

Soient R un anneau unitaire commutatif noethérien, I un idéal de R
et X1 := (X, Oui,z) un R-schéma t-adique [15]. On rappelle que XT :=
(X, Oyt/R) est un espace annelé tel que tout point admet un voisinage sur
lequel 'espace annelé induit est isomorphe a un schéma f-adique affine. Un
schéma t-adique affine se construit [15] & partir d’'une algebre AT faible-
ment complete pour la topologie I-adique de R et topologiquement de type
fini [16], qui est noethérienne en vertu du théoreme de Fulton, exactement
comme se construit un schéma formel affine complet a partir d’'un anneau
noethérien adique complet [20]. Pour tout s > 1, la réduction modulo I*
d’un schéma t-adique X7 := (X, O1,) est un schéma X, := (X, Oyi,r/I°)
localement de type fini sur R, en particulier I'espace topologique X est
localement noethérien et le faisceau structural Oui,,, qui est un faisceau
d’anneaux locaux par construction, est cohérent. Dans cet article nous di-
rons schéma f-adique pour schéma faiblement complet [15].

Définition 2.1.1. 1) On dit que le schéma t-adique X7 est plat si le
faisceau structural Oy, est un faisceau de R-algebres plates.

2) On dit que le schéma t-adique X1 est {-adique lisse s’il est plat et
que le schéma (X, Oyt /1) est lisse sur R;.

3) On dit qu'un ouvert U de X est un ouvert t-affine si l’espace annelé
induit UT = (U, Oyi/r) est un schéma t-adique affine.

4) On dit qu’'un ouwvert U de X a la propriété (diff ), si le schéma -
adique induit U est T-adique affine et lisse sur R et que le faisceau
des formes différentielles séparées est libre sur Oyt /g,

5) Siun ouvert U a la propriété (diff), on dit que des éléments (x4, ..., x,)
de son algébre At forment un systéme coordonnées locales au-
dessus de U si leurs différentielles dxy, . . ., dx, forme une Af-base du
module des formes différentielles séparées €41 /.

Attention : Il n’est pas du tout évident qu'un ouvert affine du schéma
(X, Oxi,n/I) au sens de la théorie des schémas est un ouvert f-affine ou
méme dans le contexte formel un ouvert formel-affine défini comme dans

le cas f-adique, mais les ouverts f-affines forment une base de la topologie
de X.
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2.2. Le faisceau des opérateurs différentiels {-adiques D,z d’ordre
localement fini

On rappelle la définition du faisceau des opérateurs différentiels sur un
espace annelé ([22, §16]) :
Définition 2.2.1. On définit le faisceau des opérateurs différentiels D;?T/R
d’ordre m > 0 de lespace annelé XT par récurrence sur m comme le sous-
faisceau du faisceau des R-endomorphismes Endr(Oyt/r) du faisceau struc-
tural en posant Dg(T/R = Oyt/g et en définissant le faisceau des opérateurs
d’ordre m > 1 comme le sous-faisceau des endomorphismes dont le commu-
tateur avec une section locale de Oyt est un opérateur différentiel d’ordre
m—1. Les faisceau des opérateurs différentiels d’ordre localement fini Dyi /g
est le faisceau filtré Up>oD'y; /p -

On rappelle le théoreme suivant ([12, théoreme A.16, prop.4.4.2]) qui
est I'analogue t-adique du cas schématique ([22, Thm. 16.11.2]) mais dont la
transposition n’est pas immédiate :

Théoréme 2.2.2. Supposant que X1 est t-adique lisse sur R, alors pour
tout m > 0 le faisceau D%/R de Oyt /p-modules est localement libre de

type fini. Plus précisément soit un ouvert U ayant la propriété (diff ) et
(x1,...,2,) un systeme de coordonnées locales au-dessus de U, alors il existe
une unique famille d’opérateurs différentiels A* = AS, o € N caractérisée
par les relations A®(2P) = (8)zP= et tels que les opérateurs différentiels

A% la| <m forment une base locale du Oyt /g-module DYy,

Xt/R’
Par construction les ouverts affines ayant la propriété (diff ) forment une
base de la topologie de X.

2.3. Le faisceau des opérateurs différentiels {-adiques DLT IR d’ordre

infini

Rappelons la définition du faisceau le faisceau opérateurs différentiels
T-adiques d’ordre infini introduit dans les articles ([11], [12]) :

Définition 2.3.1. Soit X7 := (X, Ot ,r) un schéma t-adique (non nécessai-

.i.
Xt/R

dre infini de Uespace annelé XT comme le sous-faisceau du faisceau des R-
endomorphismes Endr(Oyt/r) du faisceau structural dont la réduction mo-
dulo lidéal I° pour tout s > 1 est un opérateur différentiel sur le Ry-schéma
X = (X, Oxt/g/I°) et dont l'ordre est localement borné par une fon-
ction linéaire en s.

rement lisse), on définit le faisceau des opérateurs différentiels D d’or-
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: i
Le faisceau D IR
algebres du faisceau des endomorphismes Endg(Ox+ /) qui contient comme
sous-faisceau de Oy, p-algebres le faisceau des opérateurs différentiels d’or-

dre localement fini Dy /p.

est donc par construction un sous-faisceau de Oy, p-

Remarque 2.3.2. Si on part d'un schéma formel complet X' := (X, Ox/r),
[20], (non nécessairement lisse) les deux définitions précédentes se transpose
sans changement et I'on obtient le couple Dy,p C DL /R dont I'étude est
élémentaire dans le cas d’un schéma formel formellement lisse mais qui n’a
pas prise sur les questions de fond.

2.4. Définition du faisceau des opérateurs différentiels de degré
h > 0 pour la p-filtration, cas d’un schéma sur un corps de
caractéristique p > 0

Soit un schéma X sur un corps k de caractéristique p > 0. Par définition
([22, §16]) le faisceau des opérateurs différentiels Dy ;. est un sous-faisceau
du faisceau Endy(Ox/x) des endomorphismes du faisceau structural. Pour
tout entier h > 0 on note Ox/i,n4+1 le sous-faisceau de k-algebres engendré
par I'image dans le faisceau Oy, de 'élévation & la puissance p"**. On a la
définition ([5], [19]) :

Définition 2.4.1. Pour tout entier h > 0 on appelle faisceau des opérateurs
de degré h pour la p-filtration le sous-faisceau D;?Z’h = Endoy ) (Ox/k)
du faisceau des endomorphismes du faisceau structural qui sont Ox /i n1-

linéaires.
Cette définition est justifiée par le résultat suivant :

Théoreme 2.4.2. Si le schéma X est localement de type fini sur k, pour
tout entier h > 0, tout opérateur de degré h pour la p-filtration est un
opérateur différentiel et la filtration croissante D;C/’z’h indexée par les entiers
h >0 est une filtration exhaustive du faisceau Dxy,, par des sous-faisceauz
de Ox/,-algebres.

Démonstration. La question est locale, on peut supposer que X est affine
d’algebre A. Soit J l'idéal de l'algebre A ®; A noyau de la multiplication
A®, A — A. Alors le module End(A) est une A ®j, A-algebre et D, est
une sous-A ®j, A-algebre. Un endomorphisme de Endi(A) est un opérateur
différentiel d’ordre m si et seulement s’il est annulé par J™ ([22, §16]).
Soient yq,...,Y, un systeme de générateurs de A et P un opérateur de
degré h > 0 pour la p-filtration, alors P est un opérateur différentiel d’ordre

borné par mp"*t'—1. En effet JmP" egt engendré par yth R1-1® yfhﬂ,
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i=1,...,met (yfh+1 ®R1-1® yth)P = 0. Réciproquement il est facile
de voir qu'un opérateur différentiel commute a y? o pour h assez grand et

donc commute a l'action de toutes les puissances d’ordre p"**.

Corollaire 2.4.3. Supposons que le schéma X est lisse sur k, alors pour
tout h > 0 le faisceau D;?Z’h de Ox/i-algebres est localement engendré par

les opérateurs différentiels d’ordre < p".

Démonstration. Soit x = (z1,...,x,) un systeme de coordonnées locales,
;. 5. . h
alors on a de facon évidente l'inclusion Ox /(A ..., AP'] C D;‘;Z’h. Comme

(AP " )P = 0 il facile de voir que tout opérateur d’échelon h est d’ordre < p*?

en A; pour tout i,1 <i < n. Sia=(a,...,a,), @ < p"*t on peut écrire
i = a0t Faipp", 0 < a;; <p-1, a= 3% +5"" et

A% =, (AP (AP

ol uy, est un nombre rationnel qui est unité p-adique. Ceci montre I'inclusion
Ox[A, ..., A" > D"

Notation 2.4.4. Pour deux entiers m > 0, h > 0 nous notons Dg;/,i le Ox -
module des opérateurs différentiels d’ordre borné par m et d’échelon borné
par h. L’indice de gauche donne l'information sur l'ordre et celui de droite
sur I’échelon.

2.5. Définition du faisceau des opérateurs différentiels d’echelon
h >0, cas d’un Z)-schéma

Le corollaire 2.4.3 permet d’étendre la définition de la p-filtration au cas
d’un schéma ou tous les entiers premiers a p sont inversibles. Soit X un
schéma au-dessus de I'anneau Z,) localisé de Z en l'idéal pZ.

Définition 2.5.1. Soit h > 0 un entier, on définit le faisceau D;;}Z(};) des
opérateurs différentiels d’échelon h comme le faisceau de sous Oxyz, -
algebres de la OX/Z(p) -algebre DX/Z(p) localement engendré par les opérateurs

d’ordre < p".

En vertu du corollaire 2.4.3 la filtration par les échelons coincide avec
la p-filtration dans le cas ou I'anneau de base est un corps de caractéristi-
que p > 0.

Proposition 2.5.2. Soit X un schéma lisse sur Zy,, alors la filtration par

- h . . . .
les échelons D;C/’%’() est une filtration croissante exhaustive du faisceau de
P

opérateurs différentiels Dxyz,, par des sous-faisceaur de Ox gz, -algebres.
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Démonstration. En effet si © = (xy,...,2,) un systeme de coordonnées
locales, pour tout entier A > 0 on a par définition 'inclusion

Ox/z(p) [A, Cey A.ph] C D<Oo’};

qui est une égalité de facon évidente.

Si m est un entier et m = ap"m+ - - - +ag son développement p-adique
alors tout opérateur différentiel d’ordre borné par m est nécessairement
d’échelon borné par h,,, d’ou I'inclusion

m <OO,hm
Dz © DX/Z(p) ’

qui montre que la filtration par les échelons est exhaustive.

2.6. Définition du faisceau des opérateurs différentiels d’echelon
h > 0, cas d’un schéma f-adique

Soient R un anneau commutatif unitaire noethérien qui est un Z,)-
algebre, I un idéal de R et X1 := (X, Oxt/r) un R-schéma f-adique pour la
topologie [-adique de R.

Définition 2.6.1. Soit h > 0 un entier, on définit le faisceau D;?jﬁ des
opérateurs différentiels d’ordre localement fini et d’échelon h comme le fais-
ceau de sous Oyt p-algebres du faisceau Dyt localement engendré par les
opérateurs d’ordre < p".

Notation 2.6.2. Pour un multi-indice 8/ = (3!,...,3) on note (A”)¥

Popérateur différentiel (AP )8 ... (AP)% et pour 8 = (5°,...,3") on note
Popérateur différentiel (A)7 := (AP . (AP0,

Proposition 2.6.3. Si le schéma f-adique (X, Oyt/g) est t-adique lisse
alors la filtration par les échelons D;}X/”}g est une filtration croissante ex-
haustive du faisceau de opérateurs différentiels d’ordre fini Dy+/p par des
sous-faisceauzr de Oyt g-algebres. De facon plus précise si (v1,...,,) est
un systeme de coordonnées locales au-dessus d’un ouvert ayant la propriété
(diff ) d’algebre AT, pour tout h > 0, tout opérateur différentiel P d’échelon

h s’écrit de maniére unique en une somme finie

Pla,A,... A" = > ago. g (D). (A"

1807”'”8]16(1\]%1)71)]1 xN?

ol agogn est un élément de l'algebre AT,
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Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 2.2.2 montrant que les
opérateurs A forment une base locale du faisceau de O y+1,z-modules Dyi/p.

Pour tout A > 0 nous pouvons considérer le complété I-adique Dg\(’/hR

du faisceau D;}X/’ﬁ. Nous pouvons aussi considérer le complété [-adique
(X,0x/r) du schéma (X, Oxt/p) et le faiscean DQ’?R opere a gauche de

facon naturelle sur le faisceau Ox/p qui apparait comme un sous-faisceau de
R-algebres du faisceau des endomorphismes Endr(Ox/r).
Pour tout entier s > 1 nous pouvons considérer la réduction modulo I*
<OO,h s _ /\,h s
DXT/R/I = DX/R/I
du faisceau DQ’;LR. C’est de fagon naturelle un faisceau de Ox,-algebres filtré
sur le schéma X, réduction modulo I'idéal /° du schéma f-adique (X, Oyt/5).

: t
Le faisceau D Yi/R

qui apparait aussi comme un sous-faisceau de R-algebres du faisceau des
endomorphismes Endr(Ox/r). On peut donc pour tout ~ > 0 considérer

opere a gauche de facon naturelle sur le faisceau Oy /g

I'intersection D!

ir DQ’;ZR prise dans le faisceau Endr(Ox/r). L'inclusion

D<Oo,h

/R C Dyt /R induit un morphisme filtré

oo,h S
D;T/R/I — DXS/RS

pour tout s > 1 qui n’est pas injectif bien str mais dont I'image est le

faisceau D;O?}g Cependant :

Proposition 2.6.4. Si ["idéal I est engendré par un élément b non diviseur
de zéro dans R et si le schéma f-adique X7 := (X, Oyt /) est T-adique lisse,

Vinclusion D'

vt DQ’?R - DQ’}ZR induit un isomorphisme

h s ,h s
(Dli ) N DY)/ T° = D/ T

pour tout s > 1.

Démonstration. Seule l'injectivité pose probleme. Il faut montrer que I'in-
clusion

t A t Ak
(Dl N Dyl) € DYy N IDYT
est une égalité. La question est locale. Si x = (z1,...,x,) sont des coor-

données locales au dessus d'un ouvert f-adique U ayant la propriété (diff )
d’algebre AT et si un opérateur P de I'(U, DLT/R) appartient a I°*T'(U, DQ’?R)
alors nécessairement les coefficients

=Y ()(-2)’Pa")

0<B<a
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appartiennent & I*A”, donc a

FAT= ATNT°A" et P appartient a I°T(U, DL, R)

En fait les coefficients a, appartiennent a l'idéal engendré par b°. L’égalité
bsPl — bsPh
pour un opérateur P’ de I'(U, DLT/R) et un opérateur P" de I'(U, D;’f/R)
entraine que 'opérateur P" opere sur A puisque 1'action de b sur 'anneau
A" est injective par platitude. L’opérateur P" est un élément de I'(U, DLT y R)>
d’otu I'égalité de I'inclusion précédente.
Pour tout entier s > 1 le faisceau
<ooh [ 75 _ YAk
DX?jR/[S - DX/R/[S
est filtré par la filtration quotient de la filtration par l'ordre des opérateurs
différentiels du faisceau D", Nous arrivons & la définition fondamen-

XT/R"
tale :

Définition 2.6.5. Soit un entier h > 0 et X' = (X, Oyt /g) un R-schéma t-
adique lisse, on définit le faisceau des opérateurs d’ordre infini et d’échelon h
noté Diﬂ/R, comme le sous-faisceau du faisceau DLT/RQDQ’% des opérateurs
dont l'image par le morphisme

(D!

h s h s
XT/RHDZ\Y/R)/] — DY /1

XV
est d’ordre localement borné par une fonction linéaire en s.

Remarque 2.6.6. Le lecteur prendra garde que l'inclusion

c Dt NDL"

+.h
D Xt/R X/R

Xt/R

. . . . h .
est stricte. En fait par construction le faisceau Db est un sous-faisceau

Xt/R

. Ah . . X < g

du faisceau D, R Un opérateur P de ce dernier faisceau, c’est-a-dire une
section de ce faisceau, est une section du premier faisceau si :

1) P opére a gauche sur le faisceau Oy, comme endomorphisme de
faisceau R-linéaire,

2) il a condition du degré par réduction modulo les puissances de I.
Cela entraine que c’est un R-endomorphisme du faisceau structural
Oyt dont la réduction modulo les puissances de I est un opérateur
différentiel qui a la propriété du degré. C’est en particulier un opéra-

T
teur de D/w/R.
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3) On a pour tout h > 0 le diagramme commutatif d’inclusions de fais-
ceaux sur X muni de la topologie de Zariski :

h
DLT/R C DLT/R C Endr(Oxt/r)
N N N

DQ’/}lR C DL/R C EndR(OX/R).

Proposition 2.6.7. Pour tout h > 0 le faisceau D%’/R est un sous-faisceau

d’anneaux des cing autres faisceaux du diagramme précédent.

Démonstration. En effet si Py, P, operent a gauche sur le faisceau Oyt /p
leur produit opere par composition. D’autre part le degré de la réduction
modulo 7%, s > 1 du produit est majoré par la somme des degrés. Le produit
a donc la propriété du degré. Le faisceau DL}T’ IR est bien un sous-faisceau
d’anneaux des cinq autres faisceaux du diagramme précédent.

Remarque 2.6.8. On peut considérer dans le cas formel un faisceau in-

termédiaire DL}TZ r C DER - DQ’?R en imposant aux sections du fais-

ceau DL}} r la condition du degré par réduction modulo les puissances de 1.

La filtration par les faisceaux Dk}/’R,h > 0, du faisceau DL /g €st encore
exhaustive.

Notation 2.6.9. Pour un ouvert U f-adique affine d’algebre Af, on note
dans cet article pour simplifier

DT

h h
Diiry Datyrs D! At/R

At/R)

pour respectivement

LU, Dyw), T(U, Daiyr), T(U, DY L), T(U DL )

et
h A Ah
DAA/Ra DAA/R DL/\/R’ DA/\/R7 DL/\/R
pour respectivement

DU D355"), T(U. Dajr). T(U. DY), T(UDyfy). T(U. D).

Dans le reste de cet article nous ne considérons que le cas du couple
(V,m) ou une uniformisante de m n’est pas un diviseur de zéro de V, la
condition de la proposition précédente est satisfaite et du reste n’est pas
utilisée dans la définition 2.6.5.

Nous rappelons la majoration fondamentale suivante ([13, Thm. 6.4,
Coro. 6.5]) que nous allons utiliser dans cet article de fagon essentielle :
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Théoréme 2.6.10. Soient un entier h > 0, X7 = (X, Oxtv) un schéma
t-adique lisse sur V, un ouwvert t-adique affine U d’algébre AT ayant la pro-
priété (diff), x = (z1,...,x,) un systéme de coordonnées au-dessus de U et
enfin une présentation

(%) (V[Yy,..., Y]t — AT — 0,

alors il existe un entier D(h) > 0 et un systéme ¥ cofinal dans ’ensemble
des nombre réels p > 1 tel que pour tout p € X il existe une une constante
C, > 0 telle que pour tout élément g € At on ait la majoration

1(22) ()], < Collgllop™ ™

pour tout p € ¥ assez prés de 1 et pour tout élément 3 = (8°,...,0") €
(NM)AFL og ord 3 1= Zj:07hp7|ﬁj|.

Le lecteur notera que la démonstration de la majoration précédente
nécessite la continuité de la division précise a p fixe ([13, Thm.2.3.4]) qui
est déja a la base du théoreme de I'opérateur d'un symbole total ([13, 6.1]).

3. Le théoreme du symbole total pour un opérateur
différentiel p-adique d’échelon h > 0
3.1. Le théoreme du symbole total

Nous allons montrer une expression locale des opérateurs différentiels
d’ordre infini et d’échelon h > 0 analogue a ’expression locale du théoreme
du symbole total ([11], [13]) pour les opérateurs différentiels d’ordre infini.

Définition 3.1.1. Soit un ouvert U ayant la propriété (diff ) d’algebre AT,
définissons [’algébre commutative

AN, € = AT, L€

comme le quotient de l'algébre des polynomes Af [=°,..., B =ATZY, ..., 2"
a coefficients dans At par Uidéal engendré par ((Eg)p—qugH, 0<j<h-1,
1§i§n) avec u; ::% et

(AT[E0, ... et

son complété t-adique pour la topologie m-adique de V. C’est donc le quotient
de Ualgebre (AT[Z0, ... Z")T par I’ idéal engendré par les mémes éléments.
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Théoréme 3.1.2. Supposant que le schéma X1 est un schéma t-adique lisse
sur' V', alors si (x1,...,x,) est un systéme de coordonnées locales au-dessus
d’un ouwvert U ayant la propriété (diff ) d’algeébre AT, pour tout h > 0 tout
opérateur différentiel P d’échelon h s’écrit de maniere unique au-dessus
de U comme une série
Pla,A,... A7) = > ago. g (D). (AT
ﬂo,---,ﬂhE(ngil)hXN"

ol ago  gn est une suite d’éléments de [’algebre AT telle que la série symbole
total

onp(a, &, ... & = > ago. g (€7 .. (€M

507"'7ﬁhE(N%p71)hXNn

est un élément de lalgebre (AT[E0, ... M.

Démonstration. Soit P un opérateur de Dg’Ah/V, alors par définition c’est

une limite quand s — oo d’une suite d’opérateurs de la forme
P, = P(a,A,...,A"")

ou chaque opérateurs P, est un opérateur d’ordre fini. En vertu de la pro-
position 2.6.3 I'opérateur P s’écrit de facon unique :

P(a,A, ... A" = > ago (AP (AP
B0,....BRE(NL ;)" xN"

ol ago_gn est une suite d’éléments de A" telle que vy (ago  gn) — 0o quand
8" — o0.

L’application rep qui a a € N™ associe
7‘6[)(0&) = (607 s Jﬁh) S ( gp—l)h x N"
tels que a; = B0+ - +3p", 0 < ﬁz-j < p—1,0 < j < h—1 est une bijection.
On a alors I’égalité

0 h\ gh a! o
Y. ap.p@)T @A) =) Aren(@) RTET L ()P
B0, Bhe(N, _ )hxNn aeNn P AP
_I.
Xt/
total d'un opérateur différentiel p-adique ([13, Thm. 5.1]) montre que I'on a
I’égalité

Mais par hypothese P est une section de D et le théoreme du symbole

(8°+ - - +5"p")! B0t Bl k Ot Bph —k
0B BT (P >, G ) (=)t p (e
RO 0<k<BO4--4Bhph

en particulier les coefficients ago _gn appartiennent a I’algebre Al = A}{ﬂAA.



54 7. MEBKHOUT

Nous reprenons la démonstration de la majoration du théoreme du sym-
bole total d’un opérateur différentiel p-adique de 'article [13]. Soit

0—J— (V[Y,...,Y,,D)F — AT — 0

une présentation de 'algebre AT. 1l existe un nombre p > 1 tel que z1, ..., z,
appartiennent a I’algebre A}(’ , €t donc z appartient a Ak , bour tout v € N"™.
En vertu du corollaire 3.2.1 de I'article [13] il existe un nombre p/, 1 < p < p
tel que P (27" +5"7" k) appartient & A}(’p, pour tout 3°+ - - - +3"p". En par-
ticulier les coefficients ago _gn appartiennent a Al  bour tout B0, 68" e
(NZ,_,)" x N". Reste & calculer leurs normes.

Le raisonnement de la démonstration du lemme 5.2 de l'article [13] mon-
tre que la condition sur le degré de la définition 2.6.5 entraine 'existence de
deux constantes C’ > 0,0 < A < 1 telles que 'on ait la majoration pour
tout 4°,..., 08" :

() lago.. gnlly < C/ABH-+I8" "

De plus en vertu de la formule donnant les coefficients de P a I'aide de
l'action de P sur les monomes en = et du corollaire 3.2.1 de l'article [13]
il existe un nombre p > 1 et une constante C” > 0 tels que 'on ait la
majoration

(8% - +8"p")! 0oy Gh
(k% %) ||aﬂ°v“’ﬁh(p')|ﬁll (phl)lﬁh\HpSC"pl(‘ﬁ e

pour un entier [ > 1.

Mais ces deux majorations (), (**%), n’impliquent pas en faisant le
produit le théoreme 3.1.2 comme les majorations analogues (kx), (x * %) du
§5 de Darticle [13] impliquaient le théoréeme du symbole total d’un opérateur
différentiel p-adique ([13, Thm. 5.1]) & cause du facteur non trivial du point
de vue p-adique

(8°+ - +8"p)
(ph)IB . (prh)ent
Aussi la situation est plus délicate et il faut un autre argument qui utilise

I’action a gauche de D;l Jy Sur Oxijy-

Lemme 3.1.3. Pour tout élément 0 € V,|0| < w = |x|, 7P 4+p = 0, il
existe un nombre p > 1 tel que

lim  |[(0)17° (67" Jp) ago, gnl], = 0.

|87 =00
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Démonstration. En vertu du théoreme 6.7 de 'article [13] pour toute
élément f de AT il existe un nombre p > 1 tel que

i [lag,. (B, =

- (B4 - B!\ ot _
L I hu)wA (Hllo =
Appliquons ceci a la I'élément f = exp(f(x1+ - - - +x,)) qui pour |f] < w est
un élément de Af. On trouve un nombre p > 1 tel que :

lim [[(0)17°. (07" /p") ' agegn exp(B(x1+ - - - +20))]], = O

|8 —o0
Mais

1) 67" Jp) age |, <
<[|()°!.. . (o7 /ph')w ‘aﬂo prexp(O(zi+---+x,))||,
| exp(—0(z1+ - - +2,))] -

D’ou l'existence pour tout nombre 6, |#| < w d’'un nombre p > 1 tel que :

0 h h
lﬁ}zl\m (&) (7" /p") ago  gnll, =0

Considérons la rétraction reste du théoreme de division ([13, 2.3.2]) par
une base B de division de l'idéal J :

Retrg : Ay — (K[Y1,...,Y])!

qui est continue pour la norme ||—|[;. En vertu de la majoration (), il
existe une constante C > 0 telle que

(57) [Retrp(ago_gn)|ls < LA +8"w"

pour tout 3°, ..., 3"

En vertu du théoreme ([13, 2.3.4]) il existe un systeme cofinal de nom-
bre p > 1 assez pres de 1 tel que pour tout p appartenant a ce systeme
la rétraction reste du théoreme de division par une base B de division de
I'idéal J :

Retrg : A, — (V[Y1,..., Vi),
qui est continue pour la norme ||—||,. En vertu de la majoration (s * x)j, il
existe un nombre p’ > 1 et une constante C5 tels que 1'on ait les majorations :

04 ... 4p3hph )
((B-)W N (ﬁh.) @)h| ||,y < CopI8° -+ 1p")

pour tout 4%, ..., 6" € (N,_;)" x N".

(x % %)y, |[Retrg(ago,_gn)
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Finalement en vertu du lemme précédent il existe un nombre p' > 1 tel
que l'on ait I’égalité

o lim |[(6)7°. . (67" /p")) " Retr (ago, g )|, = 0.

|87 —o00

. , _ N —
Si on écrit Retrg(ago gn)(Y) Zﬁe(Nn)’; Nm @3~Y 7 les majora

1 xN" ~e

6() thh
|(167’\| < C )\

pour tous 3,7 € (N2, ;)" x N* x N et les majorations (* * *’), donnent
les majorations

1 h h
[(p)! P ()P '|p/—wpl(|6°|+-~-+|ﬁh\ph)
[l

|aﬂ7’Y| <Oy

pour tous 3,7 € ( ’%p_l)h x N™ x N™. Choisissons un nombre X, 0 < \' < w
et posons
Retrp(ago g )(Y) = a3(Y)+a3(Y)

ag(Y) = Z ag Y7

ﬁE(N”)ZP71XN”,'yeNm,\aﬂﬁK)\’lﬁO\+“‘+|5hlph
" L ~
aﬁ(Y) = E ag~Y
ﬂe(N")’ép_l XN"WGNm:‘aﬁ,ﬂZ)\’I’BO‘+“‘+|’8h|ph

En faisant le produit des deux types de majorations précédentes des
coefficients ag,, on trouve les majorations :

(W) Jag.| < CL2 /2 NHUB I8 )2 SR M) 2, = (18 132

pour tous 3,7 € ( gp_l)h x N" x N™ tels que |ag,| < B I++ 8"

Si ag,| > N1+ +18"P" Jos majorations (x##'), sont insuffisantes aussi
nous allons utiliser 1’égalité (x * xx),. Posons pour p’ > 1 assez pres de 1

a1, := max las,| P = Jag 5.0,

L’égalité (x * %), montre que

i ag s, o/ @G 091 HB P = 18T p= D+ 18" =) —

|8"|—o0
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. 0]y ... h|nh . ~
Mais comme |ag.,| > NPT P coci entraine que

_ Los(1/X6)

Y(B3,p) < Log o/ (18%1+ - - +18"p")

pour |B"| assez grand. Si 1 < p' < py on a (8, p') < (8, po). Ceci entraine
que pour tout p'; 1 < p' < po

Log(1/X16])

0 h|,.h
e (CARR U Y

(B, 0) <

D’ou une constante [’ telle que

g ! 0 . h h
lag,| < Csp 71 10 (18118 ")

pour tous 3,7 € (N’%p_l)h x N™ x N™ tels que |ag,| > NIB B " |y
faisant le produit de ces majorations avec les majorations

0 ... gh h
|a677| < OlAﬁ +-+8"p
on trouve les majorations

(44) (| < CH2CL2 /2 N1+ )2 (80 415" /2

pour tout p/ > 1 assez pres de 1. Les majorations (¢), et (¢4), montrent
que la série
—_ 0 —h h
> ag,Y(E)7 .. (2P
ﬁE(N%pil)hXN",yeNm

admet un rayon de convergence strictement plus grand que 1 par rapport

A toutes les variables. Sa classe dans Palgebre (AT[¢0, ... M))T est égale au
symbole total
P(a,&°,... ¢ = > ago (€07 (€M7

BO’.““@he(ng_l)thn

qui est donc un élément de I'algebre (AT[€0, ... £"])T. D’ott le théoreme 3.1.2.

Pour tout A > 0 il existe en particulier un nombre A\,0 < A < 1 et une
constante C' > 0 tels que pour un nombre p > 1 assez pres de 1 on a la
majoration :

lago, . gnll, < CNB1+-+8"p"

pour tout 8°,.... 3" € ( %p_l)h x N"™. Réciproquement :
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Théoreme 3.1.4. Supposant que le schéma T-adique (X, Oyt)y) est lisse
sur' V', alors si (x1,...,x,) est un systéme de coordonnées locales au-dessus
d’un ouwvert U ayant la propriété (diff ) d’algebre AY, pour tout h > 0 soit
ago . gn une suite d’éléments de lalgebre At telle que la série

P(a,€,...,€" = 3 ag,. 5 (E)7.. (€

BO’.““@he(ng_l)thn

h

est un élément de lalgebre (AT[E0, ... EM)T. Alors la série

Pla,A, ... A") = > ago gn(A)P (AP

607"'7ﬂh€(N%p_1)hXNn
est un opérateur différentiel p-adique d’ordre infini et d’échelon h.

Démonstration. La série P(a, A, .. .,Aph) a la condition du degré de la
définition 2.6.5. 11 suffit de montrer que P(a, A, .. .,Aph) opere sur l'alge-
bre AT. Mais ceci est une conséquence de la majoration du théoreme 2.6.10.

Exemple 3.1.5. Soit V]zy,...,z,| 'algébre des polyndmes a n-variables a
coefficients dans V', son complété f-adique (V]xy,...,z,])" et

AIZ = (Spec k[$17 cee 7x'fl]’ O.A;rz/v)

le schéma f-affine associé.

Soit un ouvert principal U défini par un polynome f, alors la V-algebre
des sections I'(U, OAL/V) est lalgebre (V[zy,...,z,,1/f])T pour n’importe
quel relevement f de f [15].

Le théoreme 3.1.2, du symbol total pour les opérateurs différentiels p-
adiques d’échelon 0, dit qu’une section au-dessus de U du faisceau DZ? v
est une somme infini '

Z aa777ﬁxaf_7(Ai)B’ aaﬂ’vﬁ S V

aeN"? veN,geNn

telle que la série entiere Y- cyn ey genn Gany,37*T7(E°)7 appartient a Valge-
bre commutative (V[z,T,Z°])" pour deg(f) > 0.
Et réciproquement le théoreme 3.1.4 dit qu'une telle somme définit une

section au-dessus de U du faisceau DZ? )y pour deg(f) > 0.

Pour deg(f) = 0 qui correspond au cas U = Speck|x;...,z,] on a le
méme résultat en ignorant f,~,T.
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Proposition 3.1.6. Soit X1 := (X, Oyt v) un schéma t-adique lisse sur'V,

_I.

h € N, constituent une filtration du faisceau DM/V

) T7h
alors les faisceauz DM/V,

croissante exhaustive par des faisceauz de Oy+ )y -algebres.

, . , L. . h .
Démonstration. Par définition les faisceaux D sont des sous-faisceaux

XtV
de Oyt y-algebres du faisceau DLT v Il suffit de montrer que la filtration
par les échelons est exhaustive. La question est locale, il suffit de montrer
que localement tout opérateur d’ordre infini appartient a DL}T’ Jy pour un
h > 0 non précisé.

Soit # = (#1,...,x,) un systeme de coordonnées locales au-dessus d'un
ouvert U ayant la propriété (diff ) d’algebre A', alors en vertu du théoreme
du symbole total ([13, Thm. 5.1]) tout opérateur différentiel P(x, A) p-adique

s’écrit de maniere unique
P(x,A) = Z Ao A
a€eNn
oll a, est une suite d’éléments de I’algebre AT. De plus si

(V[Ye, ..., Yt — AT =0

une présentation de I'algebre AT, en vertu du lemme 5.2 de [13] il existe deux
constantes C' > 0,0 < A < 1 telles que 'on ait la majoration :

laall < O,

Choisissons un entier h > 0 tel que A < p~/7"®=) < 1 Pour a=(ay, ..., o)
soit o = a; o+ - - - +a; ,p" la division de a; par p”. Posons

50;::(aL0+~--—Fam0%---ﬁh3::(aLh+"'“+a”ﬁ)’

1 h
()71 (M)l
al
Mais il existe deux constante p; > 0, uo telles que

(pg)\ﬂll o (ph!)lﬁh\
a!

1A = a, (A (A",

v(aa)+0( ) > pa x| 4o

ouv(a) := vy(a), qui montre que les opérateurs a, A* sont d’échelon h a 'ex-
ception éventuelle d’'un nombre fini d’entre eux. Ceci montre que I'opérateur
P(z,A) est d’échelon h > 0 pour h assez grand non précisé.

Remarque 3.1.7. La méme démonstration montre que la filtration Dg\(’fv,

h > 0 est une filtration croissante exhaustive du faisceau DL v ainsi que la

filtration D/T‘é}/lw h > 0.
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3.2. Trivialité cohomologique du faisceau des opérateurs différen-
tiels d’échelon h

Corollaire 3.2.1. Supposant que le schéma X1 est t-adique lisse sur V.
Alors si (x1,...,x,) est un systéme de coordonnées locales au-dessus d’un
ouvert U ayant la propriété (diff ) d’algebre AT ’application symbole total
qui a un opérateur différentiel d’échelon h > 0

Pla,A,... A7) = > ago. g (D). (AP")"

1807”'”8]16(1\]%1)71)]1 xNm

associe la série symbole total

0 h
onp(a, €, ... ") = > ago.. ()7 .. (€M)
507---75h€(N%p,1)h x N7

est un isomorphisme de AT-modules A gauche entre Djﬁ};v et (AT[€Y..., )T,

Démonstration. C’est une conséquence des théoremes 3.1.2 et 3.1.4.
Bien entendu l'isomorphisme du symbole total dépend des coordonnées
et ne respecte pas la structure multiplicative.

Notons YT le schéma f-adique affine associé a (AT[£0,. .. £"])T et ¢ désigne
la projection naturelle de Y := Spec A[£, ..., "] sur U.

Corollaire 3.2.2. Sous les hypotheses du corollaire précédent pour tout
h > 0 lisomorphisme du corollaire précédent se localise en un isomorphisme
de faisceauzr de Oyt pyy-modules a gauche sur U :

7h ~
DZ{T/V ~ ¢:Oyt v

Démonstration. Soit W un ouvert principal de U d’algebre A} alors les di-
fférentielles (dzy, ..., dx,) forme encore une base au-dessus de W du Oy -
module des formes différentielles séparées €y, D’ou en vertu du corollaire
précédent un isomorphisme

DWW Dty) = (AJE", - €)'

qui est compatible aux restrictions. D’ou le corollaire.
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Théoréme 3.2.3. Supposons que X' est t-adique lisse sur V. Alors si U

est un ouvert U ayant la propriété (diff ) le faisceau DZJ[{’?/V est acyclique

au-dessus de U :

i h
H'(U,Df;iy) = 0
pour ¢ > 1.
Démonstration. Soit (z1,...,2,) est un systeme de coordonnées locales
au-dessus d'un, considérons la projection q : Y := SpecA[£°, ... &") — U,

si W est un ouvert affine principal de U son image inverse ¢~ 'WW est un
ouvert affine principal. En vertu du théoréme d’acyclicité [15] la cohomologie
Hi(q~'W, Oy sv) est nulle pour 7 > 1 et donc les faisceaux images directes
supérieures R'q,Oyi sont nuls pour ¢ > 1. On a alors les isomorphismes :

RI(Y, Oyt jy) = RI(U,¢.0y1,) =~ RI(U, DY ).
On est réduit a la trivialité cohomologique du faisceau Oyt au-dessus du
schéma f-adique affine Y.

4. Propriétés de finitude des algebres d’opérateurs diffé-
rentiels p-adiques

Pour tout A > 0, on a de fagon évidente I'inclusion D;}X/)‘? - DL}TZ v et
notre but dans les paragraphes qui suivent est de montrer que ’extension
ArA 3 3 T?h
précédente est plate et pour cela il nous faut montrer que le faisceau D v
est noethérien, c’est-a-dire que 'anneau de ses sections globales au-dessus
d’un ouvert affine assez petit est noethérien et 1'idéal central m est contenu

son radical pour pouvoir appliquer le critere de platitude local 1.0.3.

4.1. Radical

Théoreme 4.1.1. Supposant que le schéma (X, Oqi)y) est T-adique lisse
sur'V, alors si U est un ouvert ayant la propriété (diff ) d’algebre AT, pour

tout h > 0 si P est un élément de Di{?/v et 0 un élément de l’idéal m alors
th

Vopérateur 1—=0P est inversible dans l"anneau Dy ..

Démonstration.  L’opérateur ) _(6FP)™ est un élément de l'anneau
Dgf/v. La condition sur le degré des réductions modulo les puissances de
I'idéal m pour l'opérateur P entraine la condition sur degré des réduction
modulo les puissances de I'idéal m pour lopérateur Y, (0P)F. 1l reste a
montrer que 'opérateur Y, (0P)* opere sur Af.
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Soit (V[Y1,...,Ym])T — AT une présentation de 'algebre Af. Pour p > 1
assez pres de 1 I'opérateur P opere sur Ak , qui est un K-espace de Banach.
Si f est un élément de AT il suffit de montrer que

(OP)"(f)
tend vers zéro dans l’espace A}Q , bour p > 1 assez pres de 1 quand k — oo.
Si (x1,...,T,) est un systeme de coordonnées locales au-dessus de U, en

vertu du théoreme 3.1.2 'opérateur P s’écrit

Pla,A,... A7) = > ago. g (D). (A"

1807”'”8]16(1\]%1)71)]1 xNm

ol ago  gn est une suite d’éléments de l'algebre AL pour p > 1 assez pres
de 1 et il existe un nombre \,0 < A < 1 et une constante C' > 0 tels que
pour un nombre p > 1 assez pres de 1 on a la majoration :

||aﬂ0,...”gh||p < O}\‘BOH_""Hﬁh‘ph

pour tout 3°,..., 8" € (N")L,_; xN". D’autre part en vertu de la majoration
du théoreme 2.6.10 on a les majorations fondamentales

Q)7 (AP ()]l < Cllf],pP M0 1D

pour un entier D(h) > 1. Ceci montre que pour p > 1 assez pres de 1
la norme de Banach de Popérateur ago__gn(A)% ... (AP")7" tend vers zéro
quand |3"| tend vers I'infini. En particulier on a la majoration

1OP) (I, < 1OP) (I,

ot Py est un opérateur d’ordre fini. Il suffit de montrer que ||(0P)*(f)||,
tend vers zéro quand k tend vers 'infini pour p > 1 assez pres de 1. En vertu
de la majoration du théoreme 6.4 de 'article [13] si f se représente par une
série ) cym byy” I'élément (A (AP")P"(f) se représente par une série
> enm by,py7 et Ton a la majoration

max by 5]p"7 < (mvax 1., P71 pP W o<z 1671p")

pour un entier D(h) > 1. Ceci entraine que pour un opérateur Py d’ordre
fini il existe un entier D(FP,) > 1 tel que si f se représente par une série
> enm byy” alors Fy(f) se représente par une série Y bp, 47 et 'on a
la majoration

max by, 17 < (mavx [b,p71)p” )

pour p > 1 assez pres de 1.
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Ceci entraine que pour tout entier £ > 1 on a la majoration
1(0Po)" ()l < (IGIPD(P“)’“(mgX [b51071)

et donc pour p > 1 assez pres de 1 la limite de ||(0F)*(f)||, quand & tend
vers l'infini est nulle.

Corollaire 4.1.2. Supposant que le schéma (X,Oxt)y) est T-adique lisse
sur' V', alors si U est ouvert ayant la propriété (diff ) d’algebre AT et si P est

un élément de Diﬁ/v et 0 un élément de l"idéal m alors l'opérateur 1—0P

. . s t
est iversible dans Uanneau D ; ..

T?h
ATV
vertu de la proposition 3.1.6 et le corollaire résulte du théoreme 4.1.1.

Démonstration. FEn effet P appartient a D pour un entier A > 0 en

4.2. Transposition

Théoreme 4.2.1. Supposant que le schéma (X, Oxt)y) est T-adique lisse
sur' V', alors si (x1,...,x,) est un systéme de coordonnées locales au-dessus
d’un ouwvert U ayant la propriété (diff ) d’algebre AT, alors pour tout h > 0
l'application

Pa,A, ..., A") = > g gn(A)P (AP
ﬁo,...,ﬂhE(N%p_l)hXN”
'Pla, A, ..., A" = S ()P AV (AP age g
30, BhE(NL )l xNn
. . , N h
est une anti-involution de l’algebre DLT/V‘
Démonstration. Il faut montrer que ‘P(a, A, .. .,Aph) est un opérateur

différentiel d’échelon h. Il est clair que c’est un opérateur formel et qu’il
a la condition sur le degré pour des réduction modulo les puissances de
I'idéal m. Il reste & montrer qu'il opere sur A'. Soit (V[Y;,...,Y,,])l — Af
une présentation de 'algebre A', en vertu du théoreme 3.1.2 il existe un
nombre p > 1 assez pres de 1 tel que les coefficients ago _gn appartiennent
a AL et I'on a les majorations

llago....0llp < Cp)\|ﬂ°\+~~~+\@h|ph

pour \,0 < A< 1letC,>0.Soit f un élément de AL pour p > 1, en vertu
de la majoration du théoreme 2.6.10 on a les majorations

0 h h 0]y ... h|nh

(A (AP (ago. gn )], < O,g||aﬂo,m,ﬁhf||ppD(”)(‘ﬂ -+ 1B )
< O AP R" pDRNIB 418" ")
= p
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pour des constantes positives C,, C7, D(h). Ces majorations montrent cue
pour p > 1 assez pres de 1, I’élément (A)ﬂo . (Aph)ﬁh (ago__gnf) tend vers
zéro dans Af quand |3"| tend vers l'infini et donc ‘P(a, A, .. ., AP") opere
sur l'algebre AT.

Corollaire 4.2.2. Supposant que le schéma (X, Oyt ,y) est V-lisse et U est
un ouvert ayant la propriété (diff ) d’algébre AT, alors I'application

P= ZaaAa — P = Z(—l)o‘Aaaa

est une anti-involution de ['algebre des opérateurs différentiels p-adiques
DLT v qui respecte la filtration par les échelons.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme précédent en vertu
de la filtration par les échelons.

Remarque 4.2.3. Le lecteur notera que le théoreme 4.1.1 et le théore-
me 4.2.1 reposent la majoration du théoreme 2.6.10 et de ce fait ne sont pas
vraiment de nature élémentaire malgré les apparences.

4.3. Noethérianité

Proposition 4.3.1. Supposant que le schéma (X, Oxt,v) est T-adique lisse
sur V', alors si U est un ouvert ayant la propriété (diff ) d’algébre AT pour
tout h > 0 les anneaux Djf?"f et DQ’A}Z/V sont noethériens.

Démonstration. En effet la filtration par ordre des opérateurs différen-
tiels de ’anneau Djf;)"f est exhaustive et discrete dont le gradué AT[€0, ..., €7
= AT[EY ... €M est lalgebre commutative définie en 3.1.1 qui est type fini
sur un anneau noethérien est noethérienne. Il résulte par un argument clas-
sique que 'anneau DZ?%L est noethérien. L’anneau Dg’Ah/V est le complété
séparé pour la topologie définie par un idéal central d'un anneau noethérien.
D’autre part le Dgf/v/m—module mDQ’Ah/V/mQ est de type fini, ceci en-

traine que I'anneau DQ’A}L/V est lui-méme noethérien ([3, Chap.III, §2, n° 10,
Coro. 5)).

L’argument précédent ne s’applique pas a l'anneau Di{?/vv
noethérianité de cet anneau est beaucoup plus délicate parce que nous ne
savons pas la déduire du cas formel.

Pour montrer que 'anneau Di{?/v
que c’est un quotient d’un anneau qui admet un algorithme de division pour
un ouvert affine U assez petit.

aussi la

est noethérien nous allons montrer
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5. Le théoréme de division dans ’anneau (V[Y, Z]z)'

5.1. L’anneau (V[Y1,...,Y,][Z2° ..., Z"R)T

Pour 0 < j < hsi 7 := (B8],...,5]) est un élément de N" notons
(Z9)% le monoéme (Z))% ... (Z )ﬂ" en les indéterminées 7/, 1 < i < n.
Si B := (8°...,5") est un élément de (N")"*! notons Zﬂ le monome

(2°)8 .. (zM)F"
Définition 5.1.1. Soient trois entiers m > 1,n > 1,h > 0 et
R:=Rupnn ={Re, €VIV1,....V,],1<q<m,1<i<n1<k<p'}

un ensemble de polynomes en les indéterminées Y := (Y1,...,Yn).

On définit et on note VY, Z|r la V-algébre associative non commu-
tative dans laquelle V' est central, engendrée par les indéterminées Y, Z,
Y i= (Yi,...,Y), Z = (Z9,...,Z") a coefficients dans V soumises aux
relations :

) Yy, Yyl =0,(20,2)]=0,1<qg< ¢ <m1<i<i<n0<j<

J' < h,

2 Z],,] = 21V, Vo2l = Syt Ry (20)0 50 (2]

ou k = Zogrgj ai,p’" est le développement p-adique de k et ot uy, 1=

(p) . (p~ 1)1
k! :

Tout élément de cette algebre V[Y, Z|r s’exprime de fagon unique comme
une somme finie de monomes a coefficients dans V :

Y a7’
a,BENM x (Nn)h+1
Définition 5.1.2. Soit Y*Z% un monéme, on définit :
1) le degré en' Y degy (Y*ZP) = |al,
3) le degré en Z deg,(Y*ZP) := |B] == |B°|+ - - - +|6",
4) le degré total deg(Y*Z") := |a|+| 3,
5) Uordre ord(Y*ZP) := ord(Z°) := ord(B) := |B°|+ - - - +p"|3"|.
6) On définit la constante Cr comme max(1, max,; , degy RY ;).

Lemme 5.1.3. Soient j,0 < 7 < h un entier et o, 3 un élément de N™ x
(NM)IT 3= (5% ...,67). On a alors I’égalité :
(2°,Y°] = > Aapp(¥V)2°
0<p'<pB

ot 3 € (N")I ! et A, 5 p(Y) est un polynome en'Y dont le degré total est
borné par |a|+Cx(ord f—ord ().

/
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Démonstration. Cas 1) j = 0,]5°] = 3? = 1. Les relations de la défini-

tion 5.1.1 [Z),Y,] := Ry ;, 1 < ¢ < m montrent par récurrence sur || 'égalité

20V = > a Y. Yt YRy,

1<g<m

et la majoration du lemme est vraie.
Cas 2) 7 =0,|3°| > 2. Supposons 3 > 1 et posons

3 =pY+(0,...,1,...,0)
ou 1 est placé en i-eme position. Il vient
12 ve] == 2°ve—yez® = (20, v 2% + 20127 Y.

La majoration du lemme a bien lieu pour le terme de droite en vertu du
cas 1) et elle aussi lieu pour le terme de gauche par récurrence sur |3Y].

Cas 3) Raisonnons par récurrence sur j > 1. Supposant vraie la formule
pour j—1.

Soit |8] = |8/| = 7 = 1. Si |a] = 1 la majoration du lemme a lieu
en vertu des relations 5.1.1. Supposons que |a| > 2 et a, > 1 et posons
a=a+(0,...,1,...,0) ou 1 est placé en g-eme position. Il vient

2], Y] = Y*[Z] Y J+[Z], Y)Y,

La majoration du lemme a lieu pour le terme de droite en vertu des rela-
tions 5.1.1 et elle a lieu aussi pour le terme de gauche en vertu d’abord de
I’hypothese de récurrence sur |a| puis en vertu de ’hypothese de récurrence
que j.

Cas 4) Supposons que |3| = 3/ = 1 et posons Z° = Z/ 7% ou 3’ €
(N™)7. 1l vient ' .

(2°,Y°) = 2],y 2P + 71127 Y.

La majoration du lemme a lieu pour le commutateur de gauche en vertu

du cas 3) et elle a lieu pour le commutateur de droite d’abord en vertu de
I'hypothese de récurrence sur j puis en vertu du cas 3).

Cas 5) Supposons que |37| > 2 et 3/ > 1. Posons Z7 := Z/ 77" 1l vient
(28 Y% =2,y 2% + 7] 27 Y.

La majoration du lemme a lieu pour le commutateur de gauche en vertu
du cas 4) et elle a lieu pour le commutateur de droite d’abord en vertu de
I'hypothese de récurrence sur |37| puis en vertu du cas 3).
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Remarque 5.1.4. Le lecteur trouvera un calcul d’'un commutateur analogue
dans la théorie complexe dans l'article [14].

Corollaire 5.1.5. Soit un couple (o, ) de N™ x (N")"*1 " alors le degré total
du commutateur [ZP,Y %] est borné par

p"Cr(lal+18]).

Démonstration. C’est une conséquence directe de la majoration du lemme
5.1.3. Nous pouvons considérer le complété m-adique

(VIY, Z]g)" == (V[Y1,..., Y, Z2° ..., Z")"

de la V-algebre VY, Z]r qui est par construction une V-algebre. Un élément
de lalgebre (V[Y, Z]g)" s’écrit de maniére unique comme une somme infinie

Y aapyZ’
aeN™ Be(Nn)h+1

ou les coefficients a,, g sont des éléments de V' dont la valuation m-adiques
tend vers l'infini avec |a|+|3].

L’application symbole total :
P= > a2 eoaP)= ) aapYVE’
aeN™ ge(Nn)h+l aeN™ e (Nn)h+tt

est un isomorphisme de V[Y]-modules a gauche entre VY, Z]z et 'algebre
commutative
VIY,Z] = V[Y1,..., Y, 2% ..., 2N

des polynomes en les indéterminées Y, EZ, 1<q¢g<m,1<i<n,0<j53<h
a coefficients dans ’anneau V.

L’application symbole total se prolonge en un isomorphisme de (V[Y])"-
modules a gauche entre (V[Y, Z])" et I'algebre commutative complété

(VIY,ED" := (VY ..., Y, B EMDN
Définition 5.1.6. On définit dans le complété (V[Y][Z]r)" le V-sous-module
(VIY, Z]g)t = (VY1,..., Y, Z2°, ..., ZMR)T

comme limage, par I’ inverse de [application o, symbole total, de la V -
algebre

(VIV, 2D = (V[Ya,..., Y, 2% ... 2T

complété T-adique de l'algébre commutative VY, =Z].
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Par construction ’application symbole total o;,; est un isomorphisme de
(V[Y])T-modules a gauche entre (V[Y, Z]z)" et (V[Y,Z])'.

Lemme 5.1.7. Un élément P de (V[Y, Z])" appartient a (V[Y, Z])! si et
seulement si il s’écrit comme une somme infinie
P(Y,Z)= ) R(Y,2)
0<i<oo

ot chaque P, est une somme finie de monomes en les variables Y, Z de degré
total borné par C(P)(I+1) pour une constante C(P) > 0 et a coefficients
dans m!.

Démonstration. C’est une conséquence de I'isomorphisme de I’application
symbole totale et de la propriété analogue pour les élément de l’algebre
commutative (V[Y,Z])T.

Lemme 5.1.8. Le V-module (V[Y, Z])! est un sous-anneau de ’anneau
(VIY, Z]r)".

Démonstration. Il faut montrer que le V-module (V[Y, Z])! est stable par
produit. Il nous faut montrer en vertu du lemme précédent que le produit

de la forme
Pll (Y7 Z)le (K Z)

est une somme de monomes de degré borné par C(P, Q)(l;+la+1) pour une
constante C'(P, Q) > 0. Mais c’est une conséquence de la majoration du
degré total d’'un commutateur du corollaire 5.1.5.
5.2. Le Théoréme de division dans I’anneau (V[Y, Z|z)T
5.2.1. Division dans ’anneau (V[Y, Z]z)"

Soit g = 3 enm gemmynit oY *ZP un élément de 'anneau (V[Y, Z]p)".
Définition 5.2.1. 1) On définit la valuation m-adique de g par

o(g) = vlg) i= inf 0(ae 5).

2) On définit la partie initiale In(g) par :

In(g) := Z o 3Y 2P
@,0,0(aq,5)=0(9)

3) On définit le nuage de Newton N (g) par :
N(g) == {a, 8 € N" x (N")"*, aq 5 # 0}
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Définition 5.2.2. Soient des nombres réels strictement positifs
a=(a,...,ay), 0°= 9, ... b0), ... bt = (bt .. 00,

nous dirons qu’une forme linéaire L := L, : N™ x (N?)M1 — RY est
adaptée a R si :
(i) elle est de la forme
L(a, B) := (a, c)+ (0}, 8°)+p(b', BY)+ ... p"(B", 5",
pour (a, Q) :=ajoq+ -+, (0°, %) = b1+ .. 0L 3L ... (b", B)
= VBl 0,
(i) := (i1)ayp les coefficients ay, ..., ay, b9, ... bl sont linéairement indé-
pendants sur 7,
(iiig) on a les majorations strictes b! > p/Cr (a4 - - - +an,) pour 1 <i<n,

0<j<h.

Définition 5.2.3. 1) Etant donné une forme linéaire L adaptée a R,
on définit l'ordre <j, sur l’ensemble N™ x (N")"*1 pqr

(o, 0) <y (o, B), si L(,0) < L(a, ).

La condition (it) assure que c’est un ordre total compatible avec ’ac-
tion de N™ x (N™)"*1 sur lui-méme par translation.

2) Etant donné un élément g de Uanneau (V[Y, Z)g)" on définit lexpo-
sant exp(In(g)) := exp,(In(g)) comme le plus grand élément (a, [3)
pour l'ordre <p, des mondmes qui interviennent dans In(g). On défi-
nit 'exposant exp(g) comme exp(In(g)).

3) Si (a®,5(0)) est lexposant de g on définit son symbole principal
o(g) pour la forme L par

o(g) :=o0r(g) :=0r(In(g)) := aa()ﬁ(o)YaoZﬂ(o).
N

Lemme 5.2.4. Soient g1, 9> deux éléments de U'anneau (V[Y, Z|g)", on a
alors égalité exp(g1g2) = exp(g1)+ exp(ga) et si exp(ge) <r exp(gy) alors
exp(g1+g2) = exp(gy).

Démonstration. La second égalité est évidente. Soient Y, Z# des mono-
mes, alors on a ’inégalité essentielle :

exp([Z°, Y] <1 (a, B)

qui est conséquence de I'expression 5.1.3 d'un commutateur et de la condition
(ilig) d'une forme linéaire adaptée a R. La premiere égalité du lemme est
conséquence de l'inégalité précédente.
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Théoreme 5.2.5. Soient F, ..., F; des éléments non nuls et de valuation
m-adique nulle de 'anneau (V]Y, Z]z)". Notons

Al = N" x (Nn)h+1+ €xp(F1)

Ay :=N™ x (Nt eap(F; \UA], 1=2,...,d

d

Z = N™ x (Nn)h-l-l \ U Az = N"™ x Nn h+1 \ U Nn h+l+ €$p(E))
i=1

Alors, pour chaque élément g de Uanneau (V]Y, Z]g)" ils existent des élé-

ments qi, . ..,qq, 7 de Uanneau (V[Y, Z]g)" uniques tels que

d

1. g= Ztii+r7

i=1

2. N(q)+ exp(F;) € A; pour tout i =1,...,d,

3. N(r)CA

Pour démontrer le théoreme nous allons procéder par réduction modulo m
([17], [13]). Soit k[Y; Z]z I'anneau réduction modulo m de I'anneau VY, Z]%.
On peut considérer la réduction R de R et la forme L est adaptée & R. On
définit de fagon évidente le nuage de Newton N(g) et exposant exp(g).
L’application exposant de la réduction a les propriétés du lemme 5.2.4.

Proposition 5.2.6. Soient Fy,..., Fy des éléments non nuls de lanneau
kY, Z]g. Alors, pour chaque élément g de l'anneau k|Y, Z]x ils existent des
éléments Gy, ..., qa, T de Uanneau kY, Z|x uniques tels que

d

g = Z@FH—
i=1

2. N(g)+ exp(F;) € Ay pour tout i =1,....d,

3. N(F) CA,

ot les ensembles A;, A sont définis a partir des exposants exp(F;).

\.ﬁ\

Démonstration. L’unicité résulte des propriétés des exposants du lemme
5.2.4. Soit g un élément non nul de 'anneau k[Y, Z]z quitte a enlever les
mondmes de § qui appartiennent & A on peut supposer que 'exposant exp(g)
appartient a I’ensemble U?Zl A;. Soit 1o le plus petit entier 1 < ig < d tel
que exp(g) € N™ x (N")" 14 [, on a alors 'égalité

exp(g) = (a’, B(0))+ exp(Fy)
pour un élément (a®, 3(0)) de 'ensemble N™ x (N")r+1,
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Si 0(F},) = w;, Y Z5) pour un élément w;, du corps résiduel k et 'on
a I'égalité :

o(g) = wY" 2’0 (F,)—wy (270, ] 700

pour un élément w du corps résiduel k. Le point est qu’en vertu de la con-
dition (ilig) I'exposant du commutateur est plus petit que l'exposant de g
pour l'ordre <. L’exposant de 1’élément g—wYo‘OZﬁ(O)J(FZ-O) est petit que
I'exposant de g pour l'ordre <, et la proposition 5.2.6 résulte par récurrence
descendante sur les valeurs discretes de L.

Démonstration du théoreme 5.2.5. Soit g un élément de 'anneau
(VY, Z]r)", en choisissant une uniformisante de V' on peut supposer que
v(g) est nulle. On considere la réduction g modulo m de g et on divise g par
la proposition précédente. On obtient

d
g = Z@z‘pﬁ-f
=1

et on remonte les éléments ¢, . . ., g,  en respectant les nuages de Newton en
des éléments qyo, . . . qoa, 7o de I'anneau (V]Y, Z]g)". La valuation m-adique
de g = g—(Zle gioFi+ro) est strictement positive. On construit par
récurrence sur la valuation m-adique des éléments g;, qu, - - -, qq, 7 de va-
luation m-adique > [ pour I > 1. Les éléments ¢1 := > ;oo qu,..-,qd :=
> im0 Qs T = Y=o 71 ont les propriétés du théoreme 5.2.5.

5.2.2. Division dans I’anneau (V[Y, Z]z)!

Soient un ensemble fini de polynomes R et L une forme linéaire adaptée
a R comme dans le paragraphe précédent.

Théoreme 5.2.7. Soient Fy, ..., Fy des éléments non nuls et de valuation
m-adique nulle de l'anneau (V[Y, Z]g)'. Alors, pour chaque élément g de
Uanneau (V]Y, Zr)T les quotients qu, ..., qq et le reste v du théoréme 5.2.5
sont des éléments de l'anneau (V]Y, Z]g)T.

Pour passer du théoreme 5.2.5 au théoreme 5.2.7, nous utilisons la con-
tinuité de la division [14] et la méthode maintenant bien connue de la per-
turbation par commutateur des homéomorphismes entre espaces de Banach
([8], [9], [13]). Nous passons donc au langage des valeurs absolues des corps
valués complets. On note |a| := |a], := p~*@ la valeur absolue p-adique
d'un élément a de K.
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Notons pour simplifier, comme dans l'article [13], S := (V[Y, Z]|z)" @y K
et R:= (V]Y, Z]z)! @y K et pour chaque réel s > 1

R, = N S lim g glsH @) =0 3.
{ 2 7 ‘a|+ﬂ|—>+oo| o

aeN™ Be(Nn)h+1
On a donc R = U,~1R,. Notons pour g € Ry,

Igll]s == max |ag,g| %)
o0

En vertu de la condition (iiig) de la définition 5.2.2, pour tout s > 1, Ry
muni de la norme |||—|||s est une K-algébre de Banach non commutative.
On a le lemme suivant ([13, Lem. 2.3.3]) :

Lemme 5.2.8. Si g € R, il existe un so > 1 tel que pour tout s €|1, s¢] on
a la majoration

llg—=a(g)llls < v(s)llle(g)lls,
ou v(s) < 1.

Démonstration du théoréme 5.2.7. Nous reprenons la démonstration
du théoreme 2.3.4 de larticle [13]. Notons

A(F) ={reS[N(r) C A},
V(F) ={q € S" | N(a)+eap(F;) € A Vi=1,....d},

et pour chaque s > 1,
AJF) = A(F)NR,  V.(F) = V(F)NRL.

Ce sont des sous-espaces fermés et donc des sous-espaces de Banach des
espaces de R, et RY respectivement.

Notons u : V(F) @& A(F) — S l'application K-linéaire induite par le
théoreme 5.2.5 définie par

d
U(QJ T) - Z qZE+T
=1

et w: V(F)® A(F) — S I'application K-linéaire définie par

w(g,r) = Z%(Fz-—a(ﬂ)).

En vertu du théoreme 5.2.5, 'application u est bijective.
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Notons pour chaque s > 1 suffisamment proche a 1 (tel que F; € R pour
tout i = 1,...,d) us : V5(F) ® A(F) — Ry et wy : Vi(F) @ Ay(F) — Ry
les applications linéaires continues induites par u et w respectivement.

L’application vy := u,—w, se décompose en une somme vy +v4 a cause
de la non-commutativité. En effet si Y*" Z%© est un mondme on a 1'égalité
pour tout P

PyaO Zﬁ(O) — (Z aaﬁYaZ’B)YaOZ’B(O) _ tl (P)+t2(P)

a,B
ol
tl(P) — Z aa’ﬂyoﬁ-ao 7B8+6(0)
a,B
et
2(P) == Y [27, V") 270
a,B

Posons

ve1(q,7) ==t (q)+ . . t5(qa)+7, ve2(q) == B (q)+ ... 12(qq)
olt les applications t],...,t} 3. .. t2 sont définies par o(F}),...,o(Fy) par
le processus du commutateur précédent.
La division du théoreme 5.2.5 par des mondémes montre que ’applica-
tion v, est bijective et I'on a 1’égalité des normes

losi(g; s = max{{lgllls - [llo(FD) s, [ll7]]]s}

pour s > 1 suffisamment proche a 1.

Considérons donc sur 'espace de Banach V (F) & A4(F) la norme équi-
valente

(g, I = max{[llgil[ls - [llo (F)Ils, Iz},

dans laquelle I'isomorphisme v4; a une norme égale a 1.

On a alors uy = vy +vg+ws.

Or, d’apres le lemme 5.2.8, il existe un so > 1 tel que pour tout s €]1, s
et pour tout i = 1,...,don a ||Fi;—a(EF})|||s < v(s)|l|lo(F)|||s, avec v(s) < 1.
Ceci entraine que la norme de l'application w, est plus petite ou égale a
v(s) < 1.

En vertu de la condition de la condition (iiig) de la définition 5.2.2 on
a les majorations

—(mind’) —a
IE@)ll]s < s |qia(Fa)[ls, - 123 (ga)lls
< s~ mnheal|| gu0 (Fy)||s

ou les nombres réels positifs a,, 1 < ¢ < m,b{, 1 <i<n0<j<hsont
ceux de la définition 5.2.2 d'une forme adaptée L := L, a R.
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Ces majorations montrent que la norme de l'application v, est bornée
par s~ minbi-a) done strictement bornée par 1 en vertu de la condition
(ilig ). L’application u, est un isomorphisme topologique isométrique. D’out

le théoréme 5.2.7.

Remarque 5.2.9. Sur un corps K ultra-métrique complet quelconque, on
peut de fagon évidente considérer 'anneau K[Y, Z|r défini a partir d’un en-
semble R de polynomes a coefficients dans I'anneaux des entiers O de K,
son complété (K[Y, Z]z)" et le sous-anneaux (K[Y,Z]z)". On a un algo-
rithme de division dans 'anneau (K[Y, Z])" tout a fait parallele a ’algorith-
me du théoreme 5.2.5 en réduisant non pas modulo I'idéal maximum de I’an-
neau des entiers mais en considérant 'anneau k, := {Of/(a € K, |a|] < 1)}
pour un r,0 < r < 1 convenable et la réduction Ok (z) — k,[z] comme dans
la division dans le cas commutatif de 'article ([13, Thm.2.3.2]). Le méme
raisonnement montre que la division se restreint a 'anneaux (K[Y, Z]|z)'.
Ces anneaux sont alors tous noethériens (cf. [17, remark 5.4]), ce qui pro-
duit beaucoup d’anneaux noethériens. Le lecteur notera que s’il n’y a pas
de variables Z cette division et sa démonstration se réduisent exactement
au théoreme de division dans le cas commutatif ([13, Thm. 2.3.2]).

Il nous faut généraliser légerement le théoreme 5.2.7 en abandonnant
la restriction sur les valuations m-adiques des diviseurs pour pouvoir con-
sidérer tous les idéaux de I'anneau (V[Y, Z]z)". Considérons 'ensemble N x
N™ x (N")h*1 des éléments (u,, 3). Définissons la relation d’ordre par
(W, 8") <p (pya,B) si g’ > pousip = pet L, 5) < L(a, 3) pour
une forme linéaire L adaptée a R. C’est une relation d’ordre total. Nous
définissons 1'exposant précisé exp(P) := exp,(P) d'un élément P de I'an-
neau (V[Y, Z]g)" comme (v(P),exp,(P)). L’application exposant précisé a
les propriétés du lemme 5.2.4.

Soient 1 < d; < dy < --- < d; des entiers naturels et pour chaque entier
dy,1 <1 <1des éléments V..., Fé:, de Panneau (V[Y, Z])! ayant méme
valuation m-adique égale a py tels que 0 < g < g < - -+ < .
Théoreme 5.2.10. Avec les notations précédentes, pour chaque élément g

de Uanneau (V[Y, Zr)" ils existent des éléments qi, . .. ,qﬁll,r de l'anneau
(VIY, Z)r)T uniques tels que

2. N(¢")+exp(F) € AV pour tout i = 1,...,1',1 <1 <1,
3. N(r)CA

ot les ensembles Afj,z sont définit comme dans le théoreme 5.2.5.
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Démonstration. Soit v(g) la valuation de g, si v(g) < py alors r := g.
Si v(g) > py on divise g par FY,..., F, & l'aide du théoreme 5.2.7. Si ry
est le reste de cette division, on divise par le processus précédent r; par
FE ..., FQdQ. On obtient par division successive des restes le quotient et le
reste de la division du théoreme 5.2.10.

Remarque 5.2.11. On a considéré que la division par un nombre fini
d’éléments de (V[Y, Z]r)! pour simplifier. Mais on a une division par un
nombre fini de vecteurs de ((V]Y, Z]z))™ tout a fait paralléle. Nous avons
rencontré des situations ou la division par les vecteurs est nécessaire.

Corollaire 5.2.12. L’anneau (V|Y, Z|g)! est noethérien a gauche

Démonstration. Soit J un idéal & gauche de 'anneau (V[Y, Z]z)T, alors
I’ensemble des exposants précisés E(J) des éléments de J est stable par
translation par les éléments de l'ensemble N x N™ x (N7)"*1 Tl résulte
du lemme de Dickson que E’(J) est de type fini : il existe un nombre
fini d’éléments I, ..., Fy de I'idéal J tels que EN?(J) = Uj—1,4exp(F1)+N x
N™ x (N?)"*1 On appelle base de division de I'idéal J un tel systeme de
générateurs. En vertu du théoreme 5.2.10 une base de division de I'idéal J
est un systeme de générateurs de J.

Nous aurons besoin au paragraphe suivant d’une généralisation des coro-
llaires précédents. Soit un entier h > 0 notons (V[Y, Z]zr )" pour (V[Y, Z]z)1
de sorte que I'on peut considérer I'extension (V[Y, Z]zn)t — (V[Y, Z]gni1)T.
L’anneau (V[Y, Z]gni1)! contient comme sous-anneaux les anneaux

(VIY, Z)gn) 207, .. Z Y

des éléments d’ordre fini en Z"** ... Z" pour 1 < i < n qui sont des
extensions intermédiaires de I'anneau (V[Y, Z]zn)T.

Corollaire 5.2.13. Les anneauz (V[Y, Z]pn)[Z1T ..., Z'*Y] sont noethé-
riens pour tout 1,1 <1 < n.

Démonstration. Considérons d’abord 'anneau (V[Y, Z]zs) [Z17] qui est
un anneau filtré par I'ordre en Z"! qui attribue Uordre p"*' & Z'" . En vertu
des relations de la définition 5.1.1 le commutateur des deux éléments de I'an-
neau (V[Y, Z] )T [Z]7] est d’ordre strictement plus petit que la somme des
ordres de ces deux éléments. L’anneau gradué associé pour cette filtration est

I'anneau des polynomes (V[Y, Z]zn ) [E47] en la variable Z & coefficients

dans I'anneau non-commutatif (V[Y, Z]g1)" mais ol 'indéterminée =/

est centrale.
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En vertu de la démonstration classique du théoreme de la base finie de
Hilbert dans le cas commutatif, 'anneau (V[Y, Z] g ) [Z1*!] est noethérien.
Par suite 'anneau (V[Y, Z]z)[Z1] muni d'une filtration croissante discre-
te dont le gradué est noethérien est lui-méme noethérien. On passe par le
raisonnement précédent au cas des anneaux (V[Y, Z]gn)[Z17, ... Zh Y

par récurrence sur i. D’ou le corollaire.

Remarque 5.2.14. La noethérianité de I'anneau (V[Y, Z]|z)! unifie et géné-
ralise de nombreuses situations. Par exemple si 'on prend m = n, h = 0,
R}, =1, R), = 0, ¢ # i on trouve la noethérianité de l'article [17] qui est
le point de départ de la division non commutative dans le cas ultramétrique
et le cas le plus simple.

5.3. Noethérianité des anneaux DL’? v

Les ensembles R précédents sont formés de polynémes et pour pou-
voir appliquer le théoreme de division 5.2.7 il faut pouvoir relever I'ac-
tion des opérateurs d’ordre fini sur les générateurs d'une algebre A" en des
polyndémes. Ceci nous conduit a la définition générale suivante :

Définition 5.3.1. Soit XT = (X, Oxt/r) un schéma T-adique sur un couple
(R,I) pour un anneau R noethérien. On dira qu'un ouvert U de l’espace
topologique X a la propriété (diff—alg) si c’est un ouwvert t-adique dont
Ualgebre AT est isomorphe au complété t-adique d’une R-algébre A lisse
dont le A-module des formes différentielles 14/ est libre. On dira qu’un
systéme de coordonnées v = (x1,...,x,) de Al est algébrique sl provient
d’un systéme de coordonnées de A.

Proposition 5.3.2. Soit X7 = (X, Oxt/r) un schéma t-adique lisse, alors
tout point de X admet un systeme fondamental de voisinages d’ouverts ayant
la propriété (diff —alg).

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme des releve-
ments algébriques lisses ([1], [7]). En effet en vertu de ce théoreme l'algebre
A" d'un ouvert f-adique affine U est isomorphe a 'algebre (A)" pour une
R-algebre lisse A qui est donc de type fini sur R et dont le A-module des
différentielles €24,z est donc projectif. Tout point de U admet un systeme
fondamental d’ouverts principaux de U qui ont la propriété (diff —alg).

Revenons & la situation d'un couple (V, m) et d’un schéma f-adique X7 =
(X, Oyt)y) lisse sur V. Soit U un ouvert de X ayant la propriété (diff —alg)
et A un relevement lisse sur V' de 'anneau I'(U, Ox ;). Soit

(%) VIYi,...,Y,] = A—=0

une présentation de A et x = (xy,...,x,) un systéme de coordonnées de A.
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Pour un entier h > 0 considérons un ensemble R := R, ,, , de polynomes
Rkﬂ- ceV[Y,1<qg<m,1<i<n1<k<phquirelevent les éléments
A%(yq) de I'algebre A ol y,, 1 < ¢ < m sont générateurs de A, images de Y,
par (). Nous pouvons donc considérer les anneaux V[Y, Z]r et (V]Y, Z]z)'.

Proposition 5.3.3. Le morphisme défini par Yy — yg, 1 < q < m et Zl-j —
AV 1<i<n0<j<h

D : VY, Zlr — D"

est un morphisme surjectif d’anneaux qui se prolonge en un morphisme d’an-
neaux

ol - (VY. ZJr)" — DI

qui est surjectif.

Démonstration. Le morphisme ®r est compatible au commutateur
par construction ce qui entraine que c’est un morphisme d’anneaux qui
est surjectif de facon évidente. Soit

P= Y aapyz”

aeN™ Be(Nn)h+1

un élément de Panneau (V[Y, Z]z)T, alors en vertu de la majoration du
théoreme 2.6.10, c’est le point, la série

OR(P):= ) awpy(A)

aeN" Be(Nn)ht+l

opére sur (A)f. D’autre part cette série a la propriété du degré de la

définition 2.6.5. C’est donc un élément de I'anneau Dng)* Jv» ce qui définit

le morphisme CD;Z qui est V-linéaire. Reste a voir que c’est un morphisme
d’anneaux. Si P;, P, sont deux éléments de (V[Y, Z]r)T il suffit de montrer
que Daction de ®f (P,P;) sur (A)F est égale & Paction de @k, (Py) o l,(P))
sur (A)T. Autrement dit si f est un élément de (A)" il faut montrer que les
éléments L, (P, P)(f), B (Py) o @1 (Py)(f) de (A)T sont égaux ou de facon
équivalente, par séparation m-adique, qu'ils sont égaux dans (A)" et ceci
résulte du fait que le morphisme ®%, complété du morphisme ®x, est un
morphisme d’anneaux.

Le morphisme @% est alors un morphisme d’anneaux qui est surjectif
en vertu du théoreme du symbole total 3.1.2 pour les opérateurs différentiels
p-adiques d’échelon h.

On rappelle que 1'on a posé

(AP = (A (AR ()= (AT (A
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Remarque 5.3.4. En fait si 'on choisit une division dans I'algebre (V[Y])T
par une base de division B; ([13, Thm.2.3.4]) de I'idéal J provenant du
noyau de la présentation (%), le théoreme de continuité de la division ([13,
2.3.4]) et le théoreme du symbole total 3.1.2 pour les opérateurs différentiels
p-adique d’échelon h définissent une rétraction V-linéaire du morphisme
@% dont le noyau est engendré par 'idéal bilatere engendré les éléments

P!
w7

(Zy-

,1<i<n0<j<h-1)

et la base de division Bj.

Corollaire 5.3.5. Les anneauz

D DTh

%
sont noethériens.

Démonstration. En effet ce sont des quotients des anneaux

h+1

VIY. Zle)!, (VY. ZlR) (20 2]
qui sont noethériens en vertu du paragraphe précédent.

Théoreme 5.3.6. Soit (X, Oyt ,y) un t-schéma V-lisse et U un ouvert ayant
la propriété (diff—alg) d’algebre AT munie de coordonnées x = (11, ..., x,)
algébriques et h > 0 un entier, alors les anneaux

AP AT

1.k 1.k
DAT/V’ DAT/V

pour 1 <1 <n sont noethériens.

h

est isomorphe a I'anneau D( Wi v

Démonstration. En effet l’anneau DL’T v

et Panneau D" [A’f e Af '] est isomorphe & 1'anneau

A%

h+1

DThT/V[Ap ,Af ]

pour une V-algebre lisse A munie de coordonnées. D’oti le théoreme 5.3.6.

Remarque 5.3.7. Nous avons déja considéré des relevements R dans la

démonstration du théoreme de l'opérateur différentiel d’'un symbole totale
dans l'article ([13, Thm.6.1]).
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T

6. Platitude et cohérence du faisceau D)(T IK

6.1. Platitude

Nous allons déduire de nombreuses conséquences de la noethérianité
précédente en utilisant du critere de platitude locale 1.0.3.

Théoréme 6.1.1. Soient X1 := (X, Oxtv) un schéma f-adique lisse sur V
et h >0, alors [’extension

<oo,h t,h
D v Dy %

est plate.

Démonstration. Il suffit de montrer pour un ouvert U ayant la propriété
(diff —alg) d’algebre AT que I'extension

h h
DAT/V - DLT/V

T7h
AtV
part en vertu du théoreme 4.1.1 I'idéal m est contenu dans le radical de

DL’? Jv- Le morphisme

est plate. En vertu du théoreme 5.3.6 I’'anneau D est noethérien. D’autre

h h
Dy — Diﬁ/v

induit un isomorphisme modulo m® pour tout s > 1. Comme 'anneau foﬁ v
est aussi noethérien il résulte du critere de platitude local 1.0.3 que I'exten-
sion précédente est elle méme plate.

Corollaire 6.1.2. Soit X1 := (X, Oyt v) un schéma t-adique lisse sur 'V,

alors Uextension

T

Dxtyy — DXT/V

est plate ainsi donc que [’extension composée

T

Oxtyy = Datyy = Dy )y

Démonstration. Il suffit de montrer pour un ouvert U ayant la propriété
(diff —alg) d’algebre AT que I'extension

T

D gty — DAT/V

est plate. Il suffit de montrer pour tout idéal de type fini J de D 41,y que le
morphisme

J— DI

i
D AtV

AtV ®DAT/V

est injectif.
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Soient Bj,..., B un systeme de générateurs de l'idéal J et P,..., P,

des opérateurs de DLT v tels que PyBy+---+P,B, est nul dans anneau

DLT/V' Il existe un entier A > 0 tel que By, ..., B, appartiennent a

Soit J, I'idéal de D,

<o0,h
DAT/V

et Pi,..., P, appartiennent a Dth engendré par

At/v*
By, ..., Bs. On a alors un diagramme commutatif

T.h T.h
iy Epg n = Dl

l l

Df

.i.
AtV ®DAT/V J—D

AtV
et 'élément Y P, ® B; du produit tensoriel DLT v ®DAT/V J provient de

I'élément » P; ® B; du produit tensoriel DL’? v @ p<oen Jy,. En vertu de la
At

A%
platitude du théoreme précédent cet élément est nul et donc le morphisme

du corollaire est injectif.

Remarque 6.1.3. Le lecteur prendra garde que les extensions précédentes
Dxijy — DLT v Dyt — DLT K sont plates mais non fidelement plates.
Théoréme 6.1.4. Soit X1 := (X, Oxtv) un t-adique schéma V -lisse et U
un ouvert ayant la propriété (diff—alg) d’algébre AT, alors pour tout h > 0
[’extension

T?h Avh
Dy = Dy

est fidelement plate.

Démonstration. Sous I’hypothese précédente 'anneau DU est noethé-

AtV
rien et l’anneau Dg’Ah/V est idéalement séparé pour la topologie m-adique.
Comme ces deux anneaux ont méme réduction modulo m” pour tout h > 0
il résulte du critere de platitude locale 1.0.3 que I'extension est plate.

Soit M un Di{?/v-module de type fini tel que Dg’Ah/V ®D2J}fl/v M est nul,

alors sa réduction modulo m est nulle. Comme en vertu du théoreme 4.1.1
I'idéal m est contenu dans la radical de DL’?/V, il résulte du lemme de Na-
kayama que M est nul et 'extension du théoreme précédent est fidelement
plate.

Corollaire 6.1.5. Soit (X, Oxt,y) un t-schéma V-lisse pour tout h > 0 les
ertensions

—>'DJr

t.h Ak 1
Dt DY D [

xt/v x/vo Fxtv

sont fidelement plates.
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Démonstration. En effet la premiere extension est fidelement plate en
vertu du théoreme précédent et la seconde extension est fidelement plate
par passage a la limite inductive en h.

Théoréme 6.1.6. Soit X1 := (X, Oxtv) un f-adique schéma V -lisse et U
un ouvert ayant la propriété (diff—alg) d’algébre AT, alors pour tout h > 0
[’extension

T,h T,h+1
DAT/K - DAT/K

est plate ou DL’f/K = DL’?/V Qy K.

Démonstration. Soit (z1,...,z,) un systeme de coordonnées algébriques
au-dessus de U, considérons les extensions

h+1 h+1 h
(AP AP — D

,h ,h
D — D Aty

AtV AtV

[’anneau intermédiaire est noethérien en vertu du théoreme 5.3.6 et donc
la seconde extension est plate en vertu du critere de platitude locale 1.0.3,
les deux anneaux ayant méme réduction modulo m® pour tout s > 1. La
premiere extension n’est pas plate mais le changement de base V — K
induit un isomorphisme

AT A

n

DT?h ~ DTJZ

At/K = F AtV ®v K.

D’ou le théoreme 6.1.6 par stabilité de la platitude par composition.

Remarque 6.1.7. La démonstration précédente en beaucoup plus simple
montre que l'extension Dg’Ah/ K= Dgfle est plate pour tout schéma formel

affine complet lisse d’algebre A" ayant la propriété (diff) et pas seulement
(diff —alg).

Corollaire 6.1.8. Soit XT := (X, Oxtv) un t-schéma sur V lisse, alors
pour tout h > 0, les extensions

T.h T,h+1 Th T
DXT/K - DXT/K’ DXT/K - DXT/K
¥ T7h [yp— T7h
sont plates ou Dy e = Dy, Qv K.

Démonstration. La premiere extension est plate en vertu du théoreme
précédent. D’autre part on a l'isomorphisme :

obh ot
IEIlhDXT/K ~ Dtk

qui montre que la seconde extension est aussi plate parce la platitude est
stable par composition.
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6.2. Cohérence

Nous allons appliquer la méthode de la théorie des faisceaux cohérents

qui ne sont pas noethériens, dont 'exemple type est le faisceau Dy, pour

.i.

vi/i est cohérent.

montrer que le faisceau D

Théoréme 6.2.1. Soit X7 = (X, Oyt y) un t-schéma sur V lisse, alors
pour tout h > 0, les faisceaux d’anneaux

'DT

Tsh T:h
D D Xt/K

xtyvo Fxt/ko
sont cohérents (a gauche et a droite).
Nous allons d’abord montrer le critere de cohérence général suivant.

Proposition 6.2.2. Soit X un espace topologique et Ax un faisceaux d’an-
neaux unitaires sur X qui admet une base B de la topologie telle que :

1) pour tout ouvert U de la base B, la cohomologie H'(U, Ax) est tri-
viale pour 1 > 1,

2) pour tout ouvert U de la base B l'anneau I'(U, Ax) est noethérien
(a gauche ou a droite),

3) pour tout ouvert U de la base B, tout point de U admet un systéme
fondamental formé d’ouverts appartenant a la base B, ou de facon
équivalente 'ouvert U admet une base B := By, formée d’ouverts
appartenant a la base B, W C U de tel que l’extension I'(U, Ax) —
['(W, Ax) induite par la restriction est plate.

Alors le faisceau Ax est cohérent (a4 gauche ou a droite).
Démonstration. La question est locale, soit U un ouvert de la base B et
(Av)" — Au

un morphisme de Ay-modules au-dessus d’un ouvert U. D’ott un morp-
hisme de I'(U, Ay )-modules

(I'(U, Av))" — (U, Av).
La condition 2) de noethérianité fournit une suite
(I(U, Ap))* — (U, Ap))" — (U, Ap).
qui exacte au milieu. D’ol1 un complexe de faisceaux

(*) 0— (Ap)? — (Ay)" — Ay — 0.
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Il s’agit de montrer que la cohomologie du milieu de ce complexe est triviale.
Mais cette cohomologie de faisceaux est le faisceau associé au préfaisceau qui
a un ouvert W C U associe 'hypercohomologie H'(W, A®) du complexe (x)
précédent. Mais en vertu de la condition 1) d’acyclicité cette hypercohomo-
logie est la cohomologie du milieu du complexe

0 — (W, Ap))* — (D(W, Ap))" — T(W, Ay) — 0.

Pour l'ouvert U elle est triviale par construction et pour un ouvert W C U
de la base B’ elle reste triviale par platitude. La cohomologie du milieu du
complexe de faisceaux () est nulle. D’ot le critére de cohérence 6.2.2

Démonstration du théoreme 6.2.1. Soit la base B de X formée des
ouverts U ayant la propriété (diff—alg) et B’ la base de U formée par les
ouverts W principaux, alors les bases précédentes ont les propriétés 1), 2),
3) de la proposition précédente pour le faisceau DL}T’ Jy pour tout h > 0. En
effet 'acyclicité est le théoreme 3.2.3, la noethérianité est le théoreme 5.3.6
et la platitude résulte du critere locale de platitude 1.0.3. Il en résulte que

M h /7 . \ ’ . .
le faisceau DL’T v est cohérent en vertu du critere de cohérence 6.2.2 ainsi

que le faisceau DL}TZ e

T

Pour passer au faisceau D K

nous rappelons la proposition classique :

Proposition 6.2.3. Soient un espace topologique X localement noethérien
et un systeme inductif

up : Ay — A h e N,

de faisceaux d’anneaux (4 gauche ou a droite) cohérents tel que les extensions
uy, sont plates, alors la limite inductive

N h
Ax = lim A%
— h
est un faisceau d’anneaux (4 gauche ou a droite) cohérent.

Démonstration. Soit un morphisme de Ay-modules

(Ar)" & (Ap)®

au voisinage U d’un point de X. Quitte a prendre un voisinage ouvert plus
petit en vertu de la noethérianité locale on peut supposer que les coefficients
de la matrice G proviennent d’éléments de I'(U, A}) pour un h assez grand.
Quitte a diminuer encore U en vertu de la cohérence il existe une suite

(Al — (Al) D (Al
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qui exacte au milieu. D’ou par platitude une suite
r s G
(Av)" — (Ap)* = (Ap)’

qui est exacte au milieu et exprime que le faisceau Ax est cohérent.

En vertu du théoreme 6.1.6 et la proposition précédente on trouve que
le faisceau DLT Jxc €st cohérent. D’ou le théoreme 6.2.1.
Corollaire 6.2.4. Un DLT/K—module M est donc cohérent si et seulement
s’il est localement de présentation finie.
Corollaire 6.2.5. La catégorie des DLT/K—modules cohérents Mcoh(DLT/K)
est abélienne et la catégorie des complezves D‘goh(DLT/K) de DLT/K-modules
a cohomologie bornée et cohérente est triangulée.

Remarque 6.2.6. Bien entendu tous les résultats précédents valent pour les

. <00,h Ah Ak t } A 3
faisceaux DX/V ,DX/V,DX/V,DX/K,DX/V,DX/K avec des démonstrations

beaucoup plus simples et aussi pour les faisceaux D;ﬁ’h, Dx /.

Remarque 6.2.7. 1)Nous savons démontrer que le faisceau DLT v

rent si dim X = 1, ce qui entraine que la dimension homologique faible du

faisceau DLT Jv est exactement 2 et donc que la dimension homologique faible

; ]
du faisceau D’ IK

2) Mais le faisceau wa v
I'idéal de type fini (A,, A,) n’est pas localement de présentation finie pour
X = Spec(k[z,y]) de relevement (V[z,y])T.

En effet pour [ > 1 posons

est cohé-

est bornée par 2.

n’est pas cohérent si dim X > 2. Par exemple

(ug, ) = (AL (AP LA, AP (AP LA,

y x

On a la relation w;A,—v;A, = 0 qui définit un élément de

Tor 10 (D! D!

.0
(VixyDt/v (VixyDt/V? (V[X7yDT/V/(AX’Ay))-

On a la nullité p"**(u;,v;) = 0 dans le module de torsion précédent mais
p'(ug, v;) # 0. La torsion du ng[m ) /V—module a gauche de torsion précédent
est infinie ce qui montre qu’il n’est pas de type fini et ceci reste vrai pour
tout ouvert affine principal. Ceci est du aux relations du type

AD(ALP-AZ(ALP =0

qui n’existent pas en dimension une.
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3) Comme nous 'avons déja signalé dans l'article de recherche [11] tous

les faisceaux précédents DL}T’ v DL}TL JK wa v wa /i Sont de dimension ho-

mologique plate finie. En effet les réductions modulo m des faisceaux DL}TL v
sont de dimension homologique plate exactement égale a 2dim X. Cela en-

traine de la dimension homologique plate de Db est égale a 2dim X+1

xt/v
et celle des faisceaux DLT v DLT Jxc est bornée par 2dim X+2. On conjec-

ture ([11]) que la dimension homologique plate du faisceau wa %
tement dim X mais ceci n’est pas démontré a notre connaissance meme en
dimension une. Comme on |’a déja signalé on sait seulement que cette di-

mension est bornée par 2.

est exac-

4) Tous les résultats précédents restent bien sur valables dans la théorie
formelle. Le faisceau DL v est cohérent si dim X = 1 et de dimension plate 2,

mais n’est pas cohérent si dim X > 2. Les faisceaux DQ’;ZV, Dﬁ(’/hK, DL v DL K
sont de dimension homologique plate finie. En effet les réductions modulo m

des faisceaux Dg\(’/hv sont de dimension homologique plate exactement égale a
2dim X. Cela entraine de la dimension homologique plate de DQ’?V est égale

a 2dim X+1 et celle des faisceaux DL /V,DL /i est bornée par 2 dim X+2.

On conjecture ([11]) que la dimension homologique plate du faisceau D}
est exactement dim X mais ceci n’est pas démontré a notre connaissance
méme en dimension une. On sait seulement que cette dimension est bornée
par 2.

7. La Cohomologie de de Rham p-adique et la Cohomo-
logie de Monsky-Washnitzer

7.1. La cohomologie de de Rham p-adique

Soit XT =: (X, Ot sv) un schéma f-adique lisse sur V' lisse. Nous rappe-
lons la définition que nous avons proposée dans l'article fondamental de re-
cherche ([11, page 303]) de la cohomologie de de Rham p-adique d'un DLT v
module qui nous a conduit a la théorie des équations différentielles
p-adiques et a leur monodromie.

Définition 7.1.1. Soit M un compleze de la catégorie D*(DLT/V

avons défini les espaces de cohomologie de de Rham p-adique de Mt comme
les espaces d’hypercohomologie du complexe R Hom ) (Oxt v, M) de Za-
X

/V

), nous

riski :
Exty;  (Oxtpy, M),

xt/v



86 Z. MEBKHOUT

c’est-a-dire la cohomologie du complexe RHomDTT (OXT/V,MT), foncteur
xt/v
dérivé a droite du foncteur MT — HomDTT (OXT/V,MT) exacte a gauche.
xt/v

Soit M un compleze de la catégorie D+(D:FYT/K

espaces de cohomologie de de Rham p-adique de M comme les espaces d’hy-
percohomologie du complexe R?-(ompfT (Oxt/k, M) de Zariski :
xt/K

), nous avons défini les

ExtS;  (Oxtjx, M),

xT/K

c’est-a-dire la cohomologie du compleze R Hompy: (Ot /x, M), foncteur
xT/K

dérivé a droite du foncteur MT — HomDTT (Oxt/k, MT) exacte @ gauche.
xt/K

Les espaces de cohomologie de de Rham p-adique ne commute pas au
changement de base V' — K, ce qui suggere de modifier la définition de la
cohomologie sur les entiers.

7.2. Le Théoréme de comparaison entre la cohomologie de de Rham
p-adique et la cohomologie de Monsky-Washnitzer

Soit X une variété algébrique affine lisse sur k&, Monsky-Washnitzer ont
défini les espaces de cohomologie Hiy (X/K) comme la cohomologie du com-
plexe de de Rham des formes différentielles séparées d'un relevement lisse
sur V' [16].

Théoréme 7.2.1. Soient X wariété algébrique affine lisse sur k et X1 :=

(X, Oxt)v) un schéma t-adique lisse sur V' qui releve X, alors il existe des
1somorphismes canoniques

ar(X/K) =~ Extl:  (Oxi/k, Oxi/x)-

xT/K

Démonstration. On peut supposer que X est connexe de dimension n. Soit
Tyt le fibré tangent dual du faisceau des formes différentielles séparées :

TXT/K = HOmOm/K (QXT/K> OXT/K)'

Considérons le complexe de Spencer Spen®(Ox+ ) défini par :

Spen.(O)(T/K)::O — ,DXT/K®OXT/K/\TXT/K — ... —>DXT/K — OXT/K_> 0
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ou /\Z Ttk est 'algebre extérieure du fibré tangent et la différentielle 0 est
définie par :
5(P®U1/\/\U1) = Z (—1)i_1PUj®(U1/\"'/\f}j/\UZ‘)—
J=1,...si
— Y (=D)TP@ ([ v Avy A Ay Ay Ay
1<j<I<i

ou P est un opérateur différentiel d’ordre fini et les v; sont des vecteurs
tangents. Si 0y, ..., 0, est une base locale duale d’une base de formes différen-
tielles séparées le complexe Spen®(Oyt /) apparait comme le complexe de
Koszul construite a partir de I'isomorphisme de Dy /x-modules a gauche :

Dxtji /(01 -+, 0n) = Oxit k-

Par un calcul élémentaire on voit que la suite 0y, ..., d, est réguliere. Ceci
montre que le complexe de Spencer Spen®(Ox+,x) est cohomologiquement
trivial et fournit une résolution de Dy k-module a gauche du fibré trivial
Ot/ par des Dyt g-modules a gauche localement libres de type fini. Le
complexe

RHOmDXT/K (Oxt/k, Oxt k)

se représente par le complexe
Hompm/K(Spen'(Om/K), Oxi/k)
qui est le complexe de de Rham des formes différentielles séparées :
0 — Oxi/k —>Q}YT/K---—> Q¥+ — 0.

En vertu du théoreme d’acyclicité de Meredith [15] les groupes de cohomo-
logie des faisceaux (' /i sont nuls et le complexe

RI'(X, RHOWDXT/K(OXT/M OXT/K))
se représente par le complexe
0— F(X, OXT/K) o F(X, Q}T/K) —0

dont la cohomologie est par définition la cohomologie de Monsky-Wash-
nitzer [16].
Proposition 7.2.2. Soit M un DLT/K-module a gauche, alors il existe un
1somorphisme canonique

RHomDm/K (Oxt/k, M) ~ R?—(ompz(T

T T
/K(DXT/K ®DXT/K OXT/K7M )
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Démonstration. En effet la formule de changement de bases montre 1'iso-
morphisme

L
RHomDXt/K(OXT/K,MT) ~ RHom i (DLT/K ®D 4t O/\_/T/K,MT).

Xt /K

T

vi/i ©st plate. D'ou

Mais en vertu du corollaire 6.1.2 'extension Dy, — D
I'isomorphisme de la proposition.

Proposition 7.2.3. Le morphisme canonique
IDLT/K ®DXT/K OXT/K - OXT/K
est un isomorphisme.

Démonstration. La question est locale, soit (z1,...,x,) est un systeme
de coordonnées locales au-dessus d'un ouvert U ayant la propriété (diff )
d’algebre Af et 0, ..., 0, la base des champs de vecteurs tangents associés.
Il suffit de montrer que les idéaux d’augmentation :

DXT/K - OXT/Ka DLT/K - O)(T/K

sont engendrés par d,...,0,. C'est élémentaire dans le cas des opérateurs
d’ordre fini mais beaucoup plus délicat dans le cas des opérateurs d’ordre
infini. Soit P un opérateur d’ordre infini tel que P(1) = 0. En vertu de la
premiere partie du théoréme du symbole total ([13, Thm. 5.1]) 'opérateur P

est une somme infini
Z ag(r) AP

1<]8|<o0

oll ag est une suite d’éléments de AT telle que si
(VIY1,..., V)t — AT =0

est une présentation, il existe un nombre p > 1 tel que ag € AI,, un nombre
A < 1 et une constante C' > 0 tels que 1'ont ait les majorations

lagll, < CAV.
On peut effectuer formellement la division de 'opérateur P par I'idéal 01, ..., 0,

ou

Ql _ Z aﬂ/ﬁlAﬂ_(Lm’O)‘
57/81#0
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Mais on peut trouver un nombre X', X < 1 et une constante C’ > 0 tels que
I'on ait les majorations

[las/Bull, < C'XVL.

En vertu de la seconde partie du théoreme de l'opérateur différentiel d'un
symbole total ([13, Thm. 6.1]) la série @1 est un opérateur d’ordre infini et il
en est de méme des opérateurs (o, ..., Q, par le méme raisonnement. Ceci
montre que 'hypercohomologie du complexe

RHomp , (Oxt/k, Oxt /i)
est canoniquement isomorphe a I’hypercohomologie du complexe
RHom.yi (OXT/Ka OXT/K)a
xT/K

qui implique le théoreme de comparaison 7.2.1.

Corollaire 7.2.4. Pour tout D'

XT/K—module a gauche M on a les isomorp-

hismes canoniques :

EXt.DXT/K(OXT/KaMT) ~ExtS  (Owtyr, MT).

xT/K

En particulier on a les isomorphismes canoniques :

Hig (X/K) =~ EXt.DXT/K(OXT/Ka Oxtjk) =~ EXt.DT (Oxt /i, Oxt k)

xT/K
La démonstration précédente montre :

Proposition 7.2.5. Le complexe de Spencer étendu

DLT/K Dtk Spen®(Oxt/x)

T

i i -modules a gauche

est une résolution canonique du fibré trivial par des D
localement libres de type fini.

Démonstration. C’est une conséquence de la platitude de 'extension D y1

—>'DJr

vt i ©f de I'isomorphisme précédent :

T ~
DXT/K OD 4t Oxtje = Oxt .

Monsky-Washnitzer ont montré [16] pour une variété affine non sin-
guliere X sur k que les K-espaces Hir(X/K) ne dépendent a isomorp-
hisme canonique pres que de X et fournissent un foncteur contravariant
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de la catégorie Affsm/k des variétés affines lisses sur le corps résiduel dans
la catégorie homotopique K(K) des K-espaces vectoriels, parce que toute
variété affine lisse sur k se releve en un schéma f-adique affine lisse sur V.

La définition de la cohomologie de de Rham p-adique d’une variété
algébrique X (schéma de type fini et séparé sur k [20]) lisse sur k ([22, §17])
admettant un relévement f-adique global XT = (X, Oy sv) plat sur V
comme les espaces

Ext?:  (Oxt/k, Oxi/k)

xT/K
est proposée dans 'article de recherche ([11, page 303]). Mais il n’était pas
montré I'indépendance de cette cohomologie du relevement pour une variété
lisse non affine et que cela définit un foncteur contravariant de la catégorie
de toutes les variétés lisses sur k qui se relevent vers la catégorie dérivée
D(K) des K-espaces vectoriels. Cependant on a le théoreme fondamental
qui définit les nombres de Betti p-adiques de X

Théoreme 7.2.6. Sous la condition de relevement global plat, les K -espaces
vectoriels EXt.DLT/K(OXT/K’ Oxt /i) sont de dimension finie.
Démonstration. En effet la suite spectrale locale-globale d'un recouvre-
ment fini par des ouverts affines, ou méme simplement en raisonnant par
récurrence sur le nombre d’ouvert du recouvrements a ’aide de la suite de
Mayer-Vietoris, ramene la finitude de ces espaces au cas affine [10] qui est
le résultat central de la théorie.

Ce résultat est une indication tres crédible qu’on était des les années
1985, ou 'on commencé a travailler dans ce domaine [11], sur la bonne voie
et notre expérience des 25 dernieres années a confirmé ce fait.
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