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Existence locale et effet régularisant précisés pour
des équations non linéaires de type Schrodinger

Pierre-Yves Bienaimé

Résumé. In this paper, we consider the Cauchy problem in the usual
Sobolev spaces for some nonlinear equations of the form

oru =iLu+ F(u,Vau,u,Veu), teR xzeR",
u(z,0) = uo(z) € H*(R™),

that is, equations which are of Schrédinger type. We study the local exis-
tence and the smoothing effect of the solutions, following C.E. Kenig,
G. Ponce and L. Vega, and extend some of their results.

The nonlinearity F' is a smooth function which vanishes to the 3rd

_ 2 2

order at 0 and the operator .Z has the form .Z = ngk 3zj — Z].>k azj,
It extends the Laplace operator but is not elliptic in general.

We prove the local existence, the uniqueness and the smoothing effect
given any up € H°(R™) with s > n/2+ 3. The proof follows the same plan
as that of Kenig, Ponce and Vega, [5]. We improve the estimates by using
the paradifferential calculus of J.-M. Bony.

1. Introduction
On considere le probleme de Cauchy suivant :

(1.1) { Ou =iLu+ F(u,Vyu,w,V,u), teR, xR,

u(z,0) = up(xz) € H*(R™)

o u = u(x,t) est une fonction & valeurs complexes, T sa fonction conjuguée,
Vo= (0p ty ..., 0, u), Fu,v,u7,v) une fonction C>° de Cx C" x Cx C™ dans C et

L= - &, ke{l,...,n},

i<k >k
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est un opérateur différentiel qui, bien qu’il puisse étre égal au laplacien, n’est pas
elliptique en général. Il s’agit donc d’équations non linéaires de type Schrédinger,
et on étudie, dans ce travail, le caractere bien posé dans les espaces de Sobolev
habituels H*(R™) du probléme de Cauchy associé, ainsi que 'effet régularisant des
solutions, en suivant les travaux de C.E. Kenig, G. Ponce et L. Vega.

Le résultat principal de cet article est le suivant :

Théoreme 1.1. On suppose la fonction F' nulle a I'ordre 3 en 0, autrement dit,
F et ses dérivées partielles jusqu’a I'ordre 2 sont nulles en 0. Alors, pour tout
s > n/2 + 3 et toute fonction ug € H*(R™), il existe un réel T > 0 tel que le
probléme de Cauchy (1.1) posséde une solution unique w € Ep ou Er désigne
Pensemble des fonctions u € C([—T,T]; H*(R™)) telles que

T

s+1/2 def o —2 754+1/2 2 1/2

77 Zulllr = sup (o =)™ I (e, ) dedt) < oo,
pezr NJ 1 Jrn

avec J Popérateur (1 — A)V/2 et A =S 3=" a2,

De plus, pour un borné B de H?® de données initiales, les solutions associées
ont un meme temps d’existence Tg, et, 'application qui a ug € B associe u € Er,
est uniformément continue.

Dans [5], C.E. Kenig, G. Ponce et L. Vega démontrent ce théoréeme dans le
cas ou F est un polynome de valuation v > 3 et s > sg ou sp est assez grand.
Ces auteurs ne se sont pas intéressés a la valeur du sg, mais en reprenant leur
démonstration, on peut voir qu’il est supérieur & n/2 4+ 10n + 1. Par ailleurs, ils
ont aussi étudié le cas ou F' est de valuation 2, mais il semble que dans ce cas il
soit nécessaire de travailler dans les espaces de Sobolev a poids. En ce qui nous
concerne, nous traiterons ce cas a part dans un prochain article. On peut remarquer
que dans ce cas, dans [5], il est annoncé que la régularité sy utilisée est supérieure
a 40n + 62.

Le probleme de Cauchy (1.1) a beaucoup été étudié dans les années 1990 surtout
quand . = A, autrement dit, dans le cas de ’équation de Schrédinger. Nous
renvoyons le lecteur intéressé a U'introduction tres instructive de [5] et a la biblio-
graphie de cet article. Quand au cas £ # A, cas moins bien connu, son étude est
motivée par l’existence d’un certain nombre d’équations provenant des applications
et qui sont de ce type. Par exemple, les equations de type Ishimori (modele de spin-1
en cristallographie) :
2u

W ((axlu)2 - (83,2u)2)

i+ 0 u— 02 u =

ou les systemes type Davey—Stewartson :
{ i0u 4 02 u — 02, u = ulul|® + Oz, vu
Av(xq,29) = — 0, (|ul?)
qui décrivent I’évolution de paquets d’ondes en eau d’une profondeur finie, méme

si ce dernier systéme ne se met pas exactement sous la forme (1.1). Pour plus de
détails, voir [11], [7].
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Notons aussi que L. T’Joen, [13], a généralisé les résultats de [5] au cas d’'un
opérateur .Z a coefficients variables et elliptique, sous I'hypothese géométrique de
non captance, sans préciser 'indice sg, tandis que, dans [7], les auteurs traitent le
cas non semi-linéaire, autrement dit, . est a coefficients variables et dépendant
de u, en faisant certaines hypotheses, notamment d’ellipticité et de non captance,
et avec un indice sg assez grand. Enfin, dans [12], J. Szeftel traite aussi le cas
a coefficients variables et démontre un résultat d’effet régularisant microlocal en
admettant I’existence des solutions et avec une non linéarité de la forme F(u, ).

Dans cet article, Ueffet régularisant est précisé car, dans [5], leffet régularisant
est obtenu pour

T 1/2
|||J3+1/2u|||T71 Ci:Ef sup (/ / |Js+1/2u(x,t)|2 dl‘dt) s
HEL™ -T u

ol @, est le cube p+ [0,1]" de grande diagonale de longueur d,, indépendante
de p. Or, on a
T2 llzn < (do)* (11755 2|,

ou d,, est la longueur de la grande diagonale de Q. Ce nouvel effet régularisant
est donc plus précis.

Le théoreme 1.1 est démontré pour les régularités s > sg avec s = n/2 + 3.
Naturellement, la question de 'optimalité de ce sg se pose. Il se trouve que nous
ne disposons pas de contre-exemple pour le cas s < sy et nous ne savons pas
si so est optimal. Bien entendu, la valeur de ce sg est le résultat des techniques
de démonstration utilisées. A titre de comparaison, on peut noter que, dans [6],
on obtient le résultat du théoréme 1.1 pour s > 1/2 + 3 en dimension 1 et pour
s > n+5/2 en dimension n > 2 dans le cas ot .Z = A, F polynome de valuation 3
et |luolls, assez petite. Cependant, il n’est pas difficile de vérifier qu’avec une non
linéarité de la forme F'(u, @), on a le résultat d’existence et d’unicité pour s > n/2.
Pour plus de détails , on pourra, par exemple, aller voir [4]. De plus, toujours
dans [4], on montre que dans certains cas particuliers de (1.1), on a existence et
unicité pour s > n/2 + 1.

Donnons maintenant une idée sur la démonstration du théoreme 1.1. Celle-ci
suit le schéma de celle de [5] et passe bien entendu par une linéarisation. Cepen-
dant, pour obtenir des estimations plus précises, nous linéarisons 1’équation (1.1)
en utilisant la paralinéarisation de J.-M. Bony, [1], et un certain calcul symbo-
lique paradifférentiel. L’utilisation de ce type de calcul permet essentiellement de
supprimer les pertes de régularité liées aux commutations.

Ainsi, au lieu de linéariser de maniere classique pour se ramener a étudier
I’équation linéaire

(1.2) Ou = iLu+ aru + a2 + i Vyu + bV + f(z,t),

nous linéarisons selon la méthode de Bony pour se ramener a étudier I’équation
suivante, qui est aussi linéaire :

(1.3) Ou =iLu+ To,u+ To, 0+ Ty, Vou + Ty, Vi + f(x,t),
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ouTy,, Ty,, Ty, et Ty, sont des opérateurs paradifférentiels et plus précisément des
opérateurs de paramultiplication (voir section 2). Cette équation est souvent dite
paralinéaire.

Pour expliquer I'hypothese d’annulation faite sur F', rappelons que, dans le cas
ou £ = A et by =0, pour que le probleme de Cauchy linéaire associé a (1.2) soit
bien posé, une condition nécessaire portant sur le coefficient b1 (x) a été démontrée :

R
(1.4) sup ’f/ b1 (z + rw).w dr| < oo.
z€R™, weS"—1, R>0

Voir [16], [10]. Cette condition est évidemment vérifiée si by est réel. Elle est aussi
vérifiée si by = vw ou avw, pour v,w € H*(R™), s > n/2 et a € L>°(R™), comme on
peut le voir aisément en appliquant le théoreme de trace. Comme le coefficient by
est une dérivée de F', ceci justifie I’hypothese faite sur F' et explique aussi pourquoi
I’on est contraint de travailler dans des espaces a poids si F' s’annule seulement a
Pordre 2 en 0.

La démonstration du théoreme 1.1 consiste en grande partie a établir des es-
timations convenables sur la solution du probleme de Cauchy associé a I’équation
paralinéaire (1.3). On commence par traiter le cas d’un intervalle [0, T, la démons-
tration étant la méme pour obtenir les résultats sur Uintervalle [—T', 0] sachant que,
par exemple, on a

1/2

T

/
sup / (z —x,) "> Js+1/2u(m,t)|2dxdt)
HEL™ R~

1/2
< sup / / x— )2 T 2y (2, 1) 2 d:cdt) + T2 ||
WEL™ n

avec, a partir d’ici,

1/2
|||J8“/2UIIIT—sup //|m—x 2 st/ (x,t)|2dxdt>

ZH.

Pour ce faire et suivant [5], on construit un opérateur pseudodifférentiel C
d’ordre 0 et possédant de bonnes propriétés, notamment inversible et de symbole
c(z,§) réel et pair en £. Cela permet, par estimation de ||Cullp, d’obtenir des
estimations d’énergie sur les solutions de (1.3) du type

(1) s @l <4 (ol + [ 1501, @),
. Jst1/2 A . s dt),
(1.6 2@l < A (ol + [ 150 )
(1.7 sup [t} < A (Juolls + Mr(J*~/2)).
0<t<T

(1.8) 1177 2ulllr < A (|luolls + N (J°7121)),
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avec
g 2 2 1/2 2
Nir(u) = sup ( (@ =2 u(, P dt) = || (@ = 2,) *ulize 22w o)
HEL™ 0 n

On remarque que 'on peut aussi obtenir les estimations ci-dessus avec

T 1/2
W2l = S (] )

WELN

au lieu de Np(J~1/2f), comme dans [5].

On met alors 'équation (1.1) sous la forme (1.3) avec a1 = 0,F(z0), az =
0zF (20), b1 = V. F(20), ba = V#F(20) ou zg = (ug, vo, Up, Vo), v = Vu et un terme
non linéaire f(z,t) = R(u, V,u, @, V,u). Dans la suite, W (t)uy désigne la solution
de (1.3) avec f = 0 telle que W(0)ug = ug. On détermine un espace métrique
complet dans lequel on prouve que 'opérateur

T
T = W (t) uo + / Wt — ') R(u, Vou, T, Vo) dt
0

admet un unique point fixe pour un 7" assez petit. Ce dernier résultat s’obtient en
utilisant les estimations (1.5) et (1.6). Pour estimer la non-linéarité, on utilise la
propriété d’algebre de H*® pour s > n/2.

Pour prouver (1.5) et (1.6), on estime la norme L? de Cu ol u est une solution
de (1.3) en écrivant de maniere classique

Ot||Cul|z = (0;Cu, Cu) + (Cu, 9;Cu),

ce qui permet d’obtenir que

To
||Cu(T0)||8 < |\Cu0||8+.2%/ (i[C,f]quCTiﬂ(bl)Vu, Cu) dt‘

0

To To

(1.9) + ‘z@/ (CT3, Vi, Cupt] + ‘z@/ (Cu, G di]
0 0
Ac
+ A: Ty Sup]l\U(t)Hng§|||J1/2U|||%0,

[0,To

ol A. est une constante qui dépend des semi-normes d’ordre M (suffisamment
grand) des symboles de C et T,.

La difficulté de I'équation (1.3) semblant venir du coefficient by, on cherche &
choisir C pour que 'opérateur

soit relativement petit, en un sens que l'on précisera, I’idéal étant qu’il soit continu
sur L2, ce qui nous ramene & étudier son symbole principal

—28.V,e(x,€) — c(w, &) (bi(,€)) €,
ol 51(33,5) est tel que T; z(p,) = if(gl(x, D)) et E: (=&1y ooy =&y Et1y - -5 En)-
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Pour assurer plus ou moins I'inversibilité de C, on cherche son symbole sous la
forme c(z, &) = exp(y(z,§)). Pour construire 7, on commence par décomposer by
suivant les cubes @, en écrivant que

(110) bl(x) = Z A1 @1,#(1')7

HEL™

avec (aq,,) € 1Y, supp(p1,,) C 2Q, et [|p1ullce < 1 ot C¢ désigne la classe de
Holder si ¢ n’est pas entier et I'espace des fonctions o fois dérivables a dérivées
bornées sinon. Les calculs nous ameénent ensuite a résoudre I’équation aux dérivées

partielles suivante, d’inconnue 7,

(1.11) — 26V, (2, ) — I (Pru(x,€)).6 =0,

ou le symbole ¢, est défini par T, , = ©1,,(z, D). On symmétrise alors en &
la solution obtenue, puis on la tronque de maniere convenable pour obtenir un
symbole v, d’ordre 0. On pose enfin

7(1',5) = Z OZL#’VH(SL',&)»

HEL™

Le symbole ~ ainsi défini est d’ordre 0 et, méme si I'expression

~2EV,(2,€) — I (bi(x,€))-£

n’est pas d’ordre 0, elle est petite en un sens convenable.

On remarque que, par construction, pour tout ¢ € {1,2}, b;, ¢; , et c ont la
régularité de Vuy.

Pour estimer l’autre terme qui pose probléme, (CT},V,@, Cu), on utilise des
commutateurs et les propriétés de C = c(x, D), notamment que c est pair et réel
en &, ce qui donne Cu = Cu, et que (V,%,u) = 0.

Les inégalités (1.6) et (1.8) donnent l'effet régularisant. Les inégalités (1.7) et
surtout (1.8) sont centrales car elles permettent d’estimer la non linéarité d’ordre 1
dans un espace approprié pour pouvoir appliquer un théoreme de point fixe. L’effet
régularisant s’obtient en utilisant le lemme de Doi, I'inégalité de Garding et la
décomposition de by, b2, a1 et ay suivant les @,, autrement dit, en suivant la
encore la méthode utilisée dans [5] et en l'adaptant au cadre plus général des
résultats énoncés dans cet article.

Je tiens a remercier A. Boulkhemair pour ses idées et ses conseils avisés.

2. Notations, définitions et résultats préliminaires

Dans tout D'article, toute constante qui ne dépend que de la dimension de
Iespace n et de la régularité o de V, ug est notée A pour simplifier.

Il n’est pas nécessaire de lire toute cette partie pour comprendre la suite de
Particle car ici sont rappelés des notations et des résultats généraux classiques
que nous utiliserons plus tard et, notamment, quelques résultats sur les opérateurs
pseudodifférentiels et paradifférentiels.
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En revanche, de nombreux lemmes sont démontrés par des techniques qui sont
réutilisées dans les démonstrations des résultats principaux et dont les détails ne
sont pas rappelés ensuite.

Quelques notations utilisées dans cet article :

— J*=(1-A)¥%, A=37_, 9% étant le Laplacien,
— la| = gz? a; siaeN",

— AF = (AF,,...,AF,) et VF=(VF,...,VE,) si F=(F,...,F,),
— .Y(R™) désigne l'espace de Schwartz,

— U ou .#(u) désigne la transformée de Fourier de u,

— Sis e R, H*(R") = {u € 7' (R"); (1+|¢]?)*/2 4 € L*(R™)} désigne I'espace
de Sobolev, |[ul|gs®ny = [Julls -

— Classes de symboles de Hormander : Sim € R et v,d € [0, 1],
s ={a € C¥(R™); Vo, B € N, 050 a(,€)| < Aqp(¢) 11IF0llEm Y,

— Si o est un réel positif, C?(R™) désignera la classe de Holder, autrement dit,
u est dans C2(R™) si u € Cl(R") et si

Va e N”, |a| <[o], 0% € L*(R"),

et 3C € R, V(z,y) € R" x R”, [0%u(z) — 0%u(y)| < Cla — y|2~ e

— OpS désignera ’ensemble des opérateurs pseudodifférentiels dont le symbole
appartient a la classe S.

— SiQu=p+10,1]", p € Z", on pose

T ) ) 1/2
lulllz = sup / / e~ ) Pula )P dedr)
nEZL™ n
Nr(u) = sup / / (x —z,)%u(z t)|2dmdt)
WETLN n

= |{z - %J qugo(L?(Rnx[o,T])) .
L’énoncé suivant rappelle et résume le calcul pseudodifférentiel associé aux
classes de symboles de Hormander S,’Y’f(s
Théoréme 2.1 (Calcul pseudodifférentiel). Soient a € SI'; et b € ST 6 avec
m,m eR, et 0<d<y<1lou0<d<~vy<1. Alors:
(i) On a a(z, D) b(z, D) = c¢(x, D) avec c € Sm+m De plus,

c(e.€) =0s [[ e atw g+ m +,6)
_Z_,af a(x,&) DIb(x, &) + Z /1— Tyg(mf)

[v|<N lv|= N
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ol
dy dn
(2m)m”
Enfin, les semi-normes Sm+m der, ¢ sont bornées par des produits de semi-normes
de O¢a, ;b un1formement enf € [O 1].

(ii) On a aussi a(z,D)* = a*(x, D) avec a* € SI'; et

@)=Y 9 T / BN 11t ) (2.) d

lv|<N v lv|= N7

Tv,0(2,§) = Os // e~ O a(z,§ + 0n) 0, b(x + y,§)

ot
=0 —i —————— dyd
7"1*/,9(33’5) 8//6 W ag ova(x +y, &+ 6n) (2y )Z

De plus, les semi-normes S5 de r} 4 sont bornées par des produits de semi-normes
de 9¢dya uniformément en 0 € [0, 1].

Preuve : Voir, par exemple, [14]. O

Lemme 2.2. Soient&etvtelsque0<5<'y<10u0<(5<’y<1 Soient a et b

tels que a € S5 et b € ’”5 alors, pour tout v € N, r, 9 € Sm+m et les Sm m
semi-normes de Tyve Sont bornées par des produits de semi- normes de a”a 5‘”1)
uniformément en 0 € [0, 1].

Théoréeme 2.3 (Calderén—Vaillancourt). Soit a: R"xR"™ — C une fonction bornée
et 0 < 6 < 1. Alors, I'opérateur a(x, D) est continu de L?(R™) dans L?(R") si I'une
des conditions suivantes est vérifiée :

(i) II existe une constante C' > 0 telle que, pour tous multi-indices « et 8 tels
que [a| + |B] < n+1 et tout (z,€) € R?", 020 a(w,&)| < C(g)*UI=18D.

(ii) L’inégalité précédente est vérifiée pour tous les multi-indices o et 3 tels que
o] < N et |B] < N, ou N est un entier tel que N > n/2.

Preuve : Voir [2]. O

Remarque. Pour tout réel m > 0, et, pour tout d et v tel que 0 < § <~y < 1 ou
0<d<y<1, 875 C S5y

Corollaire 2.4. Sia € 5275, 0<i<y<lou0<§<~vy<1 alors
lla(z, D) flllr < Alllflllr et Nr(a(z,D)f) < ANT(f).
Preuve : On a
T Ly ) 1/2
llate, Dflr =sup ([ [ o =207 alw. Dyuf* do )
p 0 n

a(z, D)u = a(x, D) (x — 2,)* (x — x,) " u,
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et le symbole de l'opérateur a(x, D)(x — z,,)? est

Z 9¢a(z, &) Dy ((z _mu>2)>

lv|<2

et donc
(x —x,) %a(x,D)(x —x,)* € ,5'375.

Le théoréme de Calderén—Vaillancourt donne alors le résultat. Prouvons ensuite la
deuxieme inégalité. On a

f)= Sllle (/OT /n |z — z,)% a(x, D)u|? dx dt) v

L’opérateur a(x, D)(x — z,) "% a pour symbole

r(z,§) = / / eV (z +y —x,) "% alz, € + n) dy di.
Par intégrations par parties en y et 7, puis en utilisant I'inégalité de Peetre
<m +y— $u>_2_N < Ay <m - mu>_2_N <y>N>

on prouve que

(x — x#>2 r(z,€) € Sgﬁ.

Ce qui termine la démonstration de ce corollaire. O

Lemme 2.5. Pour tout réel s, tout N > n/2, il existe une constante C' > 0 telle
que, pour tout v € H?,

o = ~Nolls €1 et lll{z = )~ Nollsliz < Colls.

Preuve : Posons ¢, (x, D) = (D)*{x — pu)~~. D’aprés le théoréme 2.1, on a

eu(2.6) = O [ e+ oy — = 20,

On remarque que l'on peut écrire (x — p)Ve,(z,€) = c(z — p, &) ot

c(z,€) = (&) /efiy'" E+n)@+y " éy;jz

Supposons d’abord que ¢ € S7 ;. On a alors

5 c(x — p, D) v(x)|?
chu(:c,D)vuo:Z/' ( m“MLN( e,
> lewde Dl < €13 / 2N| (& — 1, DYo()|? de,
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ot E(x) est le vecteur formé par les parties entieres des coordonnées de x et ot on
a utilisé I'inégalité de Peetre. D’o1,

1
> ez, D)ol < C2 Y T~ lle(, D) puv]l3

Iz 7

1
> llew(z, D)ol < Cs ) T2~ [ woll2 = C* lv]l2,

I I
puisque 2N > n, ¢ € S o, la norme H*® est invariante par translation.

Reste a vérifier que ¢ € S7 . L’argument est en fait classique : Par intégrations

par parties, on peut écrire (z)~Ne(z,€) comme une combinaison linéaire finie
d’intégrales de la forme

/ €N 92 (E 4 ) OB ()~ () 2T (a4 )N dy dy,

ou les entiers pairs N7, Na sont assez grands et |a| + |3] < Na, intégrales que 1'on
peut estimer, grace a I'inégalité de Peetre, par

c / (6)* )y~ NH19 ()N (03 =N @y iy = C'(€)? ()N

si Ny > n+ |s| et Na > n+ N; ce qui prouve que |c(z,&)| < C(£)®. Les dérivées
partielles de ¢ se traitent de la méme maniere. O

Théoréme 2.6. Soit (u;) une suite de fonctions C*° dans R™. On suppose qu’il
existe s > 0 et m € N tels que m > s, (2js|\uj|\0)j €l?et (2j(s_7’b)||8“uj||0)j €l?
pour tout v € N tel que || = m. Alors, u =3, u; est dans H*(R") et

S
[ullf <A sup Y 2¥CTlD ),
lale{0,m} =0

olt A est une constante indépendante des u;.
Preuve : voir [8], [14]. O

Théoreme 2.7. Soit (u;) une suite de fonctions C> dans R™. On suppose qu’il
existe un compact I' C R™\{0} tel que sp(uj) C 27T et un nombre réel s tel que
(2js|\uj|\0)j € I?. Alors, u =3, u; estdans H*(R") et [lull7 < AY72,2%°|uy]3,
ot la constante A est indépendante des u;.

Opérateurs paradifférentiels : On rappelle maintenant quelques résultats sur
les opérateurs paradifférentiels.

On définit la classe X7 ot m € R et o > 0 comme la classe des symboles a(z,§),
continus sur R” x R™ C* en £ et C? en x, et plus précisément tels que

Va e N, |9¢a(z,€)| ()" e c¢ (R" x R™).
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A un symbole a dans X7, J.-M. Bony associe 'opérateur paradifférentiel Ty,
défini par

Tou(e) = r) ™" [ X (€= non) Fi(a)¢ ) Ao i,

ol x est une paratroncature, c’est a dire une fonction dans C*°(R™ x R™) vérifiant
les deux propriétés suivantes :

0 si [£] > gln],
Lsi|¢] <é€'lnlet [n > h.
(i) Yo € N?*, 34, > 0, V¢ € R?™, (O)1el|a*x(¢)] < Aa.

(i) 3h > 0,6 > 0, > 0, avec &’ <e < 1 et x(&,n) —{

On peut aussi écrire T, = a(x, D) ol a est un symbole dans la classe ST .
Cependant, les opérateurs paradifférentiels opérent bien dans les espaces de Sobolev
de la maniere habituelle. En effet, on a le

Théoreme 2.8. (i) Pour tout s réel, T, est continu de H*(R™) dans H*~™(R").
(i) Si, dans la définition de T,, on modifie la paratroncature, alors l'opérateur
erreur (ou différence) est continu de H*(R™) dans H*~™%¢(R™) pour tout réel s.

Preuve : Voir [1], [9] ou [14]. O

La seconde partie du théoreme précédent montre que la dépendance de T,
par rapport a la paratroncature est de moindre importance. Elle explique aussi
pourquoi les restes dans la théorie paradifférentielle sont seulement p-régularisants.

Remarquons aussi qu'un choix possible de la paratroncature que nous utilise-
rons dans la suite est donné par

x(&m) = xa(&/Inl) (1 = 1(n),

ol Y1, x1 € C®°(R™), ¥ vaut 1 au voisinage de 0 et est a support dans B(0, k),
et x1 est a support dans B(0,¢) et vaut 1 sur B(0,&’), ol € et &’ sont deux réels
tels que 0 <&’ <e < 1.

Les opérateurs paradifférentiels permettent d’écrire la formule de linéarisation
de J.-M. Bony.

Théoreme 2.9 (Formule de Bony). Pour toutes fonctions réelles uy,...,uy, €
H"/2+9(R"), o > 0, et toute fonction F' de m variables réelles, C*° et nulle en 0,

on a
i=m

F(ug, ... um) = Z Ty, rui+7, avec r € H"*T2(R™).

i=1
Preuve : Voir [1]. Cf. aussi [9], [8]. O

Le reste r dans cette formule dépend évidemment de (uq, ..., Uy ). Le résultat
qui suit étudie cette dépendance et montre que r est une fonction localement
lipschitzienne de (uq, ..., uy,). Plus précisément :
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Théoreme 2.10. Si u = (u1,...,uy) € H3(R",R™), s = n/2+ o, 0 > 0, on
désigne par r(u) le reste obtenu dans la formule de Bony ci dessus. Pour tous
u,v € H*(R™,R™), on a alors

[r(u) = r()l[s+e < O(lulls [[vlls) lu = vlls,
ot O(||uls, ||v||s) est bornée si u et v sont dans un borné de H®(R™,R™).

Preuve : On reprend la méthode utilisée dans l'article [8] pour démontrer la formule
de Bony, méthode basée sur Panalyse dyadique. Pour tout & > 0, on pose @ (§) =
@o(275€) avec po(§) = (£/2) —p(€), ot = p_1 € D(R™) est telle que supp(p) C
B(0,1) et ¢ = 1 sur B(0,1/2). On a donc une partition dyadique de 'unité, 1 =
> k>_1 ¥k, ce qui permet d’écrire la décomposition dyadique v =", | ¢r(D)u
pour toute distribution tempérée u. Les ¢y (D)u sont les termes dyadiques de u.

On suppose m = 1. Les uy, désignent les termes dyadiques de u et les S (u)
les sommes partielles jusqu'a k des termes dyadiques de u, de sorte que up =
Sk(u) — Sk—1(u).

On peut écrire

F(u) = Flu_1)+ Y F(Si(w) = F(Sp-1(u)) = F(S1(w) + Y wi ri(w) + Teryu,
k=0 k=2

ou

v () = /0 F (St (u)+tur) di—Se_s(F'(w)) et Trpgwu =3 u Sp_s(F'(w)).
k=2

Notons ici que Trr(,) est bien un opérateur paradifférentiel, en fait de paramul-
tiplication : il est associé au symbole F'(u(x)) et & la paratroncature particuliere

X(Em) = 0 D i<k_3 P1(§ =) pr(n). Il en résulte 'expression suivante de 7(u) :
r(u) = F(S(u) + Y ugri(u).
k=2

Notons aussi qu'il est bien connu que 'application v +— F'(u) envoie H*(R™)
dans lui-méme (s > n/2) et qu'elle est bornée sur les bornés, ce qui implique
facilement le caractere localement lipschitzien de cette application. D’ailleurs, ceci
rend I'étude du terme F(Sy(u)) triviale, terme qui sera donc ignoré dans la suite
de cette démonstration.

On peut donc écrire, pour u et v variant dans un borné B de H*(R"™),

oo

r(u) —r(v) = Z(uk — o) e (u) + ka (ri(u) — ri(v)).

k=2 k=2

On applique alors le théoreme 2.7 a chacune de ces deux séries. Il suffit pour cela
d’établir les estimations

|07k (u)llo < &5 20170 et 0% (i) — ri(w) o < 05 2171
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pour 0 < |a] < N avec N assez grand (N > s + p suffit) et des suites () et (%)
vérifiant

Ier)lle < Cpllulls et [[(6k)llie < Cp llu—vls,
la constante C'p ne dépendant que du borné B de H*(R"™). L’estimation sur 0%ry(u)

découle du lemme suivant :

Lemme 2.11. Soit G € C*>°(R) et B une partie bornée de H*(R",R), s > n/2.
Pour tout entier N > s, il existe une constante Cg telle que, pour tout u € B, on
ait

101G (Sk (1)) — ko (G(u))][|o < 5 21—

pour 0 < |a| < N, ot la suite (gy) vérifie ||(e)||;z2 < Cpllulls, et Ientier kg est fixé.

On renvoie a larticle [8] ol ce lemme (Proposition 1 de [8]) est démontré méme
si estimation de ||(eg)|l;2 par rapport & B et u n'y est pas. En fait, il suffit de
suivre les détails de cette preuve pour voir que cette estimation est vraie.

Enfin, comme

ri(u) —rK(v) :/0 [F'(Sk—1(u)+tur) — F'(Sp—1(v)+tvg)]dt — Sp—3(F' (u) — F'(v)),

Pestimation sur 9 (ry (u) — i (v)) vient de 'analogue suivant du lemme précédent :

Lemme 2.12. Soit G € C*>°(R) et B une partie bornée de H*(R™,R), s > n/2.
Pour tout entier N > s, il existe une constante C'g telle que, pour tous u,v € B,
on ait

[0°1G(Sk(w) = G(Sk(v)) = Stky (Glu) = G)], < 6 28117,

pour 0 < |a| < N, ou la suite (o) vérifie ||(0)]|;2 < Cgllu — v||s, et entier ky est
fixé.

Prueve : La méthode de preuve de ce lemme est la méme que celle du lemme
précédent (voir [8]). Cependant, on utilise en plus le caractere localement lipschit-
zien de G.

Le cas m > 1 se traite par le méme type d’arguments en écrivant

Fluyy.. . ty) = F(S-1(ut, .. yum))
+ ZF(SIC(UI, s 7um)) - F(Skfl(uh s ,um))v
k=0
ot on a noté Sy (u1,...,Um) = (Sk(ui),...,Sk(um)). O
Remarque : Dans cet article, nous appliquerons la formule de Bony & ’expression

F(u, Vu, @, Vi), ot u € H*?T1H2(R") est a valeurs complexes. C'est possible car
on peut écrire

F(u,Vu,u,Vu) = G(%#(u), VR (u), # (u), VI (u))
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avec G(x1,x2,y1,y2) = F(x1 +ty1, x2 + ty2, ©1 — iy1, T2 — iy2) qui est une fonction
C® de R?"*2 dans C. On applique alors la formule de Bony & G et on obtient que

F(u, Vu,u, V’L_L) = Tale%(u) —+ T@ngv%(u) -+ Taylgf(u) -+ Tayzgvf(u) =+ 7.
En utilisant que

:“JQF? j(u):ufﬂ, Gzzl(axfiay) et %:%(aeriay),

7 (u) 2% 2

puis la linéarité de T, par rapport a b, on obtient la formule utilisée dans cet
article :

F(u,ﬂ, Vu,Vu) = To,ru+Toru+ Ty, r Vu+ Togor VU + T(u),

avec r(u) € H"/?T2¢(R").

Variante paradifférentielle : Dans cet article, pour des raisons techniques, nous
utiliserons une paratroncature y(&,n) de la forme

X1 (f/|77|5) (1 —1(n)),

o1, x1 € C*°(R™), ¢ vaut 1 au voisinage de 0 et est & support dans B(0, h), et x1
est & support dans B(0,¢) et vaut 1 sur B(0,&’), ol € et &’ sont deux réels tels que
0 < &’ < e <1, ce qui, bien entendu, modifie la quantification paradifférentielle de
Bony. L’opérateur associé, noté T(f , n’est pas un opérateur paradifférentiel classique
puisque T2 = @%(x, D) avec a°® € ST, ce qui est une meilleure classe que Sy
si § < 1. Cependant, avec cette définition, les restes ne seront plus p-régularisants,
mais seulement 0p-régularisants.
Plus généralement, étant donnée une fonction b € L>°(R™), on posera

(2.1) b (@,6) = (1 - 1(€)) Iffl‘s"/]R FH0a) (€ (@ = y)) bly) dy,
ou 0 < 4§ <1 et 1y, x1 sont comme ci-dessus. On utilisera aussi la notation Tlf =

Eé(m, D) et on notera que T} n’est autre que 'opérateur paradifférentiel (de para-
multiplication) T.
Nous aurons besoin du lemme technique suivant :

Lemme 2.13. Soit § € [0,1] et o > 0. Sib € C?(R™) et supp(b) C Q, = p+0,1]",
alors b® € C* et, pour tous a, 3 € N*, tout N € N, tout p € Z", on a

(22)  (z— @) 10{02 D (2, 6)| < Aasp [Blce (€)°117O71P1 pour |a] > o,
(23)  (z = )N 07071 (2, 6)| < Aapv [Blce (€)1 pour a| < o,

olt A, p,n désigne une constante positive indépendante de p et 0. On a donc

bo € S?’a en particulier. Sans la condition de support sur b, la conclusion de ce
lemme reste vraie avec N = 0.
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Preuve : Pour simplifier, on écrit b au lieu de b° et on omet le facteur 1 — ¥1(€)
qui ne pose pas de probleme. On rappelle que 1 — % est nulle au voisinage de 0,
et plus précisément, on a |£] > 1 et donc (£) < /2 |¢|. Pour tout multi-indice « et
tout o < a tel que |a — /| < p, on a

(=) 0 b(a,€) = (€] / 1P 0 R0 (€1 (= )b = )Y (05 D) )y

Quand a = 0, on a, pour tout multi-indice /3,
(w000 b6 = X (D)or (6 [ 2(RalP @)oo by
v<p \T R
Or, en vertu de la formule de Faa di Bruno,
9 (x1(1¢° (z—y)) Z o R (=)o (1E°) - 0 (1€1°) (@ =),
N"  y=71+-+7q
IV\ q<|7\ ¥i#0
ce qui permet de majorer comme suit :
7 RUL @ =y < > Co|0"Ru(€1° (2 — ) (1€1° (@ — )] 16171,
lvI<|l
De plus,
(# —2)" <z =)y —au)" < Cple —y) < O+ max(|z —yl, |z —y|™))

sur le support de b. Ces arguments permettent d’obtenir le résultat dans le cas
|a| = 0 sachant que [|b|p= < ||b]|ce. Dans le cas |a] < p, le raisonnement est
identique avec 9%b au lieu de b, cad avec o = 0.

Cas |a] > o et o = [o0] : On prend o’ tel que | — &/| = p et on reprend le

raisonnement ci-dessus avec 9*~ b au lieu de b, puisqu’alors |o/| = |a| — o.
Cas |a] > o, o non entier, et § = 0 : On écrit |a] = |o/| + |a| — || avec
la| — || = o] et |&| > 1. Comme X7 € ., on a donc Pexpression

03b(x, ) = gD / (0" &P (= = 9))-(9°*"bly) — 9°~*b(x)) dy,
et, si ¢ est une fonction dans 2 telle que ¥(x — z,,) = 1 sur le support de b, on a

(@ — )N 0°~b(y) — 9°~b(w)]
= (= 2,)V [y — 2,) 0 bly) — Y(x — z,) 9"~ “b(a)]
< (o= 2 )N (@ — 2)]10° b(y) — 0 b(w)]
+ (@ — 2V (Y — 2,) — (@ — 2,)][0°b(y)]
< (1 +Cn)(jz —yle @ bllce + (& — y)N |z — y] sup(y - )N b(y)]).
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Ceci permet de majorer (z — z,)N|9% b(z,€)| et d’obtenir Pestimation
(@ = 2,) V05 b(x, )| < Cwa [IBllce [¢°04172).
Enfin, le cas 8 # 0 s’obtient en combinant les raisonnements précédents. O

Proposition 2.14. Si b € L¥(R") et § € [0,1], I'opérateur T est, pour tout
s € R, borné sur H*(R™) et sa norme d’opérateur est majorée par une constante
fois ||b]| Lo

Preuve : D’apres le lemme précédent, 7Y = Eé(x,D) € Op(S?,(;), classe dont les
opérateurs sont bornés sur H*(R"™) quand § < 1. Pour § = 1, il s’agit de opérateur
de paramultiplication de J.-M. Bony qui est donc borné sur H*(R"™). O

Lemme 2.15. Soit R > 0. Si b € C¢(R") et b =0 dans B(0, R), alors
[l < Cn RT2[b]ce-

Proposition 2.16. Si b € C2(R") et § € [0,1], alors, pour tout s € R, T, — T}
est continu de H*(R™) dans H5t9¢(R™) et sa norme d’opérateur est majorée par
une constante fois ||b||ce, pourvu qu'on utilise dans la définition de Ty, et TP les
meémes troncatures x1 et Y.

Preuve : Soit (u;), (bi) les suites des termes dyadiques de u, b, respectivement. On
peut écrire, au moins au sens des distributions, pour u € . (R"),

F( @ =100 = [ o (5) —a () Joute = a1 —in ) an

Il découle des propriétés de support de x1, by et u; que, sur le support d’intégration,
l'on a 2F ~ |¢€ — n| > Cste|n|® ~ Cste27°. 1l existe donc un entier ko tel que I'on
puisse écrire

(T —T9),u; = > (To, — Ty, ) uy.
k>jo—ko

On en déduit, par application de la proposition 2.14 et du lemme 2.15, I’estimation

Ty = T ujlie < Ar Y 27 bllce lujllre < A2 2779 [1bllce [lujll 2,
k>j6—ko

ce qui donne le résultat sachant que les termes (7} — Tf Ju; sont & spectre inclus
dans une couronne de la forme ¢12?7 < [¢] < 227, avec 0 < ¢ < ¢g, comme on peut
le vérifier facilement. O

Definition 2.17. Pour tout entier naturel k, CkSlffé est 'ensemble des fonctions
de CF(R?) telle que (€ = a(z,€)) € C(R™, C*(R™)) et, pour tout o et 3 des
multi-indices de N" avec |a| < k,

1020 a(w, )| < Aq,p [¢]FIFollEm,



EQUATIONS NON LINEAIRES DE TYPE SCHRODINGER 767

Théoreme 2.18 (Inégalité de Garding précisée pour un systeme). Soit C' une
matrice [ X | dont les éléments sont dans CkS{’?O avec k un entier supérieur ou égal
a 2. Supposons de plus que le symbole c(x, &) (une I x I matrice) de C' vérifie

((e(z, &) +c*(x,€))n,m) = 0

pour tout n € C! et pour tout || > A, ou c* désigne la matrice adjointe de c et
(.,.) le produit hermitien canonique de C'. On a alors, pour tout i € ./ (R™, C'),

R(Cil, @) > — AT D2 |
ot A ne dépend seulement que de n, I, Ay et des semi-normes de c.
Preuve : Voir [15]. O

Definition 2.19 (La classe de symboles S:?(’;g avec v > 0). Dans le cas oy =1,

une fonction s € C°(R™ x R™) appartient a la classe S}%? si, pour tous multi-

indices «, 5 € N", on a, pour |a| < p,
070 5(2.€)| < Aap (14 €)™V,
et, pour |a| > o,

10280 5(2,€)] < Aay (1 + [¢])ym~181+0al=0),

Remarques : (i) Ces classes de symboles exotiques sont introduites pour pouvoir
suivre précisément ’évolution de la régularité o et essayer ainsi de faire fonctionner
les démonstrations avec un ¢ le plus petit possible.

(ii) On remarque que S;'?(’;g C S§%, pour 0 < 4 < 1, on peut donc appliquer le
théoreme de Calderén—Vaillancourt aux opérateurs a symbole dans ces classes.

Lemme 2.20. Soit 0 une fonction régularisante. On pose, ¥Ym € N*,

Uy, = m" O(m(z —y))uly) dy.

R?L
On a
(2.4) VM €N, ¥m € N*, |[umllon < Anar (1+m™) a1,
*+ * HU’HC‘Q
(2.5) Vo € R*Y, Vm € N*, |ju — up|r= < mm(e D)

Démonstration. Pour tout multi-indice o de longueur M, on a

Oun(a) = m™ M [ (320) (m(x ) u(y) dy

(020)(x)| dz, on obtient I'inégalité (2.4). De plus,

donc, en posant A = 3"/ Jan
on a

w(@) = up(z) =m" - O(m(z —y)) (uly) — u(x)) dy
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or, si p €]0,1[, on a |u(z) — u(y)| < A ||ul|ce|z — y|¢ donc

@) ~ @) < Alfulcom” [ |om(z =)z =31 .

|Mm—umuNSAwmmm”@/|ﬂm@—yMnﬂm—mwm

R’!L
or 6 € ., on obtient donc l'estimation (2.5), et si p > 1 on a,

< Allullee

u(@) —u()| < Allullcelz —yl, |lu—um| L= -

3. Schéma de démonstration

Dans cette section sont donnés les principaux arguments utiles pour prouver le
théoréeme 1.1. Cette preuve utilise de nombreux lemmes dont les démonstrations
sont données dans la section 4 intitulée preuve des lemmes.

La constante A étant le maximum des constantes obtenues dans les estimations
des dérivées. Cette constante A.

Pour simplifier la rédaction, dans la suite, la constante A utilisée qui ne dépend
que de n, s et g, sera & chaque fois le maximum des constantes obtenues dans les
estimations qui précedent.

3.1. Le cas paralinéaire

Dans cette sous-section, nous traitons le probleme de Cauchy pour 1’;equation
de Schrodinger généralisée linéaire définie ci-dessous.

On rappelle que Q,, est le cube p + [0,1]", u € Z". On note z, le sommet du
cube @, image de 0 par la translation de vecteur p1. La famille de cubes {Q}czn
recouvre R". On note @7, le cube de c6té 2 obtenu par homothétie de centre le centre
de Q. On note ¢, = (dy,) ou d,, est la norme du vecteur (1,...,1) € R", longueur
de la grande diagonale du cube Q¢ ainsi que des cubes @Q),, pour tout u € Z".

Théoreme 3.1. Etant donné un nombre réel s et un nombre réel 6 € [0, 1], on
considere le probleme de Cauchy

51) { du = i.Lu+ T Vyu+ TP Vi + Cru+ Cou + f(z,t)

u(z,0) =ug € H*(R™)

On suppose que C et Cy sont des opérateurs a symbole dans 5(1),61 avec( < 01 < 1,
et que by, by € C8(R™), o > 2, et, plus précisément, que

bk(-r) = Z ak,uwk,u(‘r)’ k=1,2
(S.2) petn
supp ¢, € @y, lerullce <1, ZH || < Ag.
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alors pour tout réel s, et tout T > 0, ’équation (3.1) admet une unique solution
dans C([0,T]; H*(R™) telle qu’il existe un réel A tel que

(3.2) sup [lu(t)]2 < A(fuoll? + Ir(J* £, J*u)),
0<t<T
(3.3) T3 < A(fuolls + Ir (J* £, 7))

avec |||u]||r = supu(fOT [z — ,) "2 u||2 dt)'/? et Ir(f,u) est une somme de trois

termes de la forme fOT (Gf,u)|dt ot G € OpSY, et |G| #(r2@mn)) ne dépendant
que n et de s.

Remarques : (i) La constante A utilisée ci-dessus est de la forme c; exp(caT)
avec ¢y et cp deux constantes strictement positives.

(ii) Les estimations (3.2) et (3.3) impliquent les estimations (1.5), (1.6), (1.7)
et (1.8).

(iii) Les coefficients ay, , peuvent étre supposés réels sans perte de généralité.
En effet, s’ils sont complexes (non nuls), on utilise la forme trigonométrique, on
incorpore la partie exponentielle aux ¢y, ,,. Le module cette partie exponentielle est
de module 1 donc on a toujours ||€iarg(ak,u)¢k$#|‘cg < 1. Si ag,, € C*, on applique
ce raisonnement a chaque coordonnées.

(iv) Nous démontrons ce théoreme sur 'intervalle [0, T, le cas [T, 0] se traitant
de fagon analogue en étudiant 1’équation vérifiée par u(z, —t).

(v) Nous allons aussi travailler avec s = 0 puisque le cas général peut étre
ramené a ce cas en appliquant J® & (3.1). Plus précisément, on pose v = J%u et
donc vy = J%ug € L? pour ug € H*. On obtient que v est solution de
5.4) { Biv =i+ T Vv + TP, V.0 + Cro + Cav + fla, 1)

v(z,0) = vg € L*(R")

ou f: Jof et Cp = JoCRJ 2+ [J%, Ty, . V] J %, k = 1 ou 2, qui sont des opérateurs
dans OpS%(;l car Cq et Cy € OpS%(;l avec 0 < §; < 1. Ce qui suffit pour obtenir le
théoreme 3.1.

(vi) Dans la suite, A désigne une constante polynémiale en n, A;, et et A,.

Preuve du théoreme 3.1. La démonstration de ce théoréeme est assez longue.
Pour prouver ce théoreme, on utilise les deux lemmes qui vont suivre, les lemmes 3.2
et 3.3 (effet régularisant). Pour prouver ces lemmes, on régularise les coefficients by
et by de maniere classique comme indiqué dans le lemme 2.20, ce qui permet de
travailler avec des opérateurs a symbole dans Sy sans perte en régularité. Les
restes obtenus s’estiment correctement car ils sont petits par passage a la limite.
C’est le lemme 3.9 qui donne cette estimation sachant que pour prouver ce lemme
on utilise 'estimation (2.5) donnée dans le lemme 2.20. On ne fait pas exactement
un passage a la limite car sinon on ne peut obtenir I'existence un intervalle [0, Tp]
avec Tp > 0 qui tend vers 0 si I'on passe a la limite et donc, avec la méthode
utilisée, on ne peut étendre l'existence a tout intervalle [0, 7.
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Pour démontrer les lemmes 3.2 et 3.3, on suppose donc que u désigne une
solution de (3.1) si elle existe avec les coefficients by et be vérifiant les hypotheses
supplémentaires ci-dessous :

b1,by € CPR"), bi(z) = > anperulx), k=12,
WELN
avec

supp 0k u C Qs llpkulloe <1,, VM €N, ¢, € CM(R™), Z|Oék pl < Ag.

Lemme 3.2. Il existe un opérateur C inversible et borné dans L? (R”), un réel A
et deux entiers naturels N et M tels que, pour tout T > 0,

T
sup || Cult) <[ Cuolf+2 [ l(CF, Culat
0<t<T 0
1
+ A sup o | (BT sup uflf + = lI17/2ul|3).
i 0<t<T

Lemme 3.3. [l existe un réel A et un opérateur ¥ € OpS%O tels que, pour tout
T>0,o0na

T
2l <A ([ efldes 4+ T) sup ful).
0 0<t<T
On a aussi, pour tout R assez grand,

T
2 cullp < 4( [ 1wt culde+ sup |cul)
0 0<t<T
A
o sup s (5 1720l + ART sup [fut)[})-
fhoi 0<t<T

Remarques : (i) Les preuves des lemmes 3.2 et 3.3 suivent en partie les démonstra-
tions faites dans [5] (Lemmes 3.2, 3.3).

(ii) La dépendance des coefficients par rapport & la norme sup,, ; || ,.[|cm n’est
précisée que si la régularité M utilisée est strictement supérieure a o.

(iii) La preuve de l'effet régularisant (lemme 3.3) vérifié par u ne coite seule-
ment que 2 crans de régularité pour les coefficeients by et by. Ce qui cotlite da-
vantage en régularité pour obtenir l'effet régularisant vérifié par Cu dans le cas
ou C est I'opérateur construit pour prouver le lemme 3.2, c’est 'utilisation de la
continuité L? de C.

(iv) A Dintérieur de ces preuves s’intercalent de nombreux lemmes ainsi que leur
démonstration. Celle du lemme 3.2 nécessite notamment les lemmes 3.6 et 3.7, et,
celle du lemme 3.3 utilise le lemme de Doi (voir [3]).

(v) Pour la preuve du lemme 3.3, on renvoie a la section 4.

Preuve du lemme 3.2 : Soit C un opérateur a symbole réel dans la classe S  tel
que C soit borné dans L?, et, inversible pour que des estimations de supq 7y ||CuH0
en donnent pour supjg ||u||0
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On a
(3.5) 0¢(Cu, Cu) = (Coyu, Cu) + (Cu, Cou),
or
(3.6) (1.£Cu, Cu) + (Cu,i.ZCu) = 0,

on obtient donc, comme dans [5], que

%(Cu, Cu) = 22(i[C, 2] u, Cu) + 22(CT}. .Vu, Cu)
+2%(CT}, . Vi, Cu) + 2% (Cu, Cf) + 2% ((CCyu, Cu) + (CCy7, Cu)).
On écrit alors que

2% (CTy, Vu, Cu) = 2%(CTg,,,.Vu, Cu) + 22 (CT}y ;). Vu, Cu)
d

—(Cu, Cu) = 22(i [C, £]u, Cu) + 2% (CT}y -V, Cu)

+2(CTg,,)-Vu, Cu) + 2%(CTy,.Va, Cu)
+ 2% (Cu, Cf) + 2% ((CCyu, Cu) + (CCym, Cu)) .

Par construction de C, pour M assez grand pour pouvoir appliquer le théoreme
de Calder6n—Vaillancourt, pour tout 7" > 0, on a

T
| 2 (00 G + (0 Gt < A ey sp I,
0 ;
En intégrant sur [0, Tp], pour tout Ty € [0, T], on obtient

To To
ch(To)H%SI\Cu0||§+(2%/0 (Csz.Vﬂ,det'Jr‘Q%/o (CT%(bl).Vu,Cu)dt‘
To
B+ [ (OO ]+ ATIC ey sup 1l

TO TO
+ ‘m/ ([C..2]u, Cu) dt+m/ (CTY Vi, Cur) ]|
0 0
Dans la suite, nous allons construire C pour rendre le terme
T T
’2%/ (i [C,.Z] u,Cu)dt+2%/ (CT? 0, -Vu, Cu)dt’
0 0

suffisamment petit, dans un sens que 1’on précisera ultérieurement. Sachant que le
symbole c(z, &) de C est réel, on a

R(CTL 4, Vu, Cu)) = ((—c(x,8)5 (b7 (2,£)).£)(x, D)u, Cu) + Z((Ea ru, Cu)
avec By g = CT?, .V — (c(z,£)is (b (x,€)).i€)(x, D).

Construction de C : On pose £ = (&1, oy =&y Et 1y - - -, En) €t c(x, €) le symbole
de C. Nous allons construire C de symbole c(z,£) € 5.
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On a B
i[C, L = -2(6.Vec(,8)) (2, D) + E
ou F = %c(x,D) € OpS(()),O avec, pour M assez grand,

[1Eullo < Asup [[o1ull o [lullo-
m

Le but est de rendre
—2€.V,e(,€) — c(2,€) I (b (2,€)).£

aussi petit que possible. On pose c(z, ) = cgr(z,€) avec R > 1. On souhaite aussi
que C soit inversible sur L?. On pose

cr(z,§) =exp (Vr(z,§)) et r(z,§) = Z a1, VR (2, ),

HEL™

avec Zu laq,,] < A ol les oy, sont les coefficients donnés dans I’hypothese du
théoreme 3.1 de décomposition de b; suivant les cubes @),,. On a alors que

Vier(z,§) = Veyr(z,§) exp (Yr(z,§))
= Vayr(@,€) er(r,€) — 26.Vae(z,€) — c(x,).7 (b (1,€)).£
= cr(,€)(—26.Varr(@,€) — 7 (b7 (2,€)).€)
= cr(,6) Y a1u(~2EVo R (2,€) — I (B ,(2,6)).€)

m

Construisons alors g ,. Considérons tout d’abord la fonction

/ Jcplﬂersg,f)).fds—%/OOOJ(QE‘iH(ersE )).léds

Lemme 3.4. On rappelle que x, est un des coins de Q.. On an, € C* et, pour
tous multi-indices a et 3,

(3.8) 105 09 (2, )| < Aa,p(e — )PHE TP o1 pllcrarsis
ot Ay 3 est une constante qui ne dépend que de n, a et 5. De plus, on a
(3.9) 286V (2,6) = I (37, (2, 6)£.

Preuve : Les premieres inégalités s’obtiennent en utilisant la formule de dérivation
des fonctions composées utilisée dans la preuve du lemme 2.13 appliquée a

e = LD ™ 5 et (o4 s —0)) o s

et le support de ¢, qui donne, apres intervertion des intégrales en s et y, en
appelant d,, la longueur d’une grande diagonale du cube @y, que I'on integre pour
s € [Ty, — Tk + Yk — dn, Tpy, — Tk + Yk + dy] qui est un intervalle de mesure 2d,,.
Pour donner une idée de la démonstration, on traite ci-dessous les cas || = 0,
|8] =1 et |a| quelconque.
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Dans le cas |5| = 0, on a, apres intervention des intégrales,

0%, (z, ) = (11/11(2|§|))|5|5n/ (€’ )/ <3a¢1$#(x+s@— >> él ds dy.

En utilisant le support de ¢1 ,, sachant que 0 < 1 —1); < 1, on obtient

10210 (2, E)] < dun (|1l e |§|5"/ R (€1l dy = du llerullcre X1 21

Rn

On rappelle que ¢, ,(x) € C™ et on note ¢y, x(x) ses coordonnées. Dans le cas
|8] =1, on a, pour tout j € [1,n],

5'§Jc7anu(:c g)
6n _ n on—1
= 2 (w50en & 160+ (L= (i) on e |£|)

/R >A<1(|§|6y)/ooof(0§g01,u<x+sm )) e ds dy

3 (- enier)

[ TR )il mﬂ(awl,u(ws'; y))- |£|dsdy

§
n = * (03 g 1

+ 5= waeel) [ Tuleln) [ (0o s ) - o dsdy

(- vl IE™)

[t [ (Va4 o))t () sy

Les trois premiers termes de la somme ci-dessus se traitent comme dans le cas
|3] = 0 avec une puissance |¢|~1%! en facteur sachant que sur le support de 1 — 11,
|€] > 1. C’est le quatriéme terme que fait apparaitre un facteur (x — xu>w | en effet

l\.')lr—l

l\3|H

/ [s| ds
[y, —2rtyr—dn,xp, —2p+yr+d,ORT

<d, mgx(2|muk —zr +uykl) < dy (|$u — x|+ |y])-
La puissance de |y| est absorbée par |X1(|¢[°y)| car X1 € % et |¢] > 1 donc |£]°

aussi car 6 > 0.

Prouvons ensuite 1’égalité donnée dans ce lemme. On a

- +oo - -
9EV (. €) = — / S G EVL(I(F (o + 5E,£))) ds
k
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or

Vol @2 k(@ + 5E,6)) = (Va@i 1) (@ + 5E,6),

_ - - d -
(vﬂi(plé,#,,k)(x + 8575)5 = %(@f,,u,k(m + 8575))
et

- ~ A
180 p (@ + 56,8 < ————= car (z—z,)V]@] , 1 (@) < An(dn)".
(x —zy + s€)

On obtient donc I’égalité donnée dans le lemme 3.4. O

On définit alors

o ﬂu(lﬂ,ﬁ) + ﬂu(fﬂ, *f)
’UH(I,f) - 2 .

La fonction v, est paire en § et vérifie le lemme 3.4. Soit ¢ € C§°(R) telle que
Y(x) =0si|z] > 1et Y(a) =1si|x] < 1/2et, 0 € C°(R™) avec 01(£) = 0 si
[€] <1 et 61(§) =1si|¢] > 2. Définissons ensuite

) = 00 ()0 (R Yot

ol R est un réel dans [1, +o0], fixé tres grand.

Remarque : On rappelle que A est une constante polynomiale en n, s, Ay, Ao
et e, que M est un entier naturel fixé assez grand ne dépendant que de n et,
que R est un réel dans [1,4+o0] fixé tres grand.

Lemme 3.5. (a) Le symbole g ,.(x,§) est pair en & et réel.
(b) On a

VYo, €N, (090 YR u(2,6)] < Aagsup, [lo1ullcraria.

Ici, comme dans la suite, une constante notée A, g est une constante qui ne dépend
que de n, de « et 3.
(¢) On a

725VI’7R,H($7£) - j(&lé,u(xvf))g = eR“u(iﬂ,f)
ot
eR,H(:c,D) S OpS(()),O avec HeR’#(CL',D)Hg(LQ(Rn)) S AR H(pL#HCM.
(d) On a

Ao
vavﬂ € Nnv |3§3§a§k’73,#($»5)| S Tﬁ sup ||301,,uHC\aH—\ﬁH—17 1 § k § n.
m

Pour la preuve de ce lemme 3.5, on renvoie a la section 4.
Définissons maintenant o(C), le symbole de C. On pose

U(C) = C(iﬂ,f) = CR(xvf) = exp(’yR(:ﬂ,f)) avec ’YR(xvg) = Zal,#’yR,#(m,g)v
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ol les a1, désignent les coefficients de la décomposition de b1 suivant les cubes @),
(hypothese (S.2), théoreme 3.1).

Lemme 3.6. (i) Le symbole cr(z,§) est pair en & et réel.
(ii) On a

Va,B €N,  [020] e(x,€)| < Aagsup o1 ullcror o

I

(i) On a

Ao
Va,f €N, |05070cc(x,€)] < =2F sup [ oupllciarsisi

"

(iv) Pouri=1oui=2, tout o > 1, tout T >0 et tout R>1, on a

T
/0 (€. T3 Ju, Cull dt < A supllgi i (RT sup [ulf + 5 Sl ).

(v) On a
[Cg]"'CTy(bl Ne=Eir+Er+E

ou E1 p € OpSOO est borné dans L*(R™) avec ||E1 | 212y < ARsup,, [|¢1,ullom
et E € OpSy borné dans L*(R™) avec || B ¢(r2) < Asup# lor,pllon

De plus, pour S = C ou S =1d, pour tout Ty € [0,T], on a

To
1
| [ (Bou, Suydt| < Asup or iz (BT sup fulld+ 2 11772ull13).
0 n 0<t<T

(vi) On a

Sup,, H‘PLM”QCM lullo

[ullo < A sup [|¢1pllcn || Cullo + R
“w

Preuve : voir section 4.

Revenons a la preuve du lemme 3.2 et estimons 2% fOT<CT;f2 Vi, Cu) dt, il suffit
pour cela d’estimer |fOT<CTZf2Vﬂ, Cu) dt|.

Lemme 3.7. Soit C comme dans le lemme 3.6. On a
T
’/ (CTY Vi, Cu>dt‘ < Asup ||gip|Z (RT sup_ ||u||0 - |||J1/2u|||T>.
0 7
Lemme 3.8. Soit C comme dans le lemme 3.6. On a

T
|| (€Tl V. Cula| < Asup e, s (RT sup [l + 1117 ullr).

Preuve : voir section 4.
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En appliquant ces deux derniers lemmes, ainsi que la proposition (v) du lem-
me 3.6 & I’équation (3.7), on obtient I'inégalité du lemme 3.2.

Preuve du théoréme 3.1 : On commence par démonstrer les estimations (3.2)
t (3.3). On suppose donc que I'équation (3.1) admet une unique solution u. On
régularise alors les coefficients b; en posant

@i,u,m(m) =m" . H(m(m - y)) ‘pi,u(y) dy et bz,m(m) = Z Qg @i,u,m(l')-
w

ol 0 est une fonction régularisante définit comme dans le lemme 2.20. On rappelle
que, par hypothese, ||¢1,,]/ce < 1. De plus, on remarque que, pour tout entier My,

sup [[(z — 2,) "0 @i |5 < AmMY sup [[@; )17
1, s
< AmMN sup [|o; [ e < AmNM.
TR

On obtient alors I’équation suivante
Ou=iZLu+Ty Neu+Ty, Veli+Cru+ Call
(3.10) + (T, — Ty, ). Vu+ (Ty, — Ty, ).Vu + f(x,t)
avec by et by, qui vérifient 'hypothese utilisée dans la preuve du lemme 3.2, la

propriété de support pouvant étre remplacée par I’estimation remarquée ci-dessus.
On a notamment que

bk:,m = Zak,u Ph,p,m 5 1 < k <n.
I

De plus, u est solution de ’équation (3.10). On utilise alors le lemme 3.2 ap-
pliqué aux coefficients régularisés by ,,, et ba ., avec f remplacée par

f + Zal,# fl,;L + ZQQ,M f2,,u
u I

ol
— 9 6 _ 0 ) —
flv“ - (T<P1,u - TWl,u,'rrL)'vxu et f2,u - (Twz,u - TLP2,u,m)'v$u'
Les estimations sont alors vraies pour un opérateur C dépendant de m noté

dans la suite C,,. De plus, on a le lemme suivant.

Lemme 3.9. Pour tout i € {1,2}, tout 0 > 2, tout m > 1 et tout m' > m, il
eviste une constante A ne dépendant que de n, de o et de sup,, |@i ullce telle que

T
‘/ (Cn(Ty,, — Ty, )V, Cru) dt‘
0

A Am/NM AmN]VI
< 22 e, |2 ( > JY20112. 4 ARmNMT 2
< S ol (S )2l AR YT sup

,
avec U = u ou U = T.

Preuve : Voir section 4.
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Revenons a la preuve du théoreme 3.1. En utilisant le lemme 3.2, le lemme 3.9,
on obtient que

T
sup [Cpvulfd < Am™ ((luol + TR sup [ull} + [ |(Co s G| )
(0,7] [0,T] 0

Am/NM AmN]VI

A 1/2 2 1/2, 1112
+ ST Cmull 4 (S + S ) 1 2ull -

On applique ensuite le lemme 3.3. On obtient alors

T
sup [ Gyl < Am™ (Juolly + TR sup [l + [ (G f. €] )
[0,77 [0,T7] 0

A (" )
+2( [ 1wens e+ s [Crul?)
m\Jo 0<t<T

N ( Am/NM AmNM

e ([ et sup juio)f)

Ce qui donne, pour m > 24 par exemple, une estimation de supyg 7 [Cmul/3. On
utilise que

Am2M
R

Ce qui permet d’obtenir les estimations (3.2) et (3.3) du théoreme 3.1 pour m’
assez grand devant m, R > R, assez grand et Ty = T'(R,m) assez petit avec

lullf < Am?M|[Cppul§ + [ullg-

To To To
(o) = [ LG flde+ [Nt wldes [ wf )
0 0 0
Les estimations s’obtiennent ensuite pour tout 7" > 0 en remarquant que
v(a,t) = u(z, t + Tp),

si elle existe, est solution d’une équation du type (3.14) avec g(z,t) = f(z,t +
To) au lieu de f(z,t) donc on obtient que v vérifie (3.2) et (3.3) sur le méme
intervalle [0,Tp], les constantes intervenant dans la démonstration ne dépendant
pas de f. En remarquant que

I, (f,u) + Ity (9, v) = Iom, (f, w)

et que vg = u(Tp) verifie (3.2) et (3.3), on obtient (3.2) et (3.3) sur Uintervalle
[0,2Tp] avec une consante polynomiale en A, que 1’on note aussi A pour simplifier.
En répétant 'opération, on obtient (3.2) et (3.3) sur tout intervalle [0, T] avec une
constante de la forme AT/T ot Ty < T tel qu’il exite un entier naturel N tel que
NT, = T. Cette nouvelle constante A7/7t est aussi notée A dans la suite pour
simplifier car, dans (3.2) et (3.3), A peut dépendre de T'. On remarque A tend vers
linfini si T tend vers l'infini et que A est bornée si T est dans un borné de RT.
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Pour obtenir I'unicité, on utilise que

Ir(f,u) < AT sup || f[|§ + AT sup [|ull5.
[0,7] [0,7]
On obtient, pour T = T encore un peu plus petit,

T
sup o < 4 (Juollo+ [ 17lode).

[OvTZ]

L’unicité sur [0, Tz] découle de cette derniere estimation. Pour obtenir 1'unicité sur
[0, T, pour tout T' > 0, on remarque que, comme pour (3.2) et (3.3), cette derniere
estimation est vérifiée pour tout 7' > 0.

Existence. Soit ¢ € C°°(R™) une fonction plateau telle que p(§) =1 si |{] < 1/2
et p(&) =0si [€] > 1. Pour tout & > 0, considérons I’équation suivante :

(3.11) Ou =iLu+ T Vep(eD)u+ TP o(eD)Vaii + Cru+ Coti + f(x,1)
' u(z,0) =ug € H*(R™)

Soit T' > 0 tel que supjo 77 [[flls < 400 .
Cette équation admet une unique solution dans C([0,T.]; H*(R™)) avec T: €
10, T]. On note cette solution w..

En effet, la fonctionnelle T définie par

t
Yu = e tug + / el (t=t) ((Tfl.vxgﬁ(eD) +Ch)u
0

+ (T, p(eD)Vy + Co)u + f(z, 1)) dt’

admet un unique point fixe pour T assez petit.

En étudiant de la méme maniere le probleme (3.11) mais avec la donnée initiale
u(z,0) = u.(T:), on obtient existence d’une solution dans C([0, 2T;]; H*(R")).

En réitérant ce raisonnement, on obtient que pour tout 7' > 0, le probleme (3.11)
admet une unique solution dans C([0, T]; H*(R™)).

La solution u. de (3.11) vérifie les estimations d’énergie données dans le théo-
reme 3.1, uniformément en e car u. vérifie les lemmes 3.3 et 3.2 uniformément
en e.

Ce résultat s’obtient en posant dans la preuve du lemme 3.3

’Y(xvg) :p(l' - £C#O,£) + Z (|C¥1”u| + |C¥2’H|)p($ - m,uvg)

m

et, dans la preuve du lemme 3.2, en remplacant 7, par 7, (z,&) = ¢(e§) nu(x, ).
Sachant que v = us — ue est solution de ’équation (3.11) avec

f =T Vu(p(eD) — ¢(e'D))u. + T2, Vo (p(eD) — ¢(e' D).
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et vo = 0 donc v vérifie les estimations d’energie du théoreme 3.1. En utilisant ces
mémes estimations appliquées & u. dans f, pour tout €, tout &', tout s > 2, tout
ug, f € H® et tout T > 0, on a

T
/0 [fllodt < (e — &) TA([[uoll2 + supjo, 7yl fll2)-

On obtient que pour tout T' > 0, (u.) est de Cauchy dans l'espace com-
plet C([0,T]; L?(R™)) et donc converge vers I'unique solution u de (3.1) pour
tout ug € H?.

De plus, par un argument classique de densité de S(R") C H?(R") dans
L?(R™), on peut approcher ug et f dans L? par deux suites de fonctions (ug j)
et (fr) dans S(R™). Soit uy 'unique solution de (3.1) (avec fi au lieu de f) dans
C([0,T]; L*(R™)) associée & ug . D’apres les estimations d’énergie données dans le
théoreme 3.1, on a

supjo, 7yl|ur — uwlls < A ([[uok —woklls + T supmllfr — firls)-

Sachant que (ug %) et (fr) convergent alors on obtient que (u) est de Cauchy dans
lespace C([0,T]; L?(R™)) donc converge vers 1'unique solution u de (3.1) dans
C([0,T]; L*>(R™)) pour tout ug dans L?(R™).

3.2. Le cas non linéaire

On considere le probleme de Cauchy suivant :

(3.12) { Ou =iZLu+ F(u,Vyu,u,Veu), teR, zeR”,

u(z,0) = uo(x) € H*(R"; C),

ou F(u,v,u,v) est une fonction C*° de Cx C" x Cx C™ dans C, nulle en 0 ainsi que
ses dérivées d’ordre 1 et 2. On appelle équation paralinéaire associée, I’équation
ci-dessous obtenue par la formule de Bony

(3.13)

{ Ou=iLu+ Ty, p.Vou+ Top.Vol+ Ty, ptt + Top T + R(u, Vou, T, Vo 10),

u(z,0) = up(x),

ot R(u,V,u,@,V,a) € H"?T2¢ si 4 € H® avec s = n/2 + 1 + o avec o > 0.
On pose v = Vyu, zo = (ug,vo,To, Vo), 2 = (U, 0,7, D), bi(x) = 0, F(z), ba(x) =
F(2), a1(x) = 0,F(2), az(z) = 0zF(2) et bY(x) = 0,F (20), b3(x) = O5F(20),
a0(z) = 0uF (z0), a3(x) = OxF(20).

L’équation (3.13) s’écrit alors, en posant v = V,u pour simplifier,

0
as

(3.14) { Opu = iZu + Tbltl)/2~vxu + T;g/2.vxﬂ + Tal(l)/2u + TV %5+ R, :
. u(xv O) = UO(x),
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avec éu = R(u,v,u,7) + ﬁug + Rm + ﬁuA ou

= 1/2
Rup =Ty — T/

be
§u73 =(Tp, — Tb(l)).Vu + (T, — Tbg).Vﬂ,
Rys =Ty, — TP u+ (T,, - T?

0
ay as

)v + (Thg fT;g/Q).@,

).

Dans la suite A,,(||uol|s) et Bn(|luolls) désignent des constantes qui ne dépendent
que de n, s et de |lugl|s.

Soit o tel que 2 < p < s — (n/2 +1). Soit (g,), une partition de 'unité su-
bordonnée au Q. On a bY(x) = Y-, ¢,b)(x). Posons a; , = ||, ||ce et @i () =
qub?(x)/]|qub?]|ce. Sous les hypotheses du théoreme 1.1 (F est nulle en 0, ainsi
que ses dérivées d’ordre 1 et 2), en utilisant le développement de Taylor avec reste
intégrale en 0 & lordre 2 de 9,F(u,v,q,v), en posant zg = (ug,vo,Uo,Tp), ON

obtient
0() — gt
by(z) = § 29 h1.~(20)
N2 =2
avec hi (uo, vo, Uo, Vo) est bornée sur R™ par sup,c_juo|l., uoflj2+2 |G1,4(7)] ol

Gl,,y(%"(uo), V%(uo), J(uo), Vﬂ(uo)) = hlﬁ(UQ,’Uo,ﬂo,ﬁo).

On a le méme résultat pour by mais en utilisant dzF (u, v, @, D).
D’apres I'inégalité de Sobolev, sachant que sur le support de ¢, on a (z—x,) <
d, et que s —1 >n/2+ p, en posant ¢, = (x — mu>_(”+1), on obtient

S{up}ai,u < Ap ([uolls) Il uovolls—1 < An ([[uolls) leptiolls—1 [lepvolls—1 -
i€{1,2

D’apres le lemme 2.5, on a

lewvolls—r €18 et sup |[[leublls—1llir < Bu(l|uolls)

e€{1,2

donc () € I avec >0 @i < Br(fluolls) -

On peut donc appliquer le théoreme 3.1 a I’équation

(3.15) { deu =i Lu + Tblfl)/Q.Vu + Tblg/Q.Vﬂ + Tal?/Qu + Talg/Qﬂ +f ol f =Ry,
. u(z,0) = up(x).

On définit M\'(w), AT (w) et AL (w) par

M (w) = o wlls,  AZ (w) =[[[J+ 2wz, AF (w) = sup [|0wlln/a414e,

) )

I (w) = max(A{ (w), A (w), A3 (w)).
On pose

ZHTuolls = {w e C([0,T); H*(R™)) : w(x,0) = up(x) et ' (w) < 10Kn(|\u0||s)},
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ot K,,(|luglls) désigne une constante fixé assez grande ne dépendant que de n, de s
et de |Juglls telle que K, ([luolls) = |luollsCn(Jluolls) avec Cp(|luol|s) une constante
polynomiale en n, B, (|lug|s) et eBrluolls),

Dans la suite, pour tout w € Z{uo\ls’ on pose

Yw(t) = W(t)uo + /Ot W(t—t) Ry(t')dt,

ot W (t)ug est la solution de I’équation (3.15) pour f = 0 (I'existence énoncée dans
le théoreme 3.1 n’est utilisée que dans le cas f = 0). Un point fixe de Y est solution
de (3.14) et donc solution du probleme de Cauchy (3.12). En effet, en notant B
I'opérateur conjugaison, on a

HYw(t) = (i + Ty V + T VB + T){* + T,{*B)W (t)uq

t

+ / (i + Ty > V+ T2 VB + T)(* + T\*B)W (t—t') Ru () dt'+Roy (1)
0 1 1

(8.16) = (iZ+ T "V + T, > VB+T >+ T {*B)Tw(t) + Ru(t).

Sachant que Tw est solution de (3.16), on peut appliquer les estimations (3.2)
et (3.3) pour obtenir que

A (Tw)? + MF (Tw)? < C([Juolls)? (uoll® + Ir(R(w, Vw, @, V@) 4 Ry 4, Tw)
+ IT(E’U},Q) Tw) + IT(Ew,Zia TU}))

Lemme 3.10. Soit I7(f,u) une somme trois termes de la forme fOT (G f,u)|dt
avec G € OpSQ g et |G|l ¢(r2(rm) < A. Pour tout T >0, on a

(3.17) Ir(f,u) < AT ((sup || £I3 + sup [Jull3).
[0, [0,

Dans la suite 61 désigne une fonction dans C*°(R™) telle que 61(x) =0 si|z| <1
et O1(x) =1 si|z| > 2.

Si f =32, aufu avec 3, lau| < A alors, pour tout T > 0, tout R' > 1 et tout
R>1,0na

Ip(J* f, J*u) < AR sup |[(z—2,)* J*7201(D/ R) full7 2z o7y + 71175 2l l[7
m

(3.18) + AT (sup (14 = 01(D/R))J* I} + sup [17*ull3).
[0,T7] [0,T7]

Cette derniére estimation est aussi vérifiée avec Id au liew de 61(D/R).

Preuve : Voir section 4.

On applique alors (3.17) & It (R(w, Vw, w, V@)—l—éw,% Tw). De plus, en posant

1
bs,i(,1) :/ Opbi(x, tt') dt’,
0
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ona Ty, — Ty =Ty, (- On a aussi

O¢bi(x,t) = Z Qip éw
m

avec Qi = [qu0ibi(x,t)|| oo (mry €t D5, = 0u0ibi /[ qu0ibi(x, )| Loo (rr)-
Sachant que w € Z{uo\ls’ que, par exemple pour ¢ = 1,

bi(xz,t) = Z 27 hy 4(2),

ENEZ [y =2
avec z = (w, Vyw,w, V,W), pour so =n/2+1+¢e, on a

Ob; € HY?e et Z |a, | < Ay ([sup] Hw||52) l0rw||s, < Dy (|luolls)-
" 0,T

On peut donc appliquer (3.18) & I (Ry. 2, Tw) et & I (Ry 3, Yw).
Pour R et R’ assez grand et T assez petit, en posant b; , = [, Pi u(z,tt') dt’,
on obtient donc

M (rw)? + AT (Tw)?
< Cu((Juolls)?(lluol|? + T sup || R(w, Vw, @, VTG + Ry 4|
[0,7]

T
+D, (ol sup ([l = 2,270, Vulat)
0

i

T
D
+ sup (/ e = )2 7200 (5) (T, = TH2) Fw) [ dt).
wi Vo R) el T
D’apres le théoréme 2.10 et la proposition 2.16, pour ¢ > 1/2, on a

|R(w, Vw,w, V)]s < A sup O(z) [|w]|s-

z€[—supjo, 7y lwlls:supjo, 7y lw]ls]

On rappelle que, par construction, ||b,|lre <1 et [[@;ullce < 1.
De plus, on a les deux lemmes suivants.

Lemme 3.11. On a
’ 2 75-1/2 9 1/2 T .
sup ( Iz —x,)°J Ty, .- Vuwl[g dt) <A (w) + T (w)).
i,p 0
Lemme 3.12.
T
D 1/2
_ 2 75—1/2 v 12 2
suf(/o e = @202 00 (5) (Tye, = T34%)-Veol 5 dt)
1

<A (RT/\lT(w) + =172 Ag(w))

Preuve : Voir section 4.
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Sachant que R~! < R~'/2_ on obtient donc que

AT (Tw)? + 23 (Yw)? < Co([luolls)* (uoll + Dallluolls) (R™Z + T)AF (w)?
(3.19) + A(1+R)TA] (w)?)).

Ce qui donne, pour R assez grand et T assez petit,
(3.20) M (Tw) + A3 (Tw) <2 Kp([luolls)-

Estimons alors A\ (Tw) = SUp[o, 7] 10: Ywl/2414- On rappelle que Tw est
solution de (3.15) avec f = Ry, et Tw(0) = ug. En écrivant que

f = E(’“’O) VQ;U/O, EO) VmHO) + E(wa vxwa m) me) - E(UO, Vﬂfu()a EO, vxao)
+ (T, = Typ)-Vw + (Ty, = Ty). V@ + (T], — Too)w + (To, — T} )W,
et que, en posant wg = (1 — 01 (D/R))w et ugp = (1 — 01(D/R))up ou R est fixé

assez grand, on a

R(w, vxw’ w, wa) - E(UO» vaO, o, vxEO)
= ~(w, Vi w, W, VxW) — é(wR, Vi WR,WR, wag)
+ E(va waRv ER, vme) - E(“Rv quRv ﬂR» va:ﬂR)

+ E(“Rv quRv ﬂR» vxﬂR) - E(“O» va:u07 EO, va:EO)v
en utilisant alors la proposition 2.16 et le théoreme 2.10, on obtient que
A3 (Tw) < A (Tw) + En([luolls) (TR? + R™) + Kn(|luolls)

avec E, (||upl|s) est une constante fixée assez grande.
On utilise alors 'estimation (3.20), ce qui donne, pour R assez grand et T assez
petit,

(3.21) AS (Tw) < 10K, (|Juols)-

On déduit de (3.20) et de (3.21) que Y(ZL ) cC ZT

lluolls lluolls

Pour prouver que, pour T assez petit, T est contractante sur ZHTuOH , comme
s

précédemment, on applique les estimations du théoreme 3.1 & Tw; — Tws, ce qui
est possible car

(‘3t (Tw1 — TU}Q)
= (i + T >V + T[> VB+ T[> + T){*B)(Twi — Tws) + Ru, — Rus-
On remarque, par exemple, que

Runs = Runs = Ty, (wr) — Doy ws))-Vawi + Doy (ws)-Va (w1 — w2)
+ (Tbl(wl) - Tbl(w2))'vxw_1 + Tbl(wz)'vﬂf(wl - w2)’
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sachant que

bl(wl) — bl(’wg) = (w1 — w2)/0 (Vbl) (t’wl + (1 — t/)’wg) dt/;

le second membre de I'égalité ci-dessus admettant une décomposition »°, s ,@a,p
suivant les @, telle que

D gyl < sup lwy = wallnjory  sup  [[(Vh)(Ewr + (1= t)we)|lnyzs -
“ (0,77 /€[0,1],t€[0,T]

On utilise aussi une nouvelle fois le théoreme 2.10 pour estimer

| R(w1, Vowr, W1, Vo) — R(wa, Vaws, Wa, V02|

8’

et, les arguments déja utilisés pour les autres termes, on obtient que, pour tout w;

T
et tout wy dans Z\luo\ls’

I (Twy — Yws) < Fy, (|luolls) (T + R7%¢) TT (wy — ws).

T

Ce qui permet d’obtenir que T est contractante dans Z|| wolls

et T assez petit.
Sachant que Z ||Tuo||5 est un espace métrique complet, on peut donc appliquer le
théoreme du point fixe. On obtient alors le théoréme 1.1 car

pour R assez grand

Zf ot € {u € C([0, T]; H*(R™)), u(z,0) = ug et |[|[J*F/2ull|r < oo} = Er.

L’unicité dans Er s’obtient en remarquant que si une solution u existe dans Er
alors, en appliquant les estimations du théoreme 3.1 a u et en utilisant des ar-
guments déja utilisés pour obtenir le point fixe, pour T' > 0 assez petit, on
au € quolls'

Pour prouver la propriété de continuité par rapport aux données initiales, on re-
marque tout d’abord que, s’il existe r > 0 tel que |[ug|| < r alors toutes le constantes
An(Jluolls), Bn(lluolls),---» Kn(lJuolls) se majorent par une constantes A, , ne
dépendant plus de ug, et donc la solution u associée a ug existe sur un inter-
valle [=T,, T,] avec T, indépendant de ug. On utilise ensuite que u — & est solution
de (3.15) avec

f =R, — Rz + Tb‘f—bl(ﬂo)'vaﬂﬂ + Tb%#)z(ﬂo)'vﬂlﬂ5 + Ta‘ffal(ﬂo)ﬂ + Tag*az(ﬂo)5
ot by (tig) = (Vo F) (o, Vilo, tio, Vo), etc. On obtient alors que, pour T' = T}, on a
I77(u = @) <10 Cp(|luo — ol s)luo — Tolls + [luo — @olls Tr Ha ([0l s)-

Cette derniere estimation permet d’obtenir 'uniforme continuité par rapport aux
données initiales pour T = T,. assez petit.
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4. Preuve des lemmes

4.1. Preuve du lemme 3.3

La preuve de ce lemme suit le méme raisonnement que pour celle du lemme 3.3
dans [5]. Les modifications & apporter sont dues au fait que I'on travaille avec des
opérateurs Tf de symboles gé(m, €) (notés dans cette démonstration Tj et E(x, €), la
valeur de § < 1 ne modifiant pas la démonstration.) au lieu de b(x). Dans la suite,

on désigne par 5’1 et 6’2 les opérateurs tels que C;u = @ On a donc @u =Cu
or, pour tout réel s, C; est borné de H® dans H® donc C; aussi, ainsi que leurs
adjoints respectifs.

La démonstration est écrite simultanément dans le cas C = Id et C # Id en
précisant les simplifications éventuelles otenues dans les calculs, la démarche étant
la méme dans les deux cas.

On a

0,Cu =i.LCu +i[C, Lu+ Ty, .V.Cu + T},.V,.Cu + C;Cu + C2Cu + Cf(x,1)
+[C, Ty, .V]u + [C, Ty, .V]u + [C, Ci]u + [C, Ca]a.

g TnVe 15,V & — C1 Oy
“\nv.nv. ) *“\a &)
LG

0 Z 0
‘I’M:(o w) HZ(O .Z)’

o U est un opérateur dont on choisira le symbole i(x, &) dans S(ﬂo vérifiant
Y(x, &) > A avec A > 0. De plus, d’apres la proposition (v) du lemme 3.6 (dans la
preuve du lemme 3.2), on a

On pose aussi

Z'[C,.,iﬂ]:—CTiy(bl).v+E17R+E27R+E
donc
(1c.2] 0
0 ~[C, Z]

~ T,V 0 ) =~ ( Id 0 )
B = e , 1= et

g(x, D) = 7[C,Tiy(bl).V] + El,R + E2$R + F

D’apres la proposition (v), mais aussi la proposition (iv) du lemme 3.6, on a

) = BC + g(x, D)I avec

T
/ <g(x,D)u,u) dt S A Sup”@l,u
0 Iz

1
S ( I2ulll3+ BT sup ).
(0.7]

Remarque : Dans le cas ou C = Id, le commutateur [C,.#] = 0 et donc dans le
cas C = Id, on n’a pas les termes en B et g(x, D). Cest le terme en g(z, D) qui

fait que l'estimation dans le cas C # Id est différente de celle obtenue dans le cas
C=1d.
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En posant @ = (u, )7, on a
(41) 0,C@ = iHCW@ + (B + B+ ®)Cw + ([B + ®, CId] + g(x, D)I)& + CF

avec F' = (f(x), f(z))T. Sachant que c(x,&) est pair en £ et réel donc Cu = Cu,
en posant dans la suite @, = (Cu, Cu) et @ = (u,u), on obtient que

O (U pfWe, We) = — i((HU pp — U pr H)We, We) + ((B* Yy + U py B)e, W)
(4.2) + (B*Was + U B)i@,, @) + (W s + U p® )i, W)
+ (U CF 1) + (U ppibe, CF)) 4 (G py1, @) + (U p8, Giid).

avec G = [B+ ®,C1d] + g(z, D). De plus, modulo des opérateurs bornés dans L?,
on a

) L VT, .V, 29Ty, .V, Lo
((B*Ups + Uy B)w,w) = << ,Ql\ple Ve VT, 3.V, )w’w>

En notant v le symbole de ¥,

i(by = b)) (@, )6 2iby(x,).€

o(B" Wy + VuB) = 1(z,§) — -
—2iba(2,€).€ (b1 — b1)(@,6).€

De plus

o(B*Was + Uy B) = P, ) ( 2j(blgc7£))'£ —2f(510(a: £))-€ )

Le terme (U, [B + @, CId]W, W) + (¥ 0, [B+ P, C1d]w) s’estime comme celui en
g(x, D).
Remarque : le commutateur [B + ®, CId] est nul si C = Id.

Dans la suite, on utilise le lemme suivant

Lemme 4.1 (Lemme de Doi). Soit A une fonction paire, positive, réguliére et
bornée ainsi que toutes ses dérivées, A € L*(0,00). Il existe une fonction réguliére
Oo(z) = (01(x),...,0,(x)) bornée, ainsi que toutes ses dérivées telle que, au sens
des matrices, on ait

l\.’JIH

DOzyrn (1) = 5 (02,00 + 02, 03(2)) > M|}

On peut choisir Oy(x) = (f~(x1), . .,f(xn)) avec f(t) fo (|s])ds.
On déﬁnlt p(mag) = 90($>£/<§> € S(l),O ot £ ( 617' . '7_§k‘7£k+17' . 7£7L)' On a

Dbsyumm (& )55 1€
(€ (€

Preuve : Voir [3]. O

—2€.V,p(a,€) =2 Alz]) 2
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D’apres le lemme de Doi ci-dessus appliqué avec A que 'on fixera plus tard, en
posant,

Y@, &) = p(x — 2, &) + 1045 Y (Jar | + laz ) pl@ — 2, €)
pezn

ol g est fixé, Ay =sup, ; .« (& — z,)* i (2, €)|, et p(z,§) = —Bo(x).£/(€) avec

t
Oo(z) = (f(x1),..., fzn)), f(t) = /0 Msl)ds et A(Js]) = (s)7".
On obtient donc que p vérifie le lemme de Doi et donc que
_'ZEi‘7x7($a§)
€%

(4.3) > 2|z — %OI)@ + D 10 As (Jaw | + fazl) Allz — 2,l) 75
HEZLN

On choisit ¥ de symbole ¢(x,§) = exp(—y(z,€)) donc ¢ € 57 car y € SP et ¥
admet une paramétrix dans S7 .

L'opérateur —i(HWU; — Wy H) + (U (B+ B) + (B + B)*U,;) a pour symbole
principal la matrice

EVLy(@,€)  —iba(,)€ )

ibo(2,6) € EVa(3,6) )

Remarque : Dans le cas C =1d, on a

EV.y(2,€) = 2.7 (b1 (x,)) —iby(, €).£ )
iba(,€).€ EVy (@, ) =25 (bi(,9) )

et les calculs ci-dessous sont écrits dans le cas C = Id sachant qu’ils sont plus

simple dans le cas C # Id car il n’y a plus le terme en .#(b1) mais 'opérateur ¥

construit ci-dessus fait fonctionner la démonstration dans les deux cas.
Définissons alors

e - ( 26 (o = 2, DIEZ/€) 0o )
0 20M(|2 — o |)IEI7/(€)
et ((z,§) = —s(x,€&) — K(z,£). On a
(x,8) + (2, 8)"
— _tpe,8) (Evﬂ(mf)—f@lu,f))~ iba(z,£) €
—iba(z,8).§ §-Vary(@,8) = I (bi(x,€))
En posant, dans le cas C = 1d,

s(x,g) ::2¢’<

8($,€):= 2¢’(

)—2&(95,5).

&P

c=—EV,y(,€) + 27 (b1 (2,8)).€ — M|z — 2, ) G
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et, dans le cas C # Id,

_ ¢ (e - €
Cc= §Vx7(m,f) A(|JT ‘rH0|) <£> 9
on a

det(¢(x, &) + (2, €)* — vId) = 169> (1V? — 2 + ¢ — 4 |ba(x, €).€]?).

Le discriminant réduit A de ce trinéme du second degré est 4[by(z, €).€|2. Les deux
racines réelles du trindme du seconde degré det({(z, &) + ((z,£)* — vId) sont donc
v = c— VA et vy = 11 + 2v/A. Tl suffit donc de prouver que v; > 0. Pour cela, on
utilise le lemme Doi et que, pour || > 1, on a

1€

2[b1(2,€).€] +2[ba(x,€).6] S4A2 Y (2 — )~ (Jon | + ) o GR

m

Sachant que b € CQS%O donc ¢ € C’QSiO, d’apres l'inégalité de Garding
précisée pour un systeme, on obtient

R((—i(HUp—V H) + U (B4B)+(B+B)* W + k(x, D)), i) < A|lde|§

avec A ne dépendant que de n et de sup,, [|1,,. ()| o=
En intégrant alors en temps la partie réelle de (4.2) puis en utilisant 1'inégalité
précédente sachant que

k(z,D) = Nz — 2,,,)JVId + Ry, on ¥ =W+ R,
avec Rz dans OpSY ), Ry dans OpSié et U = exp(—y(z, D)/2), on obtient
%/ A = 20 VYOI V2B, VA — 20| )T 205,) di
T — -
< (A+AT) sup [l +%/ (U CF, i) + (Upgid,, CEY) dt

0<t<

+Asup|\soz,#|\CM(R|||J1/2 I+ BT sup ful3).

s
De plus, on a
T . T
(4.4) ‘/ (U CF, @) dt‘ < 2/ Z((WCS,Cu)) dt
0 0
On a aussi
7 / N = 2 )BT VN (2 — )BT 2, )l

T
2%/ / |12 = 2, ) T2 Cu| " da .
0 n
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En utilisant 'inversibilité de \Tl, modulo des commutateurs a symbole dans S?,o et
le lemme 3.6, on obtient que

T T
/ VA — )7 Cull3dt < A ( / (¥CF,Culdt+ sup |[Cu(t)]?)
0 0 0<t<T

. 1
+ Asup il (RT sup [Ju(t)| + 31172l ).
i 0<t<T
On obtient donc le résultat en prenant alors le sup sur fg.
4.2. Preuve du lemme 3.5
La proposition (a) est évidente. Vérifions la proposition (b).

Lemme 4.2. Pour tout multi-indices o et 3, il existe Ay g € R tel que pour tout
wEZ et tout R € [1,+00),

20w (TS| < o

Preuve : voir & la fin de la démonstration du lemme 3.5.

Revenons & la preuve du lemme 3.5. Les fonctions 6, ©1, et ¢ sont C°°,
donc vg,, est C*°. De plus, pour tout multi-indice o, on a

0%, €) = 01 ('ﬂ) > A0y (v <<§> “>))8§*7vu(m,£)

IvI<lal

et, pour tout multi-indice 8, on a donc
agag’YR,u (.Z‘, §)
D S C =) e

[l <IBl V<l

Or, 0, € C°(R) est une fonction plateau telle que 6;(z) = 0 si 2] < 1 et
01(x) =1 si x| > 2 donc on a 01 (|¢|/R) € ST, avec, sur le support de 67, [¢| ~ R
En utilisant les estimations obtenues sur 7, (lemme 3.4), sachant que sur le

support 1,

‘ﬁ_’)’ll
— [B=~1] < |/3—"/1‘ _<£>
(v =) =2 ( R ) ’

on en déduit donc que, pour |£] > 1,

[B—ml
0208 m(r, )] < Asup(e) gy 1o mgloml (B e,

|’71\
soit |97 02y u (2, )| < AP ull i ol

Le théoreme de Calderén—Vaillancourt donne alors le résultat pour M assez
grand. Ce qui prouve la proposition (b).
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Prouvons alors la proposition (d) dans le cas « = 5 =0.On a

o mn(o€) = 0 () (™) 0

+0, ('g)agk(w(W)) e £)+91(|§)w(%) O, ().

La proposition (d) s’obtient en remarquant que |£]~! < 1/R sur le support de 64,
que d’apres le lemme 4.2, ¢, (Y(R{x — x,)/(€))) € Sy 5 0 avec ses semi-normes uni-
formément bornées en R, sachant que sur le support de (R (x —z,)/(£)) et de ses
dérivées (x —x,) < 2(6)/R, e, vu(x,€) € ST, Le cas « et § quelconque s’obtient
avec les mémes arguments en utilisant, en plus, la formule de Faa-di-Bruno par
exemple.

Prouvons ensuite la proposition (c).
En utilisant 1’égalité donnée dans le lemme 3.4, vérifiée par 7, on a

-2 EVI’VR,M(xv f) - j(&lé,u (Lﬂ, 5))5 = eR,H(xv f)

avec

cnnle,) = 2 VAL )y (Rl il (18,
n (11/}(R<m<§>xu>

) @ e+ (10 (E) s @, 0)e

Pour obtenir la proposition (c¢), on peut remarquer que le premier terme est dans
5’870 et que les deux derniers sont dans S~°°. Pour prouver cela, on utilise le sup-
port de 1 -1, 1 < R(xz — z,)/(§) et que, pour |a|+ || # 0, 85‘8?(1 —1) = 85‘8?1#,
ce qui permet d’appliquer le lemme 4.2 dans ce cas, sachant que ¢, absorbe les
puissances de (x — x,,). Pour le troisieme terme, on utilise le support de 1 — 6;.

Preuve du lemme 4.2. Pour simplifier, on écrit la démonstration dans le cas
u =0, la cas i quelconque se traitant exactement de la méme facon.

En utilisant la formule de Faa di Bruno, pour tout @ € N, on a

a2 (v = > EEH (@) 0 (@) ()",
geN a=vi+--+vy
q<|af Vi #0

000 (v ()

=2 > D wmadi(v(%

geN a=vi+-+vg v<8
q<|e] v; 70

1)) ()0 (@) R19 ™ ((6)™).
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On applique a nouveau la formule de Faa di Bruno en &, ce qui donne
o (v(75H)
(4.5) =D > a0 (@) 0 ((2) RO ((6) )

geEN a=vi+-+vgy<B
q<|«| v 70

+ Z Z wq-&-qa (

@ <|y| =711+ FYq0
i #0

)2 (€)1 08" (€)1 ()™ R,

et

(4.6) |ofog (w(ig?

))| < Aga Z ()~ R(g)—a= 1B+ IVl (¢)—a2 =l ()92 Ra2

4,92,

Sur le support de ¢ (R{z)/(€)) on a (R(z)/(€))* <27 et ()7971"| <1, on obtient
donc que

& R(z)
|06 07 (v (T
avec Ag o indépendante de R.

)| < Asal),

4.3. Preuve du lemme 3.6

Les propositions (i), (ii), (iii) découlent directement des propriétés de vg,,.
Pour démontrer (vi), on pose sr(z,&) = exp(—vyr(z,£)). On observe que les
propriétés (i), (ii), (iii) sont encore vraies pour sg(x,&). D’apres le théoreme 2.1,
on a
C(z,D)S(z,D) = I+ Ly, S(z,D)C(zx,D) =1+ Ly

avec L1, Ly € OpSy et, d’aprés la proposition (d) du lemme 3.5, || L]l ¢(r2) <
Asup,, [[@1ullcr /R
Pour prouver (v), 'opérateur & étant différentiel, par intégrations par parties,
on a B
i|[C¥ — Z£C| = =2(£.Vae)(2,D) + E
ot E a son symbole .Z,c(x,§) dans S, avec ses semi-normes majorées par A
sup,, [[¢1,ullca - De plus, on a

—2E.V,c(@,8) = c(x,€)(I (b (,€)).£ + e1,r(,€)))

ol ey r(z,§) = 3, 1 peru(z,§) est défini comme dans la preuve du lemme 3.5.
Posons E1 g = (ce1,r)(x, D). D’aprés (i), ¢ € S0, avec ses semi-normes bornées
par A sup,, [[p1,ullcn, et er g par ARsup,, [[¢1,.]|cn, done, d’aprés le théoréme 2.1
et le théoreme de Calderén—Vaillancourt, pour M assez grand,

| E1, el (r2@ny) < ARsup |1, llgm
n

On pose -
By p = CT},.V: — (c(z,€)iby (v, €).€)(, D).
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En notant ey g le symbole de Es g, on a ez p(z,§) = Zu a1, e9 (2, €) avee

ea u(x,§) = Z// 13”137 (x,&+6n)d <p‘15$#(m+y,§).£dyd77d9.

[v|=1

Lemme 4.3. Le symbole ey ,(x,&) € S&O avec semi-normes bornées par

RsupH@L#HCM

De plus, e, absorbe les puisances de (x — x,,).

Preuve : On utilise le lemme 2.1 puisque J¢c, 83;@‘15# € 58,0, associé au lemme 3.6.
O

On a
(Es pu, Su) = Z#al,u<e2,u($,D)J_1/2 + T(m,D))u,J1/25u>

ot, d’apres le théoreme 2.1, r(x, D) € OpSOjé/2 avec
[.7Y2r (2, D)|| 12y < Asup |lo1pllgn,
m

donc
|(r(z, D)u, J'/?Su)| < Asup |1l & 1Sz (z2) 3
“w

car S € OpSy .
SiS=C,|Szw < Asup,, llo1,ullcr. De plus
(ea(z, D)T 20, JYV2Su) = ((x — x,) %€, (x, D)J Y u, (x — 2,) 2TV Su)
et
(x — 2,)%e0,,(x, D) T VU = (x — x,)%ea (2, D) N — 2,)%(x — x,) "2 T .
Sachant que (v — mu>2 est un polynome de degré 2, on a
(x -y )2 e,u(7, D)J™ Nz — x,)?
= ((z — 2u) e u(2, ()"
+ ({2 = 24)* Ve (e2,(x, €
+ > (o —2)?0¢((€)

v|=2

) (=
6 ) +({z — 2,)?)) (@, D)
Lea (i, £)0% ({x — ) (x, D).

En utilisant le lemme 4.3, sachant que Zu |ar,,| < Aq, on obtient donc que

T
‘/0 <E2$Ru,Su>dt‘

< A sup,, ||301”U«H%‘MA1
- R

I17Y25u|[|r + Asup ”SDLHH%‘MHSHZ(LQ)T[S(’)UTP] ullg.
= )
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En remarquant que J/28 = SJ2 4 [J1/2 8] avec [J1/2, 5] € 500 et en utilisant
le corollaire 2.1, on obtient I'estimation annoncée pour Fs g.

Preuve de la proposition (iv). On remarque que
[C.T},.V] = Ba.r + (b (,€) ie(x,€))(w, D) — T;,.VC
Pour le second terme, on applique la méme démonstration que pour Ey r sachant
TP € OpSys
que Ty, € OpSys.

C’est a dire que si 'on dérive en £ et que 'on ne dépasse pas g, on gagne 1 en [€].
Si on dépasse p, on utilise que Tli € OpSy avec ||Tli||g(L2) < Asup, [lo1ullen-

4.4. Preuve du lemme 3.8
On a
2%(CTzp,)-Vu, Cu) = (CTep@,)-Vu, Cu) + (Cu, CTyy,).Vu)
or,
(Cu, CTgp,).-Vu) = (Cu, [C, Typ@m,)-V]u) + (Tzw,)-V) Cu, Cu)

et, d’apres le théoreme 2.1,

Ta(,)-V = (#(b1(z,£)).i€)(x, D)
et

(T V)" = (2 (b1 (2, €)).i€) (2, D)" (2 (b (,£)).i€) (x, D)

= — (Z(bi(,€)).i&)(x, D) + r1(x, D)
et donc

(ng(bl).V)* = —T@(bl).v +7r (.Z‘, D)
avec r; € S(f’ s Si 0 > 1 avec ses semi-normes majorées par des semi-normes de 51
qui, elles-mémes, sont majorées par Cste - sup, [[¢1,4[lcm pour M assez grand.
On obtient donc que
2%<CT1@((,1).VU, CU> = <CT:@((,1).VU, CU> - (T%(bl).VCu, CU>
+ <T1 (lﬂ, D)CU, CU> + <Cu7 [C’ T@(bl)v]u>
2% (CTz(b,)-Vu, Cu) = ([C, Ty(p,)-V]u, Cu) + (r1(x, D)Cu, Cu)
+ (Cu, [C, Ty, -Vu).

On integre alors sur [0, T et, les propositions (ii), (iii) et (iv) du lemme 3.6 donnent
I'estimation souhaitée car Z(b1) a les mémes propriétés que b;.

4.5. Preuve du lemme 3.7
On a
(CT{ V.7, Cu) = ([C, T .V, |, Cu) + (T{ .V, Cu, Cu),
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or, d’apres la proposition (iv) du lemme 3.6, on a
T
| / ([C. T3, V. )7, Cu) di|
0
1
< Asup (lerulZallezulion ) (5 177 2ull + BT sup [lul).
133 [OvT]

De plus, c(z, &) est réel et pair en ¢ donc C7 = Cu. Le deuxieme terme de cette
somme est donc de la forme <T52.Vxﬁ, v) avec v = Cu.
On a

(TP .V, 7,v) = —(T, VQE.(Tg2 +r(z,D))v) avecr € S;;’Q_l.

Le terme en V,.r(x, D) étant d’ordre 0 pour ¢ > 1, il ne pose pas de probleme et
ne sera donc pas écrit dans la suite. On a alors (T,i.vxﬁ, v) = 7<VI.TE‘S v,T) or
2

Vv = V.0, sachant que 52(1), §) est pair en §, on a Ty v = Tp, 7, et (TfQ.VxE, v) =
—<V3;.Té525, v) or Vgc.Tlf2 = T}i.Vx + 71 (z, D) avec r; € S?”f_l donc

2(Ty,. Va0, v) = ((r +r1)(x, D)0, v) < A[|Cullg < Asup || pullEn [S(’)uq% [[ullf-
i ,

Ce qui termine la preuve du lemme 3.7.

4.6. Preuve du lemme 3.9

Soit m/ un nombre réel positif fixé assez grand. On commence par écrire que
8 & _ 7 &
TLPi,u - T@i,p.,m - TiPi,y - T@j,u,m' + Ty
ouVe € R", b(z) = i pum () — ipm(z). On a
(C). Tp.Vu, Cu) = (T,.VCu, Chu) + ([Chn, Ty Vi]u, Cpu).

Comme dans la preuve de la proposition (iv) du lemme 3.6, on a
T
3 2 1 1/2, (112
(47) | [ ((Cons Ty, Covt) dt| < Asup il ar (RT sup [full3+ 11720l 1)
0 i [0,T] R

De plus, on a
(T,.VCpu, Cpu) = (J~V2T,.VCpu, JV/2C,u)
= <[J71/2, Ty.VICpu, J1/2Cmu> + ((Js—xszb.VJ*l/szu, (x—xu)fz J1/2Cmu>.

D’apres le théoreme 2.1, pour o > 1, [J~V/2,T},.V] € OpSfé/Z avec les semi-normes
de son symbole majorées par A [|b||c1. On a donc

T
(4.8) / ([J~Y2,T,.V)Conu, JY2Crpu) dt < AT ||b]|c1 ||Conll 2(z2) |ull2.
0
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De plus, on a
{x — 2,)°Ty. VI Y2Cu, (x — x,) "2 JY2Cu)
= ((x — 2,)*Tp. VI o — )& — 2,) "2 TYV2Cru, (& — ,) "2 TV2C,u),

or
(x — 2, T,.VJ Ho —x,)* € OpS%(;

avec ses semi-normes majorées par ||b||p~. En effet, le symbole de cet opérateur
est
=2 3 0 (b, £)i€ (€)™ )(—ih)" (& — 1,)?).
i<z

Sachant que b absorbe les puissance (z — x,,), on obtient le résultat. On a donc

T
/0 ((x —2,)°Ty. VI YV2Cu, (x — )72 JY2Cu) dt
(4.9) < Al e[l Conul 7,

or, d’apres le lemme 2.20, on a ||b|| g < (A/m + A/m/)||¢1,u]/c1. De plus, pour le

terme en T8 —T9 on utilise C* pour éviter la commutation entre C,, et
Pipn Pi,pu,m!’ m
5 5

s s . . s el o AmNM 1/2
ein Lo, C’est I'estimation de ce terme qui fait appraitre <2—— |||J 2ul||r

ou N et M sont des entiers fixés assez grands ne dépendant que de n. En utili-
sant (4.7), (4.8) et (4.9), on obtient 'inégalité du lemme 3.9.
4.7. Preuve du lemme 3.10

L’inégalité (3.17) se prouve en utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz et le fait

que, pour tout réel a, tout réel b et tout R’ > 0,

1
(4.10) ab < - (R, +R b2)
Pour prouver 'inégalité (3.18), on commence par intercaller ;. On a
Ip(J5 f, Ju) < Ir(01(D/R)J* f, J°u) + IT((1 — 601(D/R))J*? f, J*u).

Pour le deuxieéme terme, on utilise (3.17). Pour le premier, sachant que 61(D/R)
et J® commutent, on a

Ip(01(D/R)J* £, T°u) <> || In(J*01(D/R) fu, J*u),

or
Ip(J%01(D/R) fu, J*u) = Ir({x — 2,)2T*"Y20,(D/R) fu, (& — 2,,) "2 T*F1/ %),

On utilise ensuite I'inégalité de Cauchy—Schwarz, puis (4.10), en enfin, on prend le
sup sur u, ce qui donne l'estimation (3.18).
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4.8. Preuve du lemme 3.11

On étudie tout d’abord [(z — x,)2, J*~1/2]. Le multiplicateur (z — x,)? étant
un polynoéme de degré 2, on a [(x — x,,)2, J*~1/2] = r(z, D) avec

r@, &) =— Y 1,8

lvje{1.2}
ot 7, (x,€) = ¢ ((6)* V) DY ((x — 1)) et 7 (x, D){w — z,,) "2 € S50 /2.
En posant b = fol (5351,”)(% tt') dt’, on obtient donc que

T 1/2
sup(/0 H(J:—xu>2Js_1/2Tb.Vngdt)

o
T ) ) 1/2
< AT sup o = 2, T Vullo-ay2 +sup ( | e =P nvuly , i)
0,7 0

Or, (x — x,)*Ty(x — x,)* € OpSY | car, par construction b absorbe les puissances
de (x —x,) et be S . On obtient donc

T 1/2
sup ( /0 [[{x — mu>2Tb.VwH§_1/2 dt)

“w
T 1/2
§A(sup(/ {z — 2,) 72 Vw||§71/2 dt) +Tsup|\w||s).
w NJo [0,T]

Apres commutation de J*1/2 et (x — x,)72, on obtient l'estimation annoncée.

4.9. Preuve du lemme 3.12
On a
(@ —2)° T 200(8) (Ty, , — T2, ).V
= ((z —2)*(€)*200(F)) (2, D) & — @)™ (& — 20)* (T, — T, )V
En utilisant que sur le support de 61, R*(¢€)~% <1, on a
(& = 2,)*(6)* 1201 (§)) (2, D) (& — 2,) > ROI~" € Opsy 5172
avec ses seminormes indépendantes de R. On obtient donc que

[((x = 2,)2(€)*200(%)) (2, D) (T, — Tp, ,)-Ve|

P,

S WHJ(S Lﬂ - ml’«>2(T<P1,u Tgl u V’UJH

s—1/2
en intercalant (z—z,,) "2 R®J°R~9.J%(z—x,)2. Or, pour tout k € [1,n], 'opérateur
(x—2.)*(Ty, —Tgl . D{@—1z,)? est borné de H* dans H*+omin(lo) car (z—x,,)?
est un polynome de degré 2 et donc, le symbole de cet opérateur est

= o= 2 O (Prpn(,©) — B p(@,€))DY (& — 2,)?).
<2

De plus, on a le lemme suivant (prouver a la fin de cette démonstration),
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Lemme 4.4. Pour tout k et tout k' € [1,n], on a (x —x,)*(P1,.k 76{5,”7,6))(1,D)
et ((x— )% (@ — Tppr ) (P — ng7H7k)(:c,D)) sont des opérateurs bornés de H*
dans Hs+tomin(l,e)

Sachant que o > 2, on obtient donc

T T
/0 13 )2 (T, T2, )Vl yrjpdt < A / =) 2 By 0] a1 .
k

Le commutateur [J5~1/2 (z —z,) 2] € sz)gp donc on a

g s—1/2 2 D & 2 1/2 A T T
( / 1772w = 2,200 (B) (T, = T2, )-Vullf dt) < 25 M (w) + ATAT (w).
O

Preuve du lemme 4.4. On remarque tout d’abord que (x—z,)% = 1+ >, (z) —
T, )? et donc

<:L' - x#>2(§51,u,k(x7£) - 6167M7k(£8,£))

= Prph (@:€) = GL o p(2,€) + D (= T ) (Brpun (,€) = B 1 (,€))-
k/

La proposition 2.16 donne le résultat pour le premier terme. Pour 'autre terme,
sachant que

(e — ) = (@ — ye)® + 2 (@e — Y (Yrr — ) + (Y — Tpr)?,

que |z — z,|?, et que Tf; = % (x, D) avec

F0(x.€) = (1 - 6,(6)) € / €l @ — ) o(y) dy
R™

ou X1 € ., donc, pour tout 6 € [0,1], on a (xp — yk/)kOTg € OpS;f;O‘S.

On a

2 _
(mk/ - mmk/)z(TKPl,u,k - Tgl,u,k) = Z <k'0> (mk/ o ykl)z o (T‘/”CO - T:’Eko)
ko=0

ol i, (¥) = (Y — k)01, (y) € C°. En développant le facteur (zg —yjr )2~ ko,
on obtient donc que les deux premiers termes de cette somme sont dans .5 527]60)6
car 0 < § < 1. Le troisieme vérifie le lemme 2.13 et la proposition 2.16, on obtient
donc le lemme 4.4 dans la premier cas.

Le deuxieéme cas énoncé dans le lemme 4.4 se traite comme ci-dessus.
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