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Solutions Holomorphes et Singulieres
d’Equations aux Dérivées Partielles
Singulieres Non Linéaires

par

Raymond GERARD* et Hidetoshi TAHARA**

Introduction

Dans I’article [5], nous avons étudié les solutions holomorphes et singuliéres
d’équations aux dérivées partielles singuliéres non linéaires du premier ordre du
type Briot-Bouquet. L’objet du présent travail est d’étendre les résultats de
[5] aux équations d’ordre quelconque. Le cas ou I’équation est linéaire a été
étudié par Tahara [11] et [12].

Notations :
N={0, 1, 2, ---}, ensemble des entiers naturels;
N*=N~\{0} ;
x=(x,, -+, x,)€C™, tel.
Pour tout a=(a,, -+, @,)€N" nous noterons

0\ 0\ 0 \an
e bt (2

In={(, @)eNXN"*; j+la|<m et j<m},

Définissons :

d=le cardinal de I,,
Z:{Zj.a}(i,a)EImeCG-
Soit 4 un polydisque centré a I'origine de C,XC2%xC%; notons
4y= 4N {t=0, Z=0}.

Soit F(¢, x, Z) une fonction de (¢, x, Z) définie dans le polydisque 4 qui satisfait
aux hypothéses suivantes:

(A) F(t, x, Z) est holomorphe dans 4;
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(Ay) F(, x, 0)=0 dans 4,;

(As) a—F(O, x, 0)=0 dans 4, si |a|>0.
07Z; 4

Introduisons également:
-R(C\{0}) le revétement universel de C\ {0} ;
-Se={teR(C\{0}); |argt| <@} un secteur dans R(C\{0});
SS(e(s)={t= R(CN{0}); 0< |t| <e(argt)} ou &(s) est une fonction définie sui

R, continue et strictement positive ;

D.={xeC"; |x,|Zr, i=1, -+, n};

-C{x} l’anneau des germes de fonctions holomorphes a I’origine de C%;
-C.{x} le sous anneau de C {x} des fonctions holomorphes dans D, ;
-8, l’ensemble des fonctions u(¢, x) vérifiant les conditions suivantes:

i) il existe une fonction &(s) définie sur R, continue et strictement positive
et un nombre réel strictement positif » tels que u(f, x) soit holomorphe
dans S(e(s))X D, ;

ii) il existe un nombre réel a>0 tel que pour tout #>0 et toute partie
compacte K de D,

max |u(t, x){=0(|t]*)
zeK
lorsque ¢ tend vers zéro dans Sy.

Le probléme. Déterminer toutes les solutions de ['équation aux dérivées
partielles

o\m d\// 0\
() (t30) v=F(t = {(t5) (35) o rn)
qui appartiennent a 6,.
Désignons par p,(x), -*-, pn(x) les fonctions de x racines du polyndéme
. — pam__ aF J
Clo; m=p"— 33 70 %, 0)e’

Ces fonctions seront appelées les fonctions caractéristigues de ’équation (E) et
C(p; x) le polynome caractéristique de (E).

Notons
.[+= {ZE {1! Tty m} ; Re p1(0)>0},
0.1)
p=le cardinal de J. .
Lorsque p#=0 cette condition signifie donc que Re p;(0)<0 pour tout =1, -, m.

Lorsque p=1 quitte a changer la numérotation nous pouvons supposer que :

Re 0.(0)>0 pour 1<i<p,
0.2 {

Re p,(0)<0 pour p+1<i<m.
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Sous la condition de Poincaré (cf. [5], [6]) nous pouvons donner une réponse
au probléme posé ci-dessus.

Théoréme Principal.
(I) (Solutions holomorphes). Si p,(0)&N* pour tout i=1, -, m, I'équation
(E) a une solution unique uy(t, x) holomorphe au voisinage de [’origine de C,XC%
vérifiant u,0, x)=0.
(II) (Solutions singuliéres). Soit S, I’ensemble des solutions de (E) apparte-
nant a 6,. Alors nous avons:
(I-1) Si p=0, S.={u,, x)}.
(II-2) Si p=1 et si
D) 0:0)%0,0) pour 1<ixj<p;
i) C1;0)x0;
iii) CG+7,0:0)+ -+ +7.0.0); 00 pour tout (i, j) NXN* satisfaisant
ai+|jl=2;
alors pour tout ¢,(x), -, pu(x)eC{x} Péquation (E) admet une solution U(p.(x),
-, ou(x)) appartenant a 0. de la forme

Ulpi(x), -+, w(x)):g u; ()t

+ 2 i, j'k(x)ti‘"jlpl(x)+-~v+]#p‘u(1)(log t)k
i +2m

1
avec goo_ep_o(x):go,,(x), p=1, -, pott e,=(1,0,-,0), -, e,=(0, -,0,1). De
plus, nous avons

Soe={U(py(x), -+, pu(x)); pp(x)eC {x}, p=1, -, p}.

Remarques. (1) Quand m=1, ce théoréme nous redonne le résultat de
Gérard-Tahara [5].

(2) Lorsque l'équation est linéaire, un résultant plus complet a été donné
dans Tahara [11] et [127.

L’exemple suivant explique la différence entre le cas linéaire et le cas non
linéaire.

Exemple. Considérons

ou — ou
W—(1+2\/——1)u+atu~37,

ou (¢, x)&CXC et a=C. Si a=0 I’équation (0.3) est linéaire, et si a=0 (0.3)
est non linéaire. Alors:
(1) Par le théoréme principal nous avons

S.={U(p(x)); p(x)eC {x}}
et U(p(a)) est de la forme

0.3) t
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U(go(x))z k%¢k(x)t1+2~/'-_1+zk(1+~’?f) ,

ou les coefficients ¢,(x) (B=0) sont déterminés par 0o(x)=p(x) et

. a dei(x)
o= parayD W B0 (T) Rl
(2) Si nous prenons ¢(x)=x, la solution U(p(x)) se réduit a

_xt1+z¢ 12<2+2(Z\/ 1t2+z-/ 1)k.

Le domaine de la convergence de u* est

{ RICN{OHXC, quand a=0,
S(e(s))xC, quand a =0

avec &(s)=2+2/|a])"%*

(3) Soit S I’ensemble des solutions u(¢, x) de (0.3) telles que u(t, x) soit
holomorphe dans S(e(s))X D, pour une fonction &(s)>0 et un nombre »>0.
Alors:

J S=8,, quand a=0,

l S28., quand a0.

La preuve est comme ce qui suit. Quand a=0, S=S. est la conséquence de
Tahara [11]. Quand a0, ’équation (0.3) admet une famille de solutions de
la forme

—2—2+/—1x+c¢

s eC
a f ¢

qui n’appartiennent pas a S..
(4) Lorsque a=0, il semble difficile de déterminer la structure de S. Nous
présentons ceci comme un probléme ouvert.

Cet article est présenté de la maniére suivante. Dans le §1 nous donnons
les solutions holomorphes de (E). Dans les §2 et 3 nous construisons une
famille de solutions appartenant a &.. La discussion des paragraphes 1, 2 et 3
est basée sur les résultats de [7]. Dans le §4 nous rappelons la théorie asymp-
totique développée dans Tahara [14]. L’utilisation de tous ces résultats nous
permet de démontrer le théoréme principal dans le §5.

§1. Solutions Holomorphes

Dans cette section, nous rappelons un résultat de [7] sur la convergence
des solutions séries formelles d’équations aux dérivées partielles singuliéres non
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linéaires.

Soient meN*, deN*, i=(,, -, t)€C? et x=(x,, -+, x,)EC™ et a; {x)
(1£j<i<d) des fonctions holomorphes dans un disque D,.={x=C"; |x;| <r,
i=1, -+, n} et introduisons le champ de vecteurs

'l:l( 2 @ ’(Q[j) ot;
Notons :

Im)y={(a, B, NEN XN?XN"; |a|=!B1<m et |B|+|7|Zm},
o(m)=Ile cardinal de I(m),
Z={Za 8,1} a. 8. 7€1Cm) -

Soit Gu(x)(¢,, -+, tg, Z) une fonction holomorphe de (x, t,, .-+, t4, Z) définie dans
un polydisque centré a l'origine de C*»XC¢xC?™ ayant la forme suivante :

GZ(x)(th Tty f,i, Z): 2 gﬂxq(x)tzl)l tﬁqu 3
iPi+igi=2
p::(ph ) lbd)EIVdv 1/)]:1)1_{_ _{_l)(l ’
q= {f]n,ﬂ.r} («.,9,7)EI(m)EN5(m) ,

lgl= 2 qa.srs
ca, B.pyelm)

Zi= I (Zapafh

Ca, Buopyelcm)

et pour tout p, g tel que |p!+|g/=2 les fonctions g, .(x) sont holomorphes
dans un méme disque centré a l'origine de C».
Pour simplifier la présentation nous écrivons V™u pour

{tn(aat )ﬁ<a%)ru}(n, Bopyel¢m)

a:(ah Ty ad)ENd! ﬁ:(ﬁly Ty ‘Bd)ENdr T:(TI; Tty Tn)EN" b

I (;;)ﬂ:(‘aat—l)ﬁl ,,.(%)ﬁd’ (%)T__(%)Tll.,(%yn .

Soient ¢;(x) 0=<7<m—1) et by(x) (1=<i<d) des fonctions holomorphes dans
D.. On peut donc considérer 1’équation

(Ey) @™+ emar ()T e Fe(x))u= ébi(x)ti+62(x)(ll; o, ta, V™u)

qui est un cas particulier de I’équation étudiée dans [7].
Dans cet article, par série formelle nous entendons une série formelle en ¢
de la forme
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(1.1 a@t, x)= X up(x)thr .- the
19121

ou les coéfficients u,(x) sont tous holomorphes dans un méme polydisque centré
a lorigine de C”; une solution formelle de (E,) est par définition une série
formelle de la forme #(f, x) qui vérifie formellement (E,).

Désignons par 4,(x), -+, An(x) les racines du polyndéme

P; x)=2m+‘<2 e x)A .
j<m
D’aprés le §3 de [7] nous avons:

Théoréme 1. Si lorigine de C n’appartient pas a [’enveloppe convexe dans
C de !'ensemble de points {a, (0), ---, agq, 40)}, alors:

(1) Toute solution formelle de (E,) est convergente au voisinage de !’origine
de CxC™.

@2 Si

é pia;, :(0)—2;0)x0 pour tout

(pl; ) pd)ENd\{(O: ) 0)} et ]215 e, My

Uéquation (E,) admet une solution formelle unique qui donne une solution holo-
morphe unique u(t, x) vérifiant u(0, x)=0.

L’équation (E) introduite dans 'introduction étant un cas particulier d’équa-
tions (E,) nous avons:

Corollaire 1. Si p;(0)&EN* pour tout i=1, .-, m, 'équation (E) admet une
solution unique u(t, x) holomorphe au voisinage de [’origine de CXC™" vérifiant
u(0, x)=0.

Pour d’autres résultats concernant I’existence de solutions holomorphes, voir
Gérard [2] et [3] ainsi que Madi-Yoshino [10].

§2. Solutions Singuliéres: Cas Spécial

Dans cette section, nous étudions une classe assez restreinte d’équations
aux dérivées partielles singuliéres non linéaires et construisons une famille de
solutions singuliéres appartenant a {.. Cette classe restreinte d’équations a
I’advatage dans la recherche des solutions appartenant a &. de pouvoir étre
réduite a une équation (E,) et de permettre I'utilisation du théoréme 1.

Soient meN*, (t, x)eCXC", x=(x,, -, Xa), a=(a,, -+, a,)EN", la|=

a+ - +a, et
0\« d \1 d \en
(1) =) (5) ™
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Soient b(x) et ¢,(x) (0=<;7<m—1) des fonctions définies et holomorphes dans un
polydisque centré a ’origine de C™.
Notons
Z={Zj a}ss1a15m » ZjacC

et soit G,(x)(¢, Z) une fonction définie et holomorphe dans un polydisque centré
a lorigine (x=0, t=0, Z=0) ayant de plus la forme suivante:
(2.1 Go(x)(t, Z)-——m%ﬁg,,,q(x)t”Zq ,
ou
9=1{¢j, o} j+1aism » gi. o €N,

EQ!': 2 Qf.a:
j+jarsm

Zi= T (Zj)""
j+iajsm

et gpq(x) (p+1q1 =2) sont des fonctions holomorphes dans un méme polydisque
centré a l'origne de C™.
Considérons I’équation aux dérivées partielles

(E.) ((ta%)m+cm_1(x>(ta%)m"+ e ()

sl (62 )

Jrial<sm
et posons nous le probléme de chercher une solution singuliére de cette équa-
tion.
Désignons par p,(x), ==, pn(x) les exposants caractéristique de cette équa-
tion donc les racines du polynéme

Clo; x)=p"‘+]§ncj(x)pf .
Nous avons:

Théoréme 2. Soit 1</<m. Supposons:

i) pux), -, pux) holomorphes au voisinage de x=0;

ii) Re p,(0)>0, -+, Re p,(0)>0;

iiiy C1;0)x0;

iv) CGE+7,0.0)+ -+ +710:0)+%; 0)0 pour tout (i, j, K)= NXN'XN véri-

fiant i+ 1|71+ k=2.

Alors I'équation (E,) a une famille de solutions appartenant a 0. de la forme
(2.2) S Qi)Y @Y log 1)*

i+ j1+k21

ou tous les coéfficients ¢, ;x(x) (i+1j|+k=1) sont holomorphes dans un méme
disque centré a Porigine de C™; de plus toute solution de (E,) est déterminée de
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maniére unique par la donnée des coéfficients {¢q,; (x); |71=1} qui sont arbi-
traires. Si nous prenous ¢, (x)=(Q pour tout j tel que |jl=1, la solution (2.2)
se réduit a P'unique solution holomorphe de I'éqation (E,).

Preuve. Pour commencer nous allons chercher une solution “formelle” de
la forme

2.3) at, x)y=w(t, 1, o 191 flog ¢, x),

\

ou
wte, by, 0,y ey, X)= 2 Sot.j,k(x)(to)i(tl)jl (tl)”(ttn)k

i+171+kzl

est série formelle en ¢, ¢, -, t;, t,4, 4 coéfficients holomorphes dans un poly-
disque commun de C™: ensuite nous démontrerons la convergence de cette
série.
Posons
the=t, tp=t°»® (p=1, -, et t,,=tlogt.

Nous avons formellement

u_ ow
ot "ot

o ow 4 00,6), 0w
axq—toaxq+tl+1p=l axq tpatp;

Donc a(t, x) est une solution formelle de (E,) si et seulement si w(,, ¢, ---, £,
ti151, x) est une solution formelle de I’équation :

L ow ow
t +p§1pp(x)tpat—p+(to+tl“)5t;’

t

(E3) (T™ s (X)T™ 1 oo Feo(x))w=t,b(x)+ Go(x)to, {T’X*W}41012m),
ou T et X,, ---, X, sont les champs de vecteurs suivants:
0 L 0 0
T—-toa_l‘o_i—pgl Pp(x)tpa_t;‘l'(to‘l‘tln)a"t‘;:y

;9 L 0pp(x), 8 —
Xq_toaxq+tl+l = axq tpatp ) q——l, Tty n.

Nous remarquons que ’équation (E;) est un cas particulier d’équation (E,)
discutée dans le §1 et que le champ de vecteurs 7T satisfait 4 une condition de
Poincaré (0 n’appartient pas a l’enveloppe convexe dans C de I’ensemble de
points {1, p,(0), ---, p.(0)}). De plus, par les conditions i), ii) et iii) nous voyons
qu’il existe un nombre réel »>0 tel que:

1) C1; x)=0 dans D, ;

(2.4) 2) CO+j,0:(x)+ - +7110(x)+Fk; x)0 dans D, pour
tout (7, j, k)eNx N'X N satisfaisant a ;+!j| +£=2.
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Par conséquent pour avoir l'existence de solutions de 1’équation (E,) de la
forme (2.2) appartenant a @, il est suffisant de prouver:

Proposition 1. Soit 1<[<m. Supposons p,(x), -+, p.(x) holomorphes au
voisinage de x=0, que 0 n’appartient pas a I’enveloppe convexe dans C des points
1, 0,Q0), -, p(0) et que les conditions (2.4) sont satisfaites pour un r>0. Alors,
Iéquation (E;) admet une famille de solutions de la forme

(2.5) 2 ¢ k(x)(to)i(tl)jl N () (TR L

i+ ji+kz1

ou tous les coéfficients ¢, , 1(x) ({4171 +k=1) sont déterminés de maniére unique
par les coéfficients {¢,,;,o(x); |71=1} qui eux sont arbitraires.

Démonstration de la proposition 1. Posons formellement
w:sa ws(tm t!; T tl, tl-l-h x)

ou pour tout s>1

2.6) we=_ B i@l Y @) )t

iHiji+k=

L’équation (E;) se décompose alors en les équations

C(T; x)w,=b(x)t,,
2.7 {

C(T; x)ws=Fyw,, -, ws-,), s=2,

ot Fy(w,, -, ws-;) est un polyndme homogéne de degré s en (fy, ti, -, ti, tis1)
a coéfficients holomorphes en x et entierement déterminés par w,, -+, We-,.
De plus en regardant (2.6) nous voyons

28  CT: w=(CU; Deno o<x>+%—cp<1; )00.0.1 (X))

)
+p§1 C(Pp(«\'); x)ﬁoo,ep. o)+ C(1; X))o, 0 1(X)t
ou ¢,=(1,0, -, 0), -, e,=(0, -, 0, )N, et pour s=>2

2.9) C(T; x)ws:i+ljlzgk=s{C(z‘+J'1p,(x)+ o Jre(x)+k x), 5, e(x)

+h§1 Culi, J, k5 X)Pi-n. ;. k+n(x)}(to)i(t1)jl (tt)jl(tzu)k

ou par convention ¢;_p, ; 4+4(x)=0 pour i—h<0 et ol

Ch(i; .7" k; X)

= 3 (1 Jeae) i+ iap(0)F - +1pulx)+ RN+ 1) +2) - (4 h)
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et ca(x)=1.
En conséquence, par (2.4), (2.7), (2.8) et le fait que

Clpp(x); x)=0 (p=1, -, D

nous avons
b(x
1 S01.o,o(x)= C—(ii)_x?
2) (po,ep,o(x) pour p=1, ---, [ sont arbitraires,

3) ®o, 0, (x)=0,
et par (2.4), (2.7), (2.9) nous voyons que

4) @ 5.8(x) G+171+k£=2) sont déterminés de maniére unique par I’ensem-

ble {@o,e,.0(%), =+, @o.¢;.0(x)} et sont holomorphes dans un méme disque
centré a l’origine de C™.

Nous avons ainsi obtenu une famille de solutions formelles de la forme (2.5).
Comme le champ de vecteurs T satisfait 4 une condition de Poincaré, le théo-
réme 1 nous dit que la solution formelle est convergente au voisinage de
P’origine (t,=0, t,=0, ---, t,=0, #,,,=0). Ce qui prouve la proposition 1.

Si w(te, 11, =+, L1, Li+1, x) est une solution de (E;) donnée par la proposition

1, alors
u(t, x)=w(, t°1 ... te® tlogt, x)

est une famille de solutions de (E,) appartenant a &,. Ce qui prouve la partie
existence du théoréme 2.

Pour prouver l'unicité de la solution de (E;) de la forme (2.2) il suffit de
montrer que la solution formelle a(¢, x) de (E,;) de la forme

(2.10) alt, )= B @i s ()P @or@Y (¢ log 1)k

t+1j1+k21

déterminée uniquement par la donnée des {¢,,;.(x); [jl=1}.
Introduisons la condition :

i+7100(x)+ - F7100(x)* p+q10:(x)+ - +qipi(x)
(2.11) dans C{x} pour tout (7, 7), (p, 9)€NXN!
satisfaisant a (7, 7)>(p, ¢q).

Si la condition (2.11) est satisfaite, toute partie finie de ’ensemble de fonctions

{tirdier@rsdione (g log )k 5 i+ | 7| +E =1}

est fonctionnellement indépendante : dans ce cas il est aisé de voir que les co-
éfficients ¢, ; »(x) figurant dans U'expression (2.10) de la solution formelle #(¢, x)
sont déterminés de maniére unique par les fonctions {¢,, ; .(x); |j|=1}.
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Lorsque la condition (2.11) n’est pas satisfaite, prenons des fonctions A,(x)
ecr{x} (p:]-, 27 ) et Vq(x)ecr{x} (f]—_'l, 2: T d) telles que

2p(x) 5 y(x) dans C,{x} pour tout p, g,
Ap, (%)% 2p,(x) dans C,{x} si p,>p.,
Vg, (%) 2% g (%) dans C,{x} si ¢:*¢:,
et tel que de plus comme parties de C,{x} nous ayons
Uit 0:(0+ - +7100(x) 5 1417122}
={2,(x); p=1, 2, -},
{i+71000)+ - -F7ipu(x) 5 4171 21}
={2p(x); p=1, 2, -} U {ni(x), -+, va(x)}.

(2.12)

La solution formelle se réecrit sous la forme

A(t, )= 3 @o.e, (O PO+ 53 3 @3 (x)tAr(t log 1)*
p=1

p=1 k=0
d oo oo
2 B galoran log #)*+ = ¢r(x)(t log 1)* .
q=1 k=1 =1

D’apreés la condition (2.4) par (2.12) nous obtenons:
CAp(x)+Fk; x)x0 dans D, pour p=1 et k=0,
Cly(x)+Fk; x)x0 dans D, pour ¢g=1, -, d et k=1,
C(k; x)=0 dans D, pour k=1,

Donc, si nous prenons en compte le fait que C(p,(x); x)=0 pour p=1, ---, [,
par un calcul facile nous voyons que les coéfficients @ .(x), @2 (x) et ¢, (x)
sont déterminés uniquement par @q,e,,o(X), =, @o, e, o(X).

Nous avons ainsi obtenu l’unicité d’une solution formelle de la forme (2.2).

Nous obtenons également :

Corollaire 2. Soit 1=<I<m. Supposons:

) (%), -+, pu(x) holomorphes au voisinage de x=0;

ii) Re p,(0)>0, ---, Re p,(0)>0;

iii) C1;0)x0;

iv) C@E+7.0.0)+ - +7:10:00)+k; 0)0 pour tout

(7, 7, R)ENXN'XN satisfaisant a i+ |j|+k=2.

Alors, si (E,) admet une solution formelle de la forme
(2.13) alt, x)= 3 @ () 1YY log 1)

T+)1j1+k21
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ot les coéfficients ¢, ; »(x) sont holomorphes dans un méme disque centré a I'ori-
gine de C™, alors #(t, x) est convergente dans O,.

Preuve. Comme nous avons unicité de la solution formelle, 2, x) coincide
avec la solution donnée par le théoréme 2; elle est donc convergente dans &..

§3. Solutions Singuliéres: Cas Général

Comme généralisation des résultats du §2, nous construisons dans cette
section une famille de solutions appartenant a &, d’équations aux dérivées par-
tielles singuliéres non linéaires de la forme:

(E) () +ena@ (D) - e

=tb(x)+62(x)(t’ {(té%)j(aix)nu}jﬂmém) ’

les notations et données étant les mémes que dans le §2.
La différence entre les équations (E,) et (E;) est la suivante:
-dans (E,), Z; . correspond a

(1) (5 =) (5

-dans (E,), Z, . correspond a

0\// 0\
(t30) GGx)
Il est clair qu’une équation du type (E;) est un cas particulier d’une équation
du type (E;).

Comme dans le §2 désignons par p,(x), -+, px(x) les exposants caractéris-
tiques c’est 4 dire les racines du polynéme :

Clp; )=p™+ 3 es(x)p’.
Nous avons:

Théoréme 3. Soit 1<I<m. Supposons:

D) pu(x), -+, pu(x) holomorphes au voisinage de x=0;

ii) Re 0,(0)>0, ---, Re p,(0)>0;

iii) C(;0)=0;

iv) Cl+710:0)+ - +7,0:00); 00 pour tout

(7, NENXN! vérifiant i+|j|=2.
Alors U'équation (E,) a une famille de solutions appartenant a O, de la forme
3.1 Dt B g (e ne i (log i
2 m

i+emijlzk+2
1jiz1
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o tous les coéfficients ¢, ;,x(x) sont holomorphes dans un méme disque centré a
lorigine de C™; de plus tonte solution de (E;) est déterminée de maniére unique
par la donnée des coéfficients {¢,;o(x); |j1=1} qui sont arbitraires. St nous
prenons ¢, ;,o(x)=0 pour tout j tel que |j|=1, la solution (3.1) se réduit a I'uni-
que solution holomorphe de [I'équation (E).

Preuve. Nous commengons par construire une famille de solutions formelles
de la forme (3.1).

Comme dans le (2.4), nous prenons un >0 tel que b(x)eC,{x} et

1) C{d;x)x0 dans D,;
3.2) 2) CGE+j10:(x)+ - +710:(x); x)0 dans D,
pour tout (7, ))& NXN' satisfaisant a i-+|j|=2.
Pour tout (7, 0)eN*X N' nous désignons par F.(4, 0) I’ensemble des fonctions
f(t, x) de la forme
[, x=¢x)t*,  dx)=C,{x}.

Pour tout (7, /)& NX(N'<{0}) nous désignons par ¥ .(7, 7/) I’ensemble des fonc-
tions g(¢, x) de la forme

i+am (1jl-1) )
g(t, x): 2 ¢k(x)tt+11/’1(z)+-~+jzm(r)(log t)k

k=0

ou pour tout k, ¢.(x)=C,{x}.

En posant
Iw,_.,:ul(x)t” pour =1,
(3.3) wo.epzﬂoo.ep.o(x)t‘”p(x) pour p=1, .-, [,
' +em1ji-1) o .
w,, ;= kz_o @, g, 1(X)EHIIO1E 4101 (Jog 1)

pour i+|j|=2 et |j|=1,

la solution formelle #(t, x) de la forme (3.1) prend la forme

3.4) a, )= 2wy, x)

i-1j121

[\2

ol pour tout (7, 7), w, ;EF .G, J).

Il est facile de voir que la classe de fonctions .,(, 7) (G+|7]=1) posséde
pour tout couple (7, /) et (p, ¢) appartenant a NXN\{0, 0)} les propriétés
suivantes :

D 2.6, DXF(p, 9<F(G+p, J+9);

D (12)F.G, HT ., ;
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3) (aix) F ., J)><( : ) F.(p, 9T, (i+p, j+q), pour |a|=m et |B|=m.

En regardant (3.4) nous voyons que 1’équation (E;) se déompose en les formules
récurrentes :

C(L‘a%; x)wl,(!:b(x)t ’
C(t%; x)wo_gsz pour p=1, ---, [,

3 L
C(tas %) wes=FisWpos (5, €A, pour i+1j]22,

A i={(p, 9ENXN'; p<i, <7, -, @ <ji et 1<p+|q| <i+-|jl}

et F; ; est une fonction appartenant a ¢ ,(7, j) déterminée par {w, ,; (p, )E A ,}.
De plus, (3.3) nous donne

C(t%; x>wi,o=C(z’; X)u(x)t* pour =1,
0
C(”at )w" ep=C(02(X) 5 X)Qo, . o(X)P 2 pour p=1, -, 1,

0 i+emil-1) L .
C(ta—t; x)wi,,: P {C(z+11p1(ﬂc)+ o J100(X) 5 X))@y, 5, 6 (X)

k=0

-|—hz7_n]1 C’};‘(Z, ]., ks x)SDz. i IHh(x)}ti*]lPl(I)*r“+JlPl(‘)(10g t)k
pour i+(j[=2 et |j|=1

ou par convention ¢, ; s+n(x)=0 pour k-+h>i+2m(|j|—1) et ou
Cx@, j, k; x)

= 3 (e it jsoi(t -+ 7ipue ) kA D(E+2) - ()

et c,(x)=1.
Par conséquent, (3.2) et le fait que C(p,(x); x)=0 (p=1, -+, /) entrainent:
_ b(x)
D u(x)= ca; )GCT{x},

2) go,,,ep‘.,(x)eC,{x} (p=1, -, 1) sont arbitraires;
3) ux)eC.{x} ((=22) et ¢;,;(x)EC{x} G+|j1=2 et |j|Z]D)
sont déterminés par @, o(%), =+, ©g,e;0(X).
Nous avons ainsi obtenu une famille de solutions formelles de la forme
(3.2) comme dans le §2. Pour compléter la démonstration il suffit de montrer
la convergence de cette solution formelle.
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Admettons pour le moment:

Lemme 1. Soit 1<I<m. Supposons vérifiées les hypotheses ii), iii) et iv) du
théoréme 3. Alors, il existe NEN* tel que:
a;) N=2m—+1;

2m

a;) Re p;(0)> N

bour tout i=1, ---, [;

ay) c(z”i\“]L L. 0)x0;

—2 k+2 , .
a) C(EHLLEEEE Lo, + upu®); 0) 50

pour tout (i, j, R)YSNXN'XN vérifiant i+|;7|+k=2.

Démontrons maintenant la convergence de la solution formelle

3.5) Zu, @+ X @yt e@ei® (Jog 1)k,
=1

1+emyJizkt+em
1jiz1

ou les coéfficients u,;(x) et ¢,,, ,(x) sont tous holomorphes dans un méme disque
centré a l'origine de C™.

Soit N un entier positif vérifiant les conditions du lemme 1. Posons dans
I’équation (E;)

(3.6) w(t, x)=t"*"u@", x);

il vient pour w(t, x) I’équation :
1 m 1 m-1
ED ((N(im) +Cm-—1(x)(N02m) + e +co(x))w
:tN—zmb(x)+ 2 gp’q(x)tlvp—-2m+2m;q|—L(q)
p+1g(z2

RN COMMICOR

0s=téa?+s et L= X lalgja.
Jtla)

=m

Comme N=2m+1 et p+|q| =2, nous avons

Np—2m+2m|q|— L(@)=Cm+1)p—2m-+2m|q| —m|q|
=(m+1)p+m(p+|q|—2)

=(m+1)p=0
et
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(Np—2m+2m|q| — L)+ gl =2m+1) p+iqi
zp+lgl=2.

Ce qui montre que I’équation (E¥) est un cas particulier d’équations (E;) que
nous avons étudiées dans le §2.
Désignons par A,(x), --+, An(x) les racines du polyndme :

Lo (A t2mNm At2mN?
Cx@; =("") "+ Zesn(TR) -
Nous avons:
1) 2/(x)=Npx)—2m pour tout 7=1, ---, m;
) Cr; x)=C(H—]\?m 7).

La condition 1) et le lemme 1 entrainent que

i) A (x), -+, A(x) sont holomorphes au voisinage de x=0;

ii) Re2,(0)>0, -+, Re 2,(0)>0;

iii) C*(1; 0)=0;

iv) C*@G+7,4,00)+ -+ +7,4:00)+£; 0)20 pour tout

(¢, 7, YENXN'X N vérifiant i+|j|+k=2.

Ce qui signifie que ’équation (E¥) vérifie les hypothéses du corollaire 2 du
§2.

La relation (3.6) transforme la solution formelle (3.5) en la série formelle
3.7 3w, ()N » N*@, 5, p(x)ENiremisi=k=zm

=1 m

1+2mijlzk+2
17121

X(tll(“)“ (thm)u(t log £t
qui est un cas particulier de (2.13). Comme #(, x) est une solution formelle
de (E;), w(t, x) est une solution formelle de (E¥).
Le corollaire 2 du § 2 entraine la convergence de la solution formelle w(, x)

dans O, ce qui implique la convergence de #(f, x) dans &,.
Le théoréme 3 est donc démontré.

Démonstration du lemme 1. Notons

J.={i€{l, -+, m}; Re p,(0)>0}
et
a=min Re p;(0).
=

Il est évident que {l, ---, {} /.. Prenons maintenant NeN* tel que

4m gm_+g_}

3.8) N=max {2m+1, =,

La condition a,) est alors trivialement satisfaite. Les inégalités
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2m a
3. _*> Y= —
3.9 Re ,(0) a—2n (Im 2 >0, =1, , 1

entraine la condition a,). En remarquant que

(P 0)=1i (o)

et que

o Zmtl <@m+1)(, 2

v )<esRep0), ie).,

2m+2

nous obtenons la condition as).
Posons

A= max Re p,(0)

lZ1=m

el prenons un entier Al tel que
2
Mzmax{2, i} :
a

Alors, si N satisfait (3.8) et si (7, j, H)ENXN!'XN vérifie |j| >AM, (3.9) nous
donne :
,_2 . +/ 2 . .
Re {’__L”N_eij’iﬂ,pl(owr - 71O}

=R L (Re 0@ 20 )+ - 4 iRe pu0)— )

N
2m
a a 2A
—M=—=—=A=
> M= 5~ Az=Re p,(0)
pour tout i=1, ---, m. Ceci signifie que pour un choix de N satisfaisant a

(3.8) la condition a,) est satisfaite pour tout (7, j, &) NXN'XN vérifiant ||
>M.

Donc pour terminer la démonstration du lemme 1, il suffit de choisir un N
vérifiant (3.8) et la condition :

i—2m|j|+k+2 : -
: m!]}ij T2 s 02071010 - — 10 0)

pour tout p=1, -+, m et tout (7, j/, R)SNXN'XN

(3.10)

vérifiant i+ |7|+k=2 et |j| <M.

Faisons I’étude de cette condition.
Pour h=0, 1, ---, M, notons
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Su={0s0)—710:0)— -+ —=7100); p=1, -+, m et |jI=h}.
Les conditions iii), iv) du lemme 1 nous donnent
(3.11) SuN {1, 2 }=@  pour h=0,1, -, M.
Il est facile de voir que la condition (3.10) est équivalente a

i+k+2m

N &S, pour i+k=2,
(3.12) Z;]};,E &S, pour i+k=1,
—“i“27nh;k+27n &S, pour i+k=0et h=2, -, M.

De plus, comme 0&S, pour h=2, ---, M (par iv) du lemme 1) il est aisé de
voir que la condition (3.12) se réduit aux conditions:

by) H_—k;gzl—éﬁsoﬂQ+ pour i+k=2,

ba) H_TkeES{\(L pour z+k=1,

bs) ﬂl—j\fﬂ &S,NQ, pour i+k£=0 et h=2, -, M,

bs) @h]\fi_}_z—mESth_ pour i+k~=0 et A=2, -, M,

ou Q. [resp. Q_] désignent I’ensemble des nombres rationnels strictement
positifs [resp. strictement négatifs].
Posons

(US)N@={a, a, -, ax}.

La condition (3.11) nous dit que pour tout i=1, 2, ---, K, a,< {1, 2, ---} donc a,
peut s’écrire

a,=5

3 d1
pour des entiers non nuls ¢; et d; satisfaisant ¢;=1 et d;=2 et de plus pre-
miers entre eux. Si NeN* est premier avec tous les d; pour i=1, -, K,

alors pour tout 7, a;&=(Z/N) et nous avons b,), b,) et by).
Posons maintenant

5*=(h©25h)f\Q— .

Lorsque S*=@@, la condition b,) est triviale. Lorsque S* @, introduisons
B=min{|B|; B=S*}.
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Si N vérifie

2mM—2m

(3.13) N> B )

nous avons

i—2mh+k-+2m _ —QmM—2m)
> _
N = N >
pour tout S&S* et donc la condition b,).
En conclusion, si on prend un entier N qui vérifie (3.8), (3.13) et qui soit

premier avec tous les entiers d, pour /=1, -+, K, toutes les conditions énoncées
dans le lemme 1 seront vérifiées.

B=8

§4. Analyse Asymptotique

Dans ce paragraphe, nous rappelons la théorie asymptotique développée
dans Tahara [14] pour les équations aux dérivées partielles linéaires et nous
’appliquons a quelques équations non linéaires.

Pour a=R et toute fonction u(f, x) nous écrivons

u(t, x)=00*; 0.) (quand t—0),

lorsque nous avons ¢~*u(f, x)=08,.
Tout d’abord nous étudions I’équation differentielle ordinaire suivante:

D) ((2) + e (t1 )4 - resou=r,

ou meN*, et ¢,(x) (0<7<m—1) sont des fonctions holomorphes définies dans
un polydisque centré a l’origine de C™.
Désignons par p,(x), ==+, pn(x) les racines du polynéme :

Clo; X)=p’"+J<2mcj<x)pf .

L’équation (4.1) peut alors s’écrire sous la forme

0 0
4.2) (t5—0u0)) - (13 —oul))u=1 .
La résolution explicite de (4.2) nous donne aisément :

Lemme 2. (1) Si f{, x)=0@*; 8.) (quand t—0) pour un a =R salisfaisant a
a <1§njlsin Re 0:(0),

alors toute solution u(t, x) de (4.1) vérifie

ult, x)=0@*; 6.) (quand t—0) .
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(2) Si f¢, x)=0(*; 8,) (quand t—0) pour un a<R satisfaisant &
a> Ef?; Re 0:(0),
alors 'équalion (4.1) a une solution unique u(l, x) vérifiant

u, x)=0@%; 0.,) (quand t—0).

(3) Si ft, x)=0 et si les nombres p,(0), -, pn(0) sont distincts, la solution

générale de (4.1) est de la forme
ut, X)= 3 pi(xHn,

ou pour tout i=1, -, m, les ¢ (x)=C{x} sont arbitraires.
4) Si f@t, x)=0@*; 8,) (quand t—0) pour un a =R satisfaisant a

a >1rn_ax Re 0;(0)

SISM

et si les nombres p,(0), -+, 0.(0) sont distincts, alors {oute solution de (4.1) est

de la forme

utt, )= 3 NP0 6,)  (quand 1-50)

pour des p(x)=C{x} (G=1, -, m).

Nous allons donner maintenant une variante du lemme 2. Soient I, I,, I,

des sous ensembles de {1, 2, ---, m} satisfaisant aux conditions suivantes:
) LVLUL={1,2, -, m};
2) Lxg;

4) max Re p;(0)< min Re p,(0) pour p=1, 2.

iely i€lp+
Lorsque [, @ et I3 @, nous poserons

M,= max Re p;(0) pour p=1, 2,
ielp

mp= min Re p;(0) pour p=2, 3.
iely,
Enfin si /,=@ nous posons M,=—oo et si [;=@ nous posons m;=-+co.
Alors comme conséquence du lemme 2 nous obtenons:

Corollaire 3. Soient a=R, bR, u(t, x) et f(t, x) deux fonctions.
posons que :
) a<b;
i) u@, x)=0@%; 8.) (quand t—0);
i) f@, x)=0@"; 8.) (quand t—0);

Sup-
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iv) u(, x) et f(@, x) satisfont a (4.1).
Alors:

1) Si M,<a<b<ms,, nous avons u(t, x)=0@"; 0.) (quand t—0).

2) Si M,<a<b<ms, nous avons u(t, x)=0("; .) (quand t—0).

(3) Si Mi<a<im, et My<b<ms et si les p;0) pour i<I, sont distincts,
nous avons

ult, x)= 2 ;xS0 ; 0.) (quand t—0)
icly

pour des @ (x)=C {x} (G<1,).

Remarque. Si I,=¢@, la conclusion (1) du lemme 2 entraine le résultat (1).
Si I,=¢, la conclusion (2) du lemme 2 entraine le résultat 2). Si I,=1L,=0,
la conclusion (4) du lemme 2 entraine le résultat (3).

Démonstration dans le cas général. Posons

0
C,,—lgp(ta—t—piu)), p=1,2,3.
C, est un opérateur différentiel a coéfficients holomorphes au voisinage de
Iorigine de C™ et I’équation (4.1) s’écrit:

01C2C3u:ch3C2u:f .

Si M, <a<b<im, posons w=C,C,u. Alors, w=0(";d,) (quand ¢—0) et
Ciw=f=0(@"; 8,) (quand t—0). Donc d’aprés (2) du lemme 2 nous avons w=
O@®; 8,) (quand t—0). Par conséquent, en appliquant (1) du lemme 2 a I’équa-
tion C,C;u=w nous obtenons u=0(@"; &,) (quand t—0) ce qui est la conclusion
(1).

Si M,<a<b<ms,, en posant w=C,u et par le méme type d’arguments nous
obtenons la conclution (2).

Si M,<a<m, et M,<b<m; nous posons w,=C,C,u et w,=C,u. Alors,
w,=0(@"; 8,) (quand t—0) pour p=1, 2, Cyw,=f et Csw,=w,. En appliquant
la conclusion (2) du lemme 2 a I’équation C,w,=f nous obtenons w,=0@; &)
(quand ¢t—0); par suite, en appliquant la conclusion (1) du lemme 2 a ’équation
C,w,=w, nous obtenons w,=O0("; &,) (quand ¢—0). Donc si les p;0) pour
i€ 1, sont distincts, en appliquant la conclusion (4) du lemme 2 a 1’équation
C.u=w, nous obtenons le résultat (3) du colloraire 3.

Le corollaire 3 est donc bien une conséquence du lemme 2.

Soit
R[{1:6, — 0,

un opérateur de &, dans &,. Considérons I’équation :
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@.3) ((t(%)m+cm_1(x)<ta—al;)m—l+ +co(x))u=R[u] .

Soit s>0; imposons la condition suivante a R :

B2 { Si u@t, x)=0(*; @,) (quand {—0) pour un a>0,
8

alors R{u]=0("; 8,) (quand t—0) pour tout b< min {2a, a+s}.

Alors nous avons:

Lemme 3. Soient I,, I,, I,, M,, M,, m, et m; comme dans le corollaire 3.
Soit s>0 et supposons que I'opérateur R[ 7:0.—0, satisfait a la condition (By).
Supposons aussi que u(t, x)=0, soit une solution de (4.3). Alors:

(1) Siu@, x)=00%; 8,) (qguand t—0) pour un a>max{0, M}, nous avons
ut, x)=0("; 8,) (quand t—0) pour tout b<<ms,.

(2) Si ut, x)=0@*; 8,) (quand t—0) pour un a>max{0, M.}, nous avons
u(t, x)=0(@"; 8,) (quand t—0) pour tout b<<ms,.

3) Siult, x)=00%; 8,) (quand t—0) pour un a>0 satisfaisant a

4.4) M, <a<m;<M,<min {2a, a+s}
et si p,(0), i€, sont distincts, nous avons

4.5) u@t, x)= 3 @, () +0@°; 8.) (quand t—0)

icly

pour des ¢ (x)eC{x} (icl,) et un nombre b>M,.

Démonstration. Nous démontrons (1). Supposons que u(t, x)=0%; 0,)
(quand ?—0) pour un g >max{0, M,}, et soit b>0 tel que a <b<wm,. Prenons
une suite a,, a,, -+, ay vérifiant:

1) a=a.<a, < <ay=b;

2) a;. <min{2a;, a;+s} pour tout i=1, 2, ---, N—1.

Posons f(, x)=R[u]{, x)d,. Comme nous avons u(f, x)=0@¢* ; ,) (quand
t—0), en utillisant (B;) et la condition a,<min {2a,, a,+s} nous avons f(, x)
=0(%?; 8,) (quand t—0) et d’aprés la conclusion (1) du corollaire 3 nous avons
u(t, x)=0(@"2; 0,) (quand ?—0) ce qui signifie que f(t, x)=0(@*%; d,) (quand
t—0) comme a,< min {2a,, a,+s}. En utilisant 4 nouveau la conclusion (1) du
colloraire 3 nous obtenons u(t, x)=0(%¢; §,) (quand {—0). Et par récurrence
nous obtenons ainsi u(t, x)=0(@¢"~; 0.) (quand t—0) ce qui prouve la conclusion
(1) du lemme 3.

La conclusion (2) du lemme 3 se démontre de la méme maniére.

Démontrons (3). Supposons que u(f, x)=@1*; 8,) (quand ¢—0) pour un a>0
satisfaisant a

M, <a<m;<M,<min {2a, a+s}.
Prenons bR tel que
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M,<b<min{2a, a+s, ms}.

Posons f(t, x)=R[u]{t, x)€6.: par (By) nous avons f(, x)=0(@"; §.) (quand
t—0); par suite en appliquant la conclusion (3) du corollaire 3 nous obtenons
(4.5) pour des ¢, (x)=C{x} (f=l;). La partie (3) du lemme 3 se trouve ainsi
démontrée.

Nous allons appliquer les résultats du lemme 3 a certaines équations aux
dérivées partielles non linéaires.

Soient :
-a; .(t, x)E0, pour j+|a|<m; par définition il existe s>0 tel que

(4.6) a; ¢, x)=0@; 8,) (quand t—0) pour tout j4+|a|<m.

-R(C\{0}) le revétement universel de C\{0};
SS(e(s)={te R(CN\{0}); 0<|t| <e(argt)} ol e(s) est une fonction définie sur
R continue et strictement positive;
-D.={xesC"; |x;' <r, 1=1, ---, n}.
Posons

Zz{Zi-n}j+‘nl§m; Zj,nEC;

soit Gs(t, x)(Z) une fonction holomorphe en les varables (¢, x, Z) définie dans
S(e(s)XD-X1{Z; | Z; | <r} et ayant la forme suivante:

“@.7) Golt, )(2)= 3] &t )27,

iy

ou
9= 1{gj. a} jr1aism , 7;,a =N,
lgl= 2 Gja,

Jj+iajsm

Zi= 11 (ZjJ)""
Jtlaizm
et g.t, x) (lg!=2) sont des fonctions holomorphes définies dans S(e(s))X D,.
De plus supposons que pour tout §#>0 et toute partie compacte KX L de D, X
{Z; |Z; .| <r} nous ayons

max |G, x)(Z)|=0(1)

(z, Z)eKxL

quand t—0 dans Sy.
Considérons 1’équation suivante :
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(&) () +eno(t ) 4 - e
:j*r%:sm @l x)( ai) ( )

16, ({12 () PE

Si nous posons

Ri= 3 aput, () ()

Jtials 3x

O\ 0\
+Galt, V)(Kté?) (5;) u}J?lﬂiém)y

les conditions (4.6) et (4.7) ainsi que le fait que R satisfait a la condition (B,)
nous permet d’appliquer le lemme 3. Nous obtenons ainsi:

Proposition 2. Soient I,, I,, I,, M,, M,, m, et m; comme dans le corollaire
3. Supposons que u(t, x)0, soit une solution de (E,). Alors:

1) Siu@, x)=0@¢%; 0,) (quand t—0) pour un a>max{0, M.}, nous avons
u(t, x)=0(@"; 8,) (quand t—0) pour tout b<ms,.

2) Si u(t, x)=0(@*; 0,) (quand t—0) pour un a>max{0, M,}, nous avons
u@, x)=0@"; 0.) (quand t—0) pour tout b<ms.

3) Si u(t, x)=0@*; 0,) (quand t—0) pour un a>0 satisfaisant

M, <a<m,<M,<min {2a, a-+s}

et si p;(0), i€1,, sont distincts, alors nous avons
ult, x)= 3 @, (x)*+0@¢°; 8,) (quand t—0)
iely

pour des ¢i(x)eC{x} (I€1;) et un nombre b>M,.

Pour terminer discutons l’unicité de la solution de (E,). Soit u(, x)=0,
une solution de (E,); supposons que u(f, x)=0(?; &,) (quand {—0) pour un g >0
satisfaisant a

a >112§)n5 Re 0:(0) .

La conclusion (2) de la proposition 2 avec I’hypothése que I,=I,=@ et my=oo
nous donne :

(4.8) u(t, x)=0@; 0,) (quand t—0);

c’est a dire que u(t, x)=0(@°; 8,) (quand {—0) pour tout 5>0.
Nous avons beaucoup plus:
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Proposition 3. Soit u(t, x)=0, une solution de (E,) vérifiant u(t, x)=
Ot ; 8,) (quand t—0) pour un a>0 satisfaisant a

4.9) a >11;r§a51§t Re 0:(0) .
Alors u(t, x)=0 dans 0O,.

Démonstration. Posons

b, x)zgia—giz%@({(ta%)j( a% Yut, x)ﬁ}jwm)da.

Comme a>0, par (4.7) nous avons
bja(t, x)=0(@"; 0.) (quand t—0).
Soit s>0 comme dans (4.6), et p>0 tel que

0<<p<min {:—1, %} .

Posons
w(t, x)=t""u(t, x)=6,
et
cj,l!(t) x)=t_p"”(aj,ﬂ(ty x)+bj,n(t) x))€5+ .
Il est alors aisé de voir que w(, x) est solution de I’équation aux dérivées

partielles linéaires:

4.10) C(ta%+a;x)w: > ¢l x)(ta%——mai-i-a)j(t/’__a__)"w.

jtlajsm 3x

De plus si 4,(x), -+, Ax(x) désignent les racines du polyndme C(A+a; x) la con-
dition (4.9) entraine

Re 2;(0)<0 pour tout ;=1, ---, m.

Par suite en appliquant le théoréme d’unicité de Tahara [13] ou Baouendi-
Goulaouic [1] a I’équation (4.10) nous obtenons u(¢, x)=0 dans &,.

§5. Fin de la Démonstration du Théoréme Principal

Dans ce paragraphe, nous appliquons les résultats des § 1 4 4 aux équations
aux dérivées partielles singuliéres non linéaires de la forme

® (1) w=r (e {03 ) )

introduites dans notre introduction et nous complétons la démonstration du
théoréme principal.
Dans tout cette section nous supposons vérifiées les conditions (A,), (A,) et
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(Ay) (voir lintroduction). Désignons par p,(x), -+, pn(x) les fonctions de x
racines du polynome :

oF
Clo: x):pm_jg,n(m ©, %, 0))o’ .

Rappelons les notations:
J.={ie{l, -+, m}; Re p;(0)>0}.
p=le cardinal de /..

Lorsque p=1 quitte a changer la numérotation nous supposons que :

Re p;(0)>0 pour 1<i<yu,
(6.1 { o #

Re 0:(0)<0 pour p#+1=:=m.

Les conditions (A,), (A;) et (A,;) entrainent que I’équation (E) s’écrit sous

la forme
() semmtol( ) e

0\// 0\
=tb)+G(t {(157) (57) 4} o)

qui est un cas particulier d’équations du type (E,) et (E;). De plus nous avons

F
cj(x)=—a%j:(0, x, 0), 7=0,1, .-, m—1.

Les résultats dans §1 a 4 nous donnent:

(C,) (voir corollaire 1). Si p;(0)&N* pour tout :=1, ---, m, I’équation (E)
a une solution unique wu,(, x)(=u,) holomorphe au voisinage de !’origine de
C, X C? vérifiant u,(0, x)=0.

(C,) (voir théoréme 3). Supposons z=1, (5.1) et les conditions suivantes:

i) p.(x), -+, pu(x) sont holomorphes au voisinage de x=0;

i) C1;0)x0;

i) CE+7:10:0)+ - +7,0,(0); 0)=0 pour tout

(G, HNENXN* satisfaisant a i+ || =2.

Alors pour tout ¢,(x), ---, @u(x)=C {x} I’équation (E) admet une solution unique
U(ps, =+, ¢)(t, x) appartenant & 0, de la forme

U(§01, ) 90,1):1_221 ui(x>ti

l+2mlj|2k+2m¢i,j, p(X)FHNOIEI iy (B (o §)
177121

avec @oc,.o(X)=0p(x), p=1, -, p ou ¢,=(1,0,:,0), -, e=0,-,01. I
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est immédiat de voir que U0, ---, 0)=u, qui est la solution holomorphe unique
donnée dans (C,).

(Cy) (voir la discussion des §2 a 4). Soit 0<p</<p. Supposons qu’il ex-
iste des nombres réels s, a, b vérifiant les conditions suivantes:

1) 0<s<minf{l, I}lsizl;l Re 0:(0)} ;

2) magc Re p,-(())<a<p r{n? lRe 0:0);
i< +1si<
3) max lRe 0:0)<b<min {2a, a-+s}.

p+1gis

Alors sous les conditions données dans (C,) nous avons

L
U((Ply ey, QO 01 ) 0)_U(goly Oy 0’ Ty 0)_ 2 SDi(x)tpi(I)

i=p+1

=0(; 8,) (quand ¢—0).

Désignons par S, !’ensemble des solutions de (E) appartenant a &, et re-
tournons a la démonstration du théoréme principal.

La condition (C,) ci-dessus nous donne immédiatement la conclusion (I) du
théoréme principal. Les conditions (C,) et (C,) signifient que

{ {uo}, quand p=0,
S.D
U@y, -, 0u); (@, -, p)E(C{xH?},  quand p= 1.

Done, pour compléter la démonstration du théoréme principal il suffit de
prouver :

Théoréme 4. Supposons que (E) satisfait aux conditions (A,), (A,) et (Ay).
Alors:

(1) Si p=0 c’est a dire que Re p,(0)<0 pour tout i=1, -, m, S.={u,}.

2) Si p=1 et si on a (5.1) ainsi gue

D) pi0)xp;0) pour 1<ixj<p;

ii) C1;0)x0;

iil) CE+7.10:0)+ - +7,040); 020 pour tout (i, )eNXN*

satisfaisant @ i+|j|=2;

toute solution usS, de (E) est de la forme

(5-2) u:U(SDh ) 9011)

pour des ¢, -+, ¢, appartenant a C{x} déterminés uniquement par u.

Démonstration. Soit ucS,. Posons w=u—u, D’aprés la définition de &,

nous avons pour un a>0, w(t, x)=0(@¢*; 8,) (quand {—0). Comme u et u, sont
des solutions de (E), w est solution de
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o\m j '3 j a
©.3) (ta_t) w:F(t’ * {(ta%) (aix) w+(t3§t) (8%) wlt, x)}(]_, a')elm)

oNi/ 0 \a
—F(t, % {(t3) (35) wte of er)

Les hypothéses (A)), (A,) et (A,) entrainent que I’équation (5.3) pour w est un
cas particulier d’équation (E,. Par suite si nous supposons que Re p;(0)<0
pour tout /=1, ---, m nous avons

a>0= max Re 0.(0)

et la proposition 3 nous donne w=0. Ce qui prouve !’assertion (1) du théo-
réme 4.

Pour démontrer (2) supposons donc avoir p#=1, (5.1) et i), ii), iii). Nous
pouvons supposer sans nuire & la généralité (en changeant éventuellement la
numérotation) que

0<Re p,(0)= - =Re p;,(0)
<Re 0:,::(0)= - =Re p.,(0)
< <Re piy_;1(0)= - =Re p;,(0)

avec 0<7, <4< - <iy=p. Posons i,=0 et
ml:Re pil_1+l(0)= - =Re Pi,(o), l=1, ) N.

Choisissons s>0, a,, -, ax, Ay, = et by, ---, by tels que

1) 0<s<min{m,, 1};

2) a;<m<b,<min{2a;, a;+s, a+,}, =1, -+, N.

Soit u €S8, fixé, posons w,=u—u,; comme w,<0, nous avons pour un a >0,
w,=0@*; 6,) (quand {—0). En appliquant la conclusion (1) de proposition 2 a
w, qui est solution d’équation (5.3) qui est de la forme (E,) nous obtenons w,=
O(t*1; 6,) (quand t—0) et la conclusion (3) de la méme proposition nous donne

(6.4) wx=p§1%(x)t"”“’+0(t"‘; 0,)  (quand ¢{—0)

pour des ¢,(x), -+, ¢;,(x)=C {x}.
Posons maintenant

wu=U(py, -+, ¢4, 0, -, 0) et wy=u—u,:

par (5.4) et (C,;) nous avons
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We=Uq—U;+ W,
=U(©, -, 0—=Ulpy, =, @i,y 0, =+, 0)
+;§11 e P L0 ; O.)
=0(@t";0.) (quand {—0).

De plus w, est solution de

3 \m (1, 8N/ BN\ 8 \a
() we=r (2 () ) et () (G e 9, )

3\ 9 \e
—(t o {(5) (G3) w9, )

qui est une forme particuliére de (E,). Donc, par (2) de la proposition 2 nous
avons w,=0(t%; §.) (quand {—0). En appliquant (3) de la méme proposition
nous obtenons

12
(5.5) we= > @p(x)P2*400%; 0,) (quand ¢—0)

1

D=11+1

pour des @, .,(x), -, @i, () EC {x}.
Introduisons maintenant

uy=U(py, =+, ¢, 0, -, 0) et wy=u—u,:
par (5.5) et (C;) nous avons
Ws=U,—Us+ W,

=U(§Dl’ o SDil’ 0’ ] O)_U((PI: ) (ptz: O; T 0)

+ 3 eyt 0@s; 6,
=i+

=0(; 8,) (quand ¢t—0).

En répétant cet argument, nous obtenons des fonctions Qiye1(X), =+, @u(x)
eC {x} telles que si nous posons

UL:U(SDU Ty SDil) OJ Tty 0)
pour ({3, ---, N} et w;,,=u—u,; nous avons
wi,=0@"; 8,) (quand ¢—0).

En particulier pour (=N, wy,, vérifie

m i/ \a AN/ O \a
(130" wne= (1 5 (15 (o) vt (15 (o e 0, )

oN\i/ 0 \«
=P s () (G2) w9, )
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qui est une équation du type (E,). Comme wy.,,=0(@""; d,) (quand —0) et
que by>my la proposition 3 entraine wy.,=0 c’est a dire que

u=uy=U(p,, -+, ¢n)

ce qui pouve (5.2).

Pour obtenir I'unicité il suffit de prouver que

(5.6) Ulps, - ¢)=U(¢y, -, ¢u)  dans 0,

entraine ¢;(x)=¢;(x) dans C{x} pour tout i=1, ---, p.
D’aprés (5.6) nous avons

6.7 0=Ulpy, =+, ¢u)—U(¢s, -, ¢p)
= 3 (P ()~ GoN PO L0 6.) (quand £0).
Comme Re p,(0)<b, pour p=1, -+, i, et les p,(0), ---, p,,(0) sont tous distincts,
(5.7) nous donne
(5.8) ©p(x)=¢p(x) dans C{x} pour tout p=1, ---, 7;.
Maintenant (5.6) et (5.8) entrainent facilement
0=U(@y, -, @u)—U(ds, =, Py
= 3 @s0—gy(NrsD 056 (quand 1-0)
ce qui donne
p(x)=p(x) dans C {x} pour tout p=z,+1, ---, 7,.
Et par récurrence nous obtenons
©p(x)=¢p(x) dans C{x} pour tout p=I1, ---, p

ce qui termine la démonstration du théoréme 4 et compléte la démonstration du
théoréme principal de cet article.

Bibliographie

[1] Baouendi, M.S. et Goulaouic, G., Cauchy problem with characteristic initial hyper-
surface, Comm. Pure Appl. Math., 26 (1973), 455-475.

2] Gérard, R., Une classe d’équations aux dérivées partielles non linéaires a singu-
larité réguliere, Séminaire Vaillant, Propagation of singularities and differential
operators, 53-71, Travaux en Cours, Hermann, 1985.

[3] ———, Une classe d’opérateurs singuliers non linéaires & singularité réguliere,
Séminaire d’analyse P. Lelong--P. Dolbeault—H. Skoda, 146-162, Lecture Notes in
Math,, 1198, Springer, 1986.

[47] Gérard, R, et Tahara, H., Nonlinear singular first order partial differential equa-



[5]

L6]

[7]
[8]
[9]
[10]
[11]
(12]
[13]

[14]

SoLuTioNs HOLOMORPHES ET SINGULIERES 151

tions of Briot-Bouquet type, Proc. Japan Acad., 66-3 (1990), 72-74.

Gérard, R. et Tahara, H.,, Holomorphic and singular solutions of nonlinear singular
first order partial differential equations, Publ. RIMS, Kyoto Univ., 26 (1990), 979-
1000.

, Théoréme du type Maillet pour une classe d’équations aux dérivées
partielles analytiques singuliéres, C.R. Acad. des Sciences, Paris, 312 (1991), 499-
502.

, Maillet’s type theorems for non linear singular partial differential equa-
tions, to appear in J. Math. Pures et Appl., Paris.

, Maillet’s type theorems for non linear singular partial differential equa-
tions without linear part, preprint of IRMA, Strasbourg.

Ishii, T., On propagation of regular singularities for solutions of nonlinear partial
differential equations, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sec. IA, Math., 37 (1990), 377-424.
Madi, N.S. et Yoshino, M., Uniqueness and solvability of nonlinear Fuchsian equa-
tions, Bull. Sc. Math., 2¢ série, 114 (1990), 41-60.

Tahara, H., Fuchsian type equations and Fuchsian hyperbolic equations, Japan. J.
Math., 5 (1979), 245-347.

, Fundamental systems of analytic solutions of Fuchsian type partial
differential equations, Funkcialaj Ekvacioj, 24 (1981), 135-140.

— , On a Volevic system of singular partial differential equations, /. Math.
Soc. Japan, 34 (1982), 279-288.

, Singular hyperbolic systems, V. Asymptotic expansions for Fuchsian

hyperbolic partial differential equations, /. Math. Soc. Japan, 36 (1984), 449-473.







