
Pub/. RIMS, Kyoto Univ.
29 (1993), 121-151

Solutions Holomorphes et Singulières
d'Équations aux Dérivées Partielles

Singulières Non Linéaires

par

Raymond GÉRARD* et Hidetoshi TAMARA**

Introduction

Dans l'article [5], nous avons étudié les solutions holomorphes et singulières
d'équations aux dérivées partielles singulières non linéaires du premier ordre du
type Briot-Bouquet. L'objet du présent travail est d'étendre les résultats de
[5] aux équations d'ordre quelconque. Le cas où l'équation est linéaire a été
étudié par Tahara [11] et [12].

Notations :
N— {0, 1, 2, • • • } , ensemble des entiers naturels;

Pour tout «=(«!, ••• , an)^Nn nous noterons

. . . / d Y
« , + .-.+«. e t - =

Définissons :

fm={(j, a^NxNn; ;+|a |^m et

ô=le cardinal de Im,

Soit à un polydisque centré à l'origine de C txCJxC|; notons

f=0, Z=0}.

Soit F(t, x, Z) une fonction de (t, x, Z) définie dans le polydisque à qui satisfait
aux hypothèses suivantes :

(AO F(t, x, Z) est holomorphe dans J;
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(A8) F(0, x, 0)=0 dans J0;

dF
(A3) ^r~ (0, x, 0)=0 dans J0 si |a| >0 .

<Mj,a

Introduisons également :
-3UC\{0}) le revêtement universel de C\{0} ;
-Sd={ttE&(C\{Q}); |arg£|<0} un secteur dans #(C\{0});
-S(e(s))={fe3l(C\{0});0<|f|<e(argf)} où e(s) est une fonction définie sui

Rs continue et strictement positive ;
-0r={*eC»; Kl^r, i=l, -, n} ;
-C{%} l'anneau des germes de fonctions holomorphes à l'origine de C£;
-Cri*} le sous anneau de C {x} des fonctions holomorphes dans Dr ;
-5+ l'ensemble des fonctions w(£, x) vérifiant les conditions suivantes:

i) il existe une fonction e(s) définie sur Rs continue et strictement positive
et un nombre réel strictement positif r tels que u(t, x) soit holomorphe
dans S0(s))x£r ;

ii) il existe un nombre réel a>0 tel que pour tout 0>0 et toute partie
compacte K de Dr

max |u(f, x)\=O(\t\a)

lorsque t tend vers zéro dans S#.

Le problème. Déterminer toutes les solutions de l'équation aux dérivées
partielles

(E)

qui appartiennent à Ô+.

Désignons par PI(X), •••, pm(x) les fonctions de x racines du polynôme

C(p\ X)=pm- S(â9T-(0, X,

Ces fonctions seront appelées les fonctions caractéristiques de l'équation (E) et
C(p ; x) le polynôme caractéristique de (E).

Notons
/+={ie{l, • • - ,m};Re^(0)>0} ,

(0.1)
fjt=le cardinal de /+ .

Lorsque ^=0 cette condition signifie donc que Re ̂ (0)^0 pour tout i=l, ••• , m.
Lorsque fjt^l quitte à changer la numérotation nous pouvons supposer que:

Re io î(0)>0 pour l^i^u ,
(0.2)

Re pM^Q pour
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Sous la condition de Poincaré (cf. [5], [6]) nous pouvons donner une réponse
au problème posé ci-dessus.

Théorème Principal.
( I ) (Solutions holomorphes). Si pi(Q)&N* pour tout i=l, ••• , m, l'équation

(E) a une solution unique u0(t, x) holomorphe au voisinage de l'origine de CÉxCJ
vérifiant z/0(0, *)=0.

(ÏÏ) (Solutions singulières). Soit <S+ l'ensemble des solutions de (E) apparte-
nant à Ô+. Alors nous avons:

(ïï-1) Si fjL=09 <S,= {u0(t, x ) } .
(H -2) Si fjt^l et si

i) /0i(0)*/0/0) pour l^i*j<[Ji;
ii) C(1;0)M);

iii) Ctf+ynDiCOH ----- r-y^CO) ; 0)^0 pour tout (i, j)^NxN^ satisfaisant
à /+ | / l^2 ;

alors pour tout <pi(x)9 • • • , <pp(x)ŒC{x} l'équation (E) admet une solution U(<pi(x),
-• , ypW) appartenant à ô+ de la forme

t)k

i + 2m\j\^k+2m
I j l â l

avec (pQ,ep,M=<pP(x), />=!, ••• , A* où 0i=(l, 0, ••• , 0), ••• , ^=(0, ••• , 0, 1). De
plus, nous avons

Remarques. (1) Quand m=l, ce théorème nous redonne le résultat de
Gérard-Tahara [5].

(2) Lorsque l'équation est linéaire, un résultant plus complet a été donné
dans Tahara [11] et [12].

L'exemple suivant explique la différence entre le cas linéaire et le cas non
linéaire.

Exemple. Considérons

(0.3) tfa=(i+2j=I)u + atu%±- ,
ot ax

où (t, *)eCxC et aeC. Si a=Q l'équation (0.3) est linéaire, et si a^O (0.3)
est non linéaire. Alors :

(1) Par le théorème principal nous avons

et U(<p(*)) est de la forme
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où les coefficients <pk(x) (&ï^0) sont déterminés par <pQ(x)=<p(x) et

(2) Si nous prenons <p(x)=x, la solution U(y>(x)) se réduit à

Le domaine de la convergence de w* est

3UC\{0})xC, quand a—Q,

S(s(s))xC, quand

avec e(s)=(2VT/|a|)1/V.
(3) Soit S l'ensemble des solutions u(t, x) de (0.3) telles que u(t, x) soit

holomorphe dans S(e(s))x^r pour une fonction s(s)>0 et un nombre r>0.
Alors :

S=<S+ , quand a=0,

» quand a^O.

La preuve est comme ce qui suit. Quand a=Q, S=S+ est la conséquence de
Tahara [11]. Quand aA=0, l'équation (0.3) admet une famille de solutions de
la forme

qui n'appartiennent pas à £+.
(4) Lorsque a^O, il semble difficile de déterminer la structure de S. Nous

présentons ceci comme un problème ouvert.

Cet article est présenté de la manière suivante. Dans le § 1 nous donnons
les solutions holomorphes de (E). Dans les § 2 et 3 nous construisons une
famille de solutions appartenant à <5+. La discussion des paragraphes 1, 2 et 3
est basée sur les résultats de [7]. Dans le §4 nous rappelons la théorie asymp-
totique développée dans Tahara [14]. L'utilisation de tous ces résultats nous
permet de démontrer le théorème principal dans le § 5.

§ 1. Solutions Holomorphes

Dans cette section, nous rappelons un résultat de [7] sur la convergence
des solutions séries formelles d'équations aux dérivées partielles singulières non
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linéaires.
Soient m^N*, d^N*, t=(tlf ••• , td)^Cd et x=(xl9 ••• , Jcn)eCB et a î t j ( x )

(l<ij<Li<^d) des fonctions holomorphes dans un disque Dr={x<=Cn ;
2 = 1, ••• , n} et introduisons le champ de vecteurs

Notons :

{(a, j8, T^NdxNdxNn', \a = !0 ^m et

)— le cardinal de /(m),

Soit G2(jc)(^, ••• , td, Z) une fonction holomorphe de (x, t1} ••• , td, Z) définie dans
un polydisque centré à l'origine de CnxCdxCô<im:> ayant la forme suivante:

G8(*)tfi, ••• , td, Z)= S 5rPlQ(x)«i ... ̂ g r f^ ,
I P I + I 5 I ^ 2

OÙ

\p\=pt+ •" +pd,

l= S

5= n
<«, jS.

et pour tout p, q tel que ^! + k l ^2 les fonctions gp.q(x) sont holomorphes
dans un même disque centré à l'origine de Cn.

Pour simplifier la présentation nous écrivons 7mw pour

O

Soient c/*) (0^/^m— 1) et ^(A;) ( l ^ f^ûf ) des fonctions holomorphes dans
Dr. On peut donc considérer l'équation

(EO (rm+cm-l(x)rn-l+ - +CoW)M= S 6i(JcXi+G,(x)ft1, ••• , ïd, Vmu)
t = l

qui est un cas particulier de l'équation étudiée dans [7].
Dans cet article, par série formelle nous entendons une série formelle en t

de la forme
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(1.1) Ô(f, *)= S MpOOtf ' - fS"
I21

où les coefficients wp(*) sont tous holomorphes dans un même polydisque centré
à l'origine de Cn ; une solution formelle de (Ej) est par définition une série
formelle de la forme û(t, x) qui vérifie formellement (EO.

Désignons par h(x), ••• , Àm(x) les racines du polynôme

D'après le § 3 de [7] nous avons :

Théorème 1. Si l'origine de C n'appartient pas à l'enveloppe convexe dans
C de l'ensemble de points {fli.i(O), ••• , a<z i d(0)}, alors :

(1) Toute solution formelle de (Ej) est convergente au voisinage de l'origine
de Cdx€n.

(2) Si

pour tout

et j=I, -,m;

l'équation (Ei) admet une solution formelle unique qui donne une solution holo-
morphe unique u(t, x) vérifiant u(Q, x)=Q.

L'équation (E) introduite dans l'introduction étant un cas particulier d'équa-
tions (EO nous avons :

Corollaire 1. Si pt(Q)&N* pour tout *"=1, ••• , m, l'équation (E) admet une
solution unique u(t, x) holomorphe au voisinage de l'origine de CxCn vérifiant
w(0, jc)=0.

Pour d'autres résultats concernant l'existence de solutions holomorphes, voir
Gérard [2] et [3] ainsi que Madi-Yoshino [10].

§2. Solutions Singulières: Cas Spécial

Dans cette section, nous étudions une classe assez restreinte d'équations
aux dérivées partielles singulières non linéaires et construisons une famille de
solutions singulières appartenant à Ô+. Cette classe restreinte d'équations a
l'advatage dans la recherche des solutions appartenant à 5+ de pouvoir être
réduite à une équation (Ei) et de permettre l'utilisation du théorème 1.

Soient ?n(=N*, (t, x)^CxCn, x=(xl9 ••• , xn), a=(alt -• , an)ŒNn, \a\ =
+an et
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Soient b(x) et c3(x) (0^/^m— 1) des fonctions définies et holomorphes dans un
polydisque centré à l'origine de Cn.

Notons

et soit G2(x)(t, Z) une fonction définie et holomorphe dans un polydisque centré
à l'origine (*=0, £=0, Z=Q) ayant de plus la forme suivante:

(2.1) G,(*)(f, Z)= S gp.q
P + I Q F I ^ 2

OÙ

q={qj.a}j+\a\ïm , Qj.

\q\ = S Qj.a,
}+}a\^m

Z<= n (Z ,.*?'•*
j+\a\^m

et gp.q(x) (pJr\Q\^2) sont des fonctions holomorphes dans un même polydisque
centré à l'origne de Cn.

Considérons l'équation aux dérivées partielles

« d \
t-fi)

et posons nous le problème de chercher une solution singulière de cette équa-
tion.

Désignons par pt(x), ••• , pm(x) les exposants caractéristique de cette équa-
tion donc les racines du polynôme

Nous avons :

Théorème 2. Soit l^l<m. Supposons:
i) pi(x\ ••• , pi(x) holomorphes au voisinage de x=Q;

i i ) Re/o1(0)>0, • • • , Re/0j(0)>0;
iii) C(1;0)M);
iv) C(i+/i/0i(0)+ ••• +y^!(0)+fe ; 0)-^0 />owr tout (i, j, k)^NxNlxN véri-

fiant i+\j\+k^2.
Alors l'équation (E2) a une famille de solutions appartenant à ô+ de la forme

(2.2) S <pt.j. kWt^tnw)'1 ••• (t"wyi(t log 0* ,

où tous les coefficients <piijik(x) (i-\-\j +^^1) sont holomorphes dans un même
disque centré à l'origine de Cn ; de plus toute solution de (E2) est déterminée de
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manière unique par la donnée des coefficients {<p0,j,Q(x)m, | / | — 1} qui sont arbi-

traires. Si nous prenous </>Q,J,Q(X)=Q P°ur t°ut J tel Qu& ! / l — 1» la solution (2.2)

se réduit à l'unique solution holomorphe de l'éqation (E2).

Preuve. Pour commencer nous allons chercher une solution "formelle" de
la forme

(2.3) û(t, x)=w(t, f i<*>, ••• , tpiw, t log t, x),

où
w(tQ, tlf ••• , th tl+l, x)= s VLj.kWfaYttJ1 ••• (ti)n(ti+l)

k
i+\j\ + k^l

est série formelle en t0, tlt ••• , th tL+l à coefficients holomorphes dans un poly-
disque commun de Cn : ensuite nous démontrerons la convergence de cette
série.

Posons
fo=f, tp=W (p=l, - , / ) et tl+l=t\ogt.

Nous avons formellement

du dw * , , dw diu

du 3w ' 9pp(x) dw
td^~ttd7,+tl^^ 3x, ip8t^' 9-1, - , « •

Donc Û(t, x) est une solution formelle de (E2) si et seulement si w(t0, tlf ••• , tt,
tt+i, JE) est une solution formelle de l'équation :

(EJ) (Tm+cm_ I(x)T™-1+ ••• +c.(x))a;=f,*(z)+Gi(x)(f0, {T'X"w} ,^n

où T et Xt, ••• , Xn sont les champs de vecteurs suivants:

T=to-r+ S

Nous remarquons que l'équation (E0 est un cas particulier d'équation (EO
discutée dans le § 1 et que le champ de vecteurs T satisfait à une condition de
Poincaré (0 n'appartient pas à l'enveloppe convexe dans C de l'ensemble de
points {1, /0i(0), ••• , /oz(0)}). De plus, par les conditions i), ii) et iii) nous voyons
qu'il existe un nombre réel r>0 tel que :

(2.4)

1) C(l; x)^=0 dans Dr\

2) C(i+j\pl(x)+ ••• +jipM+k; x)*0 dans Dr pour

tout (i, j, k)^NxNlxN satisfaisant à i+\
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Par conséquent pour avoir l'existence de solutions de Péquation (E2) de la
forme (2.2) appartenant à 0+ il est suffisant de prouver :

Proposition 1. Soit l^l^m. Supposons pi(x), ••• , pi(x) holomorphes au
voisinage de x=Q, que 0 n'appartient pas à l'enveloppe convexe dans C des points
1, /0i(0), ••• , /0i(0) et que les conditions (2.4) sont satisfaites pour un r>0. Alors,
l'équation (E£) admet une famille de solutions de la forme

(2.5) S p^.tWtfoWi/1- Wfti+0*,i±\j\ + k->\

où tous les coefficients (pitj,k(x) (i+\j\+k^l) sont déterminés de manière unique
par les coefficients (<pQ,j^(x}\ \j =1} qui eux sont arbitraires.

Démonstration de la proposition 1. Posons formellement

w= Su/,(f0, t l} • • - , th fu-i, x)
S = l

où pour tout s^l

(2.6) ws= 2 Vi.i.M(tiï(ttfi ••• (ti)jl(ti^k .
i+\j\ + k=*T

L'équation (EJ) se décompose alors en les équations

(2.7)
C(T;

où /^(M!, ••• , z^s-0 est un polynôme homogène de degré s en (£„, ^, ••• , ttt

à coefficients holomorphes en x et entièrement déterminés par wlf ••• , îi
De plus en regardant (2.6) nous voyons

z^ /~*
(2.8) C(T;x)Wl=(C(l; jr)p,.,.,(.T)+ -(1 ; x)p,.0. ,(%))/„

où ^=(1, 0, ••• , 0), ••• , e,=(0, ••• , 0, 1)<=N1, et pour s^

(2.9) C(T; x)w.= t

m

+ 2 c^ y, * ; ^)^_ft.y.,+7i = l

où par convention Pi-*, /.*+&(*)=() pour j — A<0 et où

m / (7 \
= '2(1 )etW(i+jlpM+ ••• +jipl(x)+k)"-"(k+l)(k+2) ••• (k+h)

Q=h ^ IL '
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et cm(x)=l.
En conséquence, par (2.4), (2.7), (2.8) et le fait que

C(pp(x);x)=0 (/>=!, - , / )
nous avons

2) ç>0.e oOO pour />=!, ••• , / sont arbitraires,
3) p0.o.i(*)=0,

et par (2.4), (2.7), (2.9) nous voyons que
4) <pi,j.k(x) (*+!/ + &^2) sont déterminés de manière unique par l'ensem-

ble {<po.elt*W, "•> Po.ej.oOO} et sont holomorphes dans un même disque
centré à l'origine de Cn.

Nous avons ainsi obtenu une famille de solutions formelles de la forme (2.5).
Comme le champ de vecteurs T satisfait à une condition de Poincarè, le théo-
rème 1 nous dit que la solution formelle est convergente au voisinage de
l'origine (£0=0, fi=0, ••• , ti=Q, f j+i=0). Ce qui prouve la proposition 1.

Si w(tQ, ti, ••• , ti, ti+i, x) est une solution de (E£) donnée par la proposition
1, alors

u(t, x)=w(t, tp^x\ ••• , tpiw, t log t, x)

est une famille de solutions de (E2) appartenant à ô+. Ce qui prouve la partie
existence du théorème 2.

Pour prouver l'unicité de la solution de (E2) de la forme (2.2) il suffit de
montrer que la solution formelle û(t, x) de (E2) de la forme

(2.10) û(t, x}= S çJi^.fcW^^^'-^'^/'CMogO*
i+\j\ + k^l

déterminée uniquement par la donnée des {<p0lj,QW; \j\= 1}.
Introduisons la condition :

(2.11) dans C{x\ pour tout (i, ;), (p,

satisfaisant à (/, j)*?(p, q).

Si la condition (2.11) est satisfaite, toute partie finie de l'ensemble de fonctions

(t log t)k ; i+ 1

est fonctionnellement indépendante : dans ce cas il est aisé de voir que les co-
efficients <pi.j.k(x) figurant dans l'expression (2.10) de la solution formelle û(t, x)
sont déterminés de manière unique par les fonctions {</>0,j,Q(x); \j =-1} .
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Lorsque la condition (2.11) n'est pas satisfaite, prenons des fonctions Ap(x)
r{x} (p=l, 2, • • • ) et » q ( x ) ^ C r { x ] (q=l, 2, ••• , d] telles que

dans C r { x ] pour tout p, q ,

*) dans Cr{x\ si p^pZf

) dans C r { x } si ql-^g2>

et tel que de plus comme parties de Cr{x\ nous ayons

(2.12)
{i+hpiW+~'+JipM;i

= {*„(*) ;/>=!, 2,

La solution formelle se réécrit sous la forme

+ S S ^, t(.rX»«w(f log 0*+ S î&*(x)(/ log 0*
Q=l k=l k=l

D'après la condition (2.4) par (2.12) nous obtenons:

C(ip(x)+k\ ^)^0 dans Dr pour p^l et j f e ^ O ,

C(i>q(x)-i-k ; %)^0 dans Z)r pour q=l, ••• , rf et

C(k ; x)^0 dans Dr pour ^^1 .

Donc, si nous prenons en compte le fait que C(pp(x)-f x)=Q pour />=!, ••• , /,
par un calcul facile nous voyons que les coefficients <f>p.k(x), fâ.kW et (J)k(x)
sont déterminés uniquement par <pQt f i l,0W, ••• , ^o,ez ,o(^).

Nous avons ainsi obtenu l'unicité d'une solution formelle de la forme (2.2).

Nous obtenons également :

Corollaire 2. Soit l<^l<^m. Supposons:
i) p\(x), ••- , pi(x) holomorphes au voisinage de x=Q;

ii) Reio1(0)>0, ••• , Re^(0)>0;
iii) C(l; 0)^=0;
iv) C(i+j\pM+ ••• +jipi(Q)+k ; 0)^0 pour tout

(i, j, k)£ENxNlxN satisfaisant à i+\j +k^2.
Alors, si (E2) admet une solution formelle de la forme

= s (pi.j.iMt^t^^y1 ... (t^x>yi(t iog
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où les coefficients <pitjtk(x) sont holomorphes dans un même disque centré à l'ori-

gine de Cn, alors û(t, x) est convergente dans 0+.

Preuve. Comme nous avons unicité de la solution formelle, û(t, x) coïncide
avec la solution donnée par le théorème 2; elle est donc convergente dans 6+.

% 3. Solutions Singulières : Cas Général

Comme généralisation des résultats du § 2, nous construisons dans cette
section une famille de solutions appartenant à 8+ d'équations aux dérivées par-
tielles singulières non linéaires de la forme :

(Es)

les notations et données étant les mêmes que dans le § 2.
La différence entre les équations (E2) et (E3) est la suivante :
-dans (E2), Z}ta correspond à

dt
-dans (E3), Zjitt correspond à

11 est clair qu'une équation du type (E2) est un cas particulier d'une équation
du type (E8).

Comme dans le §2 désignons par pi(x\ • • - , pn(x) les exposants caractéris-
tiques c'est à dire les racines du polynôme :

Nous avons :

Théorème 3. Soit l^l^m. Supposons:
i) pi(x), • • - , pi(x) holomorphes au voisinage de x=Q-,

i i) Re/ol(0)>0, • • • , Re^(0)>0;
iii) C(1;0)M);
iv) C(/+y1/o1(0)+ ••• +jipi(0) ; 0)^=0 />owr fow^

(/, j)^NxNl vérifiant i+\j\^2.
Alors l'équation (E3) a wne famille de solutions appartenant à Ô+ de la forme

(3.1) S ul(x)ti+ 2 vi.j.k(x)ti+*^x>+"-+*ii'W(log t ) k ,
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où tous les coefficients (pt.j.kW sont holomorphes dans un même disque centré à
l'origine de Cn ; de plus tonte solution de (E3) est déterminée de manière unique
par la donnée des coefficients {ç>0./, o(*) ; |j 'l=l} qui sont arbitraires. Si nous
prenons ç>0 t j->0(#)=() pour tout j tel que \j\= 1, la solution (3.1) se réduit à l'uni-
que solution holomorphe de Véquation (E3).

Preuve. Nous commençons par construire une famille de solutions formelles
de la forme (3.1).

Comme dans le (2.4), nous prenons un r>0 tel que b(x)^Cr{x} et

(3.2)

1) C(l; jc)^0 dans Dr\

2) C(i+j\p1(x)+ ••• +jîpM ; x)*Q dans Dr

pour tout (i, j)(=NxNL satisfaisant à z

Pour tout (i, Q)^N*xNL nous désignons par 3r(i, 0) l'ensemble des fonctions
f ( t , x] de la forme

f ( t , JO^W*', t(x)ç=Cr{xl.

Pour tout (i, j)^Nx(Nl \{0}) nous désignons par £Fr(*', /) l'ensemble des fonc-
tions g(t, x) de la forme

i + 2 m C l j ! - D

g(t, x)= 2

où pour tout k, $k(x)<=Cr{x}.
En posant

(3.3) (

' M / l l 0 = M l (xX l

W0,ep = <pQ.ep.Q(x
1 + 2 7 7 1 C I J I - 1 )

wt j= S
k=o

pour i^

pour *+ |/|è2 et |;

la solution formelle û(t, x) de la forme (3.1) prend la forme

(3.4) û(t, x)= S wt,,(t, x}

où pour tout (i, y), wltj^3r(t, j).
Il est facile de voir que la classe de fonctions £Fr(ï, y) (*'+|yi^l) possède

pour tout couple (i, j) et (/>, <y) appartenant à NxNl\{(Q, 0)} les propriétés
suivantes :

2)
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3) ^^i^^xr(pjq}^^r(ijrp, î+q}, pour \a\<m et ]8 <m.

En regardant (3.4) nous voyons que l'équation (E3) se déompose en les formules
récurrentes :

C(tdt' x)w°>eP= pour ^=1' '" ' l >

', x)witJ=FitJ(wp.q; (p, q}^AltJ} pour i+\j

ou

Ai,j={(p, q)^NxNl ; p^i, Qi^ji, ••• , Qi^ji et l<p+\q\<i-}-\i\

et Fitj est une fonction appartenant à <3r(i, j) déterminée par { w p i q ; (p,
De plus, (3.3) nous donne

3
' ' pour /èl ,

^; x^wQ,ep=C(pp(x)', x)<pGteptQ(x)tp^ pour />=!, • • - , / ,

+ s CRI, y, * ; ̂ ^.j.^Aw^^i^w^^'^waog o*
7l = l J

pour j + | y ^2 et |/|>1

où par convention y>i.j.k+h(x)=Q pour ^ + /z>?'+2m(|/| — 1) et où

Ct(i, ;, A ; x)

et CTO(%)~ 1.
Par conséquent, (3.2) et le fait que C(pp(x)\ x)=Q (p=l, • • • , / ) entraînent:

2) ^0,ep,o(^)^C fr{^} (#=1, • • • , 0 sont arbitraires;
3) U i ( x ) Œ C r { x } (f^2) et p^MeCrlx} (i+|;|^2 et |

sont déterminés par <p0.ei.i>(x), ••• , y>0 ,«i .o(*)-
Nous avons ainsi obtenu une famille de solutions formelles de la forme

(3.2) comme dans le §2. Pour compléter la démonstration il suffit de montrer
la convergence de cette solution formelle.
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Admettons pour le moment:

Lemme 1. Soit l^l^m. Supposons vérifiées les hypothèses ii), iii) et iv) du
théorème 3. Alors, il existe N^.N* tel que:

a2) RQpi(Q)>-^- pour tout i—l, ••• , /;

a,) cÇ--2m^+k+2m+jtPm+ ... +^(0); 0
oztf (/, y, k)(=NxNlxN vérifiant i

Démontrons maintenant la convergence de la solution formelle

(3.5) S ul(x)tt+ S (pï>jlk(x,}tl+^p^x^-^^^x\\Qg t}k ,
IS1

l^'li

où les coefficients ut(x) et <pltj,k(x) sont tous holomorphes dans un même disque
centré à l'origine de Cn.

Soit N un entier positif vérifiant les conditions du lemme 1. Posons dans
l'équation (E3)

(3.6) w(t, x)=t~2mu(t , x) ;

il vient pour w(t, x) l'équation :

,v*\ // 1 ~ \m . . J 1 « N771"1

(£•3)

S

ou

X

6s=tr+s et
Of

Comme Af^2m-f-l et />+|^ |^2, nous avons

Np-2m+2m\q\-L(q)^(2m+ï)p-2m+2m\q -m\q\

= (m+ï)p+m(p+\q\-2)

et
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(Np-2m+2m\q\-L(q'n+\q\^(m+l)p+\q\

Ce qui montre que l'équation (E?) est un cas particulier d'équations (E2)
nous avons étudiées dans le §2.

Désignons par Ai(x), • • • , Am(x) les racines du polynôme:

que

Nous avons:
1) ^i(x)=Npi(x)—2m pour tout *'=!, • • • , 771;

2)

La condition 1) et le lemme 1 entraînent que
i) %i(x), •-•, li(x) sont holomorphes au voisinage de A-= 0;

i i ) Re^(0)>0, • • • , Re^(0)>0;
iii) C*(1;0)M);
iv) C*(ff M(0)-f- - +jMQ)+k ; 0)^0 pour tout

(/, ;, k)(=NxNlxN vérifiant i+ |y |H-^^2.
Ce qui signifie que l'équation (Ef) vérifie les hypothèses du corollaire 2 du

§2.
La relation (3.6) transforme la solution formelle (3.5) en la série formelle

(3.7) J}ut(x)tNi-*m+ tNii-2m \j \-k-Zm

qui est un cas particulier de (2.13). Comme û(t, x) est une solution formelle
de (Es), w(t, x) est une solution formelle de (Ef).

Le corollaire 2 du §2 entraine la convergence de la solution formelle w(t, x)
dans (5+ ce qui implique la convergence de û(t, x) dans Ô+.

Le théorème 3 est donc démontré.

Démonstration du lemme 1. Notons

et
^^ • TJ /A\

Il est évident que {1, ••• , /}c/+. Prenons maintenant JVe^V* tel que

(3.8) A

La condition aj) est alors trivialement satisfaite. Les inégalités
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(3.9) R e p l ( 0 ) - ^ f l - 2

entraine la condition as). En remarquant que

et que

nous obtenons la condition a3).
Posons

,4= maxRe/o,(0)
1 r 7 < 77l

cl prenons un entier Al tel que

r 94 1
M>maxJ2, —\ .

~ ( a S

Alors, si N satisfait (3.8) et si (/', j, iz)^NxNlxN vérifie \j >M, (3.9) nous
donne :

N

i+k+2m

j\+k+2m , ,

-+ji(Rel

pour tout /=!, • • - , 777. Ceci signifie que pour un choix de A/" satisfaisant à
(3.8) la condition a4) est satisfaite pour tout (2, /, k)ŒNxNLxN vérifiant \j

Donc pour terminer la démonstration du lemme 1, il suffit de choisir un A"
vérifiant (3.8) et la condition :

i — 2ra | j |

pour tout p—l, ••• , 772 et tout (i, j,

vérifiant i+\j\+k^2 et \

(3.10)

Faisons l'étude de cette condition.
Pour h=0, 1, ••• , M, notons
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Sh={pP(Q)-j\p1(0) ;>i(0); />=!, -, m et \j\=h}.

Les conditions iii), iv) du lemme 1 nous donnent

(3.11) S/kHU, 2, —} = 0 pour /i=0, 1, • • • , M.

Il est facile de voir que la condition (3.10) est équivalente à

fi+k+2m ^0 pour
1\

<;--i-/7

(3.12)

7V

i+k ^

i-2mh + k+2m^Q . . , ^n ,, ~ A/f— &Sh pour z+^^0 et h=2, •••, M .N

De plus, comme O^S f t pour /i=2, ••• , M (par iv) du lemme 1) il est aisé de
voir que la condition (3.12) se réduit aux conditions:

bi) €ES,nQ+ pour

2_i_£
ba) - r - S E S j n Q H . pour i

b8) ^nQ^ pour

b4) N

où Q+ [resp. Q_] désignent l'ensemble des nombres rationnels strictement
positifs [resp. strictement négatifs].

Posons

M \

US f tJnQ+={ai, «2, • • • , a A:}-

La condition (3.11) nous dit que pour tout *'=!, 2, ••• , /<", a t^{l, 2, • • • } donc al

peut s'écrire

pour des entiers non nuls ct et dt satisfaisant c^l et rf^2 et de plus pre-

miers entre eux. Si N^N* est premier avec tous les dt pour i=l, •••,!<,

alors pour tout *', at^(Z/N) et nous avons bi), b2) et b3).

Posons maintenant

Lorsque 5*=0, la condition b4) est triviale. Lorsque S*^F0, introduisons

B=min{|j8| ;]8eS*}.



SOLUTIONS HOLOMORPHES ET SINGULIÈRES 139

Si N vérifie

(3.13) N>2mM-2m,
n

nous avons

i—2mh + kjr2m — (2mM—2m)
N = N

pour tout /3eS* et donc la condition b4).
En conclusion, si on prend un entier 7V qui vérifie (3.8), (3.13) et qui soit

premier avec tous les entiers dl pour i=l, • • • , K, toutes les conditions énoncées
dans le lemme 1 seront vérifiées.

§4. Analyse Asympto tique

Dans ce paragraphe, nous rappelons la théorie asymptotique développée
dans Tahara [14] pour les équations aux dérivées partielles linéaires et nous
l'appliquons à quelques équations non linéaires.

Pour ûŒ/2 et toute fonction u(t, x) nous écrivons

u(t, x)^0(ta ; <5+) (quand f-»0),

lorsque nous avons t~au(t,
Tout d'abord nous étudions l'équation différentielle ordinaire suivante :

où meAT*, et c3(x) (0^/^m— 1) sont des fonctions holomorphes définies dans
un polydisque centré à l'origine de Cn.

Désignons par p^x), ••• , pm(x) les racines du polynôme:

L'équation (4.1) peut alors s'écrire sous la forme

(4.2)

La résolution explicite de (4.2) nous donne aisément:

Lemme 2. (1) Si f ( t , x) — O(ta ; 0+) (quand £->0) pour un a^R satisfaisant à

a < min Re

alors toute solution u(t, x) de (4.1) vérifie

u(t, x) = 0(ta ; Ô+} (quand



140 RAYMOND GÉRARD ET HIDETOSHI TAIIARA

(2) Si f ( t , x) = O(ta', 0+) (quand t-*Q) pour un a^R satisfaisant à

a> max Re 0^(0) ,
l^izm

alors l'équation (4.1) a une solution unique u(t, x) vérifiant

u(t, x)=0(ta ; (5+) (quand f-»0) .

(3) Si f ( t , x)=0 et si les nombres ^(O), • • • , /om(0) sont distincts, la solution
générale de (4.1) est de la forme

où pour tout 1=1, "• , m, les <pt(x)^C {x} sont arbitraires.
(4) Si f ( t , x) = O(ta ', 0+) (quand t~->0) pour un a^R satisfaisant à

a> max Re
I g z g m

et si les nombres /0i(0), ••• , /om(0) sont distincts, alors toute solution de (4.1) est
de la forme

m

u(t, *)= S

Nous allons donner maintenant une variante du lemme 2. Soient Ilf Iz, 73

des sous ensembles de {1, 2, • • • , m} satisfaisant aux conditions suivantes:
1) /1\J/aU/,= {l, 2, .», m};
2) J2^0;
3) Itr\Ij=ÇÔ si î^=; ;
4) max Re |0i(0)< min Re /ot(0) pour /? = !, 2.

Lorsque 1^0 et /3^=0, nous poserons

Mp= max Re ̂ (0) pour /?=!, 2 ,
*e/p

mp= min Re /o^O) pour /?— 2, 3 .
ÎGlp

Enfin si /i — 0 nous posons Ml= — oo et si /3=0 nous posons w3~ + oo.
Alors comme conséquence du lemme 2 nous obtenons :

Corollaire 3. Soient a^R, b^R, u(t, x) et f ( t , x) deux fonctions. Sup-
posons que :

i) a<b]
ii) u(t, x} = O(ta ; 0 J (quand f-*0) ;

iii) f ( t , x) = O(tb; 0+) (quand t->0) ;
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iv) u(t, x) et f ( t , x) satisfont à (4.1).
Alors :

(1) Si M1<a<b<m2, nous avons u(t, x)=0(tb ; 5+) (quand f-»0).
(2) Si M2<a<b<m5, nous avons u(t, x) = O(tb ; 0+) (quand f->0).
(3) S* M!<fl<m2 e£ M2<b<mz et si les pt(Q) pour i(=I2 sont distincts,

nous avons

u(t, X) =
ie/2

Remarque. Si /i=0, la conclusion (1) du lemme 2 entraine le résultat (1).
Si /3=

:0, la conclusion (2) du lemme 2 entraine le résultat (2). Si /i = /3=0,
la conclusion (4) du lemme 2 entraine le résultat (3).

Démonstration dans le cas général. Posons

Cp est un opérateur différentiel à coefficients holomorphes au voisinage de
Porigine de Cn et l'équation (4.1) s'écrit:

Si M1<a<b<m2 posons w = CzC3u. Alors, w = 0(ta ; 5+) (quand f->0) et
Clw=f=0(tb ; 5+) (quand £->0). Donc d'après (2) du lemme 2 nous avons w; =
O06; 0+) (quand f-»0). Par conséquent, en appliquant (1) du lemme 2 à l'équa-
tion CzCsU — w nous obtenons u — O(tb ; 0+) (quand £— »0) ce qui est la conclusion

(1).
Si Mz<a<b<ms, en posant w — C^u et par le même type d'arguments nous

obtenons la conclu tion (2).
Si M1<a<m2 et M2<b<ms nous posons ivl = CzCzu et w^~C2u. Alors,

wp = O(ta; (5+) (quand ?->0) pour p=l, 2, dw^—f et Czwz=w1. En appliquant
la conclusion (2) du lemme 2 à l'équation C1wl=f nous obtenons wl=O(tb] 0+)
(quand f— >0) ; par suite, en appliquant la conclusion (1) du lemme 2 à l'équation
C3wz=wl nous obtenons w2—O(tb ; 5+) (quand f->0). Donc si les pt(Q) pour

sont distincts, en appliquant la conclusion (4) du lemme 2 à l'équation
= w2 nous obtenons le résultat (3) du colloraire 3.
Le corollaire 3 est donc bien une conséquence du lemme 2.

Soit

un opérateur de 0+ dans <5+. Considérons l'équation:
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« /5 \

t^)

Soit s>0; imposons la condition suivante à R :

Si w(f, x)=O(ta; 0+) (quand f->0) pour un a>0,
(Bs)

alors /?[>] = 0(fô ; 0+) (quand f->0) pour tout b<mm{2a, a + s}.

Alors nous avons:

Lemme 3. Soient Ilt Iz, /3, Mlt Mz, mz et ra3 comme dans le corollaire 3.
Soit s>0 ^ supposons que l'opérateur R[_ ] : 5+->0+ satisfait à la condition (Es).
Supposons aussi que u(t, X)ŒÔ+ soit une solution de (4.3). Alors :

(1) Si u(t, x) = O(ta ; 0+) (quand £— >0) /?0wr xm û>max{0, MJ, nous avons
u(t, x} = O(tb] d+} (quand f-*0) ?owr ^^ ô<ma.

(2) Si u(t, x) = O(ta ; &+) (quand £-»0) /?owr ww a>max{0, M2}, nous avons
u(t, x) = O(tb; 0+) (quand f-»0) powr ifoz^ ô<m3.

(3) 5ï wtf, ^)=O(f a ; fl+) (quand f->0) /?owr wn a>0 satisfaisant à

(4.4) M1<a<?n2^M2<min{2û,

^ si /Ot(0), fe/2, sonf distincts, nous avons

(4.5) u(f, x)= S y> t(x)^»ca ï ) + O(f & ; (5,)

MW nombre b>M2.

Démonstration. Nous démontrons (1). Supposons que u(t, x}—(ta ; 5+)
(quand £->0) pour un û>max{0, MJ, et soit ^>0 tel que a<b<m^ Prenons
une suite alf az, ••• , aN vérifiant:

1) a = ai<az< ••• <aN=b',
2) ai+ï< min {2at, at + s} pour tout i=l, 2, ••• , N—l.

Posons f ( t , x) — R\_u\(tf x)^Ô+. Comme nous avons u(t, x) = O(t°l ; Ô+) (quand
?->0), en utillisant (Bs) et la condition az<min{2al, ûi+s} nous avons f ( t , x)
= O(ta2; 8+) (quand ^->0) et d'après la conclusion (1) du corollaire 3 nous avons
u(t, x)=O(taz; 0+) (quand t-*G) ce qui signifie que f ( t , x)=O(tas ; 0+) (quand
£->0) comme a3<min{2a2 , az+s}. En utilisant à nouveau la conclusion (1) du
colloraire 3 nous obtenons u(t, x)=O(tas'} 0+) (quand ?->0). Et par récurrence
nous obtenons ainsi u(t, x}=O(taN \ 8J (quand ?-»0) ce qui prouve la conclusion
(1) du lemme 3.

La conclusion (2) du lemme 3 se démontre de la même manière.
Démontrons (3). Supposons que u(t, x)=(ta ; 0+) (quand f->0) pour un a>Q

satisfaisant à
Mi<fl<m2^M2< min {2a,

Prenons ^e/2 tel que
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M2<b<mm{2a,

Posons f ( t , x}=R[_u~\(t, x)<=0+ : par (Bs) nous avons f ( t , x ) = O ( t b ; Ô + ) (quand
if-»0) ; par suite en appliquant la conclusion (3) du corollaire 3 nous obtenons
(4.5) pour des </>i(x)^C{x} (z'e/2). La partie (3) du lemme 3 se trouve ainsi
démontrée.

Nous allons appliquer les résultats du lemme 3 à certaines équations aux
dérivées partielles non linéaires.

Soient :
-aj,a(t, x)(=d+ pour j+\a\<m; par définition il existe s>0 tel que

(4.6) a j t a ( t , x)^0(ts; 0+) (quand £->0) pour tout j+\a\ ^

le revêtement universel de C\{0} ;
(s(s))={t^&(C\{Q}); 0< \t\ <s(argf)} où e(s) est une fonction définie sur
R continue et strictement positive ;

Posons

soit G2(f, x)(Z) une fonction holomorphe en les varables (t, x, Z) définie dans
S(e(s))x£rX {Z ; Zjta ^r} et ayant la forme suivante:

(4.7) G,(f, x)(Z)= S gq(t, x)Z*9
I 5 I S 2

OÙ

\q\= S QJ.A,
j+\a\^m

z*= n (Zi. n}
q"n

j+\a\^m

et gq(t, x) (\q\^2) sont des fonctions holomorphes définies dans S ( s ( s ) ) x D r .
De plus supposons que pour tout 0>0 et toute partie compacte KxL de DTx
{Z ; \Zj,a\<r} nous ayons

max |Ga(f,

quand t-*Q dans S^.
Considérons l'équation suivante :
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= S aj.n(t, x ) t r

Si nous posons

]= S

les conditions (4.6) et (4.7) ainsi que le fait que R satisfait à la condition (Bg)
nous permet d'appliquer le lemme 3. Nous obtenons ainsi:

Proposition 2. Soient Il} Iz, /3, Mlt Mz, ?nz et mz comme dans le corollaire
3. Supposons que u(t, x)^Ô+ soit une solution de (E4). Alors:

(1) 5/ u(t, x) = O(ta ; S4) (quand t— >0) j&owr wn a>max{0, MJ

(2) 5i u(t, x} = O(ta ; 0+) (quand ^->0) /?^r wn a>max{0, M2} ,
^)=O(fô ; S.) (0wflwd f-*0) /?owr fowf ^<m3.
(3) Si u(t, x) = O(ta; Ô+} (quand f->0) /?owr MTZ a>0 satisfaisant à

Ml<a<m2^Mz<mm{2a,

si jOi(O), i'e/2, sow? distincts, alors nous avons

u(t, x)= S ^W^l(T) + Oa5; 5+)
*e/2

et un nombre b>M2.

Pour terminer discutons l'unicité de la solution de (E4). Soit u(t, x)<=0+
une solution de (E4); supposons que u(t, x)=O(ta ; 6+) (quand t— >0) pour un û>0
satisfaisant à

a > max Re /Oï(0) .
l â igm

La conclusion (2) de la proposition 2 avec l'hypothèse que 71=/3=0 et m^=oo
nous donne :

(4.8) z/(f, x)=0(r; Ô+) (quand f->0) ;

c'est à dire que u(t, x)=O(tb ; 0+) (quand ^-*0) pour tout b>Q.
Nous avons beaucoup plus :
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Proposition 3. Soit u(t, x)^Ô+ une solution de (E4) vérifiant u(t, x)=
O(ta ; <3+) (quand £-»0) pour un a>0 satisfaisant à

(4.9) a>maxRe1o i(0).

Alors u(t, x)=Q dans d+.

Démonstration. Posons

Comme û>0, par (4.7) nous avons

bj,a(t, x)=0(ta ; <5+) (quand f->0)

Soit s>0 comme dans (4.6), et p>0 tel que

(mm

Posons

et

Il est alors aisé de voir que w(t, x) est solution de l'équation aux dérivées
partielles linéaires:

(4.10)

De plus si AI(X), •" , Am(x) désignent les racines du polynôme C(^+a ; x) la con-
dition (4.9) entraine

ReJWO)<0 pour tout i=l, ••• , m .

Par suite en appliquant le théorème d'unicité de Tahara [13] ou Baouendi-
Goulaouic [1] à l'équation (4.10) nous obtenons u(t, x)=Q dans 5+.

§ 5. Fin de la Démonstration du Théorème Principal

Dans ce paragraphe, nous appliquons les résultats des § 1 à 4 aux équations
aux dérivées partielles singulières non linéaires de la forme

(E)

introduites dans notre introduction et nous complétons la démonstration du
théorème principal.

Dans tout cette section nous supposons vérifiées les conditions (Ai), (A2) et
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(A3) (voir l'introduction). Désignons par pi(x), ••• , pm(x) les fonctions de x
racines du polynôme :

C(p ;x)=p*- S ( â - ( 0 , x, 0)V •
j<m\aZjt0 r

Rappelons les notations:

^=le cardinal de /+ .

Lorsque p^l quitte à changer la numérotation nous supposons que:

Re/Di(0)>0 pour l^'^ji,
(5.1)

Re /o,(0)^0 pour

Les conditions (Ax), (A2) et (A3) entraînent que l'équation (E) s'écrit sous
la forme

a, <oe

qui est un cas particulier d'équations du type (Ej) et (E3). De plus nous avons

3F
CyW = -5«r~(0, x, 0), y=0, 1, •- , m-1 .

O^/.o

Les résultats dans § 1 à 4 nous donnent :

(Ci) (voir corollaire 1). Si ^(O^TV* pour tout f=l, --• , m, l'équation (E)
a une solution unique uQ(t, X)(=UQ) holomorphe au voisinage de l'origine de
CtxCn

x vérifiant M0(0, jc)=0.
(C2) (voir théorème 3). Supposons ^^1, (5.1) et les conditions suivantes:

i) PI W, ••• , Pft(x) sont holomorphes au voisinage de #=0;
ii) C(1;0)M);

iii) C(j+;1/o1(0)+ ••• +jflpfl(0) ; 0)^0 pour tout
(i, iï^NxN** satisfaisant à i+|;|^2.

Alors pour tout (pi(x), ••• , <pp(x)^C{x} l'équation (E) admet une solution unique
U(<pi, -•• , <pp)(t, x) appartenant à Ô+ de la forme

4- 2 9o- *(^X* + 'i 'i<*>+-+VA'<a:>(log 0*
t + 2 m i / l ^ / f e + 2 m

1^1 èi

avec ç>o.ep .oW=Ç>pW, />=!, ••• , j« où el=(lt 0, ••• , 0), ••• , «^, = (0, ••• , 0, 1). Il
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est immédiat de voir que £7(0, • • • , 0)=w0 qui est la solution holomorphe unique
donnée dans (Ci).

(C3) (voir la discussion des §2 à 4). Soit 0<p<l^fjt. Supposons qu'il ex-
iste des nombres réels s, a, b vérifiant les conditions suivantes:

1) 0<s< min {1, min Re pt(Q)} ;

2) max Re ̂ (0) < a < min Re pt(Q) ;

3) max Re^(0)<6<min{2û, a + s}.

Alors sous les conditions données dans (C2) nous avons

i
U(<pi, "• , <pi, 0, • • • , 0)—U(<p l 9 • • • , (pp, 0, ..., 0)— S (pi(x)tpi<ix:>

= 0(tb;0+) (quand f->0).

Désignons par S+ l'ensemble des solutions de (E) appartenant à Ô+ et re-
tournons à la démonstration du théorème principal.

La condition (Ci) ci-dessus nous donne immédiatement la conclusion (I) du
théorème principal. Les conditions (Ci) et (C2) signifient que

{uQ}, quand p=Q ,

{U(<pi, ••• , (pp)} (<PI, ••• , (pp)^(C{X})!Â}, quand p.^ 1.

Donc, pour compléter la démonstration du théorème principal il suffit de
prouver :

Théorème 4. Supposons que (E) satisfait aux conditions (Ai), (A2) et (A3).
Alors :

(1) Si ^=0 c'est à dire que Rep^O^O pour tout i=l, • • • , m, S+={u0}.
(2) Si fjt^l et si on a (5.1) ainsi que

i) /Oi(0)^=/o/0) pour l^i^j^fi}
ii) C(l; 0)^=0;

iii) C(i+j\pM+ •'• +7>/«(0); 0)^=0 pour tout (i, j)^NxN^1

satisfaisant à i+ \ j \ :>2 ;
toute solution u^S+ de (E) est de la forme

(5.2) u=U(<plf • • • , <pft)

pour des <plt ••• , <pp appartenant à C{x} déterminés uniquement par u.

Démonstration. Soit u^S+. Posons W = U — UQ. D'après la définition de 0+
nous avons pour un a>0, w(t, x)=O(ta ; 0+) (quand t—>0). Comme u et UQ sont
des solutions de (E), w est solution de
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(5.3)

Les hypothèses (Ai), (A2) et (A3) entraînent que l'équation (5.3) pour w est un
cas particulier d'équation (E4). Par suite si nous supposons que Re pt (0)^0
pour tout i=l, ••• , m nous avons

^ maxRe/o<(0)
ig igm

et la proposition 3 nous donne i^^O. Ce qui prouve l'assertion (1) du théo-
rème 4.

Pour démontrer (2) supposons donc avoir /*^1, (5.1) et i), ii), iii). Nous
pouvons supposer sans nuire à la généralité (en changeant éventuellement la
numérotation) que

0<Re/91(0)=»-=Re/9 i l(0)

<Re/o,1+1(0)= • • • =Re/o i2(0)

< - <Re piN_l+l(ty= - -Re piN(Q)

avec 0<*i<*2< ••• <îtf=jM. Posons *0=0 et

m£=Re ^_1+1(0)= ••• -Re pit(Q) , /=!, ••- , N.

Choisissons s>0, a1} ••• , aN, aN+i = oo et b1} •-• , bN tels que
1) 0<s<min{m1, 1} ;
2) ai<mi<bi<mm{2ai, at + s, a L + l } , 1=1, ••• , N.

Soit we£+ fixé, posons wl = u — uQ-) comme w^Ô+ nous avons pour un a>09

Wl = O(ta ; 5+) (quand £— >0). En appliquant la conclusion (1) de proposition 2 à
MI qui est solution d'équation (5.3) qui est de la forme (E4) nous obtenons wl=
O(tai\ 5+) (quand £->0) et la conclusion (3) de la même proposition nous donne

(5.4) w,= S ViWp^ + Otfi ; a+) (quand f->0)
p=i

pour des ^i(%), ••• , <
Posons maintenant

••• , <pilt 0, ••• , 0) et wz—u —

par (5.4) et (C3) nous avons
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= 0(f ô i ; f iL) (quand t-+Q).

De plus wz est solution de

qui est une forme particulière de (E4). Donc, par (2) de la proposition 2 nous
avons iv z= O(taz ; (5J (quand £— »0). En appliquant (3) de la même proposition

nous obtenons

(5.5) wz= 2 pp(A-X^cx) + 0(^;5+) (quand ̂ ->0)

pour des <pll+1(x), ••• , tp^x^C {x} .
Introduisons maintenant

UZ=U(<PI, ••• , (piz, 0, ••• , 0) et

par (5.5) et (C3) nous avons

=£%„ • • • , ç>4l, 0 , • • • , O-C/Cpi, • • • , ç»,,, 0 , • • • , 0)
12

= O(f Ô 2 ;5+) (quand £->0).

En répétant cet argument, nous obtenons des fonctions <piz+l(x), • • • , <pp(x)

x} telles que si nous posons

Ui=U(<plf • • • , çîij, 0 , • • • , 0 )

pour /e{3, • • • , A/"} et wi+l = u — ui nous avons

Wl+l=O(tbi ; 0+) (quand f->0).

En particulier pour l=N, wN+l vérifie



150 RAYMOND GÉRARD ET HIDETOSHI TAMARA

qui est une équation du type (E4). Comme wN+i=0(tbN; 5+) (quand t— >0) et
que bN>rriN la proposition 3 entraine wN+1=Q c'est à dire que

ce qui pouve (5.2).

Pour obtenir l'unicité il suffit de prouver que

(5.6) U(<pi, ••• , v^Ufa, ••• , ^) dans <5+

entraine y>iW=<pi(x) dans C {x} pour tout i=l, • • - , p.
D'après (5.6) nous avons

(5.7) 0=U(<pl9 - , <pJ-U($l9 -,0,,)

= S (pP(x)-0P(AOX'pCx) + 0(*61 ; <5+) (quand f->0) .

Comme Re/op(0)<ôi pour />=!, ••• , ^ et les /Oi(0), ••• , /otl(0) sont tous distincts,
(5.7) nous donne

(5.8) (pp(x)—(pp(x) dans C{x} pour tout />=!, •-• , il

Maintenant (5.6) et (5.8) entraînent facilement

0=£/(ç>lf - , vJ

iz
— S (<pP(x)—<t>P(x))tpp<ix>JrO(tbz;Ô+) (quand £-»0)

ce qui donne

</)p(x)=<f>p(x) dans C {x} pour tout p=i1 + lf • ••, ia.

Et par récurrence nous obtenons

<pp(x)=</)p(x) dans C {x} pour tout p=l, • • • , fi

ce qui termine la démonstration du théorème 4 et complète la démonstration du
théorème principal de cet article.
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