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Théorème de Division et Stabilité
de Systèmes Holonomes

Par

Nguyen Tien DAI*

§ 0, Introduction

Depuis R. Thorn, traditionnellement le théorème de division est lié à la
théorie de la stabilité des applications différentiables. La question de stabilité
est résolue par la méthode de linéarisation. Elle consiste à réduire la question
de la stabilité ordinaire à un problème linéaire de la stabilité infinitésimale.
Dans cet article on veut généraliser cette méthode pour étudier la théorie
de la stabilité de systèmes holonomes.

Le système holonome, par définition est un système microdifférentiel
dont la variété caractéristique est une variété holonome (voir [1], [9]). La
notion de la stabilité de systèmes holonomes apparaît pour la première fois
dans [7], [8] où on donne la définition de déformations d'un réseau holonome
vérifiant la condition de platitude. On obtient alors des bons résultats pour
la classification de systèmes de Gauss-Manin généralisés dans [4].

Quand il s'agit de l'étude de la stabilité de systèmes holonomes en
position générique (voir [6], Ch. I, §6), il est mieux d'utiliser les matrices
génératrices (cf. [2]). Remarquons que la stabilité de matrices génératrices est
un problème purement analytique qui généralise la stabilité d'applications
analytiques au cas de matrices analytiques vérifiant certaines conditions.
Donc on peut appliquer la méthode de linéarisation, en particulier la méthode
d'approximations successives et le passage du "formel" au convergent pour
démontrer ctinf.-stable implique stable" qui est le point principal de ce travail.

C'est avec grand plaisir que je remercie Professeur Frédéric Pham qui
m'a introduit la théorie de singularités de systèmes holonomes et Professeur
Bernard Malgrange qui m'a donné de précieux conseils dans l'étude et la
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réalisation de ce problème.

L Théorème de Division et Applications

§1. Définitions et Notations

1.1. Pour tout w-uple de variables x = (xl,'-,xn), C{x} = C{xl,--,xn}

désignera l'algèbre des séries convergentes en ^ l î - - - , xn.

Pour tout A EN11, A = (Al9'--,An), xA = xAl--xA".

Pour tout (^

/° °\
xA'lj= XA 1 le monôme étant à la (îj)-ième place.

\o^j)/
m

1.2. Définition. On appellera forme positive sur Rn x {!,•••, m}2 un

couple L = (L,A) formé par une application linéaire L:Rn-*R à coefficients

positifs non tous nuls (/!,•••,/„), et une matrice A = (A^-)e J?+ . On représentera

la forme linéaire L par le point P de J?+ de coordonnées (/!,•• -,/„). Une telle

forme L définit une application

L: Rlxl,.-.,m2-*R +

1.3. Remarque. On peut définir un bon ordre semi-lexicographique sur

N" x {!,-••, m}2 noté < de la manière suivante:

(«!,-••, an; ij)<(bl,-")bn; rs)

si et seulement si

et soit T(ij)<T(rs) où T(ij) = (i~ 1) •

soit (y) = (rs) et il existe p:

n tel que
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an = bn>'->ap+i=bp+i et ap<bp-

Remarquons que JV" agit sur JV" x {l,---,m}2 de la manière suivante:

A + (B\ ij) = (A + B-, y).

1.4. Définition. Soit une matrice non nulle de séries convergentes sur

C, H=(hij)E{x}n2
9 on note

hij= Z
AeNn

On appelle diagramme de Newton de H l'ensemble d'indices

On appelle exposant privilégié de H pour la direction L et on note

expL(H) le plus petit élément de Q(H) pour le bon ordre défini par L.

On dira que H est monique si le coefficient du monôme de H d'exposant

expL(H) est égal à 1.

1.5. Définition. Soit M un sous-module de C{x}m2. On appelle

ensemble des privilégiés de M pour la direction L, le sous-ensemble de

N2 x {l,---,w}2 suivant:

), He M}.

Par les formules de multiplications on obtient

Alors il existe une plus petite (pour l'inclusion) partie finie F=FL(M) de

E = EL(M) telle que

aeF

On appelle F l'escalier de M pour la direction L.

1.6o Définition. On appellera partition associée au £-uple de N11 x

{l,...,m}2, [(Al9 iJJt'-AAp, ipjp)l la partition suivante de N" x {l,..-,m}2,

l'une des parties pouvant éventuellement être vide:
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k'<k

A = JVx {!,..., m}2 \

Notons aussi qu'une somme indixée par l'ensemble vide est nulle.

1.7. Définition. Pour tout poly-rayon pe(R^)n, R%=R+-{0}, on

notera C(p) l'algèbre de séries convergentes en n variables x = (xi,--,xn):

= /= Z fA-xA,feC{X},

qui muni de la norme ll/ll^1^ I/^I'P"4? est une algèbre de Banach.
Sauf mention contraire, on munira l'espace de Banach C(p)m de la norme

et l'espace de Banach C(p)m de la norme

m

||H||=max £ ||Ay||.
l^ i^m j=l

Pour les démonstrations suivantes on utilise la notion d'un ouvert effilé
dans [5]:

ia8o Définition (Dans [S], définition (1.1.11)). Soit L une forme
linéaire sur Rn de coefficients positifs non tous nuls (/!,•••,/„). Nous dirons
qu'un ouvert V de Rn

+ est effilé pour la direction L s'il existe

et une fonction continue C: A^-^-R* tels que l'ouvert F contienne l'ouvert
suivant de Rn+:
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/i, rçe-Rn

et n<C(l\,-,l'n).

§2. Théorèmes de Divisions

2.1. Théorème de division par une famille de matrices.

Soient L une forme linéaire à coefficients positifs sur Rn et (H1,--,HP) des

matrices non nulles de C{x}m , x = (x1,-"9xn). Désignons par (Ak, ijk) l'exposant

privilégié de Hk (l^k^p) pour la direction L = (L, 0) et supposons if

monique. Notons (Afc, A) la partition associée au p-uple précédent. On a

l'algorithme de division suivante:

l/ Pour tout H G C{x}m il existe des quotients uniques g* e C{x}y k = l,--,p

et un reste unique

QeC{*}m2 tels que

(ii) g*= Z A '

(iii) Q= Y qA>ip

2/ Pour tout ae(J?*)M, quand m=\ on peut prendre a = Q, il existe un

ouvert effilé pour la direction L, F de (R% )" tel que pour tout poly-rayon peV:

(i) si HeC(p)m2 alors /eC(p), * = !,-,/> et 0eC(p)m2 et

(ii) Z 11/11 ' pAk + \\Q\\ ^ 2m2 • p-' • ||H||.
fc=i

Démonstration. Au paragraphe (2.3).

2.2. Théorème de division par un soos-module.

Une forme linéaire positive L sur N" et un sous-module M de C{x}m ,

x = (xly"-txn) étant fixés, désignons par EL(^i) et FL(JJL) l'ensemble des

privilégiés de fj. et l'escalier de \JL pour la direction L = (L,0). Alors

l/ Toute famille (Hl,--,Hp) de matrices de \JL telle que
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est un système de générateurs de /À.

2/ Tout élément HeC{x}m est congru modulo u à un unique élément de
C{x}m2 de la forme

que nous appellerons reste de la division de H par JLL. De plus pour tout

ae(R\)n, (quand m=l on peut prendre a = 0) il existe un ouvert effilé V=
V(d) pour la direction L tel que pour tout poly-rayon p e V on ait:

r(H)eC{p}m2 si HeC{p}m2 et

\\r(H)\\

3/ Notons (Ak, ijk) (l^k^p) les éléments de FL(ii) et Qk le reste de la
division de xAk'lkjk par JLL. On appelle base standard de jU, pour la direction L,

la famille Hk = xAk>ikjk-Qk, l^k^p. Elle vérifie exp(Hfc)=^fc,4jk, Hkefi et

avec les notions de 2/, Va 6 (R% )", a = 0 51 m = 1 , Vp 6 V(a)> \\Hk\\ ^ 2m2'pAk~a.

4/ // existe un ouvert effilé V pour la direction L tel que pour tout pEV

le sous-module de C{p}m2 JÂ(P) = {HEJÂ et HeC{p}m2} est fermé et facteur
directeur de C{p}m2.

Preuve. Montrons comment ce théorème se déduit du précédent.

L'unicité de 2/ s'obtient de la manière suivante: s'il existait deux
éléments distincts Q et Q' de la forme du reste et congrus modulo ^, par
différence on aurait:

Q-Q'= I (qA,ij-qfA,ij)xA'iJ,
(A,iME]L(n)

Q-Q'ïQ d'où expL (Q-Q'

et expL (Q — Q')^EL(jii) ce qui est absurde.
Pour toute famille (H1,--,HP) de matrices de /x, l'algorithme de division

permet d'écrire tout HeC{x}m2:
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si {exp H1,--, exp

Lz) = ^>, le reste de la division de H par H1,--,HP est alors le reste de
la division de H par fi\ en particulier il est nul si /e/J. L'inégalité sur les
normes est celle du théorème 2.1.

Le 3/ est immédiat.
Le 4/ s'obtient en remarquant que ju(p) est le supplémentaire topologique

du sous-espace:

H(p) = Q= * ' xA'ijEC{p}m2} dans C{p}m\
)

2.3. Démonstration du théorème 2.1.

Avec les notations de (1.7) on munit le module libre C{p}m2 de la famille
de normes suivantes qui sont toutes uniformément équivalentes: pour tout
a = (au)u=i,---,me(^ + )m2> on P°se P°ur tout

H=(hij)EC{p}m2

si p7-<l, (l^j^n) on a:

inf (p-0-max \\htj\\ ^ NX(H) ^ m2- max ||Ay||.

Muni de Nx, C{p}m est un espace de Banach que nous noterons C(p,a).

2.3.1» Lemme. (A, Ak(l^k^p)) ayant été définie en (1.6). Pour

tous pe(l?*)", ae(jR + )m2 considérons les espaces de Banach suivants:

C(AJ = VeC(p),gfc = £ g\xA

H(p,oC)= 0 C(Afe) 0 C(S) muni de la norme suivante:
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llfe1,-*"; 0)11 =E ll«*ll^k+a

Le morphisme

Ci". H(p,a) -»C(p,a)

p
(a1 ... 0P- Q} h-» Y gk xAktikjl
\M , »S > W ^^ /^ ^ ^

fc=l

e^^ wwe isométrie déspaces de Banach.

Preuve. Évidente.

Soient (/!,•••,/„) les coefficients de la forme linéaire L et a 6(J?*)n. Si
m = l, on prend a = 0 et on choisit À = Àn=Q. Si mT^l , en utilisant la
proposition (1.1.10) et le lemme (1.3.2) dans [5] on peut démontrer les
résultats correspondants dans notre cas: c'est-à-dire il existe une constante
strictement positive a et si on choisit À = (Xt.-) e (R + )m2 tels que

si T(ij)<T(rs)

et Amm<inf{a, /^ + ••• + lnan}

on a

2.3.2. Lemme. // existe des nombres réels strictement positifs j8i, •••,/?,,,
un ouvert non vide de (R%}n

e£ une fonction continue b: A-*jR+ fe/5 que:
Pour tout P'eA représentant une forme linéaire L' et L' = (L',A) on ait

L'(B,ij) — L'(Ak, ikjk)^b(P) pour chaque h compris entre l et p et chaque (B,ij)
supérieur à (Ak, ikjk) pour l'ordre défini par la forme positive L = (L, 0) sur

2.3.3. Perturbation de cpl. Nous utiliserons les notations suivantes: L'

désignera une forme linéaire réprésentée par un élément
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À toute Lf on associe une solution a' = (ajj) e (R \ )m2 du système d'équations

L'((X,fij) = hij(iJ =!,-••, m) e£ à toute L' et à tout nombre réel positif Y] on associe

le poly-rayon p' = (^lly'"^ln)- Remarquons, qu'avec ces notions, pour tout

multi-indice

,---,m}2 on a l'égalité

On choisit un nombre réel positif rj0 tel que pour tout P'eA les matrices

Hl,--,Hp soient dans C(p'0)
m2, donc dans C(p'0,a').

Comme (Ak, ikjk) est l'exposant privilégié de Hk, l^k^p, et que Hk a

été supposé monique, on a la décomposition suivante:

avec

Alors pour tout r ] E R + , rç^f/0> pour toute forme linéaire L' représentée

par un point P' e A, P' et a' associés à L' et à Y\, et pour tout k, onaUke C(p',a').

On peut donc considérer le morphisme

(p2: H(p',v>') -> C(p',a')

p

2.3.4. Lemme. // existe une fonction C:A -> 1?* définissant Vouvert

effilé pour la direction L:

que pour tout p' E v /a norme du morphisme cp2 correspondant soit inférieure

1
—
2

Preuve. Nous allons majorer la norme de cp2 et définir la fonction
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continue C au cours du calcul suivant:

||<j02||=sup
£ ||/||-p^+V-fc+H0||

fc=i

or

L'(A,y)>L'(Ak, i^)

d'après le lemme 2.3.2, L'(A,ij)-L'(Ak, iJk)>b(F) d'où

«

/

^— si
2/î

où Ton définit la fonction continue sur A, Pr h-> C(P), par l'égalité suivante:

min

On conclut que: si p'eV alors ll^ill^--

2.3.5. Comme Tisométrie

Vl: H(p',af)-+C(p',o{)

entre ces mêmes espaces de Banach est de conorme égale à un, nous venons
de montrer que le morphisme de division pour la famille (Hi,---,Hp):

H(p',of) -+C(p',ot)
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est un isomorphisme de norme inférieure ou égale à 2.
Au début de la démontration du théorème nous avions choisis A^- tel que

on en déduit que pour tout

donc pour tout qeR*^ et i\<\\

Par ailleurs nous avions remarqué que la norme habituelle de C{p'}m et la
norme Nx, sont reliées par les inégalités suivantes, pour tout E= (etj) e C{p'}m2:

max C - p ^ , ^ m - max

On en déduit l'inégalité cherchée, avec les normes habituelles

tll**ll • p'A*+\\Q\\<2-m2-p'-°-\\H\\.
fe=l

Le théorème de division dans C{xly"-,xn}
m s'obtient par passage à la limite

inductive sur p'.

2.4. Corollaire. Le morphisme q> défini par

xyj. c^'^c\r ¥ c^Tc\m ic=fic ••• % ^
T " { . J iJ* \ 1 > J W/

admet une scission \j/ C-linéaire

\l/: C{x}m2 -> C{x}r

vérifiant (po\l/o<p = (p,

De plus il existe a ERn
+ et un ouvert effilé V de R\ tels que pour tout

peF, cp et \j/ induisent ç et \j/:

C(Py # c{P}m2
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avec (poî]/o(p = (p et ||ç>||^p~fl.

Preuve. Soient Eif -'yEr les images par cp des vecteurs de la base
canonique de C{x}r, notons fj, = lm(p le sous-module de C{,x:}m2 qu'ils
engendrent. On choisit une forme positive L = (L,0) sur Rn x {!,-••, m}2 et
une famille (H1,'-,HP) d'éléments de \JL telle que les exposants privilégiés
de H*: expL(H*), 1 ̂ k^p, décrivent l'escalier FL(p) de ju; on fixe ensuite des
éléments Aj de C{x} tels que

7 = 1

D'après le théorème (2.2) toute HeC{x}m s'écrit de manière unique et
C-linéaire

^=1 ( «* • fy
j=l ft=l

gk et Q vérifiant certaines conditions et Q = 0 si, et seulement si, HE JLL= Imcp.

Posons

^r ainsi définie est une scission de (p. Pour obtenir la majoration, on applique
le théorème (2.2) et on "grossit" a pour se dispensen d'écrire les coefficients
2m2 et 111)11 .

§ 3. Applications

Nous utiliserons le théorème de division pour résoudre certains systèmes
matriciels d'équations analytiques.

3.1. Enoncés de théorème. Soient

trois familles de variables et R£C{z,y,(j)}m .
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On appelle solution du système d'équations analytiques (R), (p e C{z,y}r

avec <p(0,0) = 0 et tel qu'en substituant dans R on ait

R(z,y,ç) = Q. (R)

On appelle solution à l'ordre neN le (pneC{zyy}r
y avec (p(0,0) = 0 et tel

qu'en substituant dans R on ait:

R(z,y,(pn)em"+1 • C{z,y}m\

<m désignant l'idéal maximal de C{#}. Remarquons que si <p'n est congru
modulo (mn+l) à une solution à l'ordre n (pn alors ç'n est aussi solution à l'ordre w.

On dit qu'une solution à l'ordre w+1 (pn+i prolonge une solution à
l'ordre n (pn si les deux solutions sont congrus modulo (W+1).

Théorème. Tout système d'équations analytiques (R) admettant une
solution à V ordre w0 et tel que pour tout entier w^w 0 , toute solution à V ordre
n qui prolonge la solution à V ordre n0 donnée se prolonge en une solution à
V ordre w + 1, admet une solution convergente qui prolonge la solution à V ordre
w0 donnée.

3.2. Construction de la solution.

Quitte à effectuer un changement de variables qui transformerait

R(z,y,<l>) en R (z9y9(j)-(p0)9

on peut supposer que <p(0,;y) = 0 est solution à l'ordre 0.

Une solution à l'ordre w, (pn se prolonge en une solution à l'ordre w + 1
si et seulement si il existe yn+ie(C{y} [z]n+l)

r, où C{y} [z]n+i désignant
l'ensemble de polynômes homogènes de degré w+1 en z, tel que <pw + yM + i
soit solution à l'ordre w+1.

Une solution (pn à l'ordre w étant choisie, on notera Rn+i le terme
homogène de degré w+1 en z dans (C{y} [z]n+l)

m de

3.2.1. Désignons par At les matrices suivantes à coefficients dans C{y}:

8R
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Posons

les égalités suivantes sont satisfaites:

0) = 0

— - (0^,0) = 0, i = l,-,r.

Pour <£ = ($!, •••,<£,.), A = (Al9---.Ar) on pose

3.2.2. Lemme. Pour tout neN, considérons l'application

A,: (C{y} [*\mY - (C{y} M.)»2

yB H-> ^ - yB.

solution (pn à l'ordre n se prolonge en une solution à V ordre n + l si et

ent si .Rn+1e

Dans ce cas si

seulement si .Rn+1elm

alors (pn + yn+i est solution à l'ordre w + 1.

Preuve. À l'aide de la formule de Taylor et en négligeant les termes
d'ordres supériers à w-f 1, on exprime que

et que

Alors on a le lemme.
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Soient

/fc C{yy -* C{y}m2

y h-> A - y.

et e la scission de /? construite en (2.4).

On définit:

ft,(E ^(y)**)= I

donc s,: (C{>} [z]n)
m2 ->• (€{3;} t«]n)

r

est une scission de fin.

3.2.3 Construction de la solution. On définit par récurrence sur l'entier
n, la suite (çn) de solutions à Tordre n qui se prolongent l'une l'autre, par
les relations:

<Po = 0,

<Pn+l =

Proposition. »Sozew^ CÊ-R^, c<l et (c,--,c)E(R*;.)q+q'+r le poly-rayon
d'un poly-disque sur lequel converge un représentant de R dans C{z,y,<j)}m .

Il existe deux poly-r ayons pE(R^)q et UE(R^.)qr tel que

(i) \p\<c et \u\<c;
(ii) V n e A T , (pneC(p,nY

La proposition implique que la série ]T yn converge dans C(p,a)r\ soit
H = l

sa somme.

Alons cp e C{z,y}r est solution du système (R) et prolonge la solution nulle
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(pQ = Q fixée initialement. La démonstration du théorème est donc ramenée
à la démontration de la proposition.

3.3. Démonstration de la proposition.

3.3.1. Choix du poly-rayon IJL: A l'aide du corollaire (2.4) on fixe
/^e(J?*)€' tel que \IÂ\<C. /? et s induisent des morphismes d'espaces de
Banach entre C(n)r et C(p)m2.

Soit N la norme de £.
Pour tout ne Net pour tout p e (J?* )€, {!„ et en induisent des morphismes

d'espaces de Banach. La norme de en est N.

Comme yw + 1 = -ew+1(^M + 1), J?w+1 = -^7n+i> on obtient
en sommant

=N

3.3.2. Série majorante auxiliaire. Notons F la série en p = (pi,--,pq)
et v à coefficients réels positifs définie de la façon suivante:

2Soit (^ij)ij=i,...,m un représentant de R dans C{z,y,(/)}m2 qui converge sur
le poly-disque de poly-rayon (c,---sc):

= E
H,J,K

Cette série converge dans le poly-disque de poly-rayon (c,---,c) et satisfait
aux relations suivantes:
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dF
— (0,0) = 0.
ov

3.3.3. Les deux dernières relations provenant de (3.2.1). Grâce à ces

relations il existe r\^R%, n±<- et il existe deux séries en v\ et v> "iw»^)
<1

et H2(n,v) convergentes sur le poly-disque de poly-rayon (rjiy c) telles que
'H2(ri,v), où on pose p(f/) = (ij6

>-,ij6)e(l?î)«,

Posons

où v = ri-(o.
Alors la fonction œ — H(rj,Q)) vérifie les conditions du théorème des

fonctions implicites. Donc il existe r]0y 0 < f / 0 < f / i , tel clue ^a suite définie
par récurrence o>0 = 0, 0)n+l =H(rj0,a)n) soit bien définie et que con<c pour
tout rj.

Donc on fixe p = pOf0) e (/?*)* et la suite vn = ̂ Q'0)n vérifient les conditions:

\p\<c,vn<c et vn+l=N-F(p,vn).

3.3.4. On peut démontrer par récurrence sur n que

En effet, (p0 = 0, supposons l'assertion vraie pour n, on obtient

puis, d'après (3.3.1) et (3.3.3)

Donc on a la proposition.
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IL Stabilité de Systèmes Holonomes

§L Matrices Génératrices du Système Holonome

Soit X=Cn+l3x = (xQ,xl,--,xn) une variété analytique complexe, dont
nous noterons T*X-*X le fibre cotangent et P*X-*X le fibre projectif
associé. Soit M un germe de système microdifférentiel holonome au point
(Qydx0)EP*X, c'est-à-dire un module cohérent sur l'anneau des opérateurs
microdifférentiels (d'ordre fini) dont la variété caractéristique est un
sous-ensemble analytique dans P*X de la codimension w-f 1. Par une
transformation de contact convenable de P*X à lui-même, la variété
caractéristique de M admet un système de paramètres de la forme #1, •••,#„
(cf. [6], Ch. I. §6). Dans ce cas on dit que le système M est en position
générique. Dans toute la suite le mot système holonome signifiera "système
holonome en position générique".

On note êx [resp. S1^] l'anneau noethérien des germes d'opérateurs
microdifférentiels d'ordre fini [resp. d'ordre 0], et ̂ [resp. <f^0)] le sous-anneau
(noethérien, commutatif) des operateurs dont le symbole total ne dépend
que de £0, xly • • • , xn. Soit R un "réseau" de M, c'est-à-dire un sous-^^-module
noethérien engendrant M sur êx.

Supposons que les conditions du théorème 5.9 dans [7] sont satisfaites,
alors il existe une base wls • • - , um de R sur <f^0) telle que on a les présentation
suivante:

où Al est une matrice constante de la forme de Jordan.
Les matrices A0(x), Bt(x), i'=l, • • • , « analytiques en x = (xi, •", xn)

vérifient les conditions d'intégrabilité:

[A0(x), Bl

ÔA0(x)
=[Alt

II est facile de montrer qu'il existe une unique matrice H(x) telle que
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trac

et

dH(x)
= Bi(x\ i = 1, • • • , n.

On appelle H(x) la matrice génératrice du système holonome M (corre-
spondante à la base ulf • • • , um).

Les conditions d'intégrabilité se traduisent alors par les relations
suivantes:

It, «(,)] + *(,), ^1 = 0,
5*J

r^,^i = 0 , , - , y = i , . . , « .
I fiy• (J'Y• IL^^i t^^jj

§2. Stabilité de Systèmes Holonomes

La notion de la stabilité d'un réseau du système holonome a d'abord
été énoncée par Pham [8]. Dans ce paragraphe on étudie la stabilité du
système holonome par celle de sa matrice génératrice.

On rappelle les définitions données dans [2]. Soit H(x), x = (xlt • • • , x n )
€ C" une matrice génératrice du système M. On dit que la matrice génératrice
H(x,y) du système M est une déformation de H(x) de la base yeCk si elle
vérifie H(x,Q) = H(x).

La déformation H(xyy) de H(x) est dite triviale s'il existe <p: (Cn x Cfc, 0) ->
(C", 0) avec cp(x, 0) = x tel que

S (x, y) = H(q>(x, y)).

La matrice génératrice H(x) est dite stable si toute déformation de H
est triviale.

Une déformation H*(x, y) de H(x) de la base yeCk est dite verselle si
toute déformation H(x, z) de H(x) de la base zeCp se laisse mettre sous la
forms

B(x,z) = H*(q>(x,*), ^(ar)),

où <p: (Cn x Cp, 0) -* (Cn, 0) avec ç(x, 0) = 0, et \j/: (Cp, 0) -* (Cft, 0) avec
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«KO) = 0.

Il est traditionnel depuis J. Mather d'étudier la stabilité d'un germe

d'application defférentiable par la méthode de linéarisation. Elle consiste à

réduire la question de la stabilité ordinaire à un problème linéaire de la

stabilité infinitésimale. Ici on applique cette méthode pour étudier la stabilité

de la matrice génératrice du système holonome.

On donne une définition de la stabilité infinitésimale.

Définition. La matrice génératrice H(x) est dite infinitésimalement

stable si toute déformation H(x, z) de la base ze^, où d'idéal maximal de

Oj- est de carré nul et de dimension finie sur C, est triviale.

Théorème de stabilité. La matrice génératrice H(x) est stable si et

seulement si elle est infinitésimalement stable.

Démonstration.

Stable => inf. stable. Évidente.

Inf. stable => Stable.

Soit H(x) infinitésimalement stable.

Soit H(x, z) une déformation de H(x) de la base zeCk,

On veut construire le morphisme

(p: (Cn x C\ 0) -> (C", 0)

(x, z) H-» (p(x, z) avec (p(x, 0) = x

tel que

B(x, z) = H(q>(x, z)).

On établit le système d'équations analytiques

R(x, z, q>) = B(x, z) - H(<p(x, z)). (R)

Pour résoudre la solution cp(x, z) de ce système on utilise le théorème 3.1

dans les applications.

Pour simplifier on note

X=Cn, Z=Ck, Y=XxZ,

m = (z1, • • • , zk) l'idéal maximal de O%. Pour tout neN on définit
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On a le diagramme suivant:

X =Y0 c; - ^Ym^Yn+l'"^Y

l l I 1
{0}= *0 c; ••• <5 Zn^Zn + l ••• <-+ Z

où les flèches verticales sont les projections.

Alors la solution cp du système (R) est la rétraction de c X c^ y dans

le diagramme suivant

9

{0}C - >Z

qui vérifie R(x,z,(p,(x,z)) = 0.

La solution (pw à l'ordre neN est la rétraction de X <—> Yn dans le

diagramme suivant

9n

X f~~-: Yn

l ' l{o}C - >Zn

qui vérifie R(x,z,(pn)emn+1' Of.

Pour w = 0 on prend (p0(x) = x.

D'après le théorème 3.1 il suffit de montrer que pour tout neN la

solution çn à l'ordre n peut prolonger en une solution (jOn + 1 à l'ordre n+l.

D'après le lemme 3.2.3 dans [5], pour tout n 6 N on peut définir les

produit fibres.

O =QX x OY ,
•An-i- 1 A 1 n+ 1

0Yn

0Sri+1= C x 0Zn+1
0Zn

II est clair que l'idéal maximal de OSn+l est de carré nul et de dimension
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finie sur C.

Comme H(x) est infinitésimalement stable il existe (j>n+i dans le
diagramme suivant

<Pn+l

tel que R(x, z, (/)n+1) = 0 e Ofn+l.
En appliquant îa propriété universelle des produits fibres OXn + 1 et

OSn+1, le morphisme $M+1 induit ç>B+1 dans le diagramme suivant

» +1

tel que

c'est-à-dire

Le théorème de stabilité est ainsi démontré.

§3, Critère de Stabilité

Nous allons interpréter la stabilité infinitésimale d'une matrice génératrice

H(x), x = (Xi, • • • , xr) à l'aide de ses dérivées - , i'=l, • • • , r qui doivent
8xt

vérifier les conditions suivantes

11; H(*)] + H(x), — | =

i dH~

i est une matrice constante).
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Notons b le sous-module de C{x}m engendré par les matrices - ,
dxt

i=ly • • - , r c'est-à-dire

*=i oacj

II est clair que b est commutatif.

On dit que le sous-module b est meximal si b contienne toutes les

matrices dans C{x}m2 qui commutent avec - , i = l, • • • , r.

3.1. Remarque. Il est facile de montrer que si la sous-algèbre

bQ = <B= Y bt - , bt e C> est commutative maximale dans C™2 alors b
l t=i 8Xi J

est maximal.
On a un critère de stabilité suivant:

3.2. Proposition. Si b est maximal, H(x) est stable.

Démonstration. Grâce au théorème de stabilité il suffit de démontrer

que H(x) est infinitésimalement stable, c'est-à-dire pour tout neN on vent
trouver <^n + 1 tel que dans le diagramme suivant

l !
{o}( - >sn+l

on a R(x, z, $n + i)= Oe O™n+1 (avec les notations dans la démonstration du

théorème de stabilité).
Pour n 6 N on suppose qu'il existe une solution cpn à l'ordre n telle que

*(*,*, «»„) em"+ 1- C{x,z}ml

c'est-à-dire

#(*, «) - Hn(x, z) = 0 mod m" + 1- C{5c, ^}m2

où on note Hn(x, z) = H(cpn(x, z)).



704 NGUYEN TIEN DAI

Alors leurs développements tayloriens en z coincident jusqu'aux termes
de degré n inclus, c.a.d si

1 = 0 \*\ = l

Hm(x,z) =
1 = 0 |a|=l

alors

#(*,*) = £&*,*), / = 0, 1, ..-,«,

où H(x) = B°(x9 z) =H%(x, z).
D'autre part, puisque H(x,z) et Hn(x,z) sont les matrices génératrices

alors pour tout i = l , • • • , r et j = 1 , • • • , k on a les relations

- ' 3^-J |_ ôxt
 y dzj

En comparant les coefficients de degré n en z de ces équations et compte
tenu des relations précédentes on obtient

(^^)-fl;+1(^^)]1 = 0
dzj J

pour tout i = l , • • • , r et j = 1 , • • • , k.

Donc

*, *) - Hï"(x, *) = 0, ,' = 1, -., r.

Comme 6 est maximal alors il existe les fonctions hl
n+l(x, z), i = l , - - - , r

homogènes de degré n + l en z telles que

x, z) - HT '(*, *) = I *i+l(*, *)

Pour la solution d'ordre n

<Pn = (9Î(X, Z),—, Çn(



THÉORÈME DE DIVISION ET STABILITÉ DE SYSTÈMES HOLONOMES 705

on définit la solution d'ordre n 4- 1

avec

<PÎ+ !(*,*) = <pn(x, z) + *î+i(*>*)i i = l , • • • , ' -

Si on note Hn+l(x, z) = H((pn+l(x, z)), alors par un calcul direct on
obtient

ff(x, z) - Hn+1(x, z) = 0 mod W1*2 • C{*, ^}m2

ou

Donc, <pM s'est ainsi prolongé en <pw + 1.

L'application 0n+i est définie par

^+1:*n+1 ^ X = C*

(x, z) i-> (Ai+1(x, ar), • • • , AJ+1(jc, a)).

La proposition est démontrée.

3.3. Example. Dans [3] on construit la déformation verselle H(x)
d'une matrice génératrice H0(x1) du type Ar+1:

o

r+1
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*

et la matrice constante Al est dans la forme

1 r+1
Al = diag

r + 2' ' r + 2

Tout d'abord on définit une matrice A(x) par la formule

A(x) = X + Y o>k(*

ou

•*(*) = !&(«)*•, *• = *? • • • <-,

Qfc(a) = IV OXr + 2) - *)
a! j=i

avec

aj -h - + ar = S,

2ar -f Sa,,! + ••• -h (r + l)a! = k + 1.

(si *S = 1 on pose 0k(a) = 1).

Il est facile de montrer les propriétés suivantes:

d[A(x)f
9 y ^ mdxj Bxk

Donc il existe unique matrice H(x), x = ( x l f • • • , xr) déterminée par

H(0) = 0

et

^ = [Atof. k = 1, -, r
oxk

l^a matrice génératrice H(x) est stable par la remarque 3.1. En effet,
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l'algèbre b0 engendrée par les matrices (X)k, k = l, • • • , r est maximale.
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