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§0. Introduction et Notations

Un d-tissu 7 (d) de (C",0) est défini par d feuilletages (d=2n=2)
analytiques complexes de codimension 1 de (C",0) en position générale:

n=2,d=3.

N

On s’intéresse a 1’étude géométrique de telles configurations, c’est a dire a
un isomorphisme analytique local ¢:(C",0)— (C",¢(0)) prés (cf. le livre
classique de W. Blaschke et G. Bol [B-B] et les articles de P. A. Griffiths [G2]
et S. S. Chern [C2]).

On désigne par # =C{z;,---,z,} ’anneau des séries entiéres convergentes a n
variables. On note Q' (resp. x) le/ -module des formes de Pfaff (resp. des
champs de vecteurs) a coefficients dans « .

Un d-tissu 7 (d) de (C",0), est donné par d formes de Pfaff o,, -0,
uniques d des inversibles prés de # , non singuliéres (i.e. 0, €Q' et @ (0)#0
pour 1<i<d), complétement intégrables (i.e. dw, A®w =0 pour 1<i<d) et
telles que 1’on ait
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o, A~ (0)#0 pour 1< <---<i, <d

(i.e. les feuilles de 77'(d) sont en position générale).

A z fixé et voisin de 0e C", les formes @, définissent d points ®,(z) de P""
en position générale, ne dépendant que de 7 (d) et qu’on appelle les normales en
zdu d-tissu 7 (d) de (C",0).

Grace au théoréme de Frobenius, les d feuilles du tissu 7 (d) sont les
hypersurfaces de niveau {F (z)=cste} d’éléments F e vérifiant F(0)=0 et
tels que I’on ait

dF, A---ndF, (0)#0 pour 1<i <---<i, <d.

4

d
Un d-uplet (g,(F), - g,(F,)) € ou g eC{t} et qui vérifie Y g (F)dF =0
=1

est appelé une relation abélienne du tissu 7 (d). Cet article est essentiellement
consacré a I’étude du C-espace vectoriel

d
& (d)= {(g,(F,)).s,s,, 18, €Clt) et X g,(F)dF, = 0}
=1
des relations abéliennes du d-tissu 7 (d) de (C",0). On peut vérifier que ./ (d)
est un invariant analytique qui ne dépend que de 7 (d) et ’on sait (cf. [C1]) que
I’on a la majoration de Chern (1936):

0<rg7 (d) :=dim.¥(d)<n(d,n)
ou 7(d,n) est le nombre de Castelnuovo défini par
nld,n)=d-n)+(d-2n+1)+(d-3n+2)+---

ol la somme ne fait intervenir que des termes positifs; I’entier rg 7 (d) défini ci-
dessus est un invariant analytique de 7 (d) qu’on appelle le rang du d-tissu 7 (d)
de (C",0).

Un d-tissu '(d) de (C",0) est linéaire si ses d feuilles sont des (morceaux
d’) hyperplans de C", non nécessairement paralléles. On dit qu’un d-tissu 7 (d)
de (C",0) est linéarisable s’il existe un isomorphisme analytique local
@ :(C",0) > (C",¢(0)) qui transforme 7 (d) en un d-tissu linéaire.

Soit C une courbe algébrique réduite de P", non dégénérée (i.e. non contenue
dans un hyperplan de P"), non nécessairement irréductible, éventuellement
singuliere et de degré d. Un hyperplan générique HeP coupe C en d points
lisses distincts et 1’on suppose que ces d points sont en position générale dans
H=P*' (un tel hyperplan générique existe par exemple si n=2 ou si C est
irréductible avec n>3); par dualité, ces d points donnent d hyperplans de P”
passant par H. On peut faire cette construction pour les points voisins de HePr
et I’on obtient ainsi un d-tissu linéaire 7. de (P”, H) appelé “le” tissu linéaire
associé a la courbe algébrique C de P".
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Soit w, le faisceau dualisant de C, griace au théoreme d’Abel (cf, [G1] et
[H2]), on peut construire un morphisme de C-espaces vectoriels

A H(C,0.) > /(L)

qui est un isomorphisme si n=2 ou si Cc P" est irréductible avec n>3. En
particulier, la majoration de Chern redonne la majoration de Castelnuovo (1889):

g(C) =dim H’(C,Q}) < n(d,n)

obtenue pour le genre g(C) d’une courbe algébrique réduite, irréductible et non
dégénérée C de P" dont le degré est d (ctf. [Ca]) ou C est la normalisée de C.

Si le d-tissu ¥(d) de (C",0) est linéaire, [’existence d’une relation
abélienne ¥, 8 (F)dF, =0 avec g/(F)#0 pour 1<i<d permet, grice au
théoréme de Lie-Darboux-Griffiths (cf. [G1]) de montrer que ¥’(d) est associé,
par dualité, a une courbe algébrique C de P" dont le degré estd (i.e. ¥ (d)=%);
en particulier, on peut ainsi déterminer les tissus de (C",0) dont le rang est
maximal et qui sont linéarisables.

Les travaux de H. Poincaré (cf. [P]), G. Bol (cf. [B-B]), S. S. Chern et
P. A. Griffiths (cf. [C-G]) et de I’auteur (cf. [H2]) montrent le role capital joué
par ’espace des relations abéliennes pour le probléme de la linéarisation des
tissus de (C",0) dont le rang est maximal.

La classification des tissus de (C",0) dont le rang est maximal et qui ne sont
pas linéarisables reste a faire; cependant, il est probable que, comme dans
I’exemple de Bol (cf. [B]), ces tissus feront apparafitre des relations abéliennes
exceptionnelles.

Dans ce qui suit, on se propose de montrer comment 1’analyse algébrique (i.e.
la théorie des 7~ -modules) élémentaire permet d’une part, de retrouver et
d’améliorer quelques résultats concernant la géométrie des tissus de (C",0) et
d’autre part, d’entreprendre la classification des tissus. Ces méthodes ont déja été
partiellement utilisées par I’auteur dans le cas n = 2 (cf. [H1]).

On verra également comment le formalisme introduit permet d’envisager
I’étude des tissus avec singularités.

A un d-tissu 7 (d) de (C",0) on associe un systéme différentiel linéaire
#(d) dont le C-espace vectoriel des solutions analytiques Sol .#(d) vérifie

Sol #(d)=.v/(d)®C".

On montre comment relier .#(d+1) et .#(d), ce qui permet via des idéaux
convenables de 7 d’étudier un tissu de (C",0) par ses tissus extraits. De plus,
les méthodes utilisées permettent de préciser la nature géométrique de la famille
des normales ®,(z)de 77 (d), en tant que famille de configurations de points de
P
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Par récurrence sur d et via I’étude de la matrice des symboles du systeme
F#(d), on donne une nouvelle démonstration de la majoration de Chern.

On retrouve également d’une manieére nouvelle, le résultat non publié de
R. L. Bryant [Br] suivant: les normales ®,(z) d’un d-tissu 7 (d) de (C",0) avec
d22n+127 appartiennent pour 1<i<d & une unique courbe rationnelle
normale D(z) de P"™' dé&s que rg# (d)2n(d—1,n)+2. Ce résultat améliore un
énoncé de S. S. Chern et P. A. Griffiths (cf. [C-G], p. 61).

Depuis les travaux de G. Castelnuovo on sait qu’il existe pour d >n =2, des
courbes algébriques réduites, irréductibles et non dégénérées C de degré d de P”
qui sont extrémales (i.e. g(C)=nm(d,n)). La majoration de Chern est donc
optimale: il suffit, d’aprés ce qui précede, de prendre le d-tissu linéaire < de

N

(P",H) associé a une courbe extrémale C de degré d de P" puisque
1g % =n(d,n). Cependant, on montre a l’aide de nos méthodes comment
construire facilement pour d >n>2, un d-tissu linéaire de (C",0) dont le rang est
maximal.

Pour terminer cette introduction, on se doit de signaler que plus généralement
dans le cadre C”, on peut montrer directement la finitude du rang d’un d-tissu de
(R",0) a I’aide de propriétés des systémes différentiels extérieurs (cf. [B-C-G-
G-G]).

§1. Systéeme Différentiel de la Résonance Associé a un Tissu

Soit 7#'(d) un d-tissu de (C",0) de formes de Pfaff w, pour 1<i<d.
D’apres le théoreme de Frobenius et par dualité, pour 1<i<d il existe (n—1)
champs de vecteurs X, de x qui sont C-linéairement indépendants en O et
forment un systéme complet (ou involutif) tels que

o,(X,,)=0 pour 1<;j<n-1.

On considere le systeme différentiel linéaire suivant:
X, (f)=0 pour 1<i<d et 1<j<n-1

,%(d){
ofi+fi++f)=0 pour 1<k<n

ol g, =% pour 1<k<n.
A

Dans le cadre C= et pour n=2, le systeme différentiel linéaire ci-dessus
correspond aux équations de la résonance introduites par J.-L. Joly et J. Rauch
(cf. [J-M-R]) pour étudier le probléme de !’interaction des ondes oscillantes non
linéaires; par analogie, on appelera .#(d) le systéme différentiel de la résonance
associé au d-tissu 7 (d) de (C",0).

On désigne par 7 1’anneau noethérien a gauche (et a droite) des opérateurs
différentiels linéaires a coefficients dans # . Au systéme différentiel linéaire
.#(d) correspond une suite exacte de 7 -modules a gauche
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7("*|)d+n P———)“I) O/d - ,%‘(d) = C/‘//Imp(d) -0

ou la matrice de p(d) est
Xl.l X\ a1 81 0

p(d) =

Xd.l Xd.n—l (91 S
On note
Sol A(d)={(f,,--- f,) € ¢ vérifiant le systetme #(d)}

le C-espace vectoriel des solutions analytiques du systéme différentiel linéaire
#(d). En appliquant le foncteur Hom. (., ) a la suite exacte précédente, on a
I’identification

Sol#(d) =Hom., (#(d),”)
ou I’on considére # = 7/(d,,--+,d,) comme 7 -module & gauche.
La proposition suivante permet de relier le C-espace vectoriel Sol #(d) des

solutions du systéme de la résonance associé au d-tissu 7 (d) de (C",0) et le C-
espace vectoriel ./ (d) des relations abéliennes de ce tissu:

Proposition 1. On a une suite exacte de C-espaces vectoriels
0—C? - Sol #(d)—2> .7 (d) >0
ou I’application C -linéaire O est définie par
O[(f)cca] = (@/(F) ey si [, =0,(F).

Démonstration. D’aprés le théoréme de Frobenius si (f)., est dans
Sol .#(d), alors f, =a,(F) ou ¢, € C{t} puisque X, ,(F)=0 pour 1<j<n-1 (on
rappelle que les d feuilles du tissu 7 (d) sont les hypersurfaces de niveau
d’éléments F e vérifiant F(0)=0 et en position générale). Par définition du
systeme .#(d),on a

a(£1)=Saxar -o:
=1 =1

autrement dit, 0 [(f),,] € 7 (d). L application @ est surjective puisque
0 [(gl (E ))lSlSd] = (gr (F;))ISASI/

pour toute primitive g de g €C{t} et son noyau est constitué des solutions
constantes du systeme .#(d). Ce qui démontre la proposition. []
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Soit 7 (d+1) un (d+1)-tissu de (C",0) défini par les formes de Pfaff
,, 0, et 0, ;led-tissu 7 (d) défini par les formes de Pfaff w, pour 1<i<d

apparait comme 1’un des d-tissus extraits de 7 '(d +1).
Avec les notations qui précédent, on a un diagramme commutatif de -

modules a gauche aux lignes exactes
O @n—l m g(lt—l Nd+1)+n P g(n—l Yd+n 0

lv \[,p(d+l) lp(«/)

0 — o L5 g™ —Z5 g — 0

ou ”(Al""’Ad-rl)=(Al"“’Ad)’
#(C) = (09'“,09 C) >
p(PI’.“’ P(n+l)(d+l)+n)

~ ~

= (1::’ ) Pd+l (] PZ(d+1)’ ) P(n—l)(d+1)’ En—l Nd+1y+1o " s P(u—l )(d+])+n) s

(B> By Buciyasny)
= (O,"',O, R[+|90,"'9O9P_>(d+“909'”sO,E,,_”(,[.H)yOy' 30) et

n—1

v(Q, 0, )= Z QJXd+LJ :

On note #(d+1)= 7" /Imp(d+1) le 7tmodule & gauche qui correspond
au systeme différentiel de la résonance associé a 7 (d+1).
Pour 1<i<d+1, on désigne par

‘%‘1 =(X:.I""’Xl.n—l)

Iidéal a gauche de 7' engendré par les champs de vecteurs X,  de y pour 1<j
Sn-1 (on rappelle que par définition @ (X,,)=0 pour 1<i<d+1 et

1£j<n-1).
Une conséquence du lemme dit du serpent est la proposition suivante qui
permet de passer de .#(d) a .#(d+1), via un idéal a gauche de 7 :

Proposition 2. On a une suite exacte de 7 -modules a gauche de type fini

d
(1) 0— 0//(35‘”,,(].’{,)—),%(d+1)—>,%’(d)—>0.
=1

Démonstration. Le lemme du serpent appliqué au diagramme ci-dessus donne
une suite exacte de 7 -modules a gauche

Ker p(d)—2— Z/Imv—E— %(d +1)—2— #(d) - 0.

Par définition de &, on vérifie que
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Im & = {P modulo Im v ; il existe (B, ) € D"+ tel que

})IXI,I tet P(n~2)(¢l+l )-rlXI.n—] + Erl—l )(d+])+lal +et I)(n—l )(d+l)+nan = O
BXy++ By Xana t =0
PdXd.l L Eu—’_’)(d-rl )+1[th.n—l + = 0
Pd+Ile+l.l Tt P(n~l)(d+l)X¢I+l.n-l + =P}

Ce qui montre que 1’on a

d
Im5=[-’£d+1’ﬂ%:)/£d+l

=1

puisque par définition Imv=X ,,. Aprés identification, on obtient ainsi
I’existence de la suite exacte (1). [

On note ¢, =o(X,)e[{]= “1&,....6,]1 le symbole du champ de vecteur
X,, € x et ’on désigne par

5(d)=@%(d), = €1 /Imp(d)

le #[&] -module gradué de présentation finie défini par le conoyau du morphisme
gradué de degré 1

B(d): 7 [E]1dn — 7 [E)

ol p(d) est la matrice des symboles de p(d), c’est a dire

gl.l 0 gl.n—l 0 5; ‘Sn

ell.l gd.n—l 5! T én

Pour 1<i<d+1, on désigne par
al = (el,[ [ gl.ll—l)

I’idéal de ¢ [E] engendré par les formes linéaires t,,=0(X,,) pour 1< j<n-1;
par définition, la variété des zéros de « est la famille des droites de C"
paramétrée par (C",0) et qui sont dirigées par les normales ®,(z). Chaque idéal
a de 7 [&] est homogene et réduit (i.e. g =X/Z) puisque I’on peut supposer, a i
fixé, que w, =dz,.

La construction de la suite exacte (1) de la proposition 2 pour les .#(d) se laisse
imiter pour les % (d) et I’on obtient une suite exacte de ¢ [£]-modules gradués de
type fini
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(2) O—>/[§]/(ad+,,ﬂa)—> Z(d+1)—> %(d)—0.

§2. Sur le Rang des Tissus; Majoration de Chern

On va étudier le rang d’un d-tissu 7 (d) de (C",0), essentiellement par
récurrence sur d et grace a la description algébro-géométrique de la variété
caractéristique du 2 -module #(d) associé a 7 (d).

Pour fixer la terminologie et les notations, on fait quelques rappels sur les
objets usuels que la théorie des & -modules associe au systéme différentiel
linéaire #(d) (cf. par exemple [Bo], [M], [Ph]).

L’anneau gradué associé a la filtration de & par le degré des opérateurs est

gr 7 =@ %/7,=C1¢]

ol 7, =0et 7 estle C-espace vectoriel des opérateurs différentiels linéaires
d’ordre inférieur ou égal a k.
Via le morphisme p(d), on obtient un #[&{]-module gradué de type fini

gr #(d):= AGL% M A

ou .7, =0et 4 =7%‘/Imp(d)n 7*. La racine de ’annulateur de gr #(d) est
un idéal homogeéne de  [£], indépendant de la présentation de .#(d). Cet idéal
définit un germe, a I’origine de C" xC", d’ensemble analytique &-conique

car #(d) c(C"xC",0)

qu’on appelle la variété caractéristique du systeme #(d).

Si % estun #[£]-module de type fini, on note mult 7 la multiplicité de %
en 0eC™.

La multiplicité de gr.#(d) ne dépend pas de la présentation de .%#(d) et
I’entier non nul défini par

mult .#(d) = mult gr #(d)

s’appelle la multiplicité du systéme .#(d).
Pour k =0 et apres identification, on a un diagramme commutatif aux lignes
exactes

0 — O/I'\(_Hl—l Yd+1 SN C/‘(_Ill—l yd+n N [5]:ll—ll )d+n 0

\Lp(d)ﬁ_, lp(d)A \Lﬁ(d)‘

0 — 7 — % — i — 0

ou p(d), est induit par p(d) et p(d), est induit par la matrice des symboles
p(d) de p(d).
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Puisque Im p(d), < Im p(d) N ’/A‘/, le diagramme ci-dessus permet de définir
pour d =n =2 un morphisme surjectif

o(d): Z(d) — gr #(d)

de [£]-modules gradués de type fini.

Remarque 1. En général ¢(d) n’est pas injectif, cependant c’est le cas si
pour 1<i<d et 1<j<n-1 les champs de vecteurs X, sont a coefficients
constants; en effet, dans ce cas, on peut vérifier que

Im p(d), =Im p(d)" 7" pour k=>0.
En particulier, @(n) est toujours un isomorphisme puisque dans ce cas, on peut

supposer les X, a coefficients constants; en effet, dans cette situation, on peut
supposer que @, =dz, pour 1<i<n.

QL
—

. Par

On désigne par kz[i:—}—] le plus grand entier tel que k< 1
n— n—

définition du nombre de Castelnuovo 7m(d,n) on a

ﬂ(d,n)z(d—n)+(d—2n+1)+---+(d—[d_l}n+[d—_—l]—l).

n—1 n—1
Le résultat crucial est le suivant:
Lemme. a) .#(n) et 7" sont 7 -isomorphes ; de méme, % (n) et 7" sont
# [E)-isomorphes ;,
b) car A (d)=(C" x{0},0) pour d=n=2.

d
¢) mult /[é]/(al,ﬂ,ﬂa, j < [%_—”+ 1 pour d=nz=2.
=1 -

Démonstration. a) On peut supposer que 7 (n) est défini par les formes de

Pfaff dz,,---,dz, ; dans ce cas,on a
[0, d, 2} d, ]
J, 0 d, 0
p(n) =
0 0
L 9, d,., 9, d, |

A partir de la suite exacte de ~ -modules a gauche

(9. .9,]

7 7 ~ 0,
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on peut construire un diagramme commutatif de & -modules a gauche aux lignes
exactes

" —ew g H(n) —> 0
\LM lld

gn‘ H gn ~ n 0

d, - d

n

et la matrice de M est constituée de 0 et 1. On vérifie que det M est inversible
dans ¢, ce qui prouve que %#(n) et ¢ " sont % -isomorphes. On peut faire de
méme pour Z(n)et " ou utiliser la remarque 1 avec ¢(n).

b) D’apres le théoréme des zéros de Hilbert, on a

d
e, ={Pe[£];P(z;0,(z)) =0 pour 1 <i< d}
=1

ol les @, (z) sont les normales du tissu 7 (d). D’aprés 1I’hypothése de position
générale, la normale @,,,(z) ne peut étre I'une des w,(z) pour 1<i<d, ce qui

montre que [’on a
d
(ad-H ’ﬂ ax ) = (él ERR) 611 )
=1

Par récurrence sur d, la suite exacte (2) des 7 (d) du §1 et la propriété a) ci-
dessus montrent que 1’on a

JAnn ¢(d) =(&, &) pour d=2n=2.

Pour d 2n =2, le morphisme surjectif ¢(d) donne I’inclusion suivante:

Ann 7 (d) € Ann gr #4(d),

et la suite exacte (1) des .#(d) de la proposition 2 montre que I’on a

d
car .#(d+1)=car .#(d)| Jcar 5//(.% PRAES )
=1

d

Or, par définition, la variété caractéristique de C//(% e NE, ) contient la
1=l

section nulle (i.e. (C" x{0},0)), ce qui prouve d’apres ce qui précéde que 1’on a

car .#(d)=(C"x{0},0) pour d=2n=2.
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c¢) Pour d >n 22, on peut supposer que ®,,, = dz, et alors

d+1
d

(“awﬂ“x ] =& 8 B(238). 4 Py(2:8)
1=l

ol les P, sont des polyndmes homogenes de [£]. Par platitude générique et
d’apres le début de la partie b) ci-dessus, on a

d
mult f[é]/[a‘,ﬂ,ﬂalj
=1

P est un polyndme homogéne de 7[£]tel
=inf deg P ol { que P(z;,(z))=0pourl<i<d

et P(z;0,,,(2)) # 0 avec z générique

On peut regrouper les normales w, de % (d +1) de la maniére suivante:
wd+1 ; w:"“’wn—l ;wn’”"wZM—Z s

1 2

: w([d—_:}—l)(n—l)ﬂ " ',w[%}(”_]);w{[%])(”—lm’. 0y

n—

D’apreés I’hypothese de position générale, les paquets de (n — 1) points déter-
minent des familles d’hyperplans H,,--, H[(,_, de C" et ’on peut trouver une

n—l1

famille d’hyperplans H["-‘]l de C" contenant les points L0, et
m%—

[ﬂ](n—ml '
n—1

telles que, pour ces familles d’hyperplans, on ait

H (@0 @0 pour 15j5[4=1 ]+,

Le polyndme homogeéne de ~ [£] de degré [%‘]+l défini par

p= 1] 4,

] =1
n-|

s’annule en ®,(z),---,w,(z) et ne s’annule pas en w,,,(z) par construction. Ce qui
prouve la majoration c) et achéve la démonstration du lemme. []

Gréce a des résultats de base de la théorie des 7 -modules et par récurrence
sur d, on obtient les propriétés suivantes en utilisant le lemme précédent, la suite
exacte (1) (resp. (2)) des .#(d) (resp. “(d)) du §! et de nouveau le morphisme
surjectif @(d):

Théoréeme. Pour d>n2>2,on ales propriétés suivantes:
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1) #(d) et ¢ ™" # sont 7 -isomorphes; en particulier, dim. Sol .#(d) et
rg 77 (d) sont finis et l’'on a

dim. Sol #(d)=mult #(d)=rg 7 (d)+d;

d
2) rg7/(d+l)+1=rg7/’(d)+m‘11t9/(xd+wﬂ£,)
=1

3) 0<rg 7 (d) < n(d,n) (i.e. la majoration de Chern).

Démonstration. 1) D’apres le lemme (propriété b)), le Z -module %#(d) est
un ¢ -module libre de type fini (cf. par exemple [Bo], [Ph]); ainsi #(d) et
¢ ™t sont 7 -isomorphes pour d >n>2. D’aprés la proposition 1, on a les
identifications

& (d)®C? =Sol #(d)=Hom., (#(d), )
- Hom,, (/mult /(d),/) - Cmu]l 2(d)
puisque

Hom, (¢, )=Hom, (Z/(d,,"--,d,),¢ )=C.

En particulier, dim, Sol .#(d) et rg /7 (d) sont finis et Ion a les relations
indiquées dans la partie 1).

2) D’apres le lemme (propri€té b)), tous les Z -modules de la suite exacte (1)
des .#(d) de la proposition 2 ont pour variété caractéristique (C"x{0},0). Il
suffit alors d’utiliser la propriété d’additivité des multiplicités (cf. par exemple
[Bo], [M]) et les relations indiquées dans la propriété 1) ci-dessus.

3) Pour d=2nr2=2, le morphisme surjectif ¢(d) et la propriété 1) ci-dessus
montrent que 1’on a les relations suivantes:

rg 7 (d)+d =mult .#(d) < mult Z(d).

D’apres la suite exacte (2) des ¢(d) du §1 et le lemme (propriété c)), on a, par
additivité des multiplicités, les inégalités suivantes:

mult % (d-+1) < mult % (d) +[4=1] +1

Par définition du nombre de Castelnuovo 7(d,n), on vérifie que

ﬂ(d,n)+[ lilzn'(d'f'l,l’l).

n—

Ce qui précede permet d’obtenir, par récurrence sur d, les inégalités suivantes:
mult 7 (d) < n(d,n)+d,

d’olt la majoration de Chern

rg 7 (d) £ n(d,n).
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Ce qui démontre le théoreme. []

Remarque 2. La démonstration originale de S. S. Chern [Cl] et les
améliorations récentes dues & S. S. Chern et P. A. Griffiths [C-G], et R. L.
Bryant [Br] utilisent toujours une idée de H. Poincaré [P], et non pas une
récurrence sur d. La méthode de Chern-Poincaré est basée sur 1’étude de la
géométrie des plans osculateurs de germes de courbes analytiques déterminés par
&/ (d) et tracés dans I’espace projectif associé a .&/(d); on sait que cette étude
(cf. par exemple [C-G], [H2]) joue un rdle décisif dans le probleme de la
linéarisation des tissus de rang maximal.

Remarque 3. On sait que la majoration de Chern est optimale (cf. par
exemple la fin du §3). On a 7r(d,2)=%(d—1)(d—2). Ainsi m(d,2) est le genre

arithmétique d’une courbe algébrique réduite C de P> dont le degré est d; en

particulier, d’apres le théoréme d’Abel, le tissu linéaire ¥ de (i’Z,H) associé a
C (cf. §0) est de rang maximal.

Remarque 4. La propriété 2) du théoréme ci-dessus montre que, via 1’étude
des Ztmodules

A
7 IX . NX),
=1

le rang d’un d-tissu de (C",0) est décrit, de proche en proche, par ses tissus
extraits.

Remarque 5. Les méthodes précédentes jointes aux résultats récents sur les
7 -modules ouvrent la voie pour 1’étude des tissus avec singularités. En effet, on
peut étudier des systemes différentiels du type .#(d), méme si les champs de
vecteurs présentent des singularités, et dans le cas holonome décrire le cycle
caractéristique du systeme .#(d) et évaluer en z son indice

x.(#(d) =Y. (-1)dim Ext', (#(d),” ).
20

(dans le cas non singulier, .#(d) est une connexion intégrable et les solutions
“supérieures” n’interviennent pas: y.(.#(d))=rg. 77 (d)+d d’aprés la propriété
1) du théoréme précédent ot (7 (d),z) est le d-tissu de (C",z) sous-jacent).

Exemple. Dans C* muni des coordonnées (x,y), les 3 champs de vecteurs
d.,0, et xd +yd, déterminent un 3-tissu 7 (3) de C* dont le lieu singulier est
Sing 7 (3)={xy=0}. On désigne par .#(3) le 7 -module dont la présentation
est donnée par la matrice suivante:
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En utilisant la suite exacte (1) des %#(d) du §1, on peut montrer que le cycle
caractéristique de #(3) est

[car #(3)] = 4.T..C* + 1.T_, C> + L.T;\ ,,C2.

D’apres la formule de I’indice de Kashiwara [K], on obtient
4 si z ¢ Sing 7 °(3)
X (A#(3))=43sizeSing 7 (3)-{(0,0)}
2s5iz=(0,0)
et I’on retrouve en particulier que rg.77 (3)=1 pour z ¢ Sing 77 (3) (ce que l’on

savait déja puisque J 0, (Logi) =0, cf. par exemple [H1]).

§3. Tissus et Courbes Rationnelles Normales

Soit 77 (d) un d-tissu de (C",0) de formes de Pfaff w, pour 1 < i < d. Avec
les notations qui préceédent, pour z voisin de 0 € C", la fonction

I3
z~dim, 7 [€]/(q,,,,[)2)®, C.
=1

est semi-continue ot C.=¢ /z,--+,z,); si 7 (d) est de rang maximal (i.e.
rg 7 (d) =n(d,n)), alors d’apres les résultats du §2, la fonction ci-dessus est

constante et égale a [%]+ 1.

Remarque 6. Pour n=2 et 77 (d) de rang quelconque, la fonction ci-dessus
est toujours constante et égale a k. En effet, grace a I’hypothese de position
générale, on peut vérifier (cf. par exemple [H1]) que pourn =2,0n a

A A

(am-l’ﬂ“,) = (€A+]’H€,) cr [é]
=1 =1

ol les 7, sont les symboles des champs de vecteurs X, € y associés a 7 (d) (i.e.

®,(X,)=0). Ce qui montre que pour n=2 et ~ (d) de rang quelconque,

A
4 [5]/((1“,,0‘2,) est toujours # [E]-isomorphe & 7 *.
=1
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Soit 7 (d) un d-tissu de (C",0) dont le rang est maximal. D’aprés ce qui
précede et par symétrie, pour 2 <n <k <d - 1, et pour z fixé et voisin de 0 C",
on a nécessairement pour 1<i, <i, <---<i,, <d I’égalité€ suivante:

P est un polyndme homogéne de ~ [£] tel

k= 1]+ | =inf deg Pob{que P(z;@, (2))=-=P(z0, (2))=0

n—1

(*)
et P(z;o, (2))#0

En particulier, a z fixé et voisin de 0 € C", on a la propriété (q) suivante pour
tout d-tissu 7 '(d) de (C",0) dont le rang est maximal:

Pour n = 3 une quadrique de P"
(q) contient toutes les normales w,(z) de 7 (d)
si elle en contient seulement 2n — 1.

En fait, la propriété (q) est vraie pour d = 2n des que
rg7 (d)yzn(d-1Ln)+2.

En effet, d’aprés le §2 et I’hypothése de position générale, on a dans ce cas

d
n(d-1,n)+2+d<rg7 (d)+d< Y m(j)+2(n—1)+n

1=2n

-1
oll m(j)=mult ~ [é]/(a/, ﬂa,) et puisque m(j) =2 pourn+ 1<j<2n-1.0r
=1

d
Zm(j)+2(n—1)+n£m(d)+n'(d—1,n)+d—l,
J=2n
ce qui impose par symétrie que 1’on ait m(j) =3 pour 2n < j < d, d’ou le résultat
par semi-continuité.
D’aprés ce qui précéde et grice au lemme de Castelnuovo sur les
configurations de points de P"' (cf. par exemple [G-H]), on obtient une nouvelle
démonstration du résultat non publi€ de R. L. Bryant [Br] suivant:

Proposition 3. Soientn>3,d =2n+ 1 et 7 (d) un d-tissu de (C",0) dont
le rang vérifie I’inégalité suivante:

rg 7 (d)=2n(d—-1,n)+2
(7 (d) n’est pas nécessairement de rang maximal n(d,n) saufsi2n+1 < d < 3n

— 2). Alors, a z fixé et voisin de 0eC", les normales ®,(z) de 7 (d)

appartiennent pour 1 < i < d a une unique courbe rationnelle normale D(z) de
Pn—l'
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Remarque 7. Dans [C-G], S. S. Chern et P. A. Griffiths s’intéressent
essentiellement a la linéarisation des tissus de rang maximal et ne démontrent la
proposition ci-dessus que dans le cas ou rg 7 (d) est maximal; I’existence d’une
famille de courbes rationnelles normales de P contenant les normales ®,(z) est
fondamentale dans leur étude. L’amélioration obtenue ici est optimale puisqu’on
ne peut avoir la conclusion de la proposition précédente en supposant seulement
que rg 7 (d) 2n(d—1,n)+1 (prendre avec R. L. Bryant [Br] un (d—1)-tissu de
(C",0) de rang maximal n(d—1,n) et de formes de Pfaff w, pour 1 <i<d -1,
puis le compléter en un d-tissu % (d) de (C",0) par la famille de feuilles définies
par la forme de Pfaff w, = L,w, +---+ A4, @, avec des constantes génériques 4,).

On notera également que pour d = 2n = 6, la propriété (q) est vraie si 7 (2n)
est de rang maximal puisque

g7 2n)=n2n,n)=n+1=12n-1,n)+2.

Cependant, les normales en z d’un tel % (2n) qui est linéarisable d’aprés un
résultat de Poincaré [P] ne sont pas nécessairement sur une courbe rationnelle
normale D(z) de P"' sauf si n = 3 (prendre une intersection compléte lisse C de
3 quadriques de P* et son 8-tissu linéaire -, de (Iv"‘,O) associé: C est une
courbe canonique et 7, vérifie rg ¥ =m(8,4)=5=m(7,4)+2, les normales en
z=P* de ¥ correspondent a la section hyperplane C " P? et ne sont pas sur une
courbe rationnelle normale de P?).

On rappelle qu’une courbe rationnelle normale D de P"' est une courbe
algébrique projective de P"' qui, & un automorphisme linéaire prés de P", est
paramétrée par

t~[Lt,%,-, "]

c’est une courbe algébrique lisse de P"' qui pour n = 3 est non dégénérée (i.e. D
n’est pas contenue dans un hyperplan de P"') et de degré minimal, & savoir
deg D=n-1. De plus, on sait que par (n + 2) points de P"' en position générale
il passe une unique courbe rationnelle normale de P"' (cf. par exemple [G-H]).

Soit D une courbe rationnelle normale de P”'. Un déterminant de
Vandermonde montre que d = n = 2 points distincts de D sont en position
générale; de plus, on peut vérifier qu'une hypersurface de degré ¢ de P
contient D si et seulement si, elle contient (n—1)/+1 points distincts de D. En
particulier,

(k + 1) points pris parmi d = n = 2 points distincts de D
vérifient I’égalité correspondante a ().

Soient D une courbe rationnelle normale de P! (D=P'sin=2)etd=n =
2 points distincts , de D (automatiquement en position générale). On note ¥ (D;
@,,-,0,) le d-tissu linéaire de (C",0) dont les normales sont les ,; les feuilles
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de Y (D;w,,---,w,) sont constituées d’hyperplans paralleles et les champs de
vecteurs associés a ¥’(D;w,,---,@,) sont a coefficients constants. En fait, ~'(D;
@,,---,w,) est associé, par dualité (cf. §0), a la courbe algébrique de P"
constituée par la réunion des droites C, ou les points de C, correspondent aux
hyperplans dont la direction normale est ®,.

Proposition 4. Pour d =2 n = 2, le d-tissu linéaire < (D;0,,---,0,) de
(C",0) est de rang maximal w(d,n). En particulier, la majoration de Chern est
optimale.

Démonstration. Puisque les champs de vecteurs associés a Y(D;w,,--,,)
=Y sont a coefficients constants, le morphisme ¢(d) est bijectif (cf. remarque
1),d’ou

mult #, (d)=mult 7, (d).

Par construction, les @, vérifient (*) et la suite exacte (2) des ¥ (d) du §l

montre que
mult 7, (d)=n(d,n)+d.
D’apres le théoréme (propriété 1)), on a
rg 7 =n(d,n),

ce qui prouve la proposition. []
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