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Critères de Complétude des Vecteurs Propres
Généralisés d'une Classe d'Opérateurs Non
Auto-adjoints Compacts ou à Résolvante

Compacte et Applications

par

Marie-Thérèse AIMAR*, Abdelkader INTISSAR** et Jean-Martin PAOLI**

Abstraet

In this work we establish sufficient conditions on thé denseness of thé generalized eigenvectors
for a class of compact (or compact résolvent) non self adjoint operators. We can apply our
results to operators arising in many fields, particularly in field's theory and in abstract second
order differential équations. Our results generalize some results of Aimar and al [1] and [2],
Macaev and Keldysh [11] and Dunford-Schwartz [9],

§1. Position du Problème et Résultats

Soit E un espace de Hilbert sur C muni du produit scalaire < , > et de
la norme associée || || et K un opérateur compact.

Définition 1.1. On rappelle qu'un opérateur compact K appartient à la
OO

classe £p de Carleman si la série ^ [sn(^Q]p converge où sw(K), n = 1, 2,...
n=l

désigne la suite des valeurs propres de l'opérateur compact hermitien positif

^K*K. On dira qu'un opérateur compact K appartient à la classe /^0) de
Carleman généralisée si sn(K) = Q(n~1/p) quand n tend vers F infini.

Ce travail a pour but de généraliser le résultat suivant:
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Théorème 1.2 (Diinford-Schwartz [9], p: 1115). Soit E un espace de
Hilbert et K un opérateur compact de classe £p de Carleman. On suppose que
le plan complexe est divisé par m demi-droites y1? y2>--->ym d'origine 0 telles que:

1) L'angle formé par deux demi-droites adjacentes soit strictement inférieur à — .
P

2) Sur chacune de ces demi-droites., on ait: il existe un entier N tel que
|| (A/ - K)~l\\ - O(|ArN) qwnd W tend vers 0.
Alors KN(E) est inclus dans l'adhérence de $ où $ est l'espace engendré par
les vecteurs propres généralisés associés aux valeurs propres non nulles de K.

Remarque 1.3. La généralisation du théorème 1 se fait sur deux points:
a) On impose sn(K) = 0(n~llp) lorsque n tend vers l'infini au lieu de K
appartient à £p ce qui représente une hypothèse moins restrictive sur l'opérateur
K.
b) On autorise un angle égal à — .

P

Théorème 1.4. Soit E un espace de Hilbert et K un opérateur compact
de classe ^0) de Carleman généralisée. On suppose que le plan complexe est
divisé par m demi-droites yl5 7 2 5 - - - » 7 m à' origine 0 telles que:
1) L'angle formé par deux demi-droites adjacentes soit inférieur ou égal à — .
2) Sur chacune de ces demi-droites, on ait: ^
il existe un entier N tel que ||(/U - K)'1 \\ = 0(1/11"*) quand \À\ tend vers 0.
Alors KN(E) est inclus dans l'adhérence de $ où $ est l'espace engendré par
les vecteurs propres généralisés associés aux valeurs propres non nulles de K.

Les outils essentiels à cette étude sont les suivants:

a) La majoration exponentielle de la résolvante pour des opérateurs
appartenant à une classe de Carleman généralisée obtenue en utilisant une
généralisation de l'inégalité de Carleman donnée par un théorème de Macaev
[11].

b) Une version fine du principe de Phragmen-Lindelôf qui généralise le
principe du maximum à des domaines non compacts du plan complexe.

Remarque 1.5. Si K vérifie les hypothèses du théorème 1.4 alors il en
est de même pour son adjoint K*.

La démonstration du théorème 1.4 repose sur la proposition suivante:

Proposition 1.6. 1) Soit p(K*) l'ensemble résolvant de K* et ÇE$T, on
considère la fonction /: p(K*) -> E

= (A/ -

Alors f se prolonge en une fonction holomorhe de C-{0} dans E.
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2) Soit ST r orthogonal de ê alors êT ets stable par K*.
3) Soit K*ST la restriction de K* à $ T , alors KfyT est quasi-nilpotent, c'est-à-
dire que son spectre a(Kf^T) est réduit à {O}.
4) Si Ke40) alors Rfaet™.
5) Soit p(K*) l'ensemble résolvant de K*, cpe^T et if/eE. On considère la
fonction: f : p(K*)->C

Alors f se prolonge en une fonction entière sur tout C.

Démonstration. 1) Pour démontrer (1), on utilise le développement de
Laurent de la résolvante de l'opérateur K* au voisinage de ses valeurs propres
non nulles qui sont des points singuliers isolés. Soit A0ecr(K*), A0 ̂  0 d'indice
m(A0). Il existe e > 0 tel que pour 0 < |A — A0| < e on ait:

n = 0

OÙ

® An = —^ ^-j- dA, C désignant le cercle de centre A0 ne contenant

aucune autre valeur spectrale.
m A_1 est la projection sur Ker (A0/- K*)m(Ao) suivant Im (A0/- K*)m(Ao)

^ An_l = (K* — AQ/)""^! pour tout n < — 1.
Comme Ker (A0J — K)m(Ao) est inclus dans S, on a les relations d'inclusion :
<$T ci [Ker (I0/ -K)m(Ao)]r = Im (A0/ -K*)m(Ao) - Ker (A.Ja Ker (4J pour tout
n < — 1. Par conséquent, pour tout ç appartenant à S1', la partie singulière
du développement en série de Laurent de (A/ — K*)~l<p au voisinage d'une
valeur propre non nulle s'annule. Il en résulte que (A/ — K*)~lcp se prolonge
analytiquement à C-{O}.

2) Comme S est stable par K alors $T est stable par K*.

3) Soit KfgT la restriction de K* à l'espace de Hilbert $T.

Supposons qu'il existe A! non nul appartenant au spectre de K*gT\ comme
ce dernier est compact en tant que restriction d'un opérateur compact alors
A! est une valeur propre. Il existe donc un vecteur ^ non nul appartenant
à ST tel que KfgT\l/l = K*\l/1 = A!^. Il en résulte que ^ appartient à

— K*) = llm(Ij — K)]r et À! est une valeur propre de K. Soit
l'indice de I1 ; Im (Ij — K)m(Xi} c Im (À!/ — K) et par conséquent \f/l

appartient à [Im (Ij — K)m(Al)]r. D'autre part ij/l appartient à $T donc ij/l

appartient à [Ker Ij - K)m(Al)]r.
Comme E = Ker (A^ - K*)m(Al) © [Im (A^ - K*)m(Al)]r

5 on en déduit i//1 = 0
d'où une contradiction.
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4) II suffit de remarquer que les valeurs singulières sn(KfF) sont inférieures
ou égales à sn(K) pour tout sous espace de Hilbert F de E.

5) Soit p(K*) l'ensemble résolvant de K*, (pç$T et ^e£. On considère
la fonction /: p(K*) -> C

De (1) on déduit que / se prolonge en une fonction holomorphe sur C-{0}
(on continue à noter ce prolongement /). De l'inégalité de Cauchy-Schwarz
et de l'hypothèse (2) du théorème 1.4 on déduit que f(X) est bornée au
voisinage de l'origine sur les demi-droites. Pour montrer que / se prolonge
en une fonction entière il suffit de montrer qu'elle est bornée au voisinage de
l'origine. Pour cela on utilise une généralisation de l'inégalité de Carleman
donnée par le théorème de Macaev [11] rappelé ci-dessous:

Théorème 1.7 (Macaev [11]). Soit M(r)= Sup ||(J - zK}'1 II où K est
\z\=r

un opérateur quasi-nilpotent alors si K€^} on a Log M(r) = 0 (\z\p) lorsque
\Z\ -> 00.

On applique ce théorème à l'opérateur KfgT qui en vérifie bien les

hypothèses et on obtient Log = 0(\l\~p) quand iA|-»0.

Par conséquent, Ve > 0, il existe C > 0 tel que pour tout /l dans l'ensemble
résolvant de Kf£T on ait:

\ -i
< Ce£ U I~p . On en déduit que:

Ve > 0, il existe Cx > 0 tel que pour tout /L ^ 0 on ait:

. -i

II en résulte que Ve > 0, il existe c > 0 tel que pour tout A ̂  0 on ait :

Grâce à cette majoration, et du fait que / est bornée sur les demi-droites, on
peut appliquer le principe de Phragmen-Lindelof et en déduire que / est bornée
au voisinage de l'origine et donc prolongeable en une fonction entière, ce qui
achève la démonstration de la proposition.

Démonstration du théorème 1.4. Soit /l appartenant à l'ensemble résolvant
de X* alors on a àK*N~l(M - K*)"1 - / = K*N(U - K*)""1. Par récurrence
sur N on obtient:
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X*N(AI - X*)-1 - A^AJ - X*)-1 - A""1/ - AN-2X* - ...... - X*"'1

Soit <pE$T et ij/eE on a:

<x**(A/-x*r >, ^> = <^(A/

D'après la proposition précédente, la fonction A -> <X*N(A/ — X*)"1^, i^> se
prolonge en une fonction entière puisque c'est le cas pour (A^AJ — X*)"1^, i/f>.
m D'autre part KX**^/ - £*)->, i/OI < IIX*"!! ||(AJ - X*)"1 1| | |<p | | ||^||.
Comme X* est borné, Lim ||(A7 - X*)"1 1| = 0 lorsque |A| -> co. On en déduit
que:
Lim (K*N(U -X*)~V, ^>=0 lorsque |A| -»oo et donc que
<X*N(A/ — X*)"1^, \j/y = 0 car c'est une fonction entière et bornée, donc
constante d'après le théorème de Liouville; elle est d'autre part identiquement
nulle car sa limite à l'infini est nulle. On en déduit que X*N(AI — K*)~1ç = 0
\/(pe£T et donc K*N<p = 0. Par conséquent <X*Nç), ̂ > - 0 Vi^e£ d'où
çeKN(E)T ce qui prouve que êT c KN(E)T et par conséquent que KN(E) cz ̂ .

De façon similaire, on obtient:

Théorème 1.8. Soit E un espace de Hilbert et K un opérateur compact
de classe ^0) de Carleman généralisée. On suppose que le plan complexe est
divisé par m demi-droites y1? 7 2> - - - ^m d'origine 0 telles que:
1) L'angle formé par deux demi-droites adjacentes soit inférieur ou égal à —.

/ 1 \ P
2) Sur chacune de ces demi-droites, on ait || (A/ — K) 1 1| = O ( — I quand A

vers zéro.
Alors les vecteurs propres généralisés de l'opérateur K forment un système total
dans E.

Démonstration. Il suffît de combiner le théorème précédent et le lemme
suivant :

Lemme 1.9 ([9] p: 1042). Soit E un espace de Hilbert et K un opérateur
borné sur E alors on a l'alternative suivante:

Soit E = Ker (K) + Im (K), soit Lim ||(I - zK}~1 \\ = oo lorsque \z\ tend vers
l'infini; Ker (X) et Im (X) désignent respectivement le noyau de K et l'adhérence
de son image.

Une version du résultat précédent pour les opérateurs à résolvante
compacte est donnée par:

Théorème 1.10. Soit E un espace de Hilbert et T un opérateur fermé de
domaine dense dans E. On suppose que:
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1) 3p > 0 et 3£0ep(T) tel que (f0/ - D^e/^
2) // existe m demi-droites yl5 7 2 ? . . . 3 7m d'origine 0 divisant le plan complexe
telles que F angle formé par deux demi-droites adjacentes soit inférieur ou égal

à - et que sur chacune d'elles, on ait ||(/U — T)"1 1| = 0(1^) quand |/l| tend
P

vers l'infini (N entier naturel)
Alors les vecteurs propres généralisés de l'opérateur T forment un système total
dans E.

Démonstration. On se ramène au cas où 0 appartient à l'ensemble

résolvant. En posant \JL = - et K = T"1, on a (fil ~ K)'1 = Al - A(/U - T)"1

1 1/1 \-i A
= — — — ( — / — T . Soit 7i, 7 2 > - . . 5 7 m IGS demi-droites sur lesquelles

\JL \JT\\*. )
|| (A/- T)"1!! = O(\À\N) lorsque |A| tend vers l'infini. Sur les demi-droites

images de 7 i , 7 2 ? . - . 3 7 m Par z-> — on a:
z

1/-I- -i
= 0 ( :—- 1 dont on déduit

i !•"

que \\(fj,I — K) 11| = O[ —rr—- } quand \fj,\ ->0. D'après le théorème 1.4, les
V l M l /

vecteurs propres généralisés associés aux valeurs propres non nulles engendrent
un sous espace § tel que KN^2(E) soit inclus dans l'adhérence de $. Mais
comme K(E) est égal au domaine D(T) de l'opérateur T qui est dense dans
E il en résulte que l'adhérence de K(E) est égale à £ et par récurrence on
obtient :

EcK(KN~l(E))d KN(E) donc £ = E = KN + 2 ( E ) .

Remarque 1.11. Le résultat de Lang-Locker [18] est un cas particulier
de celui de Dunford-Schwartz ([9] corollaire 31, p: 1115) et donc du théorème
1.10.

§2. Queiqoes Applications

-Opérateur de Gribov:
La théorie des champs de reggeons [10] est caractérisée par l'opérateur

de Gribov H'^ agissant sur l'espace de Bargmann [8]:

= <cp:Cn »C analytiques; e~lzl \ç(z)\2dzdz < oo et <p(Q) =
cn

L'opérateur non auto-adjoint H'^ est défini par:
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Hi = *£^*242 + AO
7 = 1 7 = 1 7 = 1

7 = 1

où AJ et Aj sont respectivement les opérateurs de création et d'annihilation,
(A', a, A, a) sont des paramètres réels et i2 = — 1.

Une étude spectrale complète de H\ est donnée dans [12], [13] et [14].
Pour A' ̂  0, la densité du système des vecteurs propres généralisés de H^ est
donnée dans [1], [2] ou [19].

Théorème 2.1 (Aimar-Intissar-Paoli [2]). 1) Pour X ^ 0, H'^ est un
n

opérateur à résolvante de classe p

2) Pour X + 0, il existe j80 tel que H'^ + /?0/ soit accrétif et d'image numérique

incluse dans un secteur d'ouverture —.
P

3) Pour À' 7^ 0, le sous espace engendré par les vecteurs propres généralisés de
H'i est dense dans l'espace de Bargmann.

Remarque 2.2. Pour 1' = 0, la question de la densité du système des
vecteurs propres généralisés de H'x dans l'espace de Bargmann est encore ouverte.
On donne néanmoins dans [3] et [4] quelques propriétés de régularité de cet
opérateur limite.

-Opérateurs différentiels à deux points déterminés par — D2 :
Dans [17] Lang et Locker ont donné une étude spectrale complète de

l'opérateur L= — D2 agissant sur L2[0, 1] de domaine D(L) = (we!/2[0, 1];
B1(u) = 0 et B2(u) = Q} où:
-H2[0, 1] est l'espace de Sobolev formé des fonctions weC^O, 1] avec u'
absolument continue sur [0, 1] et w"eL2[0, 1]
-Bi et B2 sont linéairement indépendants et donnés par:

B^u) = fl^'CO) + btu'(l) + a0u(Q) + b0u(l)

B2(u) = Clu'(Q) + d,u'(l) + c0w(0) + d0u(l)

Certains de leurs résultats sont résumés dans le théorème suivant:

Théorème 2.3 (Lang-Locker [17]). 1) Si a1d1 — blcl= 0, a0d0 — b0c0

= 0 et a^d0 — b0cl = a0d1 — blc0, alors le spectre de L est soit vide soit égal
à tout le plan complexe C.
2) Si le spectre de L n'est ni vide ni tout le plan complexe C, alors:
i) La résolvante de l'opérateur L est de Hilbert-Schmidt
ii) Le plan complexe est divisé par cinq demi droites issues de l'origine telles
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que F angle formé par deux demi-droites adjacentes soit strictement inférieur à

— et que sur chacune on ait ||(/l/— L)"11| = 01 —== ) quand |A| tend vers2
l'infini
iii) Le système des vecteurs propres généralises de Lest dense dans L2[0, 1].

Remarque 2.4. Si le spectre de L n'est ni vide ni tout le plan complexe
C alors l'opérateur L vérifie les hypothèses de notre théorème 1.10.

-Un problème aux limites pour une équation différentielle abstraite du second
ordre :

Soit l'opérateur Lsu(x)= —u"(x); 0 < x < 1 associé aux conditions
irrégulières de Stone B^u) = w'(0) + u'(l) + n(l) = 0 et B2(u) = w(0) + u(l) = 0,
qui sont un cas particulier de celles étudiées ci-dessus par Lang et Locker.
On considère un espace de Hilbert E et un opérateur linéaire A, de domaine
D(A) dense dans E et fortement positif sur un secteur Sô.
On rappelle qu'un opérateur A est dit fortement positif si:
-II existe ô tel que 0 < ô < n de telle sorte que le secteur Sô = {AeC; |Arg (A)|
> 0} soit inclus dans l'ensemble résolvant p(A) de l'opérateur A.

M
-II existe une constante M > 0 tel que \(A — /U)"1 1| < — - pour tout AeSô.i + m

Remarque 2.5. 1) D'après Balakrishnan [7], un opérateur A fortement
positif admet une puissance fractionnaire A01, 0 < a < 1, qui est un opérateur
fortement positif.
2) D'après le théorème 5.4 Chap I de Krein [16], — A" est un générateur

infinitésimal d'un semi-groupe analytique pour 0 < a < — .

Dans la suite on note par:

-E(A«) = {ueD(A*); \\u\\ E(A«, = \\A«u\\E; a > 0}

-L2([0, 1], E) est l'espace de Hilbert des fonctions à valeurs dans E de carré

intégrable et de norme ||M||L2([o i l] i£) = I \\u(x)\\ldx.
V Jo

-Wl([0, 1], E(Am), E) = {u; Amu et iTeL2([0, 1], £); m e N } de norme:

-Si — A engendre un semi groupe analytique e~îA pour tout t > 0, on définit
l'espace d'interpolation :

f f00

Ea = lE,E(Am)^ = <u; t2m ( i- a )-i \\Ame~tAu\\2dt < oo > avec meN
Jo
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Dans ce travail, on établit un résultat de complétude dans L2([0, 1], E) du
système des vecteurs propres généralisés de l'opérateur Tu(x) = — u"(x) + Au(x)
de domaine:

D(T) = (ne Wi([0, 1], E(A), £); B^u) = u'(0) - u'(l) + u(l) = 0 et

B2(u) = ii(0) + n(l) = 0}

Théorème 2.6. Powr weL2([0, 1], £), 0/1 /wwe B^u) = u'(Q) - u'(\) + u(\)
52(u) = w(0) -h w(l). S0// T un opérateur agissant dans L2([0, 1], E) Jé/zm

Tw = - w"(.x) + XM(X) de domaine D(T) = {ne W|([0, 1], E(A), E); B^u) =
0 et B2 (u) = 0} On suppose :

1) // existe p > 0 et A0 e P(^) ; (A - V)~~ x e 4°}

2) // e;dste ^ ?e/ que 0 < <5 < - ûfe wr^e (7we ̂ 4 soit fortement positif
* J P J

sur le secteur Sô = {/LeC; Arg(/l)| > ô}
Alors le système des vecteurs propres généralisés de T est dense dans
L2([0, 1], E).

La démonstration de ce théorème repose sur les lemmes 2.7 et 2.8
démontrés ci-après.

Lemme 2.7. On suppose que A est fortement positif de secteur Sô. Alors
M

il existe M>0 tel que \\(T — kl) l\\ < pour |/l| assez grand dans le
secteur Sô. V W

Démonstration. Soit /eL2([0, 1], E), on considère l'équation:

f - u"(x) + (A- U)u(x) = f ( x ) , 0 < x < 1

En utilisant la méthode donnée par B. A. Aliev et I. V. Aliev dans [6],
on déduit que la solution u(x) de (1) s'écrit sous la forme u(x) = u1(x) + u2(x)
où:
-u^x) est la restriction à l'intervalle [0, 1] de la solution de l'équation:

f — v"(x) + (A — ll)v(x) = g(x) pour — oo < x < 4- oo

(2) J g ( x ) = f ( x ) pour xe[0, 1]

[ g(x) = 0 pour x<£[0, 1]

-u2(x) est la solution de l'équation:

f - u'2(x) + (A- ÀI)u2(x) = 0, 0 < x < 1

(3) | u'2(0) - u'2(l) + M2(l) = - Bifa)

u2(Q) + u2(l) = - B2(uJ
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En appliquant le théorème de Mikhlin-Schwartz [5], on déduit que pour
tout AeS5, il existe une constante C > 0 indépendante de A telle que:

I I M 1 II^|([0,1],£U),£) — (

On a en particulier:

||04 ~ A/)M t ||L2([0,1],JE;) ^ ^ 117 llL2([0,l],£)

D'où:

I I M 1 llL2([0,l],£) = IK^ ~~ A/) (^4 — /l/Jt/! ||L2([0,1],£)

C

et par conséquent:

Ml\Â\

Pour l'équation (3), on applique le lemme suivant donné par B. A. Aliev et
I. V. Aliev dans [6].

Lemme 2.8 (B. A. Aliev et I. V, Aliev [6]). Pour que la solution générale
u2(x) de r équation - u'2(x) + (A - U)u2(x) = 0 soit dans W2

2([Q, 1], E(A), E) il
faut et il suffit qu'elle soit de la forme'.

u2(x) = e-xA*2
gi + e-«-*>Al*2g2 où A, = A - U et gl9 02e[£, £(X)]3/4.

Pour que u2(x) soit solution de (3) il faut qu'elle vérifie les conditions
aux limites:

Sous forme analogue à celle donnée dans [5] ce système peut s'écrire:

f9i\K (l\l I _L I? (
iW I + ^2

o :

et
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x(/l) est un opérateur inversible mais d'inverse non borné.

9i*

92,

Le vecteur ( e s t donné formellement par:

,92 J \-B2(Ul)

où:

&--1

et

K^(X)(
\-J*2(Ui)/ \

tti(O) - u((l) - 1^(0) + Al^u^O) +

Remarque 2.9. -Comme i^eP^CPX 1]5 E(A), £), on déduit par interpola-
tion que ui(O), wi(l) , ^J^M^O), Aj / 2 M 1 ( l ) appartiennent a [£, E(A)~]1/4 et que
wi(0)5

 wi(l) appartiennent a [£, £(A)]3/4.
-La norme de chacun de ces termes dans [£, E ( A ) J 1 / 4 est majorée par celle
de M! dans ^i([0, 1], £(yl), £).

On va donc chercher à majorer la norme de K^1(1)K2(^)\ } dans
\02/

[£, £(A)]1/4. Pour cela il faudra majorer, pour / = 1, 2, les éléments de la
forme :

De la définition de [£, £(y4)]1/4, on déduit que:

A ^ A ô'i ll[£,£:U)]i/4 — ^ l l ^ i H[£,jEM)]3/4

Or

Comme \\A{'2gi\\[E<E(An3/4= ||^|l[E,£U)]l/4, on obtient la majoration:

C<
[ E , E ( A ) ] i , 4
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Pour |/l| assez grand, la série [/+ K1~1(/l)K2(/i)]~1 est donc convergente et
bornée indépendamment de L
D'autre part, d'après la remarque précédente on sait que:

<*" f~* II 11 II
^ ^ I I M 1 \\W2([0,l],E(A),E)

où C ne dépend pas de L II en résulte que:

<C||/||L2([o,1]>£)

Pour achever la démonstration du lemme 2.7, il nous reste à majorer la
norme de u2(x) dans L2([0, 1], £).

C _ _
02 llL2([0, l] ,JE)

- "*^* n il l
L2([0, !],£) A A 02llL2([0,l] ,£)Jv m

Or:

et

D'où l'on déduit que:

M2(x)llL2([0,l],E) — / - II / l lL2([0, !],£)'

x/M-l

C
Comme | |wiMllL2([o,i],£) = - - ry: II /Hi^ao. !],*)> on obtient:

C
l l«WllL 2([0, l ] ,£) ^ -7= II /HL2([0, !],£)•

C'est-à-dire :
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Lemme 2.10. On suppose qu'il existe p > 0 et A0ep(v4); (A — A0/)~1e^0).
Alors (T- A/)"1 e40) pour n > p + 2.

Démonstration. On note S l'opérateur — D2 auto adjoint, défini positif
sur L2[0, 1], de domaine D(S) = PF2[0, 1] avec les conditions de Stone. Soit
uk(x) les fonctions propres de S associées à /lfc. Les valeurs singulières de S
vérifient l/sk(S) = 0(k~1'2) quand k tend vers l'infini. De la même façon, il
existe un opérateur R auto-adjoint, défini positif dans £, de domaine D(R) =
E(A). Soit vm les fonctions propres de .R associées aux valeurs propres am.
Comme il existe kQ€p(A) tel que (A — J.0/)""1e^0), on en déduit que les
valeurs singulières de R vérifient l/sm(.R) = O(m~1/p) quand m tend vers l'infini,
c'est-à-dire il existe a0ep(R); (A - (j0/)~1e^0).

Comme (uk(x)} est une base de L2[0, 1] et {vm} une base de £, alors {uk(x)vm}
<x> oo

est une base de L2([0, 1], E). On définit l'opérateur Bu — £ £ (1 + At +
<rjakimut(x)vm où * = i » = i

00 00

u= Z Z ûfc

D'une part, pour n > p + 2 la résolvante de 5 appartient à ^0) et d'autre
part le domaine de T est inclus dans celui de B.
On en déduit que l'opérateur B(T — A/)"1 est borné dans L2([0, 1], E) et par
conséquent que (T— A/)"1 e^0).

La démonstration du théorème précédent se fait en combinant ces deux
lemmes et le théorème 1.10.

On établit de même un résultat de complétude du système des vecteurs
propres généralisés dans L2([0, 1], E) de l'opérateur Tu = u" — Au sous les
conditions irrégulières de Birkhof B^u) = alu

f(G) + b l u f ( l ) + a0u(G) + b0u(l)
= 0 et B2(u) = a^ufi) — b1u(l) = 0. Ces conditions sont une généralisation
de celles de Stone et vérifient:

ald1 - b1c1 = 0, a0d0 - b0c0 ^ 0 et a^ - b0c1 = a0d1 - blc0

Corollaire 2.11. Pour weL2([0, 1], E), on pose B^u) = fl^'fO) + M'(l)
+ a0w(0) + b0u(l) et B2(u) = fliw(O) — £^(1). Soit T un opérateur agissant
dans L2([0, 1], E) défini par Tu = — u"(x) + Au(x) de domaine'.

D(T) = {ueWl([Q, 1], E(A), E); B,(u) = 0 et B2(u) = 0}

On suppose:
1) // existe p > 0 et ^p(A)\ (A - V)'1^0*-
2) aQbl + a^bo^O
3) // existe ô tel que 0 < ô < - de sorte que A soit fortement positif
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sur le secteur Sô = {AeC; |Arg(/l)| > ô}
Alors le système des vecteurs propres généralisés de T est dense dans
L2([0, !],£).

Remarque 2.12. 1) La généralisation du théorème précédent dans
^P([0> 1]5 E) se fait sans aucune difficulté.
2) Si on suppose qu'il existe n > 0 et Â,0ep(A); (A — A0/)~1e^i0)

5

Alors le système des vecteurs propres généralisés de l'opérateur Tu(x)= — u"(x) +
Au(x) de domaine:
D(T) = [ueWKlQ, 1], E(A), E); ii'(l) + Bu(0) + T,u = 0 et n(0) + T2w - 0} 0w
/es opérateurs A, B, 7\ e£ T2 vérifient les hypothèses données par B. A. Aliev et
I. V. Aliev dans [6], est dense dans L2([0, 1], E).
3) Dans [15], une étude est entreprise sur la complétude du système des vecteurs
propres généralisés dans L2([0, 1]5 E) de l'opérateur Tu = — u" + Au sous les
conditions de Long et Locker: B^u) = a^u^Q) + b1u'(l) + a0w(0) + b0u(l) = 0
et B2(u) = 0^(0) + diM'(l) + c0w(0) + d0u(l) = 0
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