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Images Directes de Fibres en Droites Adjoints

par

Christophe MOUROUGANE

Abstract

Our main purpose is to study ampleness and positivity properties of thé direct image ç*L of a

holomorphic Une bimdle L under a smooth morphism ç'- X~* Y between compact complex analytic

manifolds. We show that in général thé ampleness of L does not imply that of thé direct image (p+L

but only that of thé direct image of thé adjoint line bundle (p*(Kx/Y ®L).

§1. Introduction

L'objet de ce travail est l'étude des propriétés d'amplitude et de positivité sur Y
de l'image directe (p*L d'un fibre en droites holomorphe L par un morphisme
lisse <p'> X—*Y entre variétés analytiques complexes compactes. Nous montrerons
qu'en général l'amplitude de L n'implique pas celle de l'image directe (p+L, mais
seulement celle de l'image directe du fibre adjoint par le fibre canonique relatif

Des résultats dans cette direction ont été démontrés par Fujita [Fuj] dans
le cas où Y est une courbe, par Kawamata [Kawl] et Kollâr [Kol] pour l'image
directe du fibre canonique relatif sur les variétés projectives. Citons le résultat
principal de Kawamata, dont la démonstration a été simplifiée par Kollâr:

Théorème* Soit ç'- X—* Y un morphisme surjectif entre variétés
projectives lisses. Supposons que le diviseur de ramification soit à croisements
normaux et qu'en dehors d'un ensemble de codimension 2, les fibres de ç soient
réduites.

Alors, (p*Kx/Y est localement libre et numériquement effectif.
Les méthodes utilisées dans le cadre analytique conduisent à des propriétés

de positivité en termes de tenseurs de courbure, a priori plus fortes que les

Communiqué par S. Mori, le 5, avril, 1996.
1991 Mathematics Subject Classification (s) : 14F05, 32C17, 32J25.

''Institut Fourier, Université Grenoble I, B. P 74, 38402 Saint-Martin d'Hères, France.
Université Paris VI, Institut de Mathématiques, B. P. 247, 4, place Jussieu, 75 252 Paris Cedex 05,
France,
e —mail : mourouga@math. jussieu. fr



894 CHRISTOPHE MOUROUGANE

propriétés de positivité algébriques.
Nous obtenons des applications en direction de la conjecture de Griffiths

reliant amplitude et positivité des fibres vectoriels ([Griff], problème 0.9). et
pour la classification des variétés kâhlériennes compactes dont le fibre tangent
est numériquement effectif [DPS].

Je tiens à remercier Michel Brion, Jean-Pierre Demailly et Laurent Manivel
pour quelques discussions utiles dans la perspective de ce travail.

Pour tout morphisme f- X~* Y entre variétés algébriques ou analytiques

complexes lisses, nous noterons KX/Y ou KX/Y le fibre en droites canonique relatif

Kx® f^Ky1. Si/ est un morphisme fini KX/Y est égal en tant que diviseur au lieu
de ramification du morphisme /. Si / est une submersion, KX/Y est égal au
déterminant du faisceau des différentielles relatives QX/Y défini par Â^ (J/J2)
où À- X— *X*yX est le morphisme diagonal relatif à/ et J le faisceau d'idéaux de
A(X)

Un fibre en droites holomorphe sur une variété analytique complexe
compacte X munie d'une métrique hermitienne a) de classe C°° est dit
numériquement effectif (nef) si pour tout £>0, il peut être muni d'une métrique
hermitienne de classe C°° à courbure minorée par —eco. Si X est projective, cela
revient à supposer que son degré sur toute courbe irréductible est positif ou
nul.

Un fibre en droites holomorphe sur une variété X est dit gros si sa
dimension de Kodaira~Iitaka est égale à la dimension de X.

Un fibre vectoriel holomorphe E est dit ample (resp. nef, resp. gros) si le
fibre en droites canoniquement associé CE(^) est ample (resp. nef, resp. gros)
sur P (E) la variété des hyperplans de E. Nous renvoyons à [DPS] pour l'étude
des propriétés des fibres vectoriels nef. Précisons simplement.

LemmCo Un fibre vectoriel holomorphe E sur une variété projective X est
nef si et seulement si pour toute application g d'une courbe C dans X, le degré
sur C de tout fibre en droites quotient de g*E est positif ou nul.

Soit / un morphisme lisse entre variétés analytiques complexes compactes.
Un fibre vectoriel holomorphe est dit f~ample (resp. f~nef, resp. f-gros) si ses
restrictions à toutes les fibres du morphisme / sont des fibres amples (resp. nef,
resp. gros) .

Un fibre vectoriel holomorphe E sur une variété analytique complexe lisse
X, est dit positif au sens de Griffiths s'il peut être muni -d'une métrique
hermitienne h de classe C°° dont la courbure ich(E) , (l, 1) -forme à valeurs dans
le fibre des endomorphismes hermitiens de E, vérifie: pour tout x ^ X et pour
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tout Ç®v

où / est la structure complexe sur TX.

1.2. d'en
L'image réciproque d'un fibre vectoriel nef (par un morphisme quelconque) est
un fibre vectoriel nef. La situation est différente pour les images directes.

Soit TT- X~^ Y le revêtement cyclique ramifié le long d'un diviseur lisse et
réduit B donné par une section d'un fibre en droites globalement engendré Lk.

Alors 7t^6x = @]=lL~i n'est pas nef; par contre puisque le fibre canonique relatif

donné par la ramification est Kx/Y=ft**Lk~l, le faisceau localement libre

= n*(0x) ®Lk~l = ®k:tLj est nef.

Au paragraphe 3 nous exposons une démonstration algébrique des résultats de
positivité pour l'image directe par un morphisme lisse d'un fibre en droites nef
et relativement gros adjoint par le fibre canonique relatif.

Théorème 1 (Version algébrique) 0 Soient ç'- X—+Y un morphisme surjectif
lisse entre deux variétés projectives lisses, et L~^X un fibre en droites ample (resp.
numériquement effectif et (p-gros).
Alors (p*(Kx/Y®L) est localement libre et ample (resp. localement libre et
numériquement effectif).

Dans le cas d'un fibre semi-ample, ce résultat est une conséquence, par
utilisation de revêtements cycliques, de théorèmes sur le caractère
numériquement effectif de l'image directe du fibre canonique relatif ( [Vie3]
proposition 2.43).

En suivant un schéma de démonstration analogue, nous obtenons au
paragraphe 4 une version kàhlérienne de ce résultat.

Théorème 2 (Version analytique). Soient ç'- X~* Y une submersion entre
deux variétés kâhlériennes compactes lisses et L—» X un fibre en droites
numériquement effectif et (p-ample.
Alors ç*(Kx/Y®L) est localement libre et numériquement effectif.

Il suffit ici aussi de supposer que L est seulement ç>-gros. Mais la
technique est alors plus difficile. La démonstration repose sur la construction de
métriques hermitiennes à l'aide d'estimations L2. Le théorème 2 montre en
particulier le résultat suivant
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Corollaire 1 [DPS~\ * Soit X une variété kàhlérienne compacte lisse dont le
fibre tangent est numériquemment effectif. Alors, il existe un revêtement étale fini

X—+X tel que, en notant a^ le morphisme d'Albanese de X, pour tout entier naturel k,

QLx+ (^x~) est un fibre vectoriel numériquement effectif.

En ajoutant une hypothèse (H) sur la variété de base, nous obtenons au
paragraphe 5 une conclusion plus forte que celle du théorème l'-

Hypothèse (H). Il existe sur Y une auto-application 6 • Y"—> Y et une
métrique kàhlérienne œ telles que, pour un a>l, {6*a)}>a{a)}.

Ici (a) désigne la classe de i99-cohomologie de la (1, l) -forme
différentielle a. La notation (a) ^ {b} signifie que pour tout £>0, il existe une
fonction F de classe C°° sur Y telle que

a>b+iddF-£0).

Théorème 30 Soient X et Y deux variétés projecives complexes lisses, ç'- X~*
Y une submersion, et L~^X un fibre en droites ample. Supposons que Vhypothèse (H)
soit satisfaite sur Y.

Alors le fibre ç+(Kx/Y®L) est strictement positif au sens de Griffiths (donc
ample).

Un outil important de la démonstration est un procédé de régularisation des
métriques continues sur un fibre vectoriel.

Le théorème 3 a pour corollaire le résultat suivant qui serait une
conséquence de la conjecture de Griffiths.

Corollaire 20 Soit Y une variété projective lisse dont un revêtement ramifié
est une variété projective lisse vérifiant l'hypothèse (H). Soit E~*Y un fibre vectoriel
ample sur Y. Alors pour tout entier naturel k, SkE ® det E est strictement positif au
sens de Griffiths.

Ce corollaire s'applique en particulier sur les variétés projectives lisses à
courbure sectionnelle holomorphe constante positive ou nulle (i.e. l'espace
projectif Pw et les variétés revêtues sans ramification par des variétés
abéliennes [ig 54] ).

Io4o Compléments sur l'hypothèse (H)
L'hypothèse (H) est satisfaite par

- les tores compacts: par image réciproque par la multiplication par 2 une
métrique kàhlérienne est multipliée par 4.
- l'espace projectif: pour l'élévation au carré des coordonnées homogènes,
l'image réciproque de 0(1) est 6(2}.
- plus généralement les variétés toriques [Dan] '• l'élévation au carré des



IMAGES DIRECTES DE FIBRES ADJOINTS 897

composantes dans les cartes affines Cw se recolle car les changements de
cartes sont des monômes de Laurent. L'effet de cette auto-application 6 sur
les fibres en droites est déterminé par l'effet sur leurs restrictions au tore
dense et donc par l'effet sur les caractères de ce tore. Si L est un fibre en
droites associé au caractère À, le fibre 6*L est isomorphe à L2 puisque le
caractère 6*À est égal à À2.

Cette hypothèse a été initialement considérée pour retrouver sur C une
application analogue aux morphismes de Frobenius. Elle fournit d'autre part,
dans certains contextes, un substitut au produit tensoriel de fibres en droites.

§2. Préliminaires

Les lemmes suivants seront utiles dans la manipulation des faisceaux.

Lemme 1 ( [Hart 2] exercice III. 8.3). Formule de projection'-
Soit f- X—*Y un morphisme de variétés, 2F un faisceau cohérent sur X, et 8 un

faisceau localement libre de rang fini sur Y.
Alors pour tout i ^N, les faisceaux images directes supérieures 5îl/*(^" ®/*<?)

et ffif* (3F} ®$ sont naturellement isomorphes.

Lemme 2 ( [Hart 2] proposition III. 9.3). Formule de changement de base-
Soit f '• X—* Y un morphisme de variétés et 2F un faisceau cohérent sur X. Soit

Y' une variété et 6'- Y—* Y un morphisme plat. Soit enfin X' >=XxYY. On a donc le
diagramme suivant'-

X' —^-* X

Y - » Y
Alors pour tout i^^, 6*$tlf*(2F)et %lg+(®*!?} sont naturellement isomorphes.

Avec les notations précédentes, les faisceaux de différentielles relatives
QX'/Y' et 0* (QX/Y) sont isomorphes ([Hart2] proposition IL 8.10). Si de plus/,

et par suite g sont des submersions, Kx'/y = det (Qjr/y) et ®*Kx/y sont
isomorphes. On obtient ainsi une formule de changement de base pour les fibres
adjoints^ pour tout i

(Kf
x/Y

Cette formule peut aussi être obtenue à partir de la première formule de
changement de base par application de la dualité de Serre sur les fibres de
f- puisque / est supposée submersive, ses fibres sont lisses et leur faisceau
dualisant coïncide avec la restriction du faisceau canonique relatif.
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Dans le cadre analytique, nous utiliserons les lemmes suivants'-

Lemm 30 Soient X une variété analytique complexe compacte et p'- (E, ti)—*X
un fibre vectoriel holomorphe hermitien. Soit D — D ' ~ ^ D f f sa connexion de Chem. Soit
s une section holomorphe locale de E au voisinage d'un point XQ de X. Alors pour tout
x au voisinage de XQ et %Ç=TXX,

avec égalité si D's — Q au point x.

Lemme 4 ([Dem3] , Lemme 4.4). Soient X une variété analytique complexe
compacte, j une (1, 1) -forme réelle sur X, et p'- (E^, h)—*X un fibre vectoriel
holomorphe hermitien.

Alors

ich*(É) >Griff r®W*<=>û:*(E*) <Grif£ ~7®Wf* ^=> idd log h>p*T,

où log h est considérée comme fonction sur l'espace total E *. /ci^Griff désigne la
positivité au sens de Griffiths.

5o Soient ui , . . . , up des fonctions plurisousharmoniques sur une
variété analytique complexe X. Alors, log(^Ul + °°° +ellp) est plurisousharmonique sur
X.

Ces deux derniers lemmes montrent en particulier que la "somme" de
métriques à courbure négative est encore à courbure négative.

§3o Démonstration de Théorème Algébricpe

Ici, X et Y sont deux variétés projectives lisses connexes de dimension
respective n et m. Le morphisme (p'- X~^Y est supposé lisse. Le cas d'un fibre en
droites ample se réduit au cas d'un fibre en droites nef et relativement gros par
soustraction de l'image réciproque sur X d'un Q-diviseur ample assez petit sur
Y et par un revêtement ramifié fini de Y. On suppose donc que L~^X est un
fibre en droites nef et ç-gros.

Solo Première étape» (p^(Kx/Y^L) est localement libre
Puisque <p est un morphisme lisse, le théorème d'annulation de Kawamata-
Viehweg [Kaw2] [Viel] , s'applique sur les fibres de (p (qui sont toutes réduites
lisses et projectives) et donne

V/>0,

Par platitude de (p, en désignant par Fy la fibre de (p en y,
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est localement constante sur Y. Par un théorème de Grauert ([Hart2] corollaire
III. 12.9) le faisceau ç^(Kx/Y®L) est localement libre. La même démonstration
s'applique au cas d'une submersion entre variétés kàhlériennes compactes et
d'un fibre relativement gros.

Soit G—* Y un fibre en droites très ample sur Y. On montre que pour toute
donnée (X, ç>, L) vérifiant les hypothèses du théorème 1, si E désigne le fibre

vectoriel associé au faisceau localement libre (p^(Kx/y®L), alors E®KY®Gm+l

est globalement engendré.

A cette fin, on dispose du critère de Castelnuovo-Mumford [Mumf] .

Lemme 60 Soit Y une variété projective lisse munie d'un fibre en droites très

ample G. Soit E~^Y un fibre vectoriel. Si les groupes de cohomologie H1 (Y, E ®G~0
sont nuls pour tout i >0, alors E est globalement engendré.

Ce lemme se démontre en vérifiant que les morphismes de restriction aux
intersections transverses décroissantes de diviseurs de \G\ sont surjectifs.

Il suffit donc de vérifier l'annulation, pour 0<i<w, de

Hl(Y,E ®KY ® Gm+1-f) = H1 (Y,<p+ (Kx ®L) ® Gm+1~ f)

= H1 (X, Kx ®L <8> ç>^Gw+1-?) .

La deuxième égalité a lieu car les images directes supérieures 9ljÇit (Kx ®L) =
KY®W<p*(Kx/Y®L} sont nulles.

Maintenant, puisque L et G sont nef, L®ç*Gm+l~l l'est aussi. Puisque L est

<£-gros, la classe (p^(ci(L)n~m) est représentée, en tout point y de Y, par l'entier

strictement positif fFvCi (L\py)
n~m où F, est la fibre de <p en y. Puisque de plus G

est très ample,

f
JX

est une somme de termes positifs dont le dernier est strictement positif. La
dimension numérique et par suite la dimension de Kodaira~Iitaka de

L ®(p*Gm+l~l sont donc maximales^ L®(p*Gm+l~l est gros. On applique alors le
théorème de Kawamata-Viehweg pour conclure.

3.3. Troisième étape-
On déduit de l'étape précédente que pour tout s^N, E®s®KY®Gm+l est
globalement engendré.
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Pour cela, on considère une construction inspirée de E. Viehweg ([Vie2]

Lemma 3.5) . Soit X(S)' = XX ^x „ ••• x ^ le produit fibre de s copies de X. On

note (pls)- X(s} ~^Xi la projection sur le ilème facteur, q>i ' Xi=X~^Y l'application <p
et Lt —*Xi le fibre en droites L. Puisque X, Y et <p sont lisses le produit fibre

X(s) est une variété lisse. L'application naturelle ç(s}'- X(s) —>Y est lisse.

L(s} : = ® <pP*Lt est nef et <p(s)-gros.
1=1

Afin d'exploiter le résultat de l'étape précédente, il suffit de remarquer que,
par application des formules de projection et de changement de base pour les
fibres adjoints

= (<p+ (KX/Y

3o40 Quatrième étape- E est nef
Soit 7l'- P(E) —*Y la variété des hyperplans de E. Sur P(£) , on dispose d'une
application surjective entre fibres

obtenue par la symétrisation suivie de l'application d'évaluation fibre à fibre
sur @E (s) . On en déduit une application surjective

qui permet de munir @E(S) ® TT* (K y ® Gm+l} d'une métrique à courbure positive

et donc @E (l) d'une métrique h(s) dont la courbure vérifie

ich^ (CE (1) ) ^ --K*icH (KY ®Gm+1)s

où H est une métrique hermitienne de classe fâ00 fixée sur Ky®Gm+l. Les fibres
@E (1) et E sont donc nef.

§40 Démonstration du Théorème Analytique

Le morphisme <p'- X— > Y est une submersion entre variétés kàhlériennes
compactes lisses et L —*X est un fibre en droites nef et <p-ample.

4.1. Métriques sur les fibres en droites nef et relativement amples
On cherche à traduire en termes de métriques l'hypothèse sur le fibre en
droites.

Lemme 7. Soient ç'- X— > Y une application surjective entre variétés
kàhlériennes compactes lisses et L — >Y un fibre en droites sur X nef et (p~ample. Soit
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a) une métrique kâhlérienne sur Y.
Alors, pour tout £>0, il existe une métrique hermitienne H de classe (ë°° sur L

telle que icn(L) + £<p*o> soit une métrique kâhlérienne sur X.

Démonstration. Puisque L est <p-ample et que Y est compacte, les

estimations L2 pour l'opérateur 9 fournissent une puissance £-ième Lp de
L(p>0) telle que les fibres de <p se plongent dans des espaces projectifs grâce à

Lp' en chaque point y ^ 7, il faut que la courbure de L\ç^^ compense certains
poids logarithmiques, que l'on peut choisir dépendant continûment de y. On
obtient alors le diagramme suivant-

LP » 0Ep(l}

X c > P(EP}
<p\ /

Y

avec Ep '- = (p*(Lp) localement libre.

On fixe une métrique sur Ep. Pour la métrique h induite sur L, il existe un
réel A >0 tel que ic (Ep) > —pAa) ®Ids,. Par suite, ich (L) + (A +1) (p*a) est une
métrique kâhlérienne sur X. Comme L est nef, pour tout £>0, il existe une
métrique h£ sur L telle que

ich£ (L) > - £ (ick (L) + (A +1) ç*œ).

La métrique h '•= (h£h
£)1/1+£ est alors telle que ica(L) +e(A +1) ç)*o> soit une

métrique kâhlérienne sur X.

4.2. Démonstration du théorème analytique

4.2.1. Première étape- Construction de métriques sur les images directes

La proposition suivante fournit dans le cadre kâhlérien, l'argument analogue au
fait que, dans un cadre projectif, pour toute donnée (X, ç, L) satisfaisant les

hypothèses du théorème 1, le fibre Ky ® Gm+l ne dépendant que de Y suffit à

rendre ç*(Kx/Y®L) ®KY®Gm+1 globalement engendré (Deuxième étape).

Proposition 1. Soit ç'- X—*Y une submersion entre variétés kàhlériennes
compactes et L—+X un fibre en droites sur X nef et ç-ample. Soit a) une métrique
kâhlérienne sur Y. Alors il existe une constante A ne dépendant que de a) et de Y,
telle que pour toute donnée (X, ç, L) vérifiant les hypothèses du théorème 2, on peut
munir <p+(Kx/Y®L) d'une métrique hermitienne H de classe ^ vérifiant
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ics <P* Kx

Démonstration. On utilise les méthodes de construction de métriques par
estimations L2 développées dans [Dem3] .
Puisque L est nef et <p — ample, le lemme 7 fournit une métrique sur L telle que
w '• = ic(L) + <p^a) soit une métrique kàhlérienne sur X. Soit ([//) un
recouvrement de Y par des boules relativement compactes dans des cartes. Soit
Vj une fonction sur Uj quadratique en les coordonnées, bornée, et vérifiant

On définit

où la métrique sur KX/Y
 = Kx®<p^Kyl est déduite des métriques w et œ. Les

poids sont tels que

ic te1) +ic (Kx/Y ®L) - <p*iddu ,>ic (l)c

Ce calcul met en évidence la nécessité d'adjoindre KX/Y à L pour obtenir des
estimations qui ne dépendent que de la base Y.

Pour y^Uj et Ç^£?, soit la forme linéaire

S: Xj -» C
5 *-> s(y).Ç

où on considère s^H°(Uj, É) avec Ey et £^ en dualité naturelle. On note || Ç ||, la
norme de la forme linéaire H. En choisissant une base hilbertienne de Xj, on
constate que log || ||2 est une fonction plurisousharmonique sur l'espace total E\ur

Soit (ifj) et ([//') deux recouvrements de Y par des boules telles que

l/j^dlf/daUj et Oj une fonction positive de classe fâ00 à support dans l/i,

partout inférieure à 1 et identiquement égale à 1 sur [/y. Pour y^Uj et
on pose

La fin de la démonstration consiste à montrer que la métrique ainsi définie
(sur E^ et par dualité sur É) satisfait les conditions requises dans la
proposition 1. Pour ceci, il suffit d'appliquer le lemme suivant qui permet de
contrôler la perte de positivité due aux recollements des métriques || ||;-.

Lemme 8 ([Dem3] lemme 3.5). Soit X une variété complexe munie d'une

(1, 1) -forme positive 0. Soit Vj C V- C Vj des recouvrements localement finis de X
par des ouverts relativement compacts. Soit Oj une fonction positive de classe ^ à
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support dans Yj , partout inférieure à 1 et identiquement égale à 1 sur V]. Soit Bj
des constantes telles que

i(9jdddj-d0J/\ddj)>-BjQ sur

Soit Wj une fonction presque p:,,irswsharmonique sur V3 telle que, iddwj>j pour une
(1,1) -forme Cécile j si>,r X, d? ^asce (ê°°. Soit enfin Cj des existantes telles que

sup
k^jV'kS*

Alors la fonction w : = log (J^0feW}) est presque plurisousharmonique , et son hessien
. érifie

On montre d'abord l'existence d'une constante C ne dépendant que de Y
telle que

log II $ IL2<C+log|| f III sur p'1 ( (lfi\lfj) H lfk] CE*

où p' E^—^Y est la projection naturelle.

Soit donc y^ (Ur
}'\lfj) H lfk et ^Ef. Soit h j ^ X j telle que

||/iy \\x, = let\hj (y). Ç|= Ç||;. Il existe une constante c0 ne dépendant que des
recouvrements de Y, indépendante de y G Y et une fonction % de classe fâ00 à
support compact dans Uj H C/&, égale à 1 sur un voisinage Vy de y et telle que

La fonction 0 := (2dim7) log\(p— y\ sur ç~l(Uk) est majorée sur (p~l(Uk)
et minorée en dehors de Vy par des constantes ne dépendant que des
recouvrements de Y. Puisque (p est une submersion, on a

f |/ |V*dF«,<+«>=>/=Osur çT'W.J <p~l(uk]

ç~l (Uk) est faiblement pseudo-convexe,

ic(Kx1} +ic(Kx/Y®L)

L'application des estimations L2 de Hôrmander fournit donc une section

telle que

k = sur

On obtient alors, en utilisant les bornes de 0 et le fait que \Vj — vk\ est majorée
par une constante ne dépendant que de Y
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\fk~'X,hj || #t<c2 II hj \\x,=c2.
Par suite

c r> . y» /w-^ y
I Ç " ll/fc-x^-lk

D'où l'existence de la constante C.

En outre, il existe une constante B ne dépendant que de Y telle que

i 6jdd6j-iddj A 90, > -£o>

et donc

Le lemme de recollement 8 fournit donc

ia9log||Ç||2>^(-2^c(

pour une constante A ne dépendant que de Y.
Le lemme 4 permet alors de conclure

ic (q>+ (Kx,

4e2o2a Deuxième étape-
La construction de E. Viehweg des produits fibres et la proposition 1 permettent
de munir E®s d'une métrique hermitienne de classe fé*30 dont la courbure vérifie^

4,203. Troisième étape-
On utilise l'application surjective 7T*E®S—^&E(S) pour munir £^(l) d'une
métrique hermitienne de classe ^°° dont la courbure vérifie:

ic(@E (!))>-—X*CD.s

Le fibre E est donc nef.

§5. Démonstration du Théorème de Positivité au Sens de Griffiths

5.1. Transport de la positivité par morphisme fini
On montre d'abord que, comme l'amplitude ([Hartl] Proposition 4.3) , la
positivité au sens de Griffiths est conservée par morphisme fini. Comme le
montrent les lemmes 4 et 5, il est plus naturel d'étudier le transport de la
négativité au sens de Griffiths.

Proposition 2. Soit F'- X'—>X un morphisme fini surjectif entre variétés
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kàhlériennes compactes. Soient a) une métrique kàhlérienne sur X et p'- E — * X un
fibre vectoriel sur X. Soit v un réel.

Alors

ic(F*E) <Gnii-vF*a)®Ut=ïic(E) <Gnti-V(*)®ld.

Démonstration. L'implication < est démontrée dans [Fran] : il suffit de
corriger la métrique image réciproque aux points où la différentielle de F
s' annule.

Pour l'autre implication, on considère une métrique hermitienne h de classe
C°° sur F*£ telle que pour a>0 assez petit

ich(F*É) <Gr i f f—

On munit E de la métrique trace hQ définie par

V*e*f Vv€=E, f fc0W (v) =-i^F S h ( x ] (V)
Qe^r F

où T est défini par

F*£

F(X')=x
TV=v

X' - > X.

La métrique hermitienne /i0 sur E est continue sur X, de classe C°° en dehors du
lieu de ramification de F.

On montre maintenant l'inégalité de courbure

idsdE log hQ> (i>-\-a)p*o) au sens des courants.

Puisque la métrique /io est continue, il suffit d'étudier sa courbure en
dehors du lieu de ramification de F. Soit xv^X en dehors du lieu de ramification

de F. Soit (F/1) i^/^degF (resp. (Tj"1) i^deg/O des inverses de F (resp. T) définis
sur un voisinage ouvert de XQ. Alors au voisinage de XQ,

i degF

log ho « (v) = log (-^ E h (FT1 U) ) (TTlv) ) .

On choisit des repères /i-normaux aux voisinages des points FÏI(XQ). Ainsi un
calcul analogue à celui de la démonstration du lemme 5 permet d'obtenir
l'inégalité de courbure souhaitée.

On remarque que cette inégalité permet ici de définir la connexion de Chern
du fibre hermitien continu (F, ho) .

On explicite maintenant le procédé de régularisation de la métrique
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hermitienne h0. Puisqu'il s'agit de fonctions à valeurs matricielles, le procédé de
Richberg de régularisation des fonctions plurisousharmoniques continues à
l'aide de fonctions maximum ne s'applique pas. La méthode proposée ici résout
la difficulté par utilisation du transport parallèle.

Lemme 90 Soient (X, o>) une variété hàhlérienne compacte et p'- E~^X un
fibre vectoriel sur X. Soit HQ une métrique hermitienne continue sur E telle que, pour
un réel y, et un réel a>0

idEdEh0> (i>+a}hop*a) au sens des courants.

Alors il existe sur E une métrique hermitienne h de classe C°° telle que

Remarque, Le procédé de régularisation et le résultat sont valables pour
un majorant non nécessairement décomposable. Il faut alors modifier la démons-
tration en utilisant le lemme 3 au lieu du lemme 4.

Démonstration. On étend au cas de fonctions continues à valeurs
matricielles la méthode de régularisation développée dans [Demi] .

Soit H une métrique hermitienne de classe C°° sur £, DH la connexion de
Chern associée et T '•= TH le transport parallèle relatif à DH. Soit %'• E— >R
l'application de classe C°° définie par

On désigne par C : = J n %' (|Ç|2)cU (£) où n est la dimension de X.

Ces données permettent de définir par convolution une suite de métriques
hermitiennes sur E de classe C°°: pour tout £>0, z^X, V^EZ, on pose

.e (V) ) dl

où r2,e désigne le transport parallèle relatif à la connexion DH le long de la
géodésique r: [0, 1]~ >

On commence par montrer que h£ est de classe C°°.
Soient ZQ un point de X et (u) — (u\ ,..., un) un système de coordonnées

holomorphes sur X au voisinage de ZQ tel que

où (cjkip) est le tenseur de courbure de (TX, oj) et ôjk le symbole de Kronecker.
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Un tel système de coordonnées est dit a)— géode sique en ZQ. Son existence en tout
point de la variété X est équivalente au caractère kâhlérien de la forme a). On
pose^

^A : =wifc — 2*, A '•=dzuk..

Dans tous les calculs qui suivront, (uk) et (2*) seront considérés comme deux
n-uplets indépendants de variables indépendantes. L'espace total de TX qui
paramètre les petites géodésiques est de dimension 2n. La notation Vk est une
écriture condensée de Uk~zk.

Puisque (u) est un système de coordonnées O)-géodésique, il existe un
système (17) = (171 , . . ., 77») orthonormé C°° de coordonnées sur les fibres de TX,
au voisinage de 20, tel que

avec

Pour transformer les variables ï] en variables 2 et M, on utilise le développement
limité de l'exponentielle ([Demi] Iemme8.2):

Ainsi

et

17* = ffc~^"2 Cjfe^f^fjMj+^^^J+OdwI +

On choisit (F) = (V\ ,..., Fr) un système de coordonnées holomorphes sur E
au voisinage de ZG tel que

où (dy/t^) est le tenseur de courbure de (E, //). Un tel système est dit

H-synchrone en 20 des coordonnées géodésiques (u} . On appelle (au) la matrice
de la métrique h0 dans ces coordonnées.
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Au voisinage de ZQ, la métrique h£ s' écrit donc

2 <& (u) rz
neC"

Sous cette forme, h£ apparaît comme une métrique de classe C°°.

Reste à montrer que pour e> 0 assez petit, ich.(É) <Gnii ~~ vu) ® Id£;

c'est-à-dire par le lemme 4 que pour £>0 assez petit, iddh£('} (•) >vh£p*a), où
/?: £— »A" est la projection naturelle.

Pour le calcul du hessien de h£(') ( • ) , on dérivera sous le signe intégral
après avoir étudié la dépendance en z et V du transport parallèle r et des
coordonnées (17). On transformera ensuite les dérivées en (z) en des dérivées
en (u) . Il apparaîtra le hessien de hQ, minoré par hypothèse. La continuité de h0

suffira pour montrer que les autres termes tendent vers 0 avec e.
On commence par établir un développement du transport parallèle le long

de la géodésique ?'• t*-*expz t%— (uk} = (zk+tvk+O(\z\ + \u\3).
Puisque les coordonnées sur E sont // — synchrones en ZQ des coordonnées

(u) , la matrice de la connexion DH est de la forme

Le transport parallèle est donné par

soit

at jkUL

Par intégration, on démontre que

D' où

Pour transformer les dérivations en (z] en des dérivations en (u) dans le
calcul du hessien de h£, on introduit les opérateurs

^ /î
F/" :==~g — r--^— en particulier Vîvp = Q Vîvp = Q
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La contribution du transport parallèle est

A partir de l'expression précédente de r]k, on calcule

2 jlp
 3 \ 3 /

2 Jlp
 J \ 3 /

Puisque c~kjpi=Cjkip, on obtient

er

D'après [Demi]

= dr]l/\dril A... A dï]n/\dffn

où 77 est différentié par rapport à u à z fixé. En utilisant cikjp=Cjkip et
f A— MA:~^, on obtient

dÀ (97) — dX (u)

Donc

Les trois calculs précédents donnent

0 2^Cjkip(zp+up)vjVk+\0(\u\+\z\}*\dX(rï)
££ jkp £

(TV), (TV),

L^

En utilisant
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V),W) = 0(\u\ + \z\)\V\*

Fm(<U(r?)) = odul + IzDMu)

Fm|r?l2 = -2vm+0(\u\+\z\r,

on obtient

^Z ctut (zp4

£ ;"/>

2 ; W «
£ y« £

Au point 00, cette expression devient

1 Y
= 4 Z CjkipÛpUfÛfcUm

£ y/c/»

2 Y"
CkkipUpUm+x' 2 ckkim+0 (e)

£ kp k

e) | v| <U (u) F,.

Afin d'intégrer par parties l'expression du hessien de hs et d'utiliser la
majoration de la courbure de E muni de h0, il faut reconnaître des dérivées
secondes par rapport aux coordonnées (M). Le terme nouveau -par rapport au
cas de la régularisation des fonctions plurisousharmoniques est
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comme on peut le vérifier en utilisant

Les autres termes se réécrivent

£ jkp r jp

ckki
£ kp k

jk

Puisque % Z! ah (u) (rZfUV) x (tz,uV} x dû (77) est une (n, n) -forme réelle sur X,

ImU

=Re
ImUp ~ vupwim jk

d2 - -
— 2 a°uM -, a- (e2xcjkim)sisMVÀVi

ImUjk - OUkOUj

2 Z aM* V (£2Xdji^}VÀV»Slïm+0(e)\s\2\V\2\dÀ(u}.
ImUiu " OUjOUm — -

On peut alors intégrer par parties l'expression du hessien de h£ obtenue
par dérivation sous le signe intégral.

2Li ç\ çs— SiSm
im OZiOZm

_ 1 f v ,d2hQ(.}(v} _ ̂ , ,
~~^~în I ^ % iï,, for SîSmdÀ (U)Ce JMim OUiOUm

+~^^Re I 2 —;i a- (x" 2 cjkipUjûk+e2x 2 ckkip)sismdX (u)2n J M (JUpOUm
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(«)

l r ^ 52fe0(.) (V) 2 _ .,, x
~7T5T I ^ — a» a,r £XcncimS,smdX (u) .

C£2nJ Mjktm OUkVUj

La minoration du hessien de foo montre que le premier terme est supérieur à

la quantité (v+a+0 (a) ) || s Ifc || V \\t
On montre maintenant que les autres termes tendent vers 0 avec £. Puisque

le calcul est local, on peut supposer, quitte à multiplier par un poids de classe
V, que

, (s,). Z f -^-^
imU J <«> CMjOUm

En utilisant une transformée de Fourier discrète, comme dans [D~S 80], on en
déduit qu'il existe une constante C telle que

M u j u

< cf
J (u)

Reste à appliquer le lemme suivant pour obtenir l'estimation de courbure. D

Lemme 10. Soi t u une fonction continue plurisousharmonique au voisinage de

0 dans Cn. Soit vz'- t*-+-^ f ÂudÀ(z).j2n-2 J
\*-d<t

Alors vzo(i) est une fonction croissante qui tend vers 0 quand t tend vers 0,
uniformément en ZQ.

Ce lemme exprime le fait que le nombre de Lelong d'une fonction plurisoushar-
monique en un point de continuité est nul [Lel] . De plus, pour tout t, la fonction

est continue. D

5.2 Démonstration du théorème de positivité au sens de Griffîths

5.2.1 Première étape-
On suppose que Y satisfait l'hypothèse (H) . On suppose pour commencer que L
est nef. L'auto-application va permettre de rendre arbitrairement petite la perte

de positivité. A partir de l'itérée £-ième de 6, notée 6(p\ on construit le
diagramme
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LP > L

Y - » Y.
On note toujours E'- =ç+(Kx/Y®L). A partir de la fonction F satisfaisant

8*o)>aa)+iddF (a: = a-e>l)

on construit par récurrence sur p une fonction Fp satisfaisant

Puisque <p est une submersion (®(P)*KX/Y = KXP/YP) et que 6(p)'est fini donc

plat, la formule de changement de base pour les fibres adjoints donne 6(p}*E =

(çp) * (Kxp/Y ® Lp). Le fibre Lp = 0(/>)*L est nef et <p/rample. On peut donc
appliquer la proposition 1 aux données (Xp, <pp, Lp) '• il existe une métrique

hermitienne de classe ^°° sur 6(p}*E telle que

ic(6(p}*E) >Gnfi

En multipliant cette métrique par eAa~PF\ on obtient une métrique hermitienne de

classe ^°° sur 6(P)*E telle que

ic(d(p)*É) >Gnff-Aa-pd(p}*a)®ld

et par la proposition 2, puisque 6(p} est fini,

ic(É) > G r i f f— Aa~pa)®Id.

On retrouve en particulier que E = tp*(Kx/Y®L) est numériquement effectif.

5.2.2 Seconde étape-'
On suppose maintenant que L est ample. On montre que E'-= <p* (KX/Y ®L) est
alors un fibre vectoriel strictement positif au sens de Griffiths sur Y.

Lemme 11. Soit G un fibre en droites ample sur Y. Il existe un entier naturel

p tel que ®(p}*L®(p$G~l soit nef sur Xp.

Démonstration. On munit L et G de métriques hermitiennes de classe ^°° à
courbure strictement positive. On peut supposer, quitte à multiplier a), que
a)>ic(G). Soit £>0 tel que ic(L) >eç*œ+eic(L) . Soitp tel que eap>l.
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ic

ic (G) -\-eiddFp°(pp+£ic

e{ic

Puisque 0(/>) est un morphisme fini, Q(p}^L est ample et, par suite

çfG~l peut être muni d'une métrique hermitienne de classe ^°° à courbure
positive '• il est donc nef.

La première étape prouve alors que Çp&(KxP/Yi,®B(p}^L®(p$G~l) peut être
muni, pour tout £>0, d'une métrique hermitienne de classe fâ00 dont la courbure
vérifie

ic (<pp^ (KXp/

Par la formule de projection, on obtient que <pp+(Kxp/Yp®Q(p}*L) est strictement
positif au sens de Griffiths. La formule de changement de base montre que ce

dernier fibre vectoriel est isomorphe à 6(p}^E. Puisque 0(p) est un morphisme
fini, on conclut grâce à la proposition 2 que E = Ç&(KX/Y ®L) est strictement
positif au sens de Griffiths.

§60 Applications

6.1 Variétés kàhlérieenes compactes le est
numériquement effectif

Soit X une variété kâhlérienne compacte dont le fibre tangent est numérique-

ment effectif. D'après [DPS] , il existe un revêtement étale fini X~ >X tel que X

vérifie les mêmes hypothèses que X et tel que a, le morphisme d'Albanese de X,
soit une submersion (sur un tore) dont les fibres sont des variétés de Fano. Le
fibre anti-canonique (relatif) est nef et a-ample. Par application du théorème 2,

on déduit que pour tout /c^N, a^(K^k] est numériquement effectif.

6.2 Positivité de SkE ®det£
On démontre le corollaire 2. Soit E~^Y un fibre vectoriel ample sur une variété
projective lisse Y satisfaisant l'hypothèse (H). Soit X m-=P(É) la variété des
hyperplans de E, p- X~^ Y la projection naturelle. Par hypothèse, le fibre en
droites @E (1) canoniquement associé à E est ample sur X. Il suffit de remarquer
que Kx/Y = 0E(-r) ®p*deŒ, et donc que P*(KX/Y®@E (r+k)) =SkE®detE. On
applique alors le théorème 3.

On suppose maintenant que Y admet un morphisme surjectif fini p- Y^> Y
où Y' est une variété projective lisse satisfaisant l'hypothèse (H). D'après la
proposition 4.3 de [Hartl], p*E est ample sur Y'. Le premier cas montre que
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S1 kp* (E) ® detp* (E) = p* (SkE ® detE) est strictement positif au sens de
Griffiths. Reste à appliquer la proposition 2 pour conclure.

En utilisant d'autres variétés de drapeaux de E comme dans [Dem2] , ou
des produits fibres de copies de P(E) comme dans [Man2] ou encore des
sommes de copies de E, on obtient sur les variétés vérifiant l'hypothèse (H) , la
stricte positivité au sens de Griffiths de fibres construits sur E par d'autres
représentations du groupe linéaire tensorisées par une puissance strictement
positive du déterminant de E. Puisque la somme de fibres strictement positifs au
sens de Griffiths est strictement positive au sens de Griffiths, on en déduit en

particulier la stricte positivité au sens de Griffths de E®*® (detE) rang£~1.

6o3 Remarque- Méthode
Les variétés de Fano d'indice supérieur ou égal à la dimension sont, d'après un
théorème de Kobayashi-Ochiai [Ko~0c] , l'espace projectif Pw de dimension n et

la quadrique non dégénérée Qw de dimension n plongée dans Pw+1. Par simple
application du critère de Castelnuovo-Mumford, on peut retrouver le corollaire
précédent sur ces variétés.

On rappelle d'abord le théorème d'annulation de Griffiths [Griff] , selon
lequel

V/c<EN, Vi>0, H1 (Y,

pour tout fibre vectoriel ample E-+Y et tout fibre en droites L~ +Y nef.
Dans le cas de l'espace projectif, il existe un fibre en droites G •=£?(!)

très ample sur F tel que Gn+l=Ky1. Ceci donne bien

Vi >0, #' (F, SkE ®detE &G'1 ®G~ f) =0.

Le fibre SkE ® detE® G"1 est donc globalement engendré. Par conséquent, SkE®
detE est strictement positif au sens de Griffiths, et son dual est même
strictement négatif au sens de Nakano.

Dans le cas de la quadrique Y = Qn, n>2, l'indice n'est que ri, il faut donc
justifier autrement l'annulation du nieme groupe de cohomologie. On a dans ce cas

KY = G~n avec G = 6v*« |Q«, et SkE est ample tandis que det E ® G'1 est
semi-positif si n> 3, ceci résulte du fait que le groupe de Picard de la
quadrique est engendré par G; pour n = 2, le groupe de Picard de Q2 — P1 X P1

est Z2 avec G = ff(l, 1) I tout fibre en droites ample est donc minoré par G. Par
dualité de Serre, on trouve alors

H* (Y, SkE ®detE ^G'1 ®G~n) =tf (Y, (SkE ® detE gXT1) *) * = 0

car S^EOdetE^G'1 est ample.
Puisque le fibre quotient universel sur les grassmanniennes peut jouer le

rôle du fibre en droites très ample G dans le critère de Castelnuovo-Mumford,
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les résultats précédents restent vrais sur ces variétés [Man2].
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