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Images Directes de Fibrés en Droites Adjoints

par

Christophe MOUROUGANE *

Abstract

Our main purpose is to study ampleness and positivity properties of the direct image ¢@«L of a
holomorphic line bundle L under a smooth morphism ¢ X—7Y between compact complex analytic
manifolds. We show that in general the ampleness of L does not imply that of the direct image @»L
but only that of the direct image of the adjoint line bundle ¢ (Kx/¥ ®L).

§1. Introduction

L'objet de ce travail est 'étude des propriétés d’amplitude et de positivité sur Y
de l'image directe ¢@%L d'un fibré en droites holomorphe L par un morphisme
lisse ¢ X—Y entre variétés analytiques complexes compactes. Nous montrerons
qu'en général I'amplitude de L n’implique pas celle de I'image directe @xL, mais
seulement celle de 'image directe du fibré adjoint par le fibré canonique relatif
% (Kx/y®L).

Des résultats dans cette direction ont été démontrés par Fujita [Fuj] dans
le cas ot Y est une courbe, par Kawamata [Kawl] et Kollar [Kol] pour I'image
directe du fibré canonique relatif sur les variétés projectives. Citons le résultat
principal de Kawamata, dont la démonstration a été simplifiée par Kollar:

Théoréme. Soit ¢ X— Y un morphisme surjectif entre variétés
projectives lisses. Supposons que le diviseur de ramification soit a croisements
normaux et qu'en dehors d'un ensemble de codimension 2, les fibres de ¢ soient
réduites.

Alors, ¢xKx/v est localement libre et numériquement effectif.

Les méthodes utilisées dans le cadre analytique conduisent a des propriétés
de positivité en termes de tenseurs de courbure, a priori plus fortes que les
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propriétés de positivité algébriques.

Nous obtenons des applications en direction de la conjecture de Griffiths
reliant amplitude et positivité des fibrés vectoriels ([Griff], probléme 0.9). et
pour la classification des variétés kahlériennes compactes dont le fibré tangent
est numériquement effectif [DPS].

Je tiens 4 remercier Michel Brion, Jean-Pierre Demailly et Laurent Manivel
pour quelques discussions utiles dans la perspective de ce travail.

1.1. Définitions
Pour tout morphisme f: X— Y entre variétés algébriques ou analytiques

complexes lisses, nous noterons K%,y ou Kx/y le fibvé en dvoites canonique velatif

Kx ® f*K¥". Si f est un morphisme fini Kx,¥ est égal en tant que diviseur au lieu
de ramification du morphisme f. Si f est une submersion, Kx/y est égal au
déterminant du faisceau des différentielles relatives Qx,r défini par 4% (F/.4?)
ot 4: X—X«yX est le morphisme diagonal relatif 4 f et . le faisceau d’idéaux de
A(X) dans XxyX.

Un fibré en droites holomorphe sur une variété analytique complexe
compacte X munie d'une métrique hermitienne @ de classe C” est dit
numériquement effectif (nef) si pour tout >0, il peut étre muni d'une métrique
hermitienne de classe C” a courbure minorée par —ew. Si X est projective, cela
revient & supposer que son degré sur toute courbe irréductible est positif ou
nul.

Un fibré en droites holomorphe sur une variété X est dit gros si sa
dimension de Kodaira-litaka est égale 4 la dimension de X.

Un fibré vectoriel holomorphe E est dit ample (resp. nef, vesp. gros) si le
fibré en droites canoniquement associé Og(1) est ample (resp. nef, resp. gros)
sur P (E) la variété des hyperplans de E. Nous renvoyons a [DPS] pour 1'étude
des propriétés des fibrés vectoriels nef. Précisons simplement.

Lemme. Un fibré vectoriel holomorphe E sur une variété projective X est
nef si et seulement si pour toute application g d'une courbe C dans X, le degré
sur C de tout fibré en droites quotient de g*E est positif ou nul.

Soit f un morphisme lisse entre variétés analytiques complexes compactes.
Un fibré vectoriel holomorphe est dit f~ample (resp. f-nef, resp. f-gros) si ses
restrictions a toutes les fibres du morphisme f sont des fibrés amples (resp. nef,
resp. gros).

Un fibré vectoriel holomorphe E sur une variété analytique complexe lisse
X, est dit positif au sens de Griffiths s'il peut étre muni .d'une métrique
hermitienne # de classe C* dont la courbure ic; (E), (1, 1) -forme a valeurs dans
le fibré des endomorphismes hermitiens de E, vérifie: pour tout xr € X et pour
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tout E®VET,X ®F,,
((& Jx&) Jicn (E) w, v)n 20

ot J est la structure complexe sur TX.

1.2. Ktude d’un exemple
L'image réciproque d'un fibré vectoriel nef (par un morphisme quelconque) est
un fibré vectoriel nef. La situation est différente pour les images directes.

Soit mt X—Y le revétement cyclique ramifié le long d'un diviseur lisse et
réduit B donné par une section d'un fibré en droites globalement engendré L*.

Alors 50, =@®ZsL~7 n’est pas nef; par contre puisque le fibré canonique relatif
donné par la ramification est Kx,y=m¥L*"}, le faisceau localement libre m#Kx, vy
=7 (0x) ®L*'=@}1L; est nef.

1.3. Enonecé des résultats

Au paragraphe 3 nous exposons une démonstration algébrique des résultats de
positivité pour l'image directe par un morphisme lisse d'un fibré en droites nef
et relativement gros adjoint par le fibré canonique relatif.

Théoreme 1 (Version algébrique). Soient ¢: X— Y un morphisme surjectif
lisse entre deux varietés projectives lisses, et L= X un fibré en droites ample (rvesp.
numériquement effectif et Q-gros).

Alors @ (Kx;y®L) est localement libve et ample (vesp. localement libre et
numériquement effectif) .

Dans le cas d'un fibré semi-ample, ce résultat est une conséquence, par
utilisation de revétements cycliques, de théorémes sur le caractére
numériquement effectif de 1'image directe du fibré canonique relatif ([Vie3]
proposition 2.43).

En suivant un schéma de démonstration analogue, nous obtenons au
paragraphe 4 une version kahlérienne de ce résultat.

Théoréeme 2 (Version analytique). Soient @ X— Y une submersion entre
deux wvariétés kdahlériennes compactes lisses et L— X wun fibvé en droites
numériquement effectif et @-ample.

Alors @x (Kx/y ®L) est localement libve et numériquement effectif.

Il suffit ici aussi de supposer que L est seulement ¢-gros. Mais la
technique est alors plus difficile. La démonstration repose sur la construction de
métriques hermitiennes a 1'aide d’estimations L% Le théoréme 2 montre en
particulier le résultat suivant:
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Corollaire 1 [DPS]. Soit X une variéte kihlévienne compacte lisse dont le
fibre tangent est numériquemment effectif. Alors, il existe un revétement étale fini

X—X tel que, en notant z le morphisme d’Albanese de X , pour tout entier naturel k,

az, (Kx) est un fibré vectoriel numériquement effectif.

En ajoutant une hypothése (H) sur la variété de base, nous obtenons au
paragraphe 5 une conclusion plus forte que celle du théoréme 1:

Hypothése (H). Il existe sur Y une auto-application 0: Y—Y et une
métrigue kihlérienne w telles que, pour un a>1, {*w} = alw}.

Ici {a} désigne la classe de i00-cohomologie de la (1, 1)-forme
différentielle a. La notation {a} = {b} signifie que pour tout >0, il existe une
fonction F de classe C” sur Y telle que

a>b+i00 F—cw.

Théoréme 3. Soient X et Y deux variétés projecives complexes lisses, ¢ X—
Y une submersion, et L—X un fibvé en droites ample. Supposons que 'hypothése (H)
soit satisfaite sur Y.

Alors le fibre ou(Kx/y ®L) est strictement positif au sens de Griffiths (donc
ample) .

Un outil important de la démonstration est un procédé de régularisation des
métriques continues sur un fibré vectoriel.

Le théoréme 3 a pour corollaire le résultat suivant qui serait une
conséquence de la conjecture de Griffiths.

Corollaire 2. Soit Y une variété projective lisse dont un revétement vamifié
est une variéte projective lisse vérifiant U'hypothéese (H). Soit E—Y un fibré vectoriel
ample sur Y. Alors pour tout entier naturel k, S*E ® det E est strictement positif au
sens de Griffiths.

Ce corollaire s’applique en particulier sur les variétés projectives lisses a
courbure sectionnelle holomorphe constante positive ou nulle (ie. l'espace
projectif P" et les variétés revétues sans ramification par des variétés
abéliennes [Ig 54]).

1.4. Compléments sur 'hypothése (H)

L'hypothése (H) est satisfaite par
- les tores compacts: par image réciproque par la multiplication par 2 une
métrique kihlérienne est multipliée par 4.
- l'espace projectif: pour I'élévation au carré des coordonnées homogénes,
l'image réciproque de 0 (1) est 0(2).
- plus généralement les variétés toriques [Dan]: I'élévation au carré des
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composantes dans les cartes affines C” se recolle car les changements de
cartes sont des monomes de Laurent. L'effet de cette auto-application 6 sur
les fibrés en droites est déterminé par l'effet sur leurs restrictions au tore
dense et donc par l'effet sur les caractéres de ce tore. Si L est un fibré en
droites associé au caractére A, le fibré 6*L est isomorphe a L? puisque le
caractére 6% est égal a A%

Cette hypothése a été initialement considérée pour retrouver sur C une
application analogue aux morphismes de Frobenius. Elle fournit d’autre part,
dans certains contextes, un substitut au produit tensoriel de fibrés en droites.

§2. Préliminaires

Les lemmes suivants seront utiles dans la manipulation des faisceaux.

Lemme 1 ([Hart 2] exercice 1I1. 8.3) . Formule de projection:

Soit f: X—Y un morphisme de varietes, F un faisceau cohévent sur X, et 8 un
faisceau localement libre de vang fini sur Y.

Alors pour tout i EN, les faisceaux images divectes supévieures R'f (F @1*E)
et Rifa(F) ®8 sont naturellement isomorphes.

Lemme 2 ([Hart 2] proposition III. 9.3) . Formule de changement de base:

Soit f1 X—Y un morphisme de variétés et F un faisceau cohévent sur X. Soit
Y une variété et 0:Y'—Y un morphisme plat. Soit enfin X' =XxyY'. On a donc le
diagramme suivant:

, e
X X avec F—X.
4 l l f

Alors pour tout iEN, O*R'fx (F)et R'gx (OXF) sont naturellement isomorphes.

Avec les notations précédentes, les faisceaux de différentielles relatives
Qx /v et @*% (Qyx,y) sont isomorphes ([Hart2] proposition II. 8.10). Si de plus f,
et par suite g sont des submersions, K%,y = det (Qx,y) et %K%,y sont
isomorphes. On obtient ainsi une formule de changement de base pour les fibrés
adjoints’ pour tout 1EN,

O*R'fx (K5 y ®F) =R'gx (K /vy ®O*F).

Cette formule peut aussi étre obtenue a partir de la premiére formule de
changement de base par application de la dualité de Serre sur les fibres de
f: puisque f est supposée submersive, ses fibres sont lisses et leur faisceau
dualisant coincide avec la restriction du faisceau canonique relatif.
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Dans le cadre analytique, nous utiliserons les lemmes suivants:

Lemm 3. Soient X une variéte analytique complexe compacte et p: (E, h)—X
un fibré vectoriel holomorphe hermitien. Soit D=D"+D" sa connexion de Chemn. Soit
s une section holomorphe locale de E au voisinage d'un point xo de X. Alors pour tout
x au voisinage de xo et EET,X,

S. ]xs) _lich (E) ISI.SJ:> I

sz P

€ 1,6) i35 logl s o=

avec égalite st D's=0 an point x.

Lemme 4 ([Dem3], Lemme 4.4). Soient X une variéie analytique complexe
compacte, 7 une (1, 1) ~forme réelle sur X, et p: (E®, h)—X un fibvé vecioviel
holomorphe hermitien.

Alors

icpe (E) 2 st 7®Ide &= ich (E%) <grigr — 7 ®ldge & 100 log h=p*7.

on log h est considérée comme fonction sur Uespace total E*. Ici = grigs désigne la
positivité au sens de Griffiths.

Lemme 5. Soieni ui,..., u, des fonctions plurisousharmoniques suv une
variéte analytique complexe X. Alors, log (em + -+ +e*) est plurisousharmonique sur
X.

Ces deux derniers lemmes montrent en particulier que la “somme” de
métriques & courbure négative est encore a courbure négative.

§3. Démonstration du Théoréme Algébrique

Iei, X et Y sont deux variétés projectives lisses connexes de dimension
respective n et m. Le morphisme ¢: X—7Y est supposé lisse. Le cas d'un fibré en
droites ample se réduit au cas d'un fibré en droites nef et relativement gros par
soustraction de I'image réciproque sur X d'un @-diviseur ample assez petit sur
Y et par un revétement ramifié fini de Y. On suppose donc que L— X est un
fibré en droites nef et ¢-gros.

3.1. Premiére étape: o« (Kx/y ®L) est localement libre

Puisque ¢ est un morphisme lisse, le théoréme d'annulation de Kawamata-
Viehweg [Kaw2] [Viel], s’applique sur les fibres de ¢ (qui sont toutes réduites
lisses et projectives) et donne

Vi>0, R ox(Kxy®L)=0.

Par platitude de ¢, en désignant par F, la fibre de ¢ en y,
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y—dimH°® (Fy, Kry ®L)

est localement constante sur Y. Par un théoréme de Grauert ([Hart2] corollaire
1I1. 12.9) le faisceau @ (Kx,v¥ ®L) est localement libre. La méme démonstration
s'applique au cas d'une submersion entre variétés kihlériennes compactes et
d'un fibré relativement gros.

3.2. Deuxiéme étape:
Soit G— Y un fibré en droites trés ample sur Y. On montre que pour toute
donnée (X, ¢, L) vérifiant les hypothéses du théoréme 1, si E désigne le fibré

vectoriel associé au faisceau localement libre @« (Kx,y ®L), alors E ® Ky ® G™*+!
est globaiement engendré.

A cette fin, on dispose du critére de Castelnuovo-Mumford [Mumf].

Lemme 6. Soit Y une varviété projective lisse munie d'un fibvé en droites tres

ample G. Soit E—Y un fibvé vectoriel. Si les groupes de cohomologie H* (Y, E®G™)
sont nuls pour tout 1>0, alors E est globalement engendvé.

Ce lemme se démontre en vérifiant que les morphismes de restriction aux
intersections transverses décroissantes de diviseurs de |G| sont surjectifs.
Il suffit donc de vérifier I'annulation, pour 0<i<m, de

H' (Y, E®Ky®G™'™") = H'(Y,p% (Kx®L) ®G™'™")
= H' (X, Kx®L ® g*Gm*11) |
La deuxiéme égalité a lieu car les images directes supérieures Rpy (Kx ®L) =
Ky ®R @s (Kx,y ®L) sont nulles.
Maintenant, puisque L et G sont nef, L ® @*G™*~* I'est aussi. Puisque L est
@-gros, la classe @« (c1(L)"™) est représentée, en tout point y de Y, par I'entier

strictement positif [ ¢y (Lir,) "™ ou Fy est la fibre de ¢ en y. Puisque de plus G
est trés ample,

Jlawepemnr=Scimt1-i* [ ox@ ™) Aa ()"

est une somme de termes positifs dont le dernier est strictement positif. La
dimension numérique et par suite la dimension de Kodaira-litaka de

L ® @*G™ 1~ sont donc maximales: L ® *G™*1~" est gros. On applique alors le
théoréme de Kawamata-Viehweg pour conclure.

3.3. Troisiéme étape:

On déduit de l'étape précédente que pour tout sEN, E®*®Ky®G™*! est
globalement engendré.
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Pour cela, on considére une construction inspirée de E. Viehweg ([Vie2]
Lemma 3.5). Soit X®:=X X ,X X , - X ,X le produit fibré de s copies de X. On

note @ X —X; la projection sur le 5™ facteur, ¢; : X;=X—Y TI'application ¢
et L; — X; le fibré en droites L. Puisque X, Y et ¢ sont lisses le produit fibré

X est une variété lisse. L’application naturelle ¢*: X —Y est lisse.
S
LY :=Q® @®*L; est nef et ¢ -gros.
1=1
Afin d’'exploiter le résultat de I'étape précédente, il suffit de remarquer que,

par application des formules de projection et de changement de base pour les
fibrés adjoints

O (Kx,y ®L®) = (px (Kx/y ®L) ) .
3.4. Quatriéme étape: E est nef

Soit m: P (E) —Y la variété des hyperplans de E. Sur P(E), on dispose d’une
application surjective entre fibrés

TXE ®—1*SSE—0g (s)

obtenue par la symeétrisation suivie de l'application d’évaluation fibre a fibre
sur Ok (s). On en déduit une application surjective

* (E®*®Ky®G™)—0z(s) ®7* (Ky ®G™H)

qui permet de munir O (s) ® 7% (Ky ® G™*') d’une métrique a courbure positive

et donc O (1) d’une métrique 4‘® dont la courbure vérifie
icye (0p (1)) 2 —S¥icy Ky 8G™*)

ot H est une métrique hermitienne de classe €~ fixée sur Ky ® G™*!. Les fibrés
Oz (1) et E sont donc nef.

§4. Démonstration du Théoréme Analytique

Le morphisme ¢: X— Y est une submersion entre variétés kahlériennes
compactes lisses et L —X est un fibré en droites nef et ¢-ample.

4.1. Métriques sur les fibrés en droites nef et relativement amples

On cherche i traduire en termes de métriques I'hypothése sur le fibré en
droites.

Lemme 7. Soient ¢° X— Y une application surjective entre wvariélés
kahlériennes compactes lisses et L —Y un fibvé en droites sur X nef et @-ample. Soit
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W une metrique kihlévienne sur Y.
Alors, pour tout €> 0, il existe une métrique hermitienne H de classe €~ sur L
telle que icy (L) +e@*w soit une métrique kihlérienne sur X.

Démonstration. Puisque L est ¢-ample et que Y est compacte, les
estimations L? pour l'opérateur 0 fournissent une puissance p-ieme L? de
L{(p>0) telle que les fibres de ¢ se plongent dans des espaces projectifs grace a
L?: en chaque point y €7, il faut que la courbure de Lf:p_,(y) compense certains

poids logarithmiques, que l'on peut choisir dépendant continument de y. On
obtient alors le diagramme suivant:

L? —— 0s(1)

|

X “— P&y

o\
Y

avec E, :=q@x (L?) localement libre.

On fixe une métrique sur E,. Pour la métrique A induite sur L, il existe un
réel A>0 tel que ic (E,) = —pAw ®lds,. Par suite, ic,y (L) + (4 +1) o*w est une
métrique kahlérienne sur X. Comme L est nef, pour tout €> 0, il existe une
métrique ke sur L telle que

iche (L) = —e(ic,(L) + (A+1) o*w).

La métrique i ‘= (heh®) V/1*¢ est alors telle que ic; (L) + (4 +1) ¢*w soit une
métrique kihlérienne sur X.

4.2. Démonstration du théoréme analytique
4.2.1. Premiére étape: Construction de métriques sur les images directes

La proposition suivante fournit dans le cadre kihlérien, I'argument analogue au
fait que, dans un cadre projectif, pour toute donnée (X, ¢, L) satisfaisant les

hypothéses du théoréme 1, le fibré Ky ® G™*! ne dépendant que de Y suffit a
rendre @ox (Kx/y ®L) ® Ky ®G™*! globalement engendré (Deuxiéme étape).

Propesition 1. Soit ¢: X — Y une submersion entre variétés kihlériennes
compactes et L= X un fibvé en droites sur X nef et @-ample. Soit w une métrique
kihlerienne sur Y. Alors il existe une constante A ne dépendant que de w et de Y,
telle que pour toute donnée (X, ¢, L) verifiant les hypotheses du théoreme 2, on peut
munir @x (Kx/y ®L) d’'une métrique hermitienne H de classe € vérifiant
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ice (v (Kx/y ®L)) 2 6ritt— A @ ®ld gy (kv 01).

Démonstration. On utilise les méthodes de construction de métriques par
estimations L? développées dans [Dem3].
Puisque L est nef et ¢ —ample, le lemme 7 fournit une métrique sur L telle que
w:=ic(L) + ¢*w soit une métrique kahlérienne sur X. Soit (U;j) un
recouvrement de Y par des boules relativement compactes dans des cartes. Soit
v, une fonction sur U; quadratique en les coordonnées, bornée, et vérifiant

100v;—ice (K7") £ —w.
On définit
#i = {SEH0<(0_1 (U,), Kx/v®L) /f_,(b )Islﬁx,ym ¢"°%dV, < +oo},
4 7]

ou la métrique sur Kx,y = Kx ® ¥ K7 est déduite des métriques w et w. Les
poids sont tels que

ic (KzY) +ic (Kx,y ®L) — @%i00v; >ic (L) + ¥ w=w.

Ce calcul met en évidence la nécessité d'adjoindre Kx,y & L pour obtenir des
estimations qui ne dépendent que de la base Y.

Pour yE U, et EEEY, soit la forme linéaire
g #, — C
s — s(y).E

ot on considére s€H®(U;, E) avec E, et EX en dualité naturelle. On note || €[], 1a
norme de la forme linéaire E. En choisissant une base hilbertienne de #,, on
constate que log || ||Z est une fonction plurisousharmonique sur l'espace total E|u,
Soit (U) et (U;) deux recouvrements de Y par des boules telles que

U;jCCU; CCU; et 6; une fonction positive de classe €= a support dans Uj,
partout inférieure a 1 et identiquement égale a 1 sur Uj. Pour y € U; et EEEF,
on pose

lelP =267l gl.

La fin de la démonstration consiste 4 montrer que la métrique ainsi définie
(sur E* et par dualité sur E) satisfait les conditions requises dans la
proposition 1. Pour ceci, il suffit d’appliquer le lemme suivant qui permet de
controler la perte de positivité due aux recollements des métriques || ||,

Lemme 8 ([Dem3] lemme 3.5). Soit X une variété complexe munie d'une

(1, 1) ~forme positive Q. Soit V;CV; CV; des recouvrements localement finis de X
par des ouverts velativement compacts. Soit 0; une fomction positive de classe 6= a
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support dans V. partout inféerievre ¢ 1 et identiguement égale & 1 sur V;. Soit B;
des constantes telles que

1(6]650]_001/\50]) > —B,Q sur V;'\I/;

Soit wj une fonction presgque p:.avisousharmonique sur V, telle que, iagwjkr pour une
(A, 1) ~forme eelle y str X, de classe €. Soit enfin C, des constantes telles que

V2 V\V;, wi(x) <C;+ sup wi (x).
k#1ViDx
Alors la fonction w :=log (2 60%¢™) est presque plurisousharmonique, et son hessien
. oifie

z@@w?_ 7—2 (Zﬂy;’\y;BjeC’> Q

On montre d'abord l'existence d'une constante C ne dépendant que de Y
telle que

log | £ [Z<C+1log| & |2 sur p~ ((UF\U}) NUL) CE*,

ot p: E™—Y est la projection naturelle.

Soit donc y€ (U, \Uj) NU} et EEEF. Soit h; EH; telle que
I 4% =1ct|n, (o). E|=] &, U existe une constante co ne dépendant que des
recouvrements de Y, indépendante de y € Y et une fonction y de classe € a
support compact dans U, N Uy, égale a 1 sur un voisinage V, de y et telle que

|5X| <co.

La fonction ¢ := (2dimY) loglp —y| sur ¢~ (Us) est majorée sur ¢~ *(Uy)
et minorée en dehors de V, par des constantes ne dépendant que des
recouvrements de Y. Puisque ¢ est une submersion, on a

L»X(U)|f|26_¢de< +oo= =0 sur ' (y).
¢ ' (U,) est faiblement pseudo-convexe,
fw“(UA) |§(Xh'1) lzew‘p_qbd V< + oo,
ic (KxY) +ic (Kx/y ®L) — @*i00u, +i00¢) >w.
L’'application des estimations L? de Hérmander fournit donc une section
fr€E€~ (¢ (Ux), Kx/y®L) telle que
o 5(fk"“Xh,) =0
° =0 sur ¢ t(y)
o Jorwl fi Per o4V <ei Lo w0 (xhy) Pero=4d V.

On obtient alors, en utilisant les bornes de ¢ et le fait que |v,-—1)k| est majorée
par une constante ne dépendant que de Y
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Ife—=xmi 2. ez || s lle,=co.

lefe> e 1) ENIOENEHA

D’ou I'existence de la constante C.

Par suite

En outre, il existe une constante B ne dépendant que de Y telle que
16;,006;,—i06; \ 06;> —Bw
et donc
i (6;°0) 99 (6;°p) —i3(6;°p) N3 (6;°p) = —Bp*w.
Le lemme de recollement 8 fournit donc

100 log|| & [P=p* (—2BeC (1) w) = —Ap*w
i

pour une constante A ne dépendant que de Y.
Le lemme 4 permet alors de conclure

ic (% (Kx/y ®L)) = ritt— A @ ®ld gy (kv o1).

4.2.2. Deuxiéme étape:
La construction de E. Viehweg des produits fibrés et la proposition 1 permettent
de munir E® d’'une métrique hermitienne de classe €~ dont la courbure vérifie:

ic (E ) Griff —Aw ®Id

4.2.3. Troisieme étape:
On utilise I'application surjective 7*E® —0g(s) pour munir Og (1) d'une
métrique hermitienne de classe € dont la courbure vérifie:

ic (O (1)) = ——‘3—7t*w.
Le fibré E est donc nef.

§5. Démonstration du Théoréme de Positivité au Sens de Griffiths

5.1. Transport de la positivité par morphisme fini

On montre d’abord que, comme l'amplitude ([Hartl] Proposition 4.3) , la
positivité au sens de Griffiths est conservée par morphisme fini. Comme le
montrent les lemmes 4 et 5, il est plus naturel d’étudier le transport de la
négativité au sens de Griffiths.

Proposition 2. Soit F: X' — X un morphisme fini surjectif emtre variétés
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kahlériennes compactes. Soient @ une métrique kihlérienne sur X et p- E—X un
fibvé vectoriel sur X. Soit v un réel.
Alors

ic (F*E) <grigg— VF*w ®1d <= ic (E) <grigs— v ®Id.

Démonstration. L'implication <= est démontrée dans [Fran]: il suffit de
corriger la métrique image réciproque aux points ou la différentielle de F
s’ annule.

Pour l'autre implication, on considére une métrique hermitienne h de classe
C™ sur F*E telle que pour a>0 assez petit

i (F*E) <Griff_ (u+a)F*w QIdr*.

On munit E de la métrique trace ho définie par

1 ,
degF F(K'Z)::x h(x') (V)

TV=v

ViEX, VVEE,, h(x) ) =

ou T est défini par

FXE —— E

ﬂl lﬂ
F
X — X

La métrique hermitienne ho sur E est continue sur X, de classe C* en dehors du
lieu de ramification de F.

On montre maintenant l'inégalité de courbure

100k log ho> (v+a)p*w au sens des courants.

Puisque la métrique %o est continue, il suffit d'étudier sa courbure en
dehors du lieu de ramification de F. Soit xo€ X en dehors du lieu de ramification
de F. Soit (Fj?) 1sjsdeer (resp. (T7!) 1sjsaeer) des inverses de F (resp. T) définis
sur un voisinage ouvert de xo. Alors au voisinage de xo,

degF
log ho(x) (v) =1log (@ 20 (F7 @) (17')),
On choisit des repéres h-normaux aux voisinages des points Fj!(xo). Ainsi un
calcul analogue a celui de la démonstration du lemme 5 permet d’obtenir
I'inégalité de courbure souhaitée.
On remarque que cette inégalité permet ici de définir la connexion de Chern
du fibré hermitien continu (E, ho).

On explicite maintenant le procédé de régularisation de la métrique
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hermitienne ho. Puisqu'il s’agit de fonctions & valeurs matricielles, le procédé de
Richberg de régularisation des fonctions plurisousharmoniques continues a
I'aide de fonctions maximum ne s’applique pas. La méthode proposée ici résout
la difficulté par utilisation du transport paralléle.

Lemme 9. Soient (X, w) une variété hihlérienne compacte et p: E—X un
fibve vectoriel sur X. Soit ho une métrique hermitienne continue suv E telle que, pour
un réel v, et un véel >0

i0£0gho> (V+a) ho p¥w au sens des courants.
Alors il existe sur E une métvique hermitienne h de classe C” telle que
ich (E) <grit— v ®ldg.

Remarque. Le procédé de régularisation et le résultat sont valables pour
un majorant non nécessairement décomposable. Il faut alors modifier la démons-
tration en utilisant le lemme 3 au lieu du lemme 4.

Démonstration. On étend au cas de fonctions continues a valeurs
matricielles la méthode de régularisation développée dans [Deml].

Soit H une métrique hermitienne de classe C” sur E, D¥ la connexion de
Chern associée et 7:= ¥ le transport parallele relatif a D?. Soit x: R— R
I’application de classe C™ définie par

_ 1 .
x ()= —exp|-—=) si t<1
t—1
x )= 0 si t>1,

On désigne par C := cec x (€22 (&) ot n est la dimension de X.

Ces données permettent de définir par convolution une suite de métriques
hermitiennes sur E de classe C™: pour tout €>0, zEX, VEE,, on pose

1 (& Le
he(2) (V):= = f K (F55 o exp.8) (72 (1) a2 ).

ol T.e désigne le transport paralléle relatif 4 la connexion D¥ le long de la
géodésique 7: [0, 1] =X, t—expatE.

On commence par montrer que k. est de classe C*.
Soient zo un point de X et ) = (uy,.,us) un systeme de coordonnées
holomorphes sur X au voisinage de zo tel que

ik () = 0 — Zcjrpunty+0 (Jul?),
L

ot (cjkip) est le tenseur de courbure de (TX, ) et 0 le symbole de Kronecker.
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Un tel systéme de coordonnées est dit w— géodésique en zo. Son existence en tout
point de la variété X est équivalente au caractére kihlérien de la forme w. On
pose:

ui =uy (expz€), 2 ‘=ui(2),
Vi “= Uk 2y, & =duiE.

Dans tous les calculs qui suivront, (us) et (zx) seront considérés comme deux
n-uplets indépendants de variables indépendantes. L’espace total de TX qui
paramétre les petites géodésiques est de dimension 2u. La notation v; est une
écriture condensée de u;—z;.

Puisque () est un systéme de coordonnées w-géodésique, il existe un
systéeme () = (91,..., Ns) orthonormé C* de coordonnées sur les fibres de TX,
au voisinage de zo, tel que

I €12=XIn.|2=|nl?

avec

1 _
Ne= Ek—fz cinnzizp&i 0 (|2°) .E.
i1

Pour transformer les variables 7 en variables z et u, on utilise le développement
limité de I'exponentielle ([Dem1] lemme 8.2):

Mk=2k+$k+%% Cjku:(z—p +%)Ej§1+0 (|z|2+|E|2) |5|2

Ainsi

1 =
Ekzvk_—_z Cjklp(zp+u>vﬂ)l+0 (l“l + |Z|) 4
25 3

et
1 _ 1_
nk=vk—§Z C;mp(vaﬂftl"'—'g"Up‘UfUl) +0 (Iul +|Zl) 4'
il

On choisit (V) = (V1,..., V,) un systéme de coordonnées holomorphes sur E
au voisinage de z, tel que

I vIE= Z}” Vit~ :/-; diaan it VaVu+0 (ulf V]?),
JkAL

ot (djra.) est le tenseur de courbure de (E, H). Un tel systéme est dit

H-synchrone en z, des coordonnées géodésiques (#). On appelle (a%;) la matrice
de la métrique ho dans ces coordonnées.
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Au voisinage de zo, la métrique he s’ écrit donc

he(2) (V)= f ( . u) )Z au(M)Tzu(V)ﬂzu(V)xdl(ﬂ)

u€C”
Sous cette forme, he apparait comme une métrique de classe C”.

Reste a montrer que pour &> 0 assez petit, ic (E) <grigr — v@ ® Idg

c'est-a-dire par le lemme 4 que pour >0 assez petit, 100k, (+) (+) >vhp*w, o
p- E—X est la projection naturelle.

Pour le calcul du hessien de h(+) (+), on dérivera sous le signe intégral
aprés avoir étudié la dépendance en z et V du transport paralléle 7 et des
coordonnées (7). On transformera ensuite les dérivées en (z) en des dérivées
en (u). Il apparaitra le hessien de %o, minoré par hypothése. La continuité de A,
suffira pour montrer que les autres termes tendent vers 0 avec &.

On commence par établir un développement du transport paralléle le long
de la géodésique 7: tHexp, t6= (uy) = (zx+tvi+0 (|2 +ul?).

Puisque les coordonnées sur E sont H—synchrones en zo des coordonnées
(u), la matrice de la connexion D¥ est de la forme

ElAY () = = Zdyuiinel ®eatO (ful) #€l.
JrAu
Le transport paralléle est donné par
4L p# (1) =0
soit
d — -
i (tV)a— Zdjiawv; @+ tow) (7V) =0 (|2|+1|ul) 2.
jke
Par intégration, on démontre que

(zV)1=Vi+ %djkju’l)j(Z—k"_ﬂZL) V,+0 (|z| +|u|) 3
ke

D’ ou
(tV)a(zV),= V1171+_Z djk}u’l)j(sz_'_EZL) VuVi

+> d,uuv,(z,,-i-v") V;Vu+0 (2| + ) 3| V]2

Jky

Pour transformer les dérivations en (z) en des dérivations en (u) dans le
calcul du hessien de ke, on introduit les opérateurs

v -=—a—a‘é—-i-aui en particulier V7v,=0 V;5,=0
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La contribution du transport paralléle est
4 7( (V) (V) 1) =2 djiay 53VaVy+0 (2| +ul) 2 V1%
/7

A partir de 'expression précédente de 7, on calcule

Ind2=1|vl? 1 — 1_ _

7]k| —Ivkl —'2“2 Cikip Zpu1+§vpvt ViV

jlp
1o - _ .1 _\_
"“5% ijp[(Z[Mp +‘3"l)lvﬁ)1)kvj+o (lul +|z|) 5.
J

Puisque ¢ijpi =cjkip, ON obtient

2 ” ”
4 1+<X, (|_772|_) ) =_XZ—Z cinp (Zp i) 'Uiv_k_'x—zo (| +20) %
€ 2€% jkp 2¢
D’aprés [Deml]
dA(n) =(§> AMAT AL AN Ad T,

ou 7 est différentié par rapport a u a z fixé. En utilisant ¢ijp=cjkip €t
Ux=ur 2, on obtient

dA(n) =d2A () [ 1_5 Ckrip (uﬂ't_p_%‘vﬂ/—p) +0 (lul+|z]) 3]-
Donc
Vida(n))=—da(u) [% cripitp+0 (ul +|2|)2]-

Les trois calculs précédents donnent

Vix'da(n) (V) (zv),)

B [——1_22 ciurp (Zptitp) va_k"'lz—O (fel +1e)*
26%jkp €

da(n) (V) (zV);,

—X'dA(u) [% ceripity+0 (|ul +|Z|)2] (tV)a(zV);

+x'dA(n) I_Z g 03VaVut0 (2l +lul) 2 V2
i

En utilisant
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Viaty = —20ms
Va((@):@) = 0ul+leh v
Val@dm) = 0ul+lz)]dA @)
Valnl = —20,,+0 (ul+12l)2,
on obtient
Va7 (xaam @), @)

Vi
[ z civ1p B i) vym+ lg’{o (ul +l2])®
+ chmlp(2p+up)1)]+ O(|u|+|zl) ]dl (p) (V)2 (TV)
+[2Jziz cersityomt2a0 (ful +2))?
& kp &
1 S w0 <|u|+|z|>]dz<u> (V) eV,
—2[22—2 G VTt 0 ( H v

di(n).

+x' %MVAVEH’O (ful+lzD V2
Au point z,, éette expression devient
VeV H(xaa(n) (v (@),
= [ 8;‘”:%: Cjk[pﬁpuﬂzkum-i'_'ze;_’% CimipWpl;

2 4 _ , pa—
+ _‘82:“ % ckk,pui,um'Fx Z ckk;m-l-O (6) dA (M) Vg V;_]
k

+ [—2222—2 Ajiz ghmm Vg_le b dmligvg'}'o (e) ,Vl
7 e

Afin d'intégrer par parties l'expression du hessien de h. et d'utiliser la
majoration de la courbure de E muni de ho, il faut reconnaitre des dérivées
secondes par rapport aux coordonnées (). Le terme nouveau par rapport au
cas de la régularisation des fonctions plurisousharmoniques est
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s T -
—2 ) Z d,-;,lgi,um—Zx'dm;M
J
= 2; aujaﬁm (8 Xd”i!i) +0 E),
comme on peut le vérifier en utilisant
9 1
= In*=u;+0(e).
aullnl ! (e)
Les autres termes se réécrivent
T cjklpa—i’“ﬂ;k“m"'lz_z Cimiph gt
jkp € jp
2 ” _ ,
+ _Z_Z Z Cikipthptm+ X Z Ckkim
2 aupau (X Z Cjklﬁuﬂ'f«k"-e X Z Ckkm)
- Z aukau (5 chklm) +O( )

Puisque ' 2 a% ) (724V)1(t:4V) 3dA(n) est une (n, n)-forme réelle sur X,
1

S a0 (5.5~ 55w ) (1 (@) @2 42 () )i

ma "

=Re 2. au(M) VaVi (X (Tqu) (Tz,uV>/_1d/z(n))Sls_m

Imai

2 —
2 afi(u )au%?aui(x’ Zk: Ciripu ity €% Zk: Chkip) Si5mVaVa

Imizp

— 2 ay (M) 614 au (E xcjklm)SlSmV/lV/l

ImaAjk -

_Zlm%_m ad () 57— B, 614 (e? xd,uﬂ) V;V,,s;sm-i-O(s) IslPlvI2] da (u).

On peut alors intégrer par parties l'expression du hessien de ke obtenue
par dérivation sous le signe intégral.

% () (V) _
2 O SIS

2
C—i; @) 1m Xla l,gl)'t(.a)it_(V) Sls_mdz (M)

1 %no () (V) ., _ 42 _
+Csz"Re»/;u)1§, Bt it (x %‘ Cikipuig €% A? Crkip) SiSmd A (u)



912 CHRISTOPHE MOUROUGANE

0% 7= 2|72
w | mé Xdj1apVa Vﬁstsm‘f‘O(E)lsl [VI2|d2 (u)
1 %o (L) (V) ,

- CEZ" @Wjikim aukau XCJkImSISdeI (’M,)

La minoration du hessien de 4o montre que le premier terme est supérieur a
la quantite (w+a+0E))|[sE VI

On montre maintenant que les autres termes tendent vers 0 avec &. Puisque
le calcul est local, on peut supposer, quitte 4 multiplier par un poids de classe
%>, que

)60, = [ 2By g 1) 20
S;S;
Mz 51 jmaz & @) Ou; Ot ArBsm “

En utilisant une transformée de Fourier discréte, comme dans [D-S 80], on en
déduit qu'il existe une constante C telle que

0% Gk
v,ujmf‘ 2w < > auzai”“dz(u)

(w) g

e ﬁ o A(Zat)ar).

Reste a appliquer le lemme suivant pour obtenir I’estimation de courbure. O

Lemme 10. Soit u une fonction continue plurisousharmonique au voisinage de

t23_2 f Aud2 (2).

lz—zd <t
Alors v, (t) est une fonction croissante qui tend vers 0 quand t tend vers O,

uniformément en z,.

0 dans C". Soit v, t—

Ce lemme exprime le fait que le nombre de Lelong d'une fonction plurisoushar-
monique en un point de continuité est nul [Lel]. De plus, pour tout ¢, la fonction
20FVs (t) est continue. O

5.2 Démonstration du théoréme de positivité au sens de Griffiths

5.2.1 Premiére étape:

On suppose que Y satisfait I’hypothése (H). On suppose pour commencer que L
est nef. L’'auto-application va permettre de rendre arbitrairement petite la perte
de positivitée. A partir de l'itérée p-ieme de 6, notée 6“’, on construit le
diagramme
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Ly —

]

X, X

"

g
Yy — Y.

On note toujours E: =@ (Kx,¥y ®L). A partir de la fonction F satisfaisant
*w>aw+iddF (a=a—e>1)
on construit par récurrence sur p une fonction F, satisfaisant
0P *w>a?w—+i00F,.

Puisque ¢ est une submersion (@®*Ky,y=Kx,/v,) et que 8 est fini donc
plat, la formule de changement de base pour les fibrés adjoints donne §%*E =

(@) x* (Kx,;v ® Lpy). Le fibré L, = OP*L est nef et @,-ample. On peut donc
appliquer la proposition 1 aux données (X5, @j, Ly) ¢ il existe une métrique

hermitienne de classe € sur 0¥ *E telle que
ic (0@)*E) Zcriff —Aw ®Id 2Grm—Aa"’ (0“”*w—i85Fp) ®Id

En multipliant cette métrique par ¢**"*», on obtient une métrique hermitienne de
classe €~ sur 0P*E telle que

ic (0W*E) 2 grng—Aa?0P* 0 ®1d
et par la proposition 2, puisque 8% est fini,
ic (E) 26riti—Aa?w ®1d.
On retrouve en particulier que E=@x (Kx,y ®L) est numériquement effectif.

5.2.2 Seconde étape:
On suppose maintenant que L est ample. On montre que E:=@x (Kx,vy ®L) est
alors un fibré vectoriel strictement positif au sens de Griffiths sur Y.

Lemme 11. Soit G un fibvé en droites ample sur Y. Il existe un entier natuvel
p tel que OP*L ® FG! soit nef sur X,.

Démonstration. On munit L et G de métriques hermitiennes de classe 6~ a
courbure strictement positive. On peut supposer, quitte a multiplier w, que
w>ic (G). Soit €>0 tel que ic (L) Ze@p*w+eic (L). Soit p tel que ea?>1.
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ic (OW*]) > QI 0P* o+ eic (BP*L)
2 eQFa’w+eidoF o @, +eic (BPHL)
> ea? p¥ic (G) +&id0Fy° @, +cic (BP*L).
lic(@P*L®pFc™"} > elic(@P*L)}.

Puisque ®? est un morphisme fini, ®® *L est ample et, par suite 8 *L ®
@FG™! peut étre muni d'une métrique hermitienne de classe €~ a courbure
positive : il est donc nef.

La premiére étape prouve alors que @y« (Kx,/v, ® 8P *L ® pFG™') peut étre
muni, pour tout €>0, d’'une métrique hermitienne de classe €~ dont la courbure
vérifie

ic (@p (Kx,/v, ®BP*L @ 0FG™Y) ) = grise— e ®Id.

Par la formule de projection, on obtient que @y (Kx,/v, ®@P%L) est strictement
positif au sens de Griffiths. La formule de changement de base montre que ce

dernier fibré vectoriel est isomorphe a 8”*E. Puisque 6’ est un morphisme
fini, on conclut grace a la proposition 2 que £ = @« (Kx/y ®L) est strictement
positif au sens de Griffiths.

§6. Applications

6.1 Variétés kiahiériennes compactes dont le fibré tangent est
numériguement effectif

Soit X une variété kahlérienne compacte dont le fibré tangent est numérique-
ment effectif. D’aprés [DPS], il existe un revétement étale fini X—X tel que X

vérifie les mémes hypothéses que X et tel que &, le morphisme d’Albanese de X,
soit une submersion (sur un tore) dont les fibres sont des variétés de Fano. Le
fibré anti-canonique (relatif) est nef et @-ample. Par application du théoréme 2,

on déduit que pour tout kEN, @ (K7*) est numériquement effectif.

6.2 Positivité de S*E ®detE
On démontre le corollaire 2. Soit E—Y un fibré vectoriel ample sur une variété
projective lisse Y satisfaisant I'hypothese (H). Soit X :=P(E) la variété des
hyperplans de E, p- X— Y la projection naturelle. Par hypothése, le fibré en
droites Oz (1) canoniquement associé a E est ample sur X. Il suffit de remarquer
que Kx/y=0g(—7) ®p*detE, et donc que px (Kx,y ® O (r+k)) =S*E ®detE. On
applique alors le théoréme 3.

On suppose maintenant que Y admet un morphisme surjecfif fini p° Y—Y
ot Y’ est une variété projective lisse satisfaisant I'hypothése (H). D’apres la
proposition 4.3 de [Hartl], o*E est ample sur Y. Le premier cas montre que
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S*o* (E) ® detp* (E) = 0*(S*E ® detE) est strictement positif au sens de
Griffiths. Reste a appliquer la proposition 2 pour conclure.

En utilisant d’autres variétés de drapeaux de E comme dans [Dem2], ou
des produits fibrés de copies de P(E) comme dans [Man2] ou encore des
sommes de copies de E, on obtient sur les variétés vérifiant I'hypothese (H), la
stricte positivité au sens de Griffiths de fibrés construits sur E par d’autres
représentations du groupe linéaire tensorisées par une puissance strictement
positive du déterminant de E. Puisque la somme de fibrés strictement positifs au
sens de Griffiths est strictement positive au sens de Griffiths, on en déduit en

particulier la stricte positivité au sens de Griffths de E ®*® (detE) "&E-1,

6.3 Remarque: Méthode algébrigue
Les variétés de Fano d'indice supérieur ou égal a la dimension sont, d’aprés un
theoréeme de Kobayashi-Ochiai [Ko-Oc], I'espace projectif P* de dimension # et
la quadrique non dégénérée Q" de dimension % plongée dans P”*'. Par simple
application du critére de Castelnuovo-Mumford, on peut retrouver le corollaire
précédent sur ces variétés.

On rappelle d'abord le théoréme d'annulation de Griffiths [Griff], selon
lequel

VkEN, Vi>0, H' (Y, S'E ®detE ®L ®Ky) =0

pour tout fibré vectoriel ample E—Y et tout fibré en droites L—Y nef.
Dans le cas de 'espace projectif, il existe un fibré en droites G = o(1)
trés ample sur Y tel que G*""'=K3%*. Ceci donne bien

Vi>0, H' (Y, SYE ®detE®G 1 ®G™) =0.

Le fibré S*E ®detE ® G™* est donc globalement engendré. Par conséquent, S¥E ®
detE est strictement positif au sens de Griffiths, et son dual est méme
strictement négatif au sens de Nakano.

Dans le cas de la quadrique Y=@Q", »=2, I'indice n'est que #; il faut donc
justifier autrement 'annulation du »*™ groupe de cohomologie. On a dans ce cas
Ky = G™ avec G = Op |g-, et S*E est ample tandis que det E ® G} est
semi-positif: si = 3, ceci résulte du fait que le groupe de Picard de la
quadrique est engendré par G; pour #n =2, le groupe de Picard de Q*=P!x P!
est Z2 avec G=0(1, 1); tout fibré en droites ample est donc minoré par G. Par
dualité de Serre, on trouve alors

H* (Y, S'E ®detE ®G 1 ®G™) =H (Y, (S¥E @detE ®G™1) *) *=(

car S¥E ®detE ®G™! est ample.
Puisque le fibré quotient universel sur les grassmanniennes peut jouer le
role du fibré en droites trés ample G dans le critére de Castelnuovo-Mumford,
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les résultats précédents restent vrais sur ces variétés [Man2].
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