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Algébre Homologique des N-Complexes et
Homologie de Hochschild aux Racines de I'Unité

par

Christian KASSEL* et Marc WAMBST*

Abstract

We set up a homological algebra for N-complexes, which are graded modules together with a
degree —1 endomorphism d satisfying d¥=0. We define Tor- and Ext-groups for N-complexes and
we compute them in terms of their classical counterparts (N =2) As an application, we get an
alternative defimtion of the Hochschild homology of an associative algebra out of an N-complex
whose differential 1s based on a primitive N-th root of unity.

Résumé

Nous développons une algébre homologique pour les N-complexes, c'est-a-dire pour des
modules gradues mums d'un endomorphisme ¢ de degre — 1 tel que d¥ =0. Dans ce cadre nous
définissons des groupes Tor et Ext que nous calculons en fonction des groupes Tor et Ext classiques
(N =2). Comme application, nous obtenons I'homologie de Hochschild d'une algébre associative
comme ’homologie d'un N-complexe dont la différentielle s'exprime 4 l'aide d'une racine primitive
N-18me de 'unité.

Introduction

Le point de départ de ce travail est l'observation que ['homologie de
Hochschild d'une algébre associative A au-dessus d'un anneau commutatif k%
peut se définir a partir de différentietles dans lesquelles — 1 est remplacé par
n'importe quelle racine de l'unité.

Pour tout n € Z, posons Cp{A) =A®® si n>0 et C, (A) =0 si n <0.
Définissons b: C,(4) = Cy_y{A) par
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b (200, -+ Qan) =n§ 7'2® -+ Qaia,1® - ant¢" 2720Q01® -+ Ban-s
0.1)

oll ¢ est un scalaire et aoa;,**,a, € A. Fixons maintenant un entier N= 2. On
vérifie que b¥¥=0 dans les deux cas suivants:

(i) gq est une racine N-iéme de 1 différente de 1;

(i) g=1 et N=0 dans l'algébre A.

Lorsque ¢g= —1 et N=2, I'application b est le bord de Hochschild standard
et 'homologie du complexe (C(A4),b) est I'homologie de Hochschild HHx {A) de
l'algebre A. Lorsque N> 2, le couple (C (4).b) n'est plus un complexe de
chaines. On peut cependant définir des avatars ,HH«(A) de I’homologie de
Hochschild pour p=1,-+:, N—1 par

Ker (b%: C,(4) — Cup(A))
(07" oy (A) o Cy (A)) 0.2

oHHA (A) =I

Notre premier résultat (dont une version cohomologique a été annoncée par
Dubois-Violette [1]) énonce que, sous certaines conditions, les groupes ainsi
définis sont soit nuls, soit isomorphes aux groupes de Hochschild usuels, ce qui
nous donne une définition alternative et exotique de I'’homologie de Hochschild.

Théoréme 1. Considérons un entier N= 2, un scalaire q et une algébre
associative unifére A. Sous chacune des deux hypothéses suivantes:

(@) qF1 est une racine primitive N~ieme de l'uniteé,

(b) N est un nombre premier, g=1 et A est une Z/N-algebre.
nous avons, pour tout entier n =0 et tout p=1,--, N—1,

HHyin-pr1/n(A)  si n+1=p mod N,
pHH, (4) =4 HHnz-m/w(A) si n+1=0mod N,

0 dans tous les autres cas.

Pour établir ce théoréme, nous nous placons dans le cadre général des
N-complexes. c'est-a-dire des modules gradués munis d'un endomorphisme d de
degré — 1 tel que d¥ = 0. Ces objets ont été abondamment utilisés dans les
travaux récents de Dubois-Violette et al. et de Kapranov sur le calcul
différentiel quantique (¢f. [1],[2].[3],[5]). Un embryon d’algébre homologique
adaptée aux N-complexes est apparu dans [5].

Dans cet article, nous avons développé systématiquement une telle algébre
homologique en définissant la notion de N-résolution projective ou injective
ainsi que des groupes pTor et ,Ext qui jouissent de propriétés paralléles aux
groupes Tor et Ext classiques. Le cadre dans lequel nous travaillons est celui de
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I'algébre homologique relative d'Eilenberg et Moore. Entre les groupes »Tor et
»Ext et leurs pendants classiques, nous établissons des isomorphismes
formellement similaires a ceux du théoréme 1.

Ce dernier est alors conséquence de l'isomorphisme

sHHx (A, A) = ,Tord®* (4, A) (0.3)

établi au 85 au moyen d'une N-résolution projective (relativement aux suites
exactes de A-bimodules munies d'un scindage k-linéaire). Pour démontrer
l'acyclicité de cette résolution. nous construisons une homotopie a l'aide
d’'identités remarquables dans l'algébre des opérateurs aux g-différences
engendrée par deux indéterminées X et Y soumises a la relation YX —¢gXY=1.
Ces identités sont valides précisément sous les mémes hypothéses sur le scalaire
q que celles du théoreme 1.

Pour terminer, signalons que des différentielles analogues a celles de (0.1)
et des groupes d’homologie du type (0.2) ont été considérés dés les années
1940. C'est ainsi que Mayer [6] a introduit des groupes d’homologie singuliére
des espaces topologiques & coefficients dans un corps fini Z// avec une
différentielle du type (0.1) dans laquelle g=1. Spanier [9] a démontré que les
groupes d’homologie de Mayer se réduisaient aux groupes d’homologie
traditionnels dans un théoréme dont I'énoncé est formellement le méme que celui
du théoréme 1 plus haut. Pour ¢#1 il y a des résultats similaires de Sarkaria
[7].18] concernant I'homologie simpliciale.

Nous remercions chaleureusement Michel Dubois-Violette pour ses
remarques et ses encouragements.

Conventions et Notations

Dans toute la suite, on fixe un entier N22 et un anneau commutatif k qu'on
appellera 'anneau de base. Toutes les opérations d'algébre linéaire effectuées le
sont dans la catégorie des k-modules. Les k-algébres considérées dans ce
travail sont associatives et uniféres.

On choisit un élément g de k. Pour tout n €Z, nous posons

"—1 .
=
n si g=1.

Si EN on convient que [0]1=1 et [#]!=1[1][2]+-- [+] si #>0. Enfin, pour 0<r.s

<N—1 on définit les g-coefficients binomiaux (r.s) par

rs) = [[:]T[Z]]t' :
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§1. Généralités sur les N-Complexes et leur Homelogie
Nous nous placons dans une catégorie abélienne 4.

1.1. Définitions. Un N-complexe est un objet Z-gradué C de 4 muni d'un
endomorphisme d de degré —1 tel que d¥ =0. On notera (C, d) la donnée d'un
N-complexe. On dit que (C, d) est positif (resp. négatif) si C,=0 pour tout n<0
(resp. pour tout n>0).

Un morphisme f:(C. d)— (C’, d’) de N-compleses est un morphisme f: C— C’
d'objets Z-gradués de & qui est de degré O et tel que d'f=/d.

Deux morphismes f, ¢ : (C, d)— (C’, d’) de N-complexes sont homotopes s'il
existe un morphisme h: C — C’ de degré N—1 tel que

N-1
f—g= 2 d"VN''hat. (1.1)
1=0
L’homotopie est une relation d'équivalence.

1.2. Homologie. A tout N-complexe (C, d) et tout p=1. .., N—1 on peut
associer les groupes d 'homologie ,H«(C) définis par

Ker (@* : Co— Cup)
H, (C) = el (1.2
ol Im (@™ : Cpan-p— Cn) )

Ces groupes sont fonctoriels. c'est-a-dire tout morphisme f: (C, d) — (C’, d’) de
N-complexes induit une application fx : pHsx (C) — »Hx (C') telle que idsx soit
l'identité et {fOg) «+=f+x0gs(lorsque f et ¢ sont composables).

1.3. Lemme. Deux morphismes homotopes f.g : C— C' de N-complexes indui-
sent la meéme application sur les groupes d’homologie.

Démonstration. Si x € Cyn tel que d®x =0 représente un élément de ,H, (C),
alors nous tirons de (1.1) que

flx) —glx) =,,§ dV g () =d’”“”< pf d? gt <x)).
1=0

1=0

ce qui montre que f et ¢ induisent la méme application pHy (C) — »,H,(C’). O

1.4. Acyclicité. On dit que le N-complexe (C, d) est acycligue si »H, (C)
=0 pour tout n €Z et tout p=1,-*, N—1. Kapranov a montré que pour que (C,
d) soit acvclique, il suffit qu'il existe p tel que »H,(C) =0 pour tout n € Z (voir
[5], Proposition 1.5).
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1.5. Les morphismes ix et d«. Soit (C, d) un N-complexe. Lorsque N=
3, on a deux familles importantes de morphismes naturels

ix 1 pH, (C)= p1H, (C) et dx : pHi (C)= p-1H,—1 (C).

La premiere. de degré 0, est induite par I'inclusion Ker (d?) C Ker (d?*!). La

seconde, de degré —1, est induite par d: Ker (d?71)—Ker (4?7!). On a le résultat
suivant dont on trouvera une démonstration dans [2], Lemma 1.

1.6. Lemme. Pour tous les entiers strictement positifs v. p tels que 0 <p+v
<N, il existe une longue suite exacte natuvelle de la forme

% d%

»Hx(C) —  uHx(C) — Hx (C)

af— I [E l

4 d%

v-rHx(C)  —— NopHs(C) —— y_pHs(C).

Uu v
1.7. Définition. Use suite exacte courte 0—C —C—C"—0 de

U v
N-complezxes est la donnée de morphismes C'— C— C” de N-complexes tels que

u v
tout n €% la suite 0— C,/ — C, — C"»— 0 est exacte.

u v
1.8. Lemme. Soit 0—C —=C—C"—0 une suite exacte courte de
N-complexes. Alors 1l existe une longue suite exacte naturelle

My Ve

oHx(C') — »Hx (C) —  H«(C")

| |

V¥ Ux

N-pH % (C”) ——  N-pHx © ——  wn-pHx (C/)

on 0y est une application de degré —p et 8, une application de degre — (N—p).

Démonstration. Appliquons le lemme du serpent au diagramme de suites
exactes

u v
00— Cuv — Cun — Cun — 0

| |
P l Q- l dﬂ—pl
u

v
0— Cus —— Cup — Cap — 0

Nous obtenons pour tout »n les deux suites exactes

u v
0— Ker d¥?) NC,,— Ker (@d"?) NC,— Ker @¥?) NC,
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et
Cnsp/Im (@V7?) — Cpap/Im (@¥?) —— Cpap/Im (@¥?)— 0,

que nous assemblons dans le diagramme commutatif de suites exactes

Crrp/Im(@V?) — Cpep/Im(@¥?) — Chip/Im@"?) — 0

”J. dpl "Pl
0— Ker @ ?)NC, =, Ker @¥-?) NC, — Ker @¥?) NC%.

Une autre application du lemme du serpent nous donne la longue suite exacte
désirée. O

§2. Résolutions

On se place a nouveau dans une catégorie abélienne <.

2.1. Rappels d’algébre homologique relative (voir [4]). Une classe
projective dans & est un couple (#,J3) ot P est une classe d'objets de & et J

u v
est une classe de suites ¥ — Y — Y” de & telles que vu =0, verifiant les trois
axiomes suivants:

(1) Un objet P de & est dans % si et seulement si pour toute suite Y’-: Y
5 Y” de 43, la suite de groupes abéliens
Hom (P, Y) — Hom (P,Y) — Hom (P, Y")
est exacte.

u v
(i1) Une suite YY— Y —Y" de & est dans < si et seulement si pour tout
objet P de %, la suite

Hom (P, Y') — Hom (P, ¥) — Hom (P, Y”)

est exacte.

(iii) Pour tout morphisme X — Y de & il existe un objet P de % et un
morphisme P— X de 4 tels que P— X — Y est dans J.

Dans une classe projective (#,J), la classe P d'objets et la classe 5 de
suites se déterminent mutuellement. Les objets de & sont appelés P-projectifs.

2.2. Exemples. (a) (Classe projective absolue) Clest la classe projective
(P4,84) pour laquelle S, est la classe de toutes les suites exactes de .

(b) (Classe projective k-scindée) Supposons que la catégorie & soit
k-linéaire au-dessus de l'anneau de base k. Il existe alors une classe projective
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(P Sr) pour laquelle Sy est constituée de toutes les suites ¥’ 5 Y—U"’ Y” telles
que le morphisme induit Y — Ker (v) est un épimorphisme Kk-scindé,
c'est-a-dire possédant un inverse a droite qui est k-linéaire.

Par exemple, si & est la catégorie des modules 4 gauche sur une k-algébre
A, alors P, est formée de tous les A-modules de la forme A,V ot V est un
k-module quelconque.

2.3. Définitions. On fixe une classe projective (#, JS) de &. Un N-
complexe (C, d) est P-exact si le N-complexe induit Hom (P, C) est acyclique
pour tout objet -projectif P.

Soit L un objet de la catégorie &. Une N-vésolution P-projective de L est la
donnée d'un N-complexe positif (P, d) de & et d'un morphisme & : Po— L tels
que

(1) Yobjet Py est P-projectif pour tout #n =0,

(11) la suite

d d d €

P, P Py L 0

est un N-complexe #$-exact.
Nous noterons (P, d, &€ : Po— L) la donnée d’une N-résolution P-projective
de L.

2.4. Existence de N-résolutions #-projectives. Démontrons que tout
objet L de 4 posséde une N-résolution P-projective. On sait que L a une
résolution #P-projective au sens de l'algébre homologique traditionnelle.

I3
Choisissons-en une, soit (Q,0) — L. Considérons la suite d’applications

1d § [ 1d 1d €

* Q1 Qo Qo L 0 (2.1)
ol I'application identité a été insérée N—2 fois a la place de tous les objects @2,
(1= 0). On vérifie facilement que le N-complexe (2.1) est une N-résolution
P-projective de L.

2.5. Contraction de N-complexes. La construction du §2.4 a une
réciproque. Soit (P, d) une N-résolution #-projective d'un object L. Etant

donné p =1, -, N — 1, nous lui associons la résolution #-projective
(traditionnelle) 4,P
d* av* d? @i ed?!
vro = Poy1 — Pyipoy Py Pyy L 0.

Notons qu’on a des morphismes de N-complexes

AN_lp—_" AN_zP AzP A]_P (2.2)
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induits par la différentielle d comme suit :

ar+t AN-p-1 dr+l aAN-p-1 ed?

sve—— Poy-y — Pyyp — Py Py L 0
1d d W dl 1d\‘1
dr J’ dN-» 1 pid l dN-? ed?-1
o= Puy.y = Pyyp-1— Py Py L 0

Nous énoncons maintenant l'analogue pour les N-complexes du lemme
fondamental de 1’algébre homologique.

2.6. Lemme. Soit u:L— M un morphisme de 4. Si (P, d, € :Py— L) est
une N-résoltion P-projective de L et @, d, e:Qo— M) est une N-résolution
P-projective de M, il existe un morphisme de N-complexes f: P — Q tel que efo=ue.

Si g: P— Q est un autre morphisme de N-complexes tel que ego=ue, alors f et
g sont homotopes.

Démonstration. (a) Le N-complexe

d d €

Q1 Qo M—0 (2.3)

étant P-exact, I'application Hom (P, Qo)— Hom (Po, M) est surjective. Il existe
donc un morphisme fq: Po— Qo tel que &fo=ue.

Supposons construits des morphismes f;: Pi— @, pour i =0,-:-, n tels que
df, = fi-1d pour tout 1 <i <u. Pour simplifier, posons € =d, f.1=u et fz=0 si
k<—1. On a ainsi ¥ =0 pour le N-complexe (2.3) tout entier et df, = f,~id
pour tout s <u. L’hypothése de récurrence entraine que

AN Yuld = fuoys1d" N =fr_y1d¥ =0.
L'exactitude de la suite
Hom (Pp+1,Qu+1) —Hom (Py+1,Qr) —Hom (Ppt1,.Qn-n+1)

implique l'existence de fu+1 : Pu+1 = Qu+1 tel que dfys1=/nd.
(b) Sig:P— Q est un autre morphisme de N-complexes tel que ego=ue,
alors & (fo—go) =ue —ue=0. L'exactitude de la suite

Hom (Po.Qw-1) —Hom (P,Qo) —Hom (P, M)
nous donne un morphisme ho: Po— Qn-1 tel que fo—go=d" .

Supposons construits des morphismes hg: Pr— Qr+n-1 pour k=0,--, n tels
que

N-1 ,
fi— = 2 d¥ " hyd!
1=0

avec la convention 7;=0 si £<0. Alors
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RS A 1
d <fn+1—gn+1) = (fn—-gn)d = Z ar" hn_,dH-
1=0

N-=2 N-1
—_ Z dN_'_lhn_,dH'l:d( Z dN_'_lhn+1_,d'>.

1=0 i=1
Et donc dF =0 avec
N-1
F=for1— Gne1— < > dN—t_l/Z,H.l_,d’)_
=1
La suite

Hom (Pn+1'Qn+N) —Hom (Pn-rlerH-l) —Hom (Pn+1in)

étant exacte, il existe un élément /1,41 € Hom (Pry1,Qnen) tel que F=dV'h,,,. Par
conséquent,

N-1
farr— G =dV¥ Myt 20 dV T iy od!

1=1
N-1 N L i
—_ —1— i
- Z d hn+l—td .
1=0

On construit ainsi, de proche en proche, une homotopie entre f et g. ]

§3. Les Groupes ,Tor4 (L M)

Soit A une k-algébre et soit amod (resp. mods) la catégorie abélienne des
A-modules 2 gauche (resp. a droite). Dans chacune de ces catégories, nous
distinguons deux classes projectives, a4 savoir la classe projective absolue
(Pe.Ba) et la classe projective k-scindée (%;,J;). Chaque classe projective
fournit un bifoncteur gradué Torg (—,—).

Fixons I'une des classes projectives précédentes (%.J8) et considérons un
A-module & droite L et un A-module d gauche M.

3.1. Proposition. Soit (Pd.e Py—L) une N-résolution P-projective de L et
(Qd.e: QM) une N-résolution P-projective de M. Pour tout p=1,-* N—1 et tout
nEN, ona

pHn (PRUMdRid) = ,H, (L& 4Q,idRd)

Toré(n_p+1)/N (L, M) S’i n+1 EP mod ]\’Y,
TOI‘I(;zn.;.z_.N)/N (L, M) si nt1=0 mod N,

0 sinon.
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3.2. Définition. La proposition précédente montre que les groupes ,Hx (P
& aMd @ id) et ,Hs (L Q 4Q, id @ d) sont indépendants des N-résolutions
P-projectives choisies. Nous pouvons donc poser

»Tord (LM) = ,H, (PQ M) = ,H,(L&4Q) 3.1)

ou (Pd,e:Py—L) est une N-résolution P-projective de L et (Qd.: QM) est
une N-résolution P-projective de M.

3.3. Corollaire. Les groupes ;Tora (L.M) sont liés aux groupes Tora (L M)
par

Tor8m—p+vn (LM) st nt+1=p mod N,
pTors (LM) =1 Torbysomw (LM)  sin+1=0mod N,

0 sinon.

3.4. Démonstration de la Proposition 3.1. Soit p un entier compris entre 1 et
N-1. Nous allons calculer ,Hx (P@iM,dQid). Les groupes ,Hx (L&4Q.id®d) se
calculent par la méme méthode.

Le complexe 4,P construit au §2.5 & partir de la N-résolution #-projective
est une résolution P-projective de L au sens usuel. Il en résulte que Tor% (L.M)
est 'homologie du complexe 4,PQsM=A4, (PRsM):

@) (@@= (¢®1d)? (d®d) ¥~

v ——> PoyQuM — PN+17—1®AM —> Py QM — Pp—1®AM—_> 0.

Par conséquent,

Torg, (LM) = yHynp-1 (PRM) et Torbmer LM) =n_sHurnn—1 (PRQaM)

pour tout entier #=0. En particulier, le groupe y—sHu+ny-1 (P&Q4M) ne dépend
pas de p, ce qui nous permet d'écrire

Torgne1 (LM) = pHarnn-1 (PR4M) .

On en déduit aussitét le calcul de ,Hyx (PQ sMdQid) lorsque n +1=0 ou p
modulo N. Si N=2 il n'y a plus rien 4 démontrer.

Si N>2, il nous reste a établir la nullité de ,H, (PQ,M.dQid) lorsque n+1
#0, p modulo N. Pour alléger les notations, posons sH, (PR M dRid) = sH,.

Du morphisme de résolutions 4,.1P— 4,P défini au §2.5, nous déduisons
un quasi-isomorphisme 4, P& M — A,PQ 4M. En particulier, en degré pair
2k, il induit I'isomorphisme

(dR®id) # : ps1Hrn+s — pHin+p-1

qui n’est autre que le morphisme ds du §1.5. En degré impair 2k —1, il induit
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I'isomorphisme
ids @ N—p-1Hien—1 = n-pHrn-1

qui s’identifie avec le morphisme 15 du §1.5.
Soit >0 un entier tel que p+7<N. Du lemme 1.6 nous tirons la suite
exacte
2 &
Hin-r = yepHin-1 =™ pHin-1-+
|

L i l

N-rHyn-1-7

%
—_—

N—r—kaN—-l—r—P-
D’aprés ce qui précéde, le premier morphisme % est un isomorphisme; il en est
de méme du dernier morphisme d%. On en déduit que le groupe sHyn—1-, est nul.
En d'autres termes, »H,=0 lorsque n +1=N—7 modulo N. Comme les conditions
r>0 et r+p <N sont équivalentes a la condition p<N—7<N, on a démontré que
»H,=0 lorsque n+1=s avec p<s<N.

Pour établir que ,H,=0 lorsque n +1=s avec 0<s<p, prenons un entier *
tel que 0 <r<p et r+p <N, et considérons la suite exacte également tirée du
lemme 1.6

[ 1

—_—

N-rH s N=-r-1 perHkN+p—r—1 ™ sHewerrs
N-p

o |
Iy

erN—-l N—I)-rerN—ln

Comme précédemment, les morphismes extrémes sont des isomorphismes. On en
déduit que pHyn+p—r-1=0. Ainsi, on a prouvé que »H,=0 lorsque n+1=p—v
modulo N. On conclut en remarquart que p —r parcourt tous les entiers s tels
que 0<s<p. O

3.5. Fonctorialité. Les modules ,Tors (L.M) sont fonctoriels en L et M.
Cela résulte du lemme 2.6 ou de l'identification donnée par le corollaire 3.3.

3.6. Proposition. (a) Soit 0 =M —=M—M"—0 une suite P-exacte courte
de N-complexes de A-modules a gauche. Pour tout A-module & droite L il existe une
longue suite exacte naturelle

sTord(LM) — ,Tork(LM) —— sTork(L M")

y y

v-pTork (LM") «—— y_yTork(L M) «— y-pTor (LM
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(b) De méme, si 0— L'— L— L"— 0 est une suite P-exacte courte de
N-complexes de A-modules a droite et si M est un A-module & gauche, alors il
existe une longue suile exacte naturelle

sTordk (L' M) — ,Tork (L, M) —— ,Tor&k(L", M)

y y

n—pTor& (L”, M) «—— y_Tor& (L, M) «—— y_pTor (L', M)

Dans les cas (a) et (b). lapplication 0y est de degré —p et Oz de degre — (N—p).

Démonstration. Nous nous contenterons d'établir (2). Le point (b) se démontre
de maniére similaire.

Soit (Pd.e: Pob—L) une N-résolution P-projective de L. Considérons la
suite de N-complexes

0 _’P®AM"“’P®AM_’P®AM"_’O. (3. 2)

La suite (3.2) est exacte a droite. Si nous montrons que P& sM—P, &M est
injectif pour tout n=> 0. alors la suite (3.2) est exacte, ce qui permet de lui
appliquer le lemme 1.8 et de conclure.

Lorsque nous sommes dans le cas de la classe projeclive absolue, le
N-complexe est constitué de A-modules qui sont facteurs directs de modules
libres. L'injectivité de P,&@sM— P,&QsM se raméne au cas olt P, est un
A-module libre, c’est-a-dire un cas ol l'injectivité est triviale.

Lorsque nous sommes dans la situation de la classe projective k-scindée
(Pr.8i). alors P, est de la forme V @A avec la structure naturelle de
A-module a droite. L'exactitude de (3.2) se réduit alors a celle de la suite de
k-modules

0=V M—=VRM— VR M —0

pour tout k-module V. Cette derniére est bien exacte. En effet, la #y-exactitude
de la suite 0 =M — M—M"—0 implique qu’elle est exacte et scindée dans la
catégorie des k-modules (et réciproquement), propriété qui est préservée par le
foncteur V&;—. ]

3.7. Caractérisation des bifoncteurs ,Tor. La famille de bifoncteurs
gradués ,Tord (—,—) (0<p<N) est caractérisée par les trois propriétés (11, (u),
() ci-dessous ot L désigne un A-module a droite et M un A-module & gauche.

(1) Pour tout p tel que 0<p<N, on a

sTord_1 (LM) =L@ M.

(i1) Si P et Q sont des modules #-projectifs et si n#p—1, on a
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sTord(PM) =0=,Tor2 (L,Q).

(111) La proposition 3.6 est vérifiée.
Pour la démonstration, on procéde comme dans le cas classique.

§4. Les Groupes Ext} (L, M)

Soit A une k-algébre et amod la catégorie abélienne des A-modules a
gauche. Nous nous restreignons volontairement aux deux classes projectives
(P, Ba) et (Py, Br) considérées aux §8§2-3. A chacune de ces classes
correspond la classe . formée de tous les A-modules I tels que la suite

Hom, (Y”, I)=Hom, (Y. I) =Hom, (V'. I)

U v
soit exacte pour toute suite Y —=Y—Y" de . Un élément de $ est appelé un
module $-injectif.

Ainsi, si 8=, est la classe de toutes les suites exactes de 4mod, alors
est constituée de ce que l'on appelle d’habitude les A-modules injectifs. Par
contre, si S=J3. alors J est la classe des A-modules de la forme Homy (4,V)
sur lesquels A opére par (af) (a’) =f(a'a) pour tout fEHoms{4.V) et aa’ EA.

4.1. Définition. Un N-complexe (C.d) est S-exact si le N-complexe
Homa (C.I) est acyclique pour tout objet $-injectif I.

Une N-vésolution SJ-injective d'un A-module L est la donnée d'un
N-complexe $-exact

0 L Io I_1 I—z (41)

tel que le module I, est $-injectif pour tout n<0.
Nous noterons (I.d,n :L—I,) la donnée d'une N-résolution $-injective de L.

4.2, Rapport avec les résolutions injectives traditionnelles.
L'existence de N-résolutions Jf-injectives se démontre comme au §2.4. On part
d’une résolution f-injective de L au sens de 1’algébre homologique usuelle

n d d d

0 L Jo J-1 J-2

On obtient une N-résolution f-injective de L en insérant l'application identité
N—2 fois & la place de tous les modules J—5, (1 =20).

Réciproquement, si on part de la N-résolution .$-injective (4.1), on a, pour
tout p tel que 0<p<N, la résolution S-injective usuelle 4?J

dr-1p AN-p dr aN-p ar
0—L -1 I-v-1) [y @1y (4.2)
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Les résolutions A’ sont liées par des morphismes de N-complexes
A'P — AP =+ pN-2p — AN-1p (4.3)
définis comme suit:

d"‘ln dN'P d’ d"‘ﬁ dP
O0—— L — 41 > Ivey — Iovep-p = [oy-p — "

1d l d I 1d J d l 1dl
d‘” ‘L dN"P‘) d0+l dN—ﬂ‘l dﬂ'fl
0— L — [, — ILw-p > v — lgy-py —

Le lemme 2.6 a le pendant suivant dont nous laissons la démonstration au
lecteur.

4.3. Lemme. Soit u: L—M un morphisme de qmod. Si(I,d,n:L—I,) est une
N-résolution $~injective de L et (Jd.p: M—],) est une N-vésolution $-injective de
M. il existe un morphisme de N-complexes f. [==] tel que fo)=nu.

St g: [=>] est un autre morphisme de N-complexes tel que Gof) =nu, alovs f et g
sont homotopes.

Nous fixons maintenant l'une des deux classes projectives (%..J8,) et
(P, Si) de la catégorie abélinne gmod. Il lui correspond une classe injective $

et des bifoncteurs Ext} (—,—).

Considérons des A-modules & gauche L et M. Soit (Pd.e:Py— L) une
N-résolution P-projective de L et (Id,n:M—1I,) une N-résolution $-injective
de M. Graduons Homa (L, I) et Homy4 (P, M) par

Homa (L, I) »=Homy (L, I,) et Homa (P, M) ,=Homyu (P_,, M)
et munissons-les des endomorphismes de degré —1 donnés respectivement par f
—dOf et g—gOd pour tout f € Homy (LI) et g€ Homy (P, M). On obtient ainsi
des N-complexes négatifs.

4.4. Proposition. Sous les hypotheses précédentes, pour tout p=1,-+, N—1 et
tout n€N, on a

pH-n (HOInA (L,I) ) =pH-n (HOHIA (P,M) )

ExtnHi=W-2N(1 M)  sin+1=N—pmod N,
=1 Ext #+2-M/N (L M) sin+1=0mod N,
0 stnon.
Démonstration. Le complexe ApP construit au 82.5 est une résolution
#-projective de L au sens usuel. De méme, 4% est une résolution f-injective de

M. On peut donc calculer les groupes Exti (L, M) a partir des complexes
Homy (L,A4%I) et Homa (4,P, M) . On obtient pour tout n €N
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Ext§ (LM) = y—pH-tn+p—1 (Homa (L)) = pH_ (un4n-p-1 (Homa (L.I))
= N-pH-oinsp—1) (Homg (PM) ) = }H_uysn-p-1 (Homu (P.M) )
et
Ext¥* (LM) = pH_(n+vn-1 (Homa (L)) =pH_in+vn-1 (Homa (P.M)).

On en déduit, comme au §3.4, le calcul de pH—n(Homa (L)) et de H-, (Homs (PM))
lorsque n+1=0 ou N—p modulo N.

Quant aux autres cas, on les traite au moyen des morphismes de résolutions
(4.3) en procédant comme au §3.4.

4.5. Définition. La proposition précédente montre que les groupes ,Hx
(Homgs (L,])) et »Hx (Homs (P,M)) sont indépendants des N-résolutions choisies.
Nous pouvons donc poser

sExth (LM) =pH_, (Homa (L, I)) =pH_, (Homyu (P, M))
ot (Pd,&:Py—L) est une N-résolution P-projective de L et (Id.p:M—1I,) est

une N-résolution f-injective de M.

4.6. Corollaire. Les groupes ,Exti{L, M) sont donnés par

Extfnti=N=/N(1 M)  sin+1=N—pmod N,
pExth (L, M) =1 Ext@&*2"/N (L M) si nt+1=0 mod N,

0 smon.

4.7. Caractérisation des bifoncteurs ,Ext. Les modules ,Ext} (L.M)
sont fonctoriels en les A-modules a gauche L et M. Ils sont caractérisés par les
propriéties (1)-(iv) ci-dessous.

(1) Pour tout p tel que 0<p<N, on a

SExtY=21(L,.M) = Homy (L. M) .

(i1) Pour tous # et p tels que n #N—p—1, tout module P-projectif P et
tout module $-injectif I, on a

SExth (P, M) =0= ,Ext} (L.I).

(i11) Soit 0 =M'—M—M"—0 une suite P-exacte courte de N-complexes de
A-modules. Pour tout A-module L il existe une longue suite exacte naturelle
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SExti (L, M) —— GExtf(L,M) —— LExti(L,M")

N 3

N-,)EX‘C;;I= (L, M”) D N—pEXt,’qk (L M) — N-pEth (L M)

(iv) De méme, si 0—L— L—L"— 0 est une suite f-exacte courte de
N-complexes de A-modules et si M est un A-module quelconque, alors il existe
une longue suite exacte naturelle

SJExti(L" M) ——  GExtf(L, M) —— LGExtf(l’. M)

3 y

N_pEXt;If (L’, M) - N—pEth (L, M) A N-pEth (L”. M)

Les applications 0, et 0 ci-dessus sont de degrés respectifs p et N—p.
Dans la démonstration de l'exactitude des longues suites précédentes pour
le cas ou b =J, on utilise les isomorphismes d’adjonction

Homa (A V, L) =Homy (V,.L) et Homy (L,Hom, (4,V)) =Homy (L.V)

ol L est un A-module & gauche et V un k-module.
§5. Démonstration du Théoréme 1

Dans ce paragraphe nous aurons besoin des deux hypothéses (Ho) et (Hy)
suivantes, déja mentionnées dans l'introduction. Elles portent sur l'entier N=2,
I'anneau commutatif k et I'élément g de k.

(Ho) On a [N]=0 dans k.
(H)) L'hypothese (Hp) est vérifiée et, de plus, [p] est inversible dans k pour
tout 0<p<N.

L’hypothése (Ho) est équivalente a:soit ¢ est une racine N-iéme de I'unité
différente de 1, soit g=1 et N=0 dans k.

L’hypothése (H;) est équivalente a:soit g est une racine primitive N-ieme
de I'unité, soit g=1, I'entier N est premier et k est une algébre sur le corps Z/N.

5.1. Modules simpliciaux. Soit (Cd.s;) un k-module simplicial muni
d’applications face d, et dégénérescence s,, On a notamment les formules de
commutation simpliciales

S;—1d; si 1<y,
did,=dj-1d, sii<j et d,s,=1 id sii=j,j+1,
S;dy-1 sii>j+1.

Pour tout scalaire ¢ €k, on définit d : C,—Cp—; par
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i=3 d'd,. (5.1)
i=0

Kapranov ([5]. Proposition 0.2) et Dubois-Violette ([1], Lemme 3) ont
observé que 'on a d¥=0 sous I'hypotheése (Hy).

5.2. Proposition. Avec les notations précédentes, definissons 0 : Ci—Cp-1 par
n—1

0=2 q'd,. (5.2)
1=0

On a 0~ =0 sous Uhypothese (Ho): si, de plus, I'hypothése (Hi) est vérifice, alors
(C,6) est N-complexe acyclique.

Nous allons nous placer dans la situation plus générale suivante. Supposons
que 0 . C,—Cy-1 soit de la forme

n—1
0= Zan—l—tqzdt
1=0

ol a@o,ui, ** sont des scalaires fixés une fois pour toutes.

5.3. Lemme. Si l'on pose (N.j, k) = 2V ¢ an-i—r—s on a
N

5N: Z q’l“"z"‘"'+iN H (N":kvk)lediN-l.“dlzdil.
0< << < y<n—N k=1

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur l'entier N. La
formule est vérifiée lorsque N=1. Supposons qu’elle le soit pour un entier N=>1.
Nous avons

n-N-1
6*1=50= ("2 anoncsd;)8
1=0
N
= Z q11+~--+iN+Jan_N_l~J H (N.l'k,k) djdm"'
0<n < - Zey<n—N k=1
dsy
0<;<n—N-1
N
=28,
r=0

ou S, est la somme des termes précédents pour lesquels on a l'encadrement i, <j
<i,41 si 0y <N—1 (convenons que 7o=0) et iy<j si ¥=N. Des relations de
commutation simpliciales on tire pour r <N

N
Sr: anﬁ-m-"mﬂ Ap—N-1—y H (N‘ik'k) din-1"""d 1r+1—1d1d1r' “dyy.
k=1
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En renommant les indices, on obtient

un+ i qN " an-N-1- 1741 H (le k) ﬂ (N’Lk+1+1 k>dm’1dm"'du

k=r+1
out la somme est prise sur 0<4; <o <y <n—N—1. Posons

@r=q "An—N-1-1re1 H (Nink) H (Njiks1t+1,k)

k=r+1

si 0L¢y<N—1: sinon,
N
On=ap-N-1-18n kI:ll (Nﬂ:k,k) .

En sommant sur »=0,"-*N, on a
N
5N+1= Z u+ +1N¢1< Z )duv 1...du'
0<y <Ly Sn—N—-1 r=0
Il ne reste plus qu'a montrer que
N N+1
2Z0,= [l W+Link).
r=0

k=1

Remarquons que, pour tous les entiers 1, k,
(N+1ik)— (Nik) =¢" " *a,_ 1y et (Ni+1k)=(N+1ik+1).

Par conséquent, lorsque *<N, on a

14

N
O, =[(N+14,1,r+1) — (N o+ 1) T 1T Wi k) TT (N+F1iker,k+1)

k=1 k=r+1

¥ N+1 7+1 N+1
=1 WNik) TT WH1ink) — 11 Wink) TT (N+144k)
k=1

k=r+1 k=1 k=r+2
et Oy =[1¥# (Ni k). Les termes de la somme 22 @, s'élimient deux a deux
sauf [TV (N+1akk).
5.4. Corollaire. Définissons 0 : Ch—Cn-1 par

n—2
0= 2 ¢'d,+[41q" dn (5.3)
i=0

o £ est un entier quelcongue. Alors 0¥ =0 sous I'hypothese (Hy).

Démonstration. Comme [£] = [m] lorsque £=m modulo N, nous pouvons
nous limiter au cas ot 0<Z<SN—1.
Supposons dans un premier temps que #=1. Nous appliquons le lemme 5.3



ALGEBRE HOMOLOGIQUE ET RACINE DE L'UNITE 109

au cas ol a,=1 pour tout :=>0. Le produit [18-; (N,ir.k) est nul, et donc 6V =0,
car

N-1 N-1
(N,i1,1> =2 Pp-y-yy-s= > g¢°= [N] =0.
§=0 §=0

Si maintenant =0, alors d = 272¢ ¢'d;. En remplacant n par n — 1, on se
raméne au cas £=1.

Si £>1 on applique le lemme 5.3 avec ao= [#] et a;=1 pour tout i=1.
Montrons a nouveau que le produit IT4-1 (Ni.k) est nul en établissant la nullité
d’un de ses facteurs.

Lorsque i; <#—N, on a @y_y—n+,=1 pour *=0. Alors le facteur (Nj,1) est
nul en vertu du méme calcul que dans le cas £=1.

Lorsque i, =#un —N, il en est a fortiori de méme de 1, Maintenant, c’est le
facteur (N;ip€) qui est nul. En effet,

N—¢ N—¢
(N,’l,.g,é) = Z qsa’n—é’—z{—sz Z qsal\—é’—s
§=0 s=0

N—#-1

="l + ‘3 ¢F=q¢""’ld+ [N
=¢"~‘[4+ [—4=0.

En conclusion, 6¥=0. O

Avant de passer & la démonstration de la Proposition 5.2. démontrons deux
relations dans la k-algébre @, engendrée par les variables X et Y et la relation
YX—¢XY=1.

5.5. Lemme. Sous I'hypothese (Hi) on a les relations suivantes dans Dy
N-1

2 XNy = [N 1]

k=0

NZ_:I YN kLN =Ly = () N-lg=N W=Dz [N — 1],

k=0

Démonstration. Commencons par établir la premiére relation. Remarquons
tout d'abord que dans %, on a la formule*

! L'algebre 9, s'obtient aussi comme extension d’Ore de I'algébre de polynomes & [X] a l'aide des

opérateurs 0, et 7, définis plus bas. La formule (5.4) est un cas particulier d’identités du méme
type valides dans toute extension d'Ore.
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I3
Yoxk= 3 g€ %" (0=rg) (K] (k=11 lk—r+11X-7Y*" (5.4)

r=0

pour tout k£=0. Elle peut se démontrer par récurrence sur £ Pour =0, il n'y
a rien & établir. Pour #=1 la formule (5.4) a la forme

YX* =gt X*Y+ [k] X*1, (5.5)

formule qu'on établit par récurrence sur k. Pour ¢> 1, on calcule Y’X* =
Y(Y?*'X*) a partir de la formule (5.4) pour Y*71X* et de (5.5).
En utilisant (5.4) on obtient

N-1
Z XN—k-IYN—l‘Xk

k=0

N-1 N-1

— Z q(N—l—r>(k—r) U\’"‘l “"7,7‘) [k] [k__l] [k—‘y—l,—]_]XN'l"'YN‘l_’
k=0 7r=0
N—-1

=2 (N=1=rp)a(r) xN-tryN-1=r
r=0

ol

N-1
a (1) —_ Z q(N—l—r‘r(k—r) [k] [k__]] [k""’i’"*_l] .
k=7
Nous affirmons que a (r) =0 pour 0<yr<N—1.11 en résulte que
N-1
> XN-klyN-lyk= (ON—1)a (N—1) = [N—1]!,
k=0
ce qui démontre la premiere identité du lemme 5.5.

Pour établir la nullité de a(r) lorsque 0 <y <N — 1, introduisons sur
I'algebre de polynémes k[X] I'opérateur aux g-différences @, défini par

0, (X*) = [k] x*

pour tout £=0. Alors

0 ()= 5 ] k=11 k=1 115 semrsr
k=7

N-1

=ai(z x)
k=0 /Ix=gqn-1-r
XN—1

- aq ( X—1 >1x=q1v~1—r'

Admettons pour l'instant que
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a( .
A X—1 (X—1) (gXx—1)-- (¢X—1)
Si g=1, alors N est un nombre premier sous I'hypothése (H;) et donc

Gv-1) L X=DY ol
(X—1) gXx—1) - (gX—1) (x—1)"" (x—1) ,

polyndéme qui admet 1 comme racine lorsque *<<N—1. Par conséquent,
u (7) = (_ 1) " (X“' 1)N_r_llx=1 =0.

Si g # 1, alors g est une racine primitive N-iéme de 1. ce qui nous permet

d'écrire X¥ —1 comme produit des polynomes (X—¢7 %) on i=0,*, N—1. Il en
résulte que

(xYN_]-> :q—;»(r+1)/2 Nl:ll (Y__.q-l)
(X—1) (gx—1) - (gX—1) e

s’annule pour X=¢""17"=¢""*Y La nullité de a (+) pour r<N—1 en découle.
Il reste 42 démontrer (5.6). Posons

S XY—1
Pr=0; (7——1>-

On va établir (5.6) par récurrence sur #. C'est vrai pour »=0. On sait que
l'opérateur 9, est une 7,~dérivation de k[X] ou 7, est I'automorphisme d’algébre
qui envoie X sur ¢X, c'est-a-dire que l'on a

n
aq(PLPZ"'Pn) = Z Tq (Pl"'Pz-—l) aq (Pr)PH-l"'Pn (57)
1=1

pour tous P1.Ps. ' P» €k [X]. Supposons la formule (5.6) démontrée jusqu’au
cran 7. Appliquons l'opérateur 0, aux deux membres de l'identité

(=D XY= =(X—1) (gX—1) (¢X—1)P,.

A gauche, on obtient (—1)7[#]![N] X¥~! qui est nul sous I'hypothése (Hy). A
droite, la formule de Leibniz (5.7) donne

(gX—1)(g"X—1) ((1 +gq+--4g) P+ (q’“X-—l)P,H)

Par conséquent,

[r£11P, _ () [r+171 (XY~ 1)
(gtx—1) (X—1) (gXx—1) - (gX—1) (¢""'Xx—1)"

Proy=—

ce qu'il fallait démontrer.
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La seconde formule du lemme 5.5 se raméne & la premiére comme suit.
Considérons 1'algébre 9, engendrée par les variables X et ¥ et la relation YX—

q"lf?=1. Elle est obtenue de 9, en remplacant ¢ par ¢'. Dans %; la premiére
formule du lemme 5.5 s'écrit

Nz_f N-k-1 ?N—lszq—uv—n w-272[N—1] (5.8)
k=0

Il ne reste plus qu'a lui appliquer le morphisme d’algébres o : D7—%P, défini par
a(X)=—qY et a(¥) =X,

ce qui nous donne la seconde formule du lemme. O

5.6. Démonstration de la Proposition 5.2. L'assertion 0¥ = 0 résulte du

corollaire 5.4 avec /=1.
Etablissons maintenant 1'acyclicité de (C,d). Considérons l'application o

Cp—Cp+1 définie par 0=¢q "s,. On a
do—q lod=id.

En effet, les relations de commutation simpliciales donnent

no n-1
00=2 ¢' "d,sn= 2 ¢" "d\Sntdusn
-0 i=0

1=

n-1 n—1
=2 q"”sn_ldi+id=q'”sn-1<z q’d,-)-Hd
1=0 i=0
=g g0 +id.

Sous I'hypothése (H;) on peut appliquer la premiére formule du lemme 5.5 avec
X=0§ et Y=—¢q !0, ce qui donne

N-1
(__1>N—lq—-(N—1) Z 5N—k—10.N—15k= [N__l] lid.
k=0

Puisque [N — 1]! est inversible sous nos hypothéses, l'application ¢¥~!
convenablement normalisée est une homotopie entre l'identité et l'application
nulle. O

5.7. Remarque. Le N-complexe C muni de la différentielle (5.3) est encore
acyclique lorsqu'il existe une application linéaire s. C,—Cy4, telle que
dos=id et d;s=sd,—1

pour tout 1>0. En effet, dans ce cas on a
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n—=1 n—1
0s= 2 g'dis+ [l g"dns=dos+ 2 g'dis+ [ q"dns
i=0 1=1
n—1
=id+ Z q‘sd,-_1+ I:g] andn—l
1=1

n—2
=id+ 2 ¢**'sd,+ 4 ¢"sdn-r=1id+¢s0.
1=0

La relation 0s —¢gsd =1id nous permet d'appliquer la seconde formule du lemme
5.5 avec X=s et Y=0, et d’obtenir ainsi l'identité

Nz—:l GV —k=IgN =15k = (— ) N=1=N=122 [N —1]}id,
k=0
On conclut comme au §5.6.

Ceci s'applique, en particulier, au cas £ = — 1, ou l'on retrouve la
differentielle d, considérée dans [1]. De méme, le lemme 2 de [1] qui déduit
l'acyclicite de (C.0) de l'existence d’une application s vérifiant s6 — ¢fs = id,
peut se démontrer a l'aide de la premiére identité du lemme 5.5.

5.8. Application. Soit A une algébre associative unifére et (C(A4).d.s,) le

module simplicial de Hochschild de A. Rappelons que C,(4) =A®™*V ¢t que les
applications d;: Cp (A)= Cnoy (4) et s,:Cn (A)— Cns1 (A4) sont données pour
@01, "anSA et 1=0,-m par

0o@Raia+1QRa, si0Zi<n—1,

d: (0@, @- - Ban) = a20R2:Q* Qay,_y sii=mn,

et

5, (20R0:QRay) =@+ R, 81Ra,+,Q - Ra,.

5.9. Proposition. Soit B = A & A° l'algébre enveloppante de l'algébre

associative unifeve A. Posons P,=A®"? i n>0 ¢t P,=0 si n<0. On définit €:
Py—A et d’: Py—P,_; par

¢ (a®ai) =aa;, et d' (ae@a® Qaysy) = ‘% q'a0Q*Qa,a,11Q Qa4

ol aody, . an S A. Alors (Pd’e:Py—A) est une N-résolution de A pour la classe
projective k-scindée (Pr,Sx) de smod.

Démonstration. Les B-modules P, sont des modules projectifs relativement
aux morphismes k-scindés puisqu’ils sont de la forme ARA®P"QA=BRA®"
L'acyclicitt du N-complexe (Pd’.e:Py—A) est une conséquence de Ia
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5.10. Démonstration du Théoréeme 1. Considérons la N-résolution Pi-
projective (Pd’.e:Py—A) de B-modules fournie par la proposition 5.9. Un
calcul facile montre que le N-complexe (P& pA, d’ @ id) est isomorphe 2
(Cx(A)b), le N-complexe (0.1) de I'introduction. Par conséquent, son homo-
logie coincide avec les avatars de ’homologie de Hochschild définis par (0.2):

2Hyx (PQpA d'Qid) =,HH«(A).

Or. d'aprés la définition 3.2 appliquée a la méme N-résolution &x-projective, on
a

Hx (PQpA d'®id) =,Tork(4.4),

d’ott nous tirons lisomorphisme (0.3) de lintroduction. On termine la
démonstration du théoréme 1 en utilisant le corollaire 3.3 et en rappelant que
I'homologie de Hochschild usuelle (c'est-a-dire celle du complexe de Hochschild

standard) est isomorphe a Tor%(4.4). a

5.11. Remarque. Les mémes méthodes permetient de donner une version
cohomologique du théoréme 1. Nous laissons au lecteur le soin de 1'énoncer.
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