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Algèbre Homologique des N-Complexes et

Homologie de Hochschild aux Racines de l'Unité

par

Christian KASSEL* et Marc WAMBST*

Abstract

We set up a homological algebra for Af-complexes, which are graded modules together with a

degree —1 endomorphism d satisfying dN = 0. We define Tor- and Ext-groups for Ar-complexes and

we compute them m terms of their classical counterparts (N = 2) As an application, we get an

alternative définition of thé Hochschild homology of an associative algebra out of an A/~complex

whose differential is based on a primitive N-th root of unity.

Résumé

Nous développons une algèbre homologique pour les //-complexes, c'est-à-dire pour des

modules gradues munis d'un endomorphisme d de degré — 1 tel que dN — 0. Dans ce cadre nous

définissons des groupes Tor et Ext que nous calculons en fonction des groupes Tor et Ext classiques

OV = 2;. Comme application, nous obtenons l'homologie de Hochschild d'une algèbre associative

comme l'homologie d'un N-complexe dont la différentielle s'exprime à l'aide d'une racine primitive

JV-ième de l'unité.

Introduction

Le point de départ de ce travail est l'observation que l'homologie de
Hochschild d'une algèbre associative A au-dessus d'un anneau commutatif k
peut se définir à partir de différentielles dans lesquelles — 1 est remplacé par
n'importe quelle racine de l'unité.

Pour tout n € E Z , posons Cn(A) =A®(fl+1} si n>0 et C» U) = 0 si w < 0 .
Définissons b: Cn(A) —* Cn-\(A) par
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f=0

(0.1)

où g est un scalaire et aQ,ai, - • - ,an ^ A . Fixons maintenant un entier N>2. On
vérifie que ^=0 dans les deux cas suivants:

( i ) q est une racine JV-ième de 1 différente de 1;
( ii ) q = 1 et N= 0 dans l'algèbre A .
Lorsque q=—I et AT =2, l'application b est le bord de Hochschild standard

et l'homologie du complexe (C(À),b) est l'homologie de Hochschild HH*(A) de
l'algèbre A. Lorsque N> 2, le couple (C ( A ) , b) n'est plus un complexe de
chaînes. On peut cependant définir des avatars PHH*(A) de l'homologie de
Hochschild pour /?=!,•••, N—l par

(b*\ Cn U) ~+ Cn-p U) ) x

Notre premier résultat (dont une version cohomologique a été annoncée par
Dubois- Violette [1]) énonce que, sous certaines conditions, les groupes ainsi
définis sont soit nuls, soit isomorphes aux groupes de Hochschild usuels, ce qui
nous donne une définition alternative et exotique de l'homologie de Hochschild.

Théorème 1. Considérons un entier N^> 2, un scalaire q et une algèbre
associative uni/ère A. Sous chacune des deux hypothèses suivantes:

(a) #=£1 est une racine primitive N-ième de l'unité,
(b) N est un nombre premier, q— 1 et A est une Z/N- algèbre.

nous avons, pour tout entier n ^0 et tout p = !i,'"t N — 1,

pHHn(A) =

) si n + l=p mod N,

HH(2n+2-*n/N (A) si n +1 = 0 mod N,

0 dans tous les autres cas.

Pour établir ce théorème, nous nous plaçons dans le cadre général des
A/-complexes. c'est-à-dire des modules gradués munis d'un endomorphisme d de
degré — 1 tel que dN = 0. Ces objets ont été abondamment utilisés dans les
travaux récents de Dubois-Violette et al. et de Kapranov sur le calcul
différentiel quantique (cf. [l], [2], [3], [5] ). Un embryon d'algèbre homologique
adaptée aux A/-complexes est apparu dans [5].

Dans cet article, nous avons développé systématiquement une telle algèbre
homologique en définissant la notion de AT-résolution projective ou injective
ainsi que des groupes /,Tor et /,Ext qui jouissent de propriétés parallèles aux
groupes Tor et Ext classiques. Le cadre dans lequel nous travaillons est celui de
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l'algèbre homologique relative d'Eilenberg et Moore. Entre les groupes />Tor et
pExt et leurs pendants classiques, nous établissons des isomorphismes
formellement similaires à ceux du théorème 1.

Ce dernier est alors conséquence de l'isomorphisme

PHH*(A, A) = pTor$®A'(A, A) (0.3)

établi au §5 au moyen d'une AT-résolution projective (relativement aux suites
exactes de A-bimodules munies d'un scindage AHinéaire). Pour démontrer
l'acyclicité de cette résolution, nous construisons une homotopie à l'aide
d'identités remarquables dans l'algèbre des opérateurs aux ^-différences
engendrée par deux indéterminées X et Y soumises à la relation YX — qXY=l.
Ces identités sont valides précisément sous les mêmes hypothèses sur le scalaire
q que celles du théorème 1.

Pour terminer, signalons que des différentielles analogues à celles de (0.1)
et des groupes d'homologie du type (0.2) ont été considérés dès les années
1940. C'est ainsi que Mayer [6] a introduit des groupes d'homologie singulière
des espaces topologiques à coefficients dans un corps fini Z/f avec une
différentielle du type (0.1) dans laquelle q = l. Spanier [9] a démontré que les
groupes d'homologie de Mayer se réduisaient aux groupes d'homologie
traditionnels dans un théorème dont l'énoncé est formellement le même que celui
du théorème 1 plus haut. Pour q =£ 1 il y a des résultats similaires de Sarkaria
[7], [8] concernant l'homologie simpliciale.

Nous remercions chaleureusement Michel Dubois-Violette pour ses
remarques et ses encouragements.

Conventions et Notations

Dans toute la suite, on fixe un entier N>2 et un anneau commutatif k qu'on
appellera l'anneau de base. Toutes les opérations d'algèbre linéaire effectuées le
sont dans la catégorie des fc-modules. Les /c-algèbres considérées dans ce
travail sont associatives et unifères.

On choisit un élément q de k. Pour tout n^Z, nous posons

Si r^N on convient que [0]! = 1 et [r]!= [1] [2] ••• [r] si r>0. Enfin, pour 0<r,s
<A/T— 1 on définit les ^-coefficients binomiaux (r,s) par
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§1. Généralités sur les N~ Complexes et leur Homologie

Nous nous plaçons dans une catégorie abélienne à,

1.1. Défini tionSo Un A T -complexe est un objet Z-gradué C de ^ muni d'un
endomorphisme d de degré — 1 tel que dN — Q. On notera (C, d) la donnée d'un
AT- complexe. On dit que (C, d) est positif (resp. négatif) si Cn — 0 pour tout n<0
(resp. pour toutn>0) .

Un morphisme /: (C, d)— * (C'f d') de N~complexes est un morphisme /: C~~ » C'
d'objets Z-gradués de ^ qui est de degré 0 et tel que d'/=/d.

Deux morphismes /, g : (C, d)— » (C', d') de AT-complexes sont homotopes s'il
existe un morphisme fi: C~* C de degré AT— 1 tel que

f-g=N±id'N-1-hd'. (1.1)
2 = 0

L'homotopie est une relation d'équivalence.

L2o Homologie. A tout Ar~complexe (C, d) et tout/? = l, ..., A"— 1 on peut
associer les groupes d'homologie PH*(C) définis par

' "~*

Ces groupes sont fonctoriels, c'est-à-dire tout morphisme/: (C, d} —* (C', d') de
AT-complexes induit une application /* : pH* (C) —* pH* (C') telle que id* soit
l'identité et (f°g) *=/*°^* (lorsque/ et ^ sont composables).

L30 Lemme0 Deux morphismes homotopes f,g : C~~* C de N-complexes indui-
sent la même application sur les groupes d'homologie.

Démonstration. Si x ^ Cn tel que dpx — 0 représente un élément de pHn (C) ,
alors nous tirons de (1.1) que

/(*) -g (x) =PÎ: d'"-1-^ (x) =d'N~p( S' dfp'l-lhdl (x) ),
f=0 X 1=0 '

ce qui montre que/ et g induisent la même application pHn(C) —* pHn(C') . D

1.4, Acyclicitéo On dit que le ^-complexe (C, d) est acyclique si pHn (C)
= 0 pour tout n^Z et tout />=! , • • • , Ar— 1. Kapranov a montré que pour que (C,
d) soit acyclique, il suffit qu'il existe p tel que pHn(C) ~0 pour tout n^Z(voi r
[5], Proposition 1.5).
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1.5. Les morphismes t* et d*. Soit (C, d) un Af-complexe. Lorsque
3, on a deux familles importantes de morphismes naturels

i* : , (C) et d* : ̂ - (C)-* p-tf^ (C) .

La première, de degré 0, est induite par l'inclusion Ker (dp) C Ker (dp+l) . La

seconde, de degré ~1, est induite par d: Ker (dp~1)— *Ker (dp~1} . On a le résultat
suivant dont on trouvera une démonstration dans [2], Lemma 1.

1.6. Lemme. Pour tous les entiers strictement positifs r, p tels que 0</>+r
<7V, il existe une longue suite exacte naturelle de la forme

PH*(C) — ̂  P

N-rH*(C) < N-p-rH*(C)

u v
1.7. Définition. Use suite acew:te courte 0—» C'-+ C~* C/r-» 0 de

M V

N-complexes est la donnée de morphismes C' —> C —* C" de ^/-complexes tels que
M V

tout M e Z la suite 0 —» C»' —> C» -» C"« ~^ 0 est exacte.

1.8. Lemme. Soit 0— * C'— » C~* C" —* 0 ^n^ suite exacte courte de
N-complexes. Alors il existe une longue suite exacte naturelle

N-pH* (C") * N-pH* (C) < N-pH* (C')

où 9i est wwe application de degré —p et 02 une application de degré

Démonstration. Appliquons le lemme du serpent au diagramme de suites
exactes

U V

0 * Cn+N * Cn+N * Cw+jv * 0

U ^ C^+/i ^ C^+/> ^ C/«+/> ^ U.

Nous obtenons pour tout n les deux suites exactes

0 > Ker (d^-*) H G; -^ Ker (d^) PI Cw -^ Ker (d^-*
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et
U V

C' /Iïïi(dN~p) * C /Im (d^~p) * C" + /Im (d^~p) * 0

que nous assemblons dans le diagramme commutatif de suites exactes

Cn+P/lm(dN-p) — Cn+p/lm(dN'p) -^ Cn+P/lm(dN~p) >0

d»

0 > Ker (dN'p) D C^ —^ Ker (dN'p) H Cn ~^ Ker (dN~p)

Une autre application du iemme du serpent nous donne la longue suite exacte
désirée. D

§2= Résolutions

On se place à nouveau dans une catégorie abélienne si.

2.1. Rappels d'algèbre homologlque relative (voir [4]). Une classe
projective dans si est un couple (9*j&) où 9 est une classe d'objets de si et d

U V

est une classe de suites F'—> F—* F" de £S? telles que vu = 0, vérifiant les trois
axiomes suivants:

u
( i ) Un objet P de se est dans 9 si et seulement si pour toute suite Y —» F

î'

—* F" de .feS, la suite de groupes abéliens

Hom (P. F') -> Hom (P,F) -> Hom (P, F")

est exacte.

( i i ) Une suite Y' —+ F—* F" de $/ est dans ^5 si et seulement si pour tout
objet P de 9*, la suite

Hom (P, D -> Hom (P, F) -» Hom (P, F")

est exacte.
(iii) Pour tout morphisme X~+ F de se il existe un objet P de 9 et un

morphisme P —> ̂  de *rf tels que P —» A^ —^ F est dans A
Dans une classe projective (^,^5), la classe 5^ d'objets et la classe ^ de

suites se déterminent mutuellement. Les objets de 9 sont appelés ^-projectifs.

2.2, ExempleSo (a) (Classe projective absolue) C'est la classe projective
(HPa^a) pour laquelle s&a est la classe de toutes les suites exactes de se.

(b) (Classe projective k-scindée) Supposons que la catégorie si soit
A;-linéaire au-dessus de l'anneau de base k. Il existe alors une classe projective
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U V

(&k,s&k) pour laquelle s£k est constituée de toutes les suites Y — » Y— » Y" telles
que le morphisme induit Y —* Ker (v) est un épimorphisme /c-scindé,
c'est-à-dire possédant un inverse à droite qui est /Hinéaire.

Par exemple, si si est la catégorie des modules à gauche sur une A:~algèbre
A, alors $*k est formée de tous les A-modules de la forme A®kV où V est un
fc-module quelconque.

2.3. Définitions,, On fixe une classe projective (5^, J) de à. Un N-
complexe (C, d) est d^-exact si le JV- complexe induit Horn(P, C) est acyclique
pour tout objet â^-projectif F.

Soit L un objet de la catégorie sa. Une N -résolution ^-projective de L est la
donnée d'un N-complexe positif (P, d) de s& et d'un morphisme £ : PQ—*L tels
que

( i ) l'objet Pn est ^-projectif pour tout n ^0,
( ii ) la suite

est un JV-complexe f
Nous noterons (P, d, £ : Po~^ L) la donnée d'une //-résolution ^-projective

deL.

2Â. Existence de TV-résolutions f^-projectives. Démontrons que tout
objet L de si possède une .Y-résolution ^-projective. On sait que L a une
résolution ^-projective au sens de l'algèbre homologique traditionnelle.

£

Choisissons-en une, soit (Q,<5) — » L. Considérons la suite d'applications

(2.1)

où l'application identité a été insérée N~2 fois à la place de tous les objects Q2t

( ï>0) . On vérifie facilement que le Af-complexe (2.1) est une JV-résolution
^-projective de L.

2.5. Contraction de TV-complexes. La construction du §2.4 a une
réciproque. Soit (P, d) une Af-résolution ^-projective d'un object L. Etant
donné p = 1, ••• , N — 1, nous lui associons la résolution ^-projective
(traditionnelle) ApP

d* dN~p d> dpN~p sd*-1

---- » P£JV-I * PN+P-I * PN-I *" Pp-i * ̂  * 0.

Notons qu'on a des morphismes de JV-complexes

>AiP (2.2)
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induits par la différentielle d comme suit :

rfP+l JN-P-1 dï+l dN-p~l £dp

° ' ' * PZN-I * PN+P * PN-I * Pp * L

id d \ id d \ id
^ d* ^ dN~*> ad?-1 ^d* à.**'?

... > PZN-I * PN+P-I * PN-I * Pp-i ^ ^ ^0

Nous énonçons maintenant l'analogue pour les ^-complexes du lemme
fondamental de l'algèbre homologique.

2o6, Lemme0 Soit u :L— » M un morphisme de si. Si (P, d, £:P0~*L) est
une N-résolution ^-projective de L et (Q, d, e :Qo~~*M) est une N-rèsolution
^-projective de M, il existe un morphisme de N -complexes f \ P~*Q tel que efo = uB.

Si g : P— •* Q est un autre morphisme de N-complexes tel que &gQ=u£, alors f et
g sont homotopes.

Démonstration, (a) Le N~ complexe

0 (2.3)

étant ^-exact, l'application Hom (?0, Qo)~~»Hoin (P0> M) est surjective. Il existe
donc un morphisme /o : Po~~* Qo tel que efo=u£.

Supposons construits des morphismes /,- : P/ — * Q* pour i = 0,'", n tels que
dft—ft-id pour tout l<i<n. Pour simplifier, posons £ = d,f-i=u et /& = 0 si
k< — 1. On a ainsi dN = 0 pour le ]V-complexe (2.3) tout entier et d f t = f t - i d
pour tout i<n. L'hypothèse de récurrence entraîne que

dN-lfnd =fn-N+1d
N~ld =fn-N^dN = Q.

L'exactitude de la suite

n+l,Qn+l)— *HOÏÏ1 (Pn+l,Qn)— *Hom (Pn+l,Qn-N+l)

implique l'existence de/»+i : PW+I-* Q«+i tel que dfn+i=fnd.
(b) Si g:P-^Q est un autre morphisme de Af-complexes tel que ego = ue,

alors e(f0~go) =u£—u£ = Q. L'exactitude de la suite

Hom (P0,Q*-i)-+Hom (P0,Q0)-^Hom (P0, M)

nous donne un morphisme ho: Po~"* QN-I tel quefQ"-go—dN~lho.
Supposons construits des morphismes hk\Pk~~*Qk-¥N-i pour /c = 0 , o e - , n tels

que

fk-gk= Ê dN-i~lhk-td
î

1=0

avec la convention hk = Q si &<0. Alors
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d(/K+I-^+I) = (fn-gn)d= S dN-'-lhn-,d'+i

z=0

Et donc dF=0 avec

La suite
Hom (P«+i,Qw+jv) —*Hom (Pn-ti,Qn+i)

étant exacte, il existe un élément hn+i^Eom (P«+i,Q«+Jv) tel que F=LdN~lhn+i. Par
conséquent,

fn+i-gn+i = dN-lhn+l+ Z dN-l-lhn+i-îd
l

1=1

N-l
— V rJN-î~lh fi1
— Z^ CL Hn+l-iCl .

* = 0

On construit ainsi, de proche en proche, une homotopie entre/ et g. EU

§3. Les Groupes *Tori (L,M)

Soit A une /c-algèbre et soit /imod (resp. mod^) la catégorie abélienne des
A -modules à gauche (resp. à droite). Dans chacune de ces catégories, nous
distinguons deux classes projectives, à savoir la classe projective absolue
(SPa,t&a) et la classe projective /c-scindée (5^,^-). Chaque classe projective

fournit un bifoncteur gradué Tor*( —, — ).
Fixons l'une des classes projectives précédentes O*^) et considérons un

A-module à droite L et un A-module à gauche M.

3.1. Proposition. Soit (P,d,£: Po—>L) une N-résolution ^-projective de L et
(Q4& Qo~*M) une N-résolution d>-projective de M. Pour tout p = l,-',N— 1 et tout

n €=N, on a

, M) si n-\~l=p mod N,

, M) si n + l = 0 mod N,

sinon.
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3.2* Définition. La proposition précédente montre que les groupes pH* (P
® AM,d ® id) et pH* (l <8> AQ, id ® d) sont indépendants des ^-résolutions
fP-projectives choisies. Nous pouvons donc poser

pTorû (LM) =PHn (P®AM) =pHn (L®AQ) (3 . 1)

où (P,d£>P<r*L) est une N- résolution ^-projective de L et (Q4 ,£ : Q0— *M) est
une JV-résolution ̂ -projective de M.

3,3,, Corollaire, Les groupes jTor£ (L,M) sont liés aux groupes Tor«G»9t&o ^^iwiiairco L*V3 g'ruupvs pLUin \L^,IVIJ surit, vivs aux, gjwwpvs i u*"

par

n-p+D/N&M) si w + l=/> mod N,

û (LM) = Torf2n+2-N)/N (LM) si n +1 = 0 mod N,

0 sinon.

3=4. Démonstration de la Proposition 3.1. Soit/? un entier compris entre 1 et
N-l. Nous allons calculer pH*(P®AM,d®id). Les groupes jff*(£®AQ,id®d) se
calculent par la même méthode.

Le complexe ApP construit au §2.5 à partir de la ^-résolution ^-projective

est une résolution ^-projective de L au sens usuel. Il en résulte que Tori f
est l'homologie du complexe ^

®AM > PN-i®AM > PP-i®AM > 0.

Par conséquent,

Tori (LM) =*HnN+p-i (P®AM) et Tori^ (LM) =N-PH(n+uN-i (P®AM)

pour tout entier n>0. En particulier, le groupe N-pH(n+uN-i(P®AM) ne dépend
pas de p, ce qui nous permet d'écrire

Tori,! (L,M) =PH(n+l}N-1 (P®AM).

On en déduit aussitôt le calcul de PH* (P®^M,d®id) lorsque n + 1 = 0 ou p
modulo N. Si N=2 il n'y a plus rien à démontrer.

Si N>2, il nous reste à établir la nullité de pHn(P®AM4®id) lorsque n + 1
^0,^? modulo N. Pour alléger les notations, posons pHn(P®AM,d®\&} =pHn.

Du morphisme de résolutions Ap+iP—+ApP défini au §2.5, nous déduisons
un quasi-isomorphisme Ap+iP®AM—» APP®AM, En particulier, en degré pair
2k, il induit l'isomorphisme

qui n'est autre que le morphisme d* du §1.5. En degré impair 2& —1, il induit
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Tisomorphisme

qui s'identifie avec le morphisme i# du §1.5.
Soit r>0 un entier tel que p + r<N. Du lemme 1.6 nous tirons la suite

exacte

i4 dV

* pHkN-l-r

N-rHkN-1-r * N-r-pHkN-l-r-p-

D'après ce qui précède, le premier morphisme z'i est un isomorphisme; il en est

de même du dernier morphisme db On en déduit que le groupe pHkN-i-r est nul.
En d'autres termes, pHn = Q lorsque n+I=N — r module N. Comme les conditions
r>0 et r~\-p<N sont équivalentes à la condition p<N~r<N, on a démontré que
pHn — Q lorsque n + l=s avec£<s<JV.

Pour établir que pHn — § lorsque n + \=s avec 0<5</>, prenons un entier r
tel que 0<r<p et r+£<JV, et considérons la suite exacte également tirée du
lemme 1 .6

rf^-> i5

-l ^ p-rHkN+p-r-1 * pHuf+t-,-i

rHkN-1 ^ N-p+rHkN-1-

Comme précédemment, les morphismes extrêmes sont des isomorphismes. On en
déduit que pHkN+p-r-i = Q- Ainsi, on a prouvé que pHn = Q lorsque n + l=p~r
modulo JV. On conclut en remarquart que p — r parcourt tous les entiers 5 tels
queO<s<£. D

3.5o Fonctorialité. Les modules pTorn (LM) sont fonctoriels en L et M.
Cela résulte du lemme 2.6 ou de l'identification donnée par le corollaire 3.3.

3.6. Proposition, (a) Soit Q-^Mf-*M-*M"-»Q une suite ^-exacte courte
de N~complexes de A-modules à gauche. Pour tout A-module à droite L il existe une
longue suite exacte naturelle

- » ,Tori(L,M) - »
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(b) De même, si 0 — » L'— * L— * L"— » 0 0sf wn0 mite ^-exacte courte de
N~complexes de A-modules à droite et si M est un A-module à gauche, alors il
existe une longue suite exacte naturelle

/Torid/.M) - > ,Tori(L.M) - > /,Tod(L", M)

32 I

(L", M) < - Ar-^Tori (L, M) < - jv-/>To4 (I7, M)

tes cas (a) et (b) , l'application d\ est de degré —p et 62 de degré — (N~p) .

Démonstration. Nous nous contenterons d'établir (a). Le point (b) se démontre
de manière similaire.

Soit (P,d,s: PQ—*L) une A'-résolution f?-projective de L. Considérons la
suite de Af-complexes

0 -^P®AM'-*P®AM-*P®AMff-*$. (3 . 2)

La suite (3.2) est exacte à droite. Si nous montrons que Pn®AMf—^Pn§§AM est
injectif pour tout n>0, alors la suite (3.2) est exacte, ce qui permet de lui
appliquer le lemme 1.8 et de conclure.

Lorsque nous sommes dans le cas de la classe projective absolue, le
JV-complexe est constitué de A -modules qui sont facteurs directs de modules
libres. L'injectivité de Pn®AMf-^ Pn®AM se ramène au cas où Pn est un
A -module libre, c'est-à-dire un cas où l'injectivité est triviale.

Lorsque nous sommes dans la situation de la classe projective A:-scmdée
(^k.-^k} , alors Pn est de la forme V 0^/1 avec la structure naturelle de

A -module à droite. L'exactitude de (3.2) se réduit alors à celle de la suite de
&- modules

0 -^V<8>kM'--*V<8>kM-+V®kM"-+Q

pour tout A-module V. Cette dernière est bien exacte. En effet, la ^/r exactitude
de la suite 0— »Af— *M~ »M"— *0 implique qu'elle est exacte et scindée dans la
catégorie des ^-modules (et réciproquement), propriété qui est préservée par le
foncteur V®*-. D

3o7o Caractérisation des bifoncteurs />Tor, La famille de bifoncteurs

gradués /,Tor*( — ,~ j (0<p<N) est caractérisée par les trois propriétés ( i ) , (n),
(m) ci-dessous où L désigne un A -module à droite et M un A -module à gauche.

( i ) Pour tout/? tel que 0</?<JV, on a

(ii ) Si P et Q sont des modules ^-projectifs et si n=£p — l, on a
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,Torj} (PM) =Q = pTor% (L,Q).

(iii) La proposition 3.6 est vérifiée.
Pour la démonstration, on procède comme dans le cas classique.

§4. Les Groupes Ext* (L, M)

Soit A une /c~algèbre et ^mod la catégorie abélienne des A -modules à
gauche. Nous nous restreignons volontairement aux deux classes projectives
(9a, s£a) et G?*, s&k) considérées aux §§2-3. A chacune de ces classes
correspond la classe / formée de tous les A -modules / tels que la suite

Honu (F", J)-*Honu (7, 7)->Honu (Y, /)

U V

soit exacte pour toute suite y'—»y-—»y* de A Un élément de $ est appelé un
module J-injectif.

Ainsi, si s^ — ̂ a est la classe de toutes les suites exactes de ^mod, alors $
est constituée de ce que l'on appelle d'habitude les A -modules injectifs. Par
contre, si s& — s&k. alors / est la classe des A-modules de la forme Honu (A,V)
sur lesquels A opère par (af) (a)—f(afa) pour tout/^Honu (A.F) eta.a'^A.

4,1. Définition. Un Ar-complexe (C,d) est J-exact si le JV-complexe
Honu (CJ) est acyclique pour tout objet J-injectif 7.

Une N-résolution J-injective d'un A-module L est la donnée d'un
JV-complexe ^-exact

73 d d à

0 >L ^/0 »/-i >I-2 »'~ (4.1)

tel que le module In est ^-injectif pour tout 7?<0.
Nous noterons (LdW :L—>/o) la donnée d'une N-résolution «/-injective de L.

402e Rapport avec les résolutions injectives traditionnelles.
L'existence de iV-résolutions /-injectives se démontre comme au §2.4. On part
d'une résolution ^-injective de L au sens de l'algèbre homologique usuelle

rj d d d

0 > L * /o * /-l *" /-2 * ' ' '

On obtient une N-résolution /-injective de L en insérant l'application identité
N— 2 fois à la place de tous les modules /_ 2 f ( ï^0) .

Réciproquement, si on part de la JV~résolution /-injective (4.1), on a, pour
tout/? tel que iï<p<N, la résolution ^-injective usuelle APJ

dP-î-t} dN-P d*> dN~f dp

0 ~^L */-(/>-!) ^/-(JV-1) *I-(N+P-1) *I-(2N-l) *"" (4.2)
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Les résolutions API sont liées par des morphismes de JV-complexes

»..0__^#-2p_»^p-ip (4.3)

définis comme suit:

d £_j jN-p jp jiï-P jt>T) a a a a

0 » L

id

0 > .

Le lemme 2.6 a le pendant suivant dont nous laissons la démonstration au
lecteur.

4.3. Lemme. Soit u: L~*M un morphisme de ^mod. Si (l,d,rj : L—»/0) est une
N-résolution J-injective de L et (J4JI : M—*/o) est une N-résolution J-injective de
M, il existe un morphisme de N~complexes f: I—*J tel que far]= r]u.

Si g: I~^J est un autre morphisme de N-complexes tel que Qtf] = r)u, alors f et g
sont homotopes.

Nous fixons maintenant l'une des deux classes projectives (^a^a) et
(iPk,j£k) de la catégorie abélinne ^mod. Il lui correspond une classe injective J

et des bifoncteurs Extl("~,~).
Considérons des A -modules à gauche L et M. Soit (P,d,£ :Po~* L) une

]V-résolution ^-projective de L et (I4JI : M—»/o) une AT-résolution J"-injective
de M. Graduons Honu (L, /) et Hom^ (P, M) par

Hoiru (L, J)w=Hom^ (L, /„) et Hom^ (P, M)» = Hom^ (P-«, M)

et munissons-les des endomorphismes de degré —1 donnés respectivement par/
*-*d of et g*-*gOd pour tout/^HomA (Lj) et g^Honu (P, M). On obtient ainsi
des Af-complexes négatifs.

4o40 Proposition» Sous les hypothèses précédentes, pour tout p = l,°°a, JV—1 et
tout n£=N, on a

-n (Honu (L,J) ) =pH-n (HoniA (P,M) )

'Extl(n+l-(N-p}/N(L, M) si n + l=N-p mod N,

= 0

0 sinon.

Démonstration. Le complexe ^P construit au §2.5 est une résolution
^-projective de L au sens usuel. De même, API est une résolution ^-injective de

M. On peut donc calculer les groupes Ext* (L, M) à partir des complexes
HOÏÏU (L,APÏ) et Honu (ApP, M) . On obtient pour tout n
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Ext? (L,M) =N-pH-<nN+p-u (Honu (L,/) ) =PH-(nN+N-p-u (HomA (L,/) )

= N-pH-(nN+p-i) (Hoiiu (P,M) ) =pH-(nN+N-p-i) (EomA (PM) )

et

Extiw+1 U,M) = ,ff-[<,,+iW-i] (Honu (L/) ) -^-[^DAT-U (Honu (P,M) ) .

On en déduit, comme au §3.4, le calcul de pH-n (Hoim (L/) ) et de pH-n (Honu (P,M) )
lorsque n + l=0 ou A'"— p modulo N.

Quant aux autres cas, on les traite au moyen des morphismes de résolutions
(4.3) en procédant comme au §3.4.

4,5. Définition. La proposition précédente montre que les groupes pH*
(HOÏÏU (L,/)) et pH* (HOIIU (P,M) ) sont indépendants des JV- résolutions choisies.
Nous pouvons donc poser

tA (LM) — pH-n (Horru (L, /) ) —pH-n (Honu (P, M) )

où (P.d,£ :Po~»L) est une Af-résolution ^-projective de L et (l,d,y : M—*/o) est
une JV-résolution e^-injective de M.

4.6. Corollaire. Les groupes pExtA (L, M) sont donnés par

'Ext/w+1-w-*))/JV(L, M) si n + I=N-p mod N,

*• 0 sinon.

4.7. Caractérisation des bifoncteurs />Ext. Les modules /»ExtX (LJlf)
sont fonctoriels en les A-modules à gauche L et M. Ils sont caractérisés par les
propriétiés ( i ) ~ ( i v ) ci-dessous.

( i ) Pour tout/? tel que 0<p<N, on a

-p~l (LM) = HOÏÏU (L, M).

( i i ) Pour tous n et p tels que n=£N—p — l, tout module ^-projectif P et
tout module ^-injectif J, on a

^Exti (P, M) =0= ,Ext3 (L,/).

(iii) Soit 0 —*M'—»M—*M"—»0 une suite 5^-exacte courte de N-complexes de
A-modules. Pour tout A-module L il existe une longue suite exacte naturelle
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:(L,M') » ,Extf(L,M) > ,Extf(L,AO

9 I

(iv) De même, si 0 —» L'—* L—» L"—* 0 est une suite /-exacte courte de
N-complexes de A -modules et si M est un A -module quelconque, alors il existe
une longue suite exacte naturelle

pExtîiL", M) > *Extl(L, M) > PExtî(Lr, M)

N-pExtî (L\ M) < N-pExtî (L, M) < Ar-*Ext* (L\ M)

Les applications 9i et $2 ci-dessus sont de degrés respectifs /> et N—p.
Dans la démonstration de l'exactitude des longues suites précédentes pour

le cas où ^ — s&k, on utilise les isomorphismes d'adjonction

, L) =Homk(V,L) et EomA(L,Eomk(A,V)) =Eomk (L,V)

où L est un A -module à gauche et V un A;-module.

§5c Démonstration du Théorème 1

Dans ce paragraphe nous aurons besoin des deux hypothèses (Ho) et (Hi)
suivantes, déjà mentionnées dans l'introduction. Elles portent sur l'entier N>2,
l'anneau commutatif k et l'élément q de k.
(Ho) On a [jV]=Odans k.
(El) L'hypothèse (Ho) est vérifiée et, de plus, [p] est inversible dans k pour
tout 0<p<N.

L'hypothèse (Ho) est équivalente à : soit q est une racine N-ième de l'unité
différente de 1, soit g — 1 et N—0 dans k.

L'hypothèse (Hi) est équivalente a : soit q est une racine primitive AT-ième
de l'unité, soit g = l, l'entier N est premier et k est une algèbre sur le corps Z/N.

5.1. Modules simpllciaux0 Soit (CA,s?) un fc-module simplicial muni
d'applications face d% et dégénérescence st. On a notamment les formules de
commutation simpliciales

Sj-idt si i<y,

did}
= dj-idi si t<; et d^s ;— id sif

.Sjdt-i si i

Pour tout scalaire <?^fc, on définit d : Cw-^Cw-i par
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d = ̂ qîdî. (5.1)
«=o

Kapranov ([5], Proposition 0.2) et Dubois- Violette ( [l] , Lemme 3) ont
observé que l'on a ^=0 sous l'hypothèse (H0).

5.2. Proposition. A vec les notations précédentes, définissons 5 : Cn~^Cn-\ par

3=2;Vdi. (5.2)
1 = 0

On a dN — 0 sows V hypothèse (H0) ; si, de /?/MS, l'hypothèse (Hi) <?st vérifiée, alors
(C,5) é>s£ N -complexe acyclique.

Nous allons nous placer dans la situation plus générale suivante. Supposons
que 5 * Cn~~*Cn-i soit de la forme

où ao,ai,"' sont des scalaires fixés une fois pour toutes.

5.3. Lemme» Si /'OH pose ( N , j , k] =^=okqsan-k-j-s, on a

ÔN= s ^»-«—+t^ fj (N,iMdlNdiN^"dndt^
Q^i^i^- -<LiN<n-N *=1

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur l'entier JV. La
formule est vérifiée lorsque N=l. Supposons qu'elle le soit pour un entier
Nous avons

où 5V est la somme des termes précédents pour lesquels on a l'encadrement ir^j
<ir+i si 0 < r < J V — 1 (convenons que ?0 — 0) et ÎN^J si r — N. Des relations de
commutation simpliciales on tire pour r<AT

Sr=^qll+-+ÎN+} an-N-i-j II (N,
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En renommant les indices, on obtient

Sr=Zqh+-+iN+1qN-ran-N-i-tr+i fi (W*,*) îl (Nj
k=l k=r+l

où la somme est prise sur Q<ii<-'<iN+i<n — N— 1. Posons

®r = qN-ran-N-i-<r+i fi (N,ik,k) ft (A
k=l k=r+l

si Q<r<N~ 1; sinon,

A/

Pjv=a«-tf-i-f/m H (N,ik,k).

En sommant sur r=Q,°-,N, on a

II ne reste plus qu'à montrer que

N N+l
H$r= II
r=0 A=l

Remarquons que, pour tous les entiers i, k,

(tf+Ufc) ~ (JV.i,ft) =qN+i-kan-i-N-t et (AT.i + U) =

Par conséquent, lorsque r<JV, on a

0,= [(AH-l.W.r+l) - (Wrfi.r+1)] fi (Ntiktk) fl
k=l k=r+

N+l r + l N+lr iv T x ... -*v "*" •*•

et @N = ïlk=i (N,ik,k). Les termes de la somme SiLo^V s'élimient deux à deux

sauf Tlk=i(N+l.ik,k).

5Â0 Corollaire» Définissons 5 : Cn-^Cn-i par

ô= IL qldt+[£\qn~ldn-\ (5.3)
1=0

où £ est un entier quelconque. Alors ÔN=Q sous Vhypothèse (Ho).

Démonstration. Comme [/] — [m] lorsque f = m modulo N, nous pouvons
nous limiter au cas où Q<£<N— 1.

Supposons dans un premier temps que ^=1. Nous appliquons le lemme 5.3
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au cas où a, = l pour tout ï>0. Le produit 0^=1 (N,ik,k) est nul, et donc 5N = Q,
car

an-i-n-s = Nî: qs = [M -0.
s=0

Si maintenant ^— 0, alors <5= Z?=o tf'dï. En remplaçant n par n — 1, on se
ramène au cas £—\.

Si £>l on applique le lemme 5.3 avec ao~ M et a/ = l pour tout i>l.

Montrons à nouveau que le produit Ylk=i(N,iM est nul en établissant la nullité
d'un de ses facteurs.

Lorsque ii<n—N, on a an-N-ii+r=^ pour r>0. Alors le facteur (Ar,t,l) est
nul en vertu du même calcul que dans le cas £=1.

Lorsque ii=n—N, il en est a fortiori de même de ie. Maintenant, c'est le
facteur (N,it,£) qui est nul. En effet,

N-f A -t

(N,iA£) = E qsan-£-lf-s= 2 ^sflA-/-5

En conclusion, 5N—Q. D

Avant de passer à la démonstration de la Proposition 5.2. démontrons deux
relations dans la fc-algèbre ®«? engendrée par les variables X et Y et la relation
YX-qXY=l.

5.5. Lemme. Sous Vhypothèse (Hi) on a les relations suivantes dans ®ç:

YN~k~lXN~lYk= (-

Démonstration. Commençons par établir la première relation. Remarquons
tout d'abord que dans ®9 on a la formule1

1 L'algèbre 2)ç s'obtient aussi comme extension d'Ore de l'algèbre de polynômes k[X\ à l'aide des
opérateurs dq et Tg définis plus bas. La formule (5.4) est un cas particulier d'identités du même
type valides dans toute extension d'Ore.



110 CHRISTIAN KASSEL ET MARC WAMBST

= 2,q(f-rH"-^(t-r,r) [k] [k-l]-[k-r+l]Xt-rYt~r (5.4)

pour tout &,/^>0. Elle peut se démontrer par récurrence sur -ê. Pour £=Q, il n
a rien à établir. Pour /=! la formule (5.4) a la forme

'y

1, (5.5)

formule qu'on établit par récurrence sur k. Pour /> 1, on calcule Y*Xk ~
Y(Y*~lXk) à partir de la formule (5.4) pour Y*~lXk et de (5.5).

En utilisant (5.4) on obtient

(N-l-Yri [k] \k-

=NZ (N~l-r.r)a
r=Q

OÙ

k=r

Nous affirmons que a (Y) —0 pour 0<r<.¥— 1. Il en résulte que

ce qui démontre la première identité du lemme 5.5.
Pour établir la nullité de a (r) lorsque 0 <r <j¥ ~ 1, introduisons sur

l'algèbre de polynômes k[X\ l'opérateur aux ^-différences dq défini par

pour tout k>Q. Alors

a(r) =

Admettons pour l'instant que
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Si g — 1, alors N est un nombre premier sous l'hypothèse (Hi) et donc

(XN-l) ___ = CY-D* =(y 1 )*-,-!

U-lMçA'-l)"-^-!) (X-l)"1

polynôme qui admet 1 comme racine lorsque r<JV— 1. Par conséquent,

Si g = £ l , alors q est une racine primitive JV-ième de 1. ce qui nous permet

d'écrire XN~l comme produit des polynômes (X — q'*) où î=0,-" , JV — 1. Il en
résulte que

s'annule pour X~qN~l~^=q~(r+1). La nullité de a i r ) pour r<i¥—1 en découle.
Il reste à démontrer (5 .6) . Posons

On va établir (5.6) par récurrence sur r. C'est vrai pour r=0. On sait que
l'opérateur dq est une r?-dérivation de k\X\ où rq est l'automorphisme d'algèbre
qui envoie X sur qX, c'est-à-dire que l'on a

3 = 1

pour tous P\f 2, '" fn e k [X]. Supposons la formule (5.6) démontrée jusqu'au
cran r. Appliquons l'opérateur dq aux deux membres de l'identité

A gauche, on obtient (— 1) r [r] ! [N] XN~l qui est nul sous l'hypothèse (Hi). A
droite, la formule de Leibniz (5.7) donne

Par conséquent,

p =

ce qu'il fallait démontrer.
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La seconde formule du lemme 5.5 se ramène à la première comme suit.

Considérons l'algèbre ©^ engendrée par les variables X et Y et la relation YX—

q"lXY'=\. Elle est obtenue de ®^ en remplaçant q par q~l. Dans ®§ la première
formule du lemme 5.5 s'écrit

*E xN-k-lYN-lXk=q~(N-1HN-2}/2 [N- 1] ! (5 . 8)
fc=0

II ne reste plus qu'à lui appliquer le morphisme d'algèbres a: S}f-*S}q défini par

a(X)=-qYeta(Y)=X,

ce qui nous donne la seconde formule du lemme. D

5060 Démonstration de la Proposition 5.2. L'assertion ÔN = 0 résulte du
corollaire 5.4 avec f—\.

Etablissons maintenant l'acyclicité de (C,<5). Considérons l'application a:

Cn~*Cn+i définie par a=q~nsn. On a

En effet, les relations de commutation simpliciales donnent

n n-l
<5<7= Z qt~ndtSn

= 2 q^dtSn + dnSn

Sous l'hypothèse (Hi) on peut appliquer la première formule du lemme 5.5 avec

X=5 et Y=—q~10, ce qui donne

Puisque [N — 1] ! est inversible sous nos hypothèses, l'application oN~l

convenablement normalisée est une homotopie entre l'identité et l'application
nulle. D

5o70 Remarque. Le ./V-complexe C muni de la différentielle (5.3) est encore
acyclique lorsqu'il existe une application linéaire s: Cn~*Cn+i telle que

dos = id et di$—sdl-i

pour tout t>0. En effet, dans ce cas on a
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ôs = n^ n

1=1

qi+lsdt
f = 0

La relation ôs — qsô = id nous permet d'appliquer la seconde formule du lemme
5.5 avec X— s et Y=Ô, et d'obtenir ainsi l'identité

On conclut comme au §5.6.
Ceci s'applique, en particulier, au cas £ — ~ 1, où l'on retrouve la

différentielle dq considérée dans [l] . De même, le lemme 2 de [1] qui déduit
l'acyclicite de (C,5) de l'existence d'une application 5 vérifiant sô — qôs — id,
peut se démontrer à l'aide de la première identité du lemme 5.5.

5.8. Application. Soit A une algèbre associative unifère et ( C ( A ) t d i , S i ) le

module simplicial de Hochschild de A. Rappelons que Cn(A) =A n+i} et que les
applications di\Cn (A)~~*Cn-i (A) et st : Cn (A)~^Cn+i (A) sont données pour

ti — Q,-°,n par

s i

et

5.9. Proposition. SOIE B = ^4 ® ^4° l'algèbre enveloppante de l'algèbre

associative unifère A. Posons Pn = A®(n+2} si n>0 et Pn
 = 0 si n<Q. On définit e:

PQ-*A et d'; Pn-^Pn-i Par

n
et d' (a0®ai®---®aw+i) = S ^ao^-'-^ajat+i^-'^an+i

i=o

. A^ors (P,d',s :Po~*A) est 24?^ N-résolution de A pour la classe
projective k~ scindée (ZPk^k) de

Démonstration. Les B-modules Pn sont des modules projectifs relativement
aux morphismes fc-scindés puisqu'ils sont de la forme A®A® W ®A =B®A®n.
L'acyclicite du A/-complexe (P,d',e :Po~^A) est une conséquence de la
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proposition 5.2. D

5olOo Démonstration du Théorème 1. Considérons la AT-résolution ^k-
projective (P4',B : Po~~ * A) de B-modules fournie par la proposition 5.9. Un
calcul facile montre que le ^-complexe (P®sA, à' 0 id) est isomorphe à
(C*(A),b), le ^Y-complexe (0.1) de l'introduction. Par conséquent, son homo-
logie coïncide avec les avatars de l'homologie de Hochschild définis par (0.2):

'®id) =PHH* (A ) .

Or, d'après la définition 3.2 appliquée à la même JV-résolution f?/rprojective, on

d'où nous tirons l'isomorphisme (0.3) de l'introduction. On termine la
démonstration du théorème 1 en utilisant le corollaire 3.3 et en rappelant que
l'homologie de Hochschild usuelle (c'est-à-dire celle du complexe de Hochschiîd

standard) est isomorphe à Tor*C4^4). D

5.11. Remarque. Les mêmes méthodes permettent de donner une version
cohomologique du théorème 1. Nous laissons au lecteur le soin de l'énoncer.
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