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Espaces Conormaux Relatifs II
Modules Différentiels

par

Hélene Biosca*, Joel BRIANCON®, Philippe MAISONOBE™ et Héléne MAYNADIER™

Introduction

Soit f = (fi...f») p fonctions holomorphes définies sur une variété analytique
complexe lisse X. A f on peut associer un module sur Px. l'anneau des
opérateurs différentiels:

Dfi". 3

et un @Dy [s1.....s,] ~module:

@x [81,....Sp]ff1--~f;p

Nous montrons comment l'on déduit d’'un théoreme de C. Sabbah [Sab 2] la
variété caractéristique de ces modules. Ce type de résultat apparait dans un
article fondamental de T. Kawai et M. Kashiwara [K. K] en vue de 1'étude de
distributions holonomes liées a (fi...f»). Nous en déduisons que deux germes
d’applications £, ¢ de C", 0 dans C?, 0 sont € équivalents (c'est a dire: il existe
un difféomorphisme local ¢ tel que f=¢@°¢g) si et seulement si f° et g° ont le
méme annulateur sur Pcro. En profitant d'une idée que nous a donné M. Merle,
nous calculons cet annulateur lorsque (fi,...f,) définit une intersection compléte
a singularité isolée. Enfin, nous étudions suivant la démarche de C. Sabbah [Sab
3] le cas particulier ou (fi...fs) est sans éclatement en codimension zéro avec
un lieu critique contenu dans la réunion des zéros des fonctions fi,...f5. Nous
donnons dans ce cas des équations fonctionnelles trés particuliéres verifiées par
-lVl...ngF
Dans la description des variétés caractéristiques des systémes différentiels
étudiés, les espaces conormaux relatifs aux morphismes jouent un role
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essentiel. D’abord cette description suggére des problémes géométriques étudiés
par J. Briancon dans [B]. Ensuite notre travail permet de préciser la forme de
certaines équations fonctionnelles, ce qui a des applications & I'étude des
croissances de distributions naturelles liées au morphisme f, au prolongement
méromorphe d'intégrales sur la fibre de f, au prolongement méromorphe de
séries de Dirichlet. Enfin, ces systémes différentiels doivent jouer un role
essentiel dans la généralisation a un morphisme de la théorie des cycles
évanescents pour les systémes différentiels holonomes (voir C. Sabbah [Sab 1],
[Sab 2], [Sab 4]).

1. La Variété Caractéristique de Dxf$... /3’ et de Dx[sy,...sp) . f3

Soient X une variété analytique complexe lisse connexe de dimension #, Ox son
faisceau structural, Px le faisceau des opérateurs différentiels sur X, T*X le
fibré cotangent a X. Soit:

f: X—C x> (x),..fr ()

une application holomorphe. On supposera que les fonctions f; ne sont pas
constantes.
On considére: £=0x[1/fi...fs]) [s1,..sp) A%..f3* un module libre de rang 1 sur

Ox[1/f1...f3]) [s1,...sp] engendré par une section notée fi’..f3*. On munit € d’une
structure de Dxl[si,...sp] -module en posant, dans un systéme de coordonnées
locales:

H

»
%(a (x, ). f30) =067a(x, . +al(x, s) Es,%g%(x)ﬁ‘...ﬁ’.

Dxfst. 13 (resp. Dxlsi,...sp] ...f3") est le sous Dx-module (resp. Dx[s1,....sp)
module) de £ engendré par fi'...f3’.

1.1 La variété caractéristique de Dx/3... /3
Rappelons la définition:

Définition 1. On appelle espace conormal relatif & Uapplication f l'adhérence
dans T*X de:

{(x, &) €TEX: €0, € nul sur T (x))}

on £ est U'ensemble des points de X on 'application linéaire tangente & f est de rang
maximum. On note cet ensemble Wy.

Théoreme 1. Dyfi.f3 est Dx-cohérent et sa variété caractévistique est
l'espace conormal relatif a l'application f.

Preuve de la cohérence: Dans le cas p=1, on pourra se reporter a la preuve
de Kashiwara ([K] page 49 lemme 5.8 ou [G, M] page 153 proposition 31). Ici

encore, on vérifie que Dx(k) fi'..f5* est une bonne filtration de Dxf.f3
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ou Dx (k) est la filtration canonique de @x par le degré des opérateurs.
Calcul de la variété caractéristique: il suffit de faire ce calcul au voisinage
d’un point xo de X. Lorsque l'on remplace f par f—f(xq), le Dx-module obtenu

Dy (fr = f1 (o)) ... (f, — f» (o)) ¥ est isomorphe au précédent et on peut donc
supposer f (xy) = 0. Choisissons un systéme de coordonnées locales:

= (1) = O=f1(x) .ty =f5 (x)) et F(0) =0

Suivant le procédé détaillé par B. Malgrange [Mal 1], munissons %o, la fibre
4 l'origine de £ d’une structure de Derxcro-module en posant:

ca () =a(s1,...5+ 1,80 f; i f3
—51“—, ca(S) P =—a(sy..5i—1,...5) %ﬁ‘...ﬁ".

On vérifie que la multiplication par s; dans %, correspond & la multiplication
0
par ~p —=-t,. Considérons i: C*, 0 —=C" X C?, 0, (x> (x, t=f(x)), 'immersion du

graphe de f. L'image directe du @¢-o-module Ocp est:

iy (Ocrg) = Ocrxcrol1/ = f1) =+ (b= 1) ]
POV T Y00 o [1/ (= f1) -+ (b1 —fi=) (ar—Fixn) = (ts—f5) ]

Si 0(t—f) designe la classe de 1/ (ts—f1) = (tp = fp), i+ (Ocro) est un Derx ero
module monogéne engendré par 6{t — f). Suivant I'équivalence de catégories
entre Doro-modules de type fini et Do x cro-modules supportés par le graphe de
fris (Bcnp) est un D x ro-module holonome régulier de variété caractéristique,
au voisinage de 0, 'espace conormal relatif au graphe de f, T# o (C* X C?).
Il résulte du théoréme de C. Sabbah ([Sab 2] théoréme 3.2 page 228) que
la variété caractéristique relative de iy (Gcro) est:

(@, f&). 8); & & Wy
au voisinage de l'origine. Mais
Derxcr/cr00 (E—f) =Dero0 (t—f)

et on obtient que la variété caractéristique de Deod(t — f) est Wy La
proposition résulte alors de l'isomorphisme de P¢-o-modules:

Deroff f3 = Dol (i —f); P PO (t—f)

qui résulte du fait que fi'...f§ et 6 (t—f) ont pour annulateur l'idéal de Derxcro:
_ _5& 0 o 0 _ 0 )
(tl Sy ™S 6t1+ -+ Ox; Oty Ox;’ ’

1.2 La variété caractéristique de Dx[s1,...s,) f3... 5

On peut considérer sur Dx[s1,...sp)f5*-*f3 la filtration ot chaque s; est de poids
1. Si P=2Pss’ ot I= (iy,...i5) EN?, P;E Dy est de degré d;, on pose: degr(P) =
supfd; +111; Pr=0} ou [I|=41+ -~ +1p. Tout Dx[sy,...sp] -module cohérent .
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admet localement de bonnes filtrations et on peut alors lui associer comme
usuellement un sous ensemble de T*X X C? appelé variété caractéristique du
Dx[s1.....55] ~module A.

Notation 1. On désigne par W# le sous espace analvtique de T*X X C? défini
comme 'adhérence de

{(1' /Tldfl (I)+"‘+/2pdfp(x),/llf1(x) ..... /Ipsz(x))}
lovsque x décrit X et (A4,..,2,) décrit CP.

Corollaire 1. Dx[s1,...sp] i f3* est un Dx[s1.....sp] ~module cohérent el sa
variété caractévistique comme Dx [s1.....5] ~module est W¥.

Prewve. La preuve de la cohérence se fait au moyen du méme critére que
celui utilisé dans la proposition précédente. Pour déterminer la variété
caractéristique de Dy [s1....sp]f3%.. £, introduisons 1'application F définie par:

F: XXCP—C? (x, yr...ys) = €Y1 (x) ....efs (x)).
Comme: ((8/0y,) —s,) (1) -+ (¥f5) ) =0, on a I'égaliteé:
Dy o [s1050) @1) S (7F5) = Dxcr (1) ... (€¥f5) .

Commencons par montrer l'inclusion de W} dans la variété caractéristique de
Dy s1.8p) fE 2. Soit (e, o s0) € W et P(x. 0/0x. s) un opérateur de
Dyls1,...s5] tel que PAL..f¢ =0. Désignons par P l'opérateur P(x, 8/dx, 8/0y).
Alors Ple¥'f1) ... (¢%’f,)**=0, et donc le symbole de P s’annule sur Wy d’aprés la
proposition précédente. Par ailleurs, il est évident de vérifier que (xo, 0. &, so)
appartient 4 Wr, ce qui conduit a: 0(P) (xo. &, so) =0 et a 'inclusion cherchée.
En fait. si l'on identifie T* (X X C?) et T*X X C? X C?, on a: Wrp=WEXC?.

Réciproquement, montrons que (xo. &, so) est dans W} si (xo, &, so) est
dans la variété caractéristique de Dx[s1...sp] /... Il suffit pour cela de
montrer que (xo, 0, &, so) appartient & Wp, cest a dirc que si

Qx, y, 8/dx, 8/y) (A1) ... (") *=0

alors 0(Q) (xo 0, &, so) =0. Soit d le degré de Q. en décomposant @ sous la
forme: Q=yP (x. y, 0/dx, d/dy) +R (x. 3/dx, 8/dy), il vient: 0{Q) =yo,(P) +
04(R) ou 04 désigne la partie homogéne de degré d éventuellement nulle. Ainsi:
0(Q) (e 0, &, so) =04 (R) (o, E. so). Comme:

yP (e"fy) ... (e¥*f,)  +R (x, 8/ 0x, 0/0y) (e"f1) ... (¥"f,) " =0,

en fixant y =0, on obtient: R (x, 3/0x, s)fi...f5’=0. Vu '’hypothése sur (xo &,
So) on a bien g4 (R) (o, 0, &. so) =0, et donc

U(Q) (1'0, 0, 50, So) =(.
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1.3 Dxfi../7, espace conormal relatif et & équivalence
Corollaire 2. Soit f= (f1....f,):C". 0—=C?, a
g=1(g1,...94): C", 0—C% b

deux germes d'applications analyliques. On suppose que le lieu critique de f est de
codimension au moins 2 (vesp. les lieux cvitiques de f et g sont de codimension au
moins 2). Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. Vespace conormal velatif de Uapplication g est contenu dans (resp. égal )
l'espace conormal relatif de 'application f,

2. il existe wne unique application (resp. isomorphisme) analvtique ¢: C?. a—C?% b
telle que g = Qof,

3. on a Vinclusion: AnngfS'... 5 C Anngg ... 93" (resp. egalite) .

Prewve de 1=2: L'inclusion de W, dans W, implique que pour tout i dans {1,
20y dgiNdfi A\ Adf,=0. Comme le lieu critique de f est de codimension au
moins 2, on déduit d'un résultat de K. Saito [Sail que d¢, s'écrit comme
combinaison linéaire de dfi....dfs. Le théoreme de B. Malgrange (théoreme 2.1.1
p. 70) [Mal 2] ou le théoreme de Moussu-Tougeron (théoréme 2 p. 1237) [M.T]
assure alors l'existence d'une unique application analytique ¢: C?, a—C? b telle
que g = @of.

2=3: Si g = @of, supposons PA'..f;? =0. Pour tout multi indice (i1.....i) de N?
on a en particulier: Pfi'...f¥ =0. D'ou en développant ¢°f comme une série en f—
a: Pgi...g7# =0 pour tout multi-indice (1....7s) de N% On en déduit Pgi'...g5* =
0.

3=1: Provient du théoréme 1.

Remarquons que la propriéte 3 signifie qu'il existe une application (resp.
isomorphisme) naturel entre les @ero-modules:

Do, fU 8 — Do 91 95

2. L’annulateur de /... pour (f1...f,) Intersection Compléte a
Singularité Isolée

Soit f= (f1....f»): C*, 0—C”, 0 un germe d’application analytique définissant une
intersection compléte a singularité isolée. On désignera par m: T*C"— C" la
projection canonique. Notons Cy le lieu critique de f; c'est le lieu des zéros de
l'idéal J engendré par les mineurs p X p de la matrice jacobienne de f. Nous
supposerons que O appartient a Cy. Il est bien connu ([T] page 644) que Oco/]
est un anneau de Cohen-Macaulay de dimension p—1.

Si p=wmn, on a au voisinage de 0: W, = T*C" et donc le D¢y module

engendré par fi'...f¥ est libre, d’aprés le théoréme 1.
Nous supposerons désormais p<sn—1. Définissons la matrice:
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El o En
M, &)= a::m afn
6.1‘1 61,,

4 coefficients dans Ociol&y,...6]. Le (p +1) X (p + 1) mineur formé sur les
colonnes j1<j2<-'*<fp41 Sera noté:

511 ----- jP+1: a]l. J:- ]pu(‘r) SJI'
1=1

Soit I 'idéeal engendré par ces (p+1) X (p+1) mineurs et V{I) la variété des
zéros de 1.

Lemme 1. Soit xo un point critique de f. La trace de f~* (f (xo)) sur U'espace
conormal relatif & Uapplication f est TFpaoC*U Ty C".

Preuve. Rappelons une preuve de ce résultat. On peut supposer que xo=0.
Soit b= (by,...b,) EC”, considérons la matrice M (x, b) et Z le sous espace défini
par les mineurs (p +1) X (p + 1) de cette matrice. D’aprés le théoréme
d’Eagon-Northcott ([Mat] p. 103) la dimension de Z au voisinage de 0 est
supérieure ou égale ap. Donc C; est un sous espace strict de Z. Il reste
a prendre un chemin dans Z qui n'est pas dans C; pour aboutir a (0, b) € W,.

Lemme 2. L'idéal I engendve par les (p+1) X (p+1) minewrs de la matrice
Mz, &) est Uidéal de définition de Uespace conormal relatif & Uapplication f, et
Oc=o/ I est un anmean de Cohen-Macaulay.

Preuwve. Au dessus du complémentaire du lieu critique de l'application f,
Wy est un fibré vectoriel de rang p. Si, par exemple, en un point de cet ouvert:

.....

=0 pour j€{p+1,.n}. Ainsi en dehors du lieu critique de I'application f, V (I)
= Wy est lisse réduit. Au dessus d'un point critique xo de f, le lemme précédent
permet de voir que {xo) X C” est dans W; et on a clairement le méme résultat
pour V(I). Ainsi: V(I) =Wy,

Lemme 3. Soient A un annean local végulier, M une matrvice a 1 lignes et m
colonmes a coefficients dans A, I I'idéal de A engendvé par les (I X1) -mineurs de M.
Si dim (A/T) =dim (A) — m—1+1), alors A/I est de Cohen-Macaulay.

Prewve. La démonstration copie la preuve de la proposition 5.1.1 de B.
Teissier [T, p.644]. A étant local régulier, la profondeur de A/I est donnée par
[Se, p. IV.35]:

prof (4/I) =dim (4) —dh (A/I).
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D’autre part, A étant de Cohen-Macaulay [Se, corollaire 3 p.IV.37],
prof (I, A) =dim (4) —dim (4/I) =m—1+1.

Alors, d’aprés Buchsbaum-Rim [BR, corollaire 2.7 p.208], I étant l'idéal
engendré par les (I X1)-mineurs de M, dh (4/I) =m—1+1.
Donc finalement prof (A/I) =dim(4) — (m—1+1) =dim{A4/]).

Revenons ala preuve du lemme 2. On sait donc maintenant que la
dimension de V (I) est n+p. Il résulte du lemme 3 que Oc=o/I est un anneau de
Cohen-Macaulay. Enfin Oc=o/I étant Cohen-Macaulay, il est sans composante
immergée. Or I est presque partout réduit, donc I est réduit.

Théoréme 2. Soit f= (f1,...f5): C", 0—C?, 0 un germe d'application analytique
définissant une intersection compléte & singularité isolée. Notons pour ji <--+ <jy:

Notcms pour 1<+ <jps1

p1
o 0
By 5 +
P+1 71 J Jo+1 axh
1=1
L’anmlateur sur Dero de f3...f3 est:
Annge. /L. [ Z Derols,...1ps1-
11<<fp+1

Prewve. Un calcul simple montre que 4, . annule f3'./5°
Réciproquement, soit PE Anng ' -+ff’. Comme nous 'avons vu dans la premiére
partie, Wy est égal ala variété caractéristique de Pc-ofi ... f3*, donc le symbole
principal de P s’annule sur Wy, et d'aprés la proposition précédente, c'est dire
que le symbole de P est dans l'idéal réduit I. On peut donc construire un
opérateur Q € X;j.<.. <,M@cqu,-1 .is.1 de méme symbole que P. Mais P — @ est
encore dans 'annulateur fi'... f3’, et de degré strictement inférieur au degré de P,
par récurrence, cela demontre la proposition.

Proposition 1. Soit f= (fi,.fs) : C" 0—C? 0 un germe d'application
analytique définissant une intersecticm compléte @ singularité isolée. Le Dero-module
M=Donifi.. 15 ZDerof fiL...f3 est holonome de cycle caractévistique:

TF10C"+mTHC",

o m est la multiplicite d'intersection de f1(0) avec la variété polaive velative
géenévique de dimension p (c'est a dive la variete des zéros de lidéal de Ocny
engend?é par les (p+1) X (p+1) -mineurs de la matvice M(x. b) on b est un point
génerique de C?).

Prewve. De maniére évidente I'annulateur de f5, la classe de §t--+f3? dans A,
est I'idéal de Do
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Anng;c,fs=Ann@C" fl...fff‘f’ i@cnof].
7=1
Il résulte du lemme 2 et du théoréme 1 que le symbole des opérateurs nuls sur
$..f3 est l'idéal I engendré par les (p+1) X (p+1) mineurs de la matrice M (x.

€). Le quotient de @cro par I est de Cohen-Macaulay et la trace de f1(0) sur
V(I) est d’aprés le lemme 1:

T}‘-I(O)Cn U T?%)C”.

Cet espace étant de dimension #, la suite fi,..f; définit une suite réguli¢ére de
Oc=o/I1[Mat, théoréme 17.4]. On en déduit que 1'idéal engendré par les symboles
des opérateurs nuls sur f* est (f1,../» I).

En effet, soit P un opérateur non nul annulant f°; P s'écrit:

»
P= ZPif,--l-Q; Q€ Anng,. /.
=1

Soit d =max ({deg (P,)}j=1.5 deg(Q)). Si P est de degré d, son symbole est bien

b

) 04(P)f +04(@Q) =0

7=1

ot 04 désigne le symbole en degré d, éventuellement nul. On obtient ainsi une
relation entre les fi,..f, dans Oco/I. Cette relation est donc triviale [Mat,
p.131], ce qui nous permet d’écrire P sous la forme

b
P=) Pf+Q: @ € Annge S
=1

avec d’ = max ({deg (P})} =1..5, deg (Q')) <d. D’oti 'assertion par recurrence.
Ainsi la variété caractéristique de 4 est TF:1C"U TH:TC"

Il reste & déterminer le cycle caractéristique. En un point lisse de f(0) un
calcul direct montre que la multiplicité de TH:C" est 1. Pour déterminer la

multiplicité de T§C" nous avons a calculer en un point générique (0. b) la
multiplicité de l'anneau:

»
Oc= <o.b>/<1+ Z@C’" @) 1)-
=1

Cet anneau étant de Cohen-Macaulay, cette multiplicité est la dimension de
I'espace vectoriel [Mat, théoreme 17.11, p.103]:
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00"‘,(0 b)

I+ 22810c onfit+ 2100 00 (Ei—by)

qui est encore égal a

@Pg(f.b)

dimc (fl.---,fp) y

ou P, (f, b) désigne la variété polaire relative de dimension p ([H.M.S] p.238). La
dimension précédente est la multiplicité de f le long de P, (f, b).

On remarquera l'analogie de cette proposition avec certains résultats de
(BM.M].

3. Conditions de Finitude du @c-Module: De-o[s1....5p 1. f5

Soit f= (f1,...fs): C*, 0—C? 0 un germe d’application analytique définissant une
intersection complete. On rappelle que f est dit sans éclatement en codimension
0 si le morphisme composeé:
fop: Wy;— " 0— C? 0
est équidimensionnel. On sait alors [H.M.S] que Wy (f). la trace de fi="++"=f,=0
sur Wy, est une variété lagrangienne.
Proposition 2. Si f est sans éclatement en codimension O et si pour un

certain €11, p}. Dewo [, 1437 est de type fini sur Dero: il existe un polynome
d'une variable. b;(s,), non nul tel que:

b
b, (s,) .. fre Z@cuo Is,fufS 3.

k=1

Prewve. DoofS...f3? est un sous Dee-module de Derols,] A £, qui est lui
méme, sous I'hypothése de finitude, un quotient d'une somme d'un nombre fini de
modules isomorphes a Lcnofi... f3’. Ainsi, sous cette hypothése de finitude. la
variété caractéristique comme Deg-module de Deralsi....sp] AL f est la méme
que celle de Deroft... f37. a savoir Wy Le Dero-module quotient:

b
Deols )it/ Y Deols Lt S5

k=1

est de plus supporté par f1(0). Comme I'application f est sans éclatement en
codimension 0, on en déduit que ce module quotient est holonome. Donc,
I'endomorphisme de multiplication par s; admet un polynéme minimal, d'oil la
proposition.

Corollaire 3. Si pour toute partic I = {iy,..ix} de {1,..p}, f1= (fr,...[0s) est
sans éclatement en codimension 0, et si le Dero-module Do [sl....,s,)]ﬁl-"ﬁ," est de
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type fini: il existe pour tout j € {1,..p} des polynomes d'une variable bj(s;) non nuls
tels que:

b, (&)ﬁl‘ P E€EDeo {sl,...,sp]f,ﬁ" “f.

Prewve. Par récurrence sur p, il existe une équation non triviale pour j €

{2,..p}:

e, (s 2L 3 € Derolsn,spl AR 2L 4L B

On multiplie ces équations par f¥'**

e, (s)ff [ f8 EDere [s1spl it 13

On utilise 'équation fonctionnelle donnée par la proposition pour j =1, on itére
suffisamment cette équation, et on obtient alors aprés multiplication par les e,

by(s)fE 3 E Dot spl fi i[5

Introduisons les conditions:

o (F) La projection naturelle de W# sur Wy est finie,

o (L.S.) f est sans éclatement en codimension O et le lieu critique de f est
contenue dans la réunion des hypersurfaces f71(0),

o (T) Pour tous sous ensembles disjoints I = {iy,...ix} et J = {jr....5s}
l'intersection des espaces conormaux relatifs a f; = {fi...fu) et af;= (fin..f5)
est contenue dans la section nulle du fibré cotangent.

C. Sabbah montre [Sab 3] [B] que la condition (L.S.) entraine la condition (F)
et J. Briancon montre [B] que les conditions (L.S.) et (T) sont équivalentes.
Nous obtenons finalement les mémes équations fonctionnelles que C. Sabbah,
permettant 'étude des développements asymptotiques d’intégrales sur la fibre de

f([Sab 2]):

Théoréme 3. Soit f = (fi,..fp) : C", 0— C? 0 un germe d'application
analytique définissant une inlersection compléte.

1. Sous la condition (F), pour tout j € {1...p} il existe des opérateurs annulant
fL S de la forme sP + A;us¥t A oo + Ay, onles Ajy sont des opérateurs
indépendants de si,...,Sp de degré infevieur ou égal a L.

2. Sous la condition (L.S.), il existe, pour tout j €E1{1....p} des polynomes d'une
variable b; (s,) nom nuls tels que:

b; (Sj) fl...f;pe@cno [S1,...,Sp]fﬁ1...ﬁp.

Prewve. Comme la condition (F) est vérifiee, il existe un polynéme
homogéne de degré r en £ et s;:

o=si+a,(x, &) si 4 +a,(x, &

pour k assez grand:

nul sur W% Par la méme méthode que celle utilisée pour la preuve du corollaire
1, on montre que la variété caractéristique du Dero [s,] -module Dero [s;1/5 3
est W#;, 'adhérence dans T*(C” 0) X C de:
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{ (@, dfit-+Asdfs, 2 3)}

lorsque = décrit C* et (Ay...d5) décrit C?. Une puissance de ¢ est donc le

symbole d'un opérateur annulant ff'...f3’ avec condition sur le degré comme
annoncé dans la proposition. Enfin la condition (L.S.) est toujours vérifiée pour
1= (fir..fur) (voir [B]) et donc la fin de la proposition se déduit du corollaire 3.

Exemple (le cas fini). Soit f= (fy....fn): C", 0—C? 0, un morphisme fini, les
conditions suivantes sont équivalenies:
1) Derolsy..salfff est de type fini sur Dero,
2) La condition de finitude W¥ sur Wy est vévifiée.

Prewve. On a vu que la condition 2 entraine la condition 1. Supposons la
condition 1 vérifiee. Notons W%, I'adhérence dans T*X x C de

{(x, Adfite+Andfn, 2if1)}

lorsque x décrit un voisinage X de 0 et (A;...4x) decrit C" Soit ax(x) le
déterminant de la matrice:

O .. 0 O . O

6x1 ka_l 6:ck+1 ax,,

n . O O .. On

ax{ a.l‘k_1 6xk+1 &rn

et jac le jacobien de f. L'opérateur f,(2ax (&) 0/0xy) — (jac) s annule fi'.. £
Soit u le pgcd. de (jac, fiai...fias) ; on peut écrire: jac = ou, fiax = byu.
Lopérateur 0s; — 2.b,0/0x; annule f..ff>. D’autre part, la variété
caractéristique du Deo [s1] module Dero [s1) A f* est Wi, qui est une
hypersurface irréductible de T*X X C. Le symbole de ps; — 2.b0/0x) en est

donc une équation réduite et par suite 'annulateur comme Do [s1] -module de
P'..fir est engendré par ps; — 2bxd/0xy. Ainsi Derg [s1] f2. /37 est fini si et
seulement si 0 = 1. Donc W%, est fini sur Wy, et en échangeant le role des

variables: W# est fini sur W
Dans [B] il est montré que la condition 2 équivaut a l'existence d'un

systéme de coordonnées dans lequel fi=x{...fn=xq"

Remarge. Lorsque p=1, il est bien connu que si f(0) =0; f est entier sur

I'idéal de ses dérivées. Cela se traduit par la finitude a l'origine de W# sur Wy
Les hypothéses du théoréme 3 sont donc toujours vérifiées. Dans le cas p
quelconque supérieur ou égal a 2, introduisons la fonction:

Q. C"XCP—C;(x, ) PP (x, ) =Afi (@) ++Af, ().

Par le critére valuatif de dépendance intégrale, on montre que A,f, est entier sur
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lideal: (D,.... Py Atfr,hp_1fs—1) ; cela prouve que W¥ est fini sur W@V
_l'adhérence de I'ensemble:

{(=. ix,df, @), @) v pifoms (1))}

contenu dans T*C" X C?~!. C'est cette propriété qui permet de généraliser la
finitude du cas p = 1. On en déduit sous la seule hypothése f (0) = 0 sur

'application f: Dro[s1.....55 /53 est un Dero[s1,....5p—1] ~module de type fini.
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