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Régularité des Ondes Elastiques dans la Région
Glancing des Ondes P

par

Tatsushi MORIOKA*

Résume

Dans cet article, nous montrons que les solutions sortantes de '’équation élastique isotrope avec
la condition de Dirichlet au bord possédent la régularité Gevrey 3 dans la région Glancing des ondes
longitudinaux, lorsque la dimension de l’espace est 3, le domaine est extérieur et la courbure
Gaussienne du bord est strictement positive. C’est une analogie du travail par Lebeau [14]
concernant I'équation des ondes, pour I’équation élastique isotrope.

Abstract

In this paper, we show that the outgoing solutions of the isotropic elastic equation with
Dirichlet condition at the boundary have the Gevrey 3 regularity in the glancing region of the
longitudinal waves, when the dimension of the space is 3, the domain is exterior and the Gaussian
curvature is positive. It is an analogy of the work by Lebeau [14] concerning the wave equation, for
the isotropic elastic equation.

§0. Introduction et Résultat

Soit 2 = R*® un domaine extérieur. On suppose les hypothéses suivantes.
(H.1) 0% est analytique.

(H.2) R*\Q est strictement convexe, c.-a-d. la courbure Gaussienne de 09 est
strictement positive.

Soit A(0,) l'opérateur différentiel dont la valeur est 3 x 3 matrice:
0.1) A(8)) = pod + (Ao + 1) grad div dans R,

ou Ag, 4y sont constantes vérifiant u, > 0, 349 + 2y, > 0 et que 4 est Laplacien
en R®. On définit L par L=0>— A4(,). En notant o(dap) le symbole
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principal de Laplacien en 0Q, on définit g € C*(7T*(R x 0Q),R) par

(0.2) q(1,Z) = —1* — cla(40)(Z) : TR, Z e T (09),
ol ¢1 = (Ao + 2up) "2

On fixe 7> 0, ¢ >0 qui sont suffisamment petites, z € 022 et Wy < R3;
voisinage ouvert de z dans R3. Soit W, =W,NQ et N= (—& T), %
(WpN o). On fixe pye T*N\O vérifiant g(py) =0, n(py) = (t,z) avec
0=t <T. Ici 7 est la projection de T*N sur N. On note d/0n la dérivée
au long de vecteur normal de 0Q. Soitu =" (u;,uz,u3) € 2'((—¢, T) x Wi). On
dit que u vérifie (A.1) si les conditions suivantes (a) et (b) sont vérifiées.

(@) Lu=0 dans (—¢,T) x W).

(b) 1l existe W, < R® voisinage ouvert de WyNQ et &t ="' (ity,it,ii3) €
D' ((—&, T) x W) tels que U|(_, 7yxw, = u et que u soit analytique dans (—¢,0)
X Wz.

On fixe m e R vérifiant 1 £m < 3. Le théoréme suivant est notre résultat
principal.

Théoréme 1. On suppose que (H.1), (H.2) sont vérifiées. Alors, il existe
w < T*N\O voisinage conique de p, et s; > 0 vérifiant exp siH,(p,) ¢ o, tels que,
pour tout u =" (uy,uz,u3) € 9'((—e¢, T') x W) vérifiant (A.1) avec WF4(u|y) = @
et tout so > 0 vérifiant sy < 51 et wN{expsHy(py);so <5 = 51} = ¢, on ait (i) et
(1) suivants.
(1) {expsHy(pg);so < s < s1} N WF2((0u/on)|y) = ¢.
(i) {expsHy(po)iso = 5= s1}NWFE((6u/on)|y) = ¢
ou {expsHy(po);so <5 < 51} = WFE((0u/on)|y).

Remarque. Soit u =" (uj,uz,u3) € 9'((—e, T) x Wy) vérifiant (A.1) et que
WE,4(uly) = {(t0,2z;rm) : ¥ > 0}, ou (t0,2;m) = py. Alors, la preuve de Théoréme
1 montre que I'on a (i) et (ii) mentionnés dans Théoréme 1 pour tout sy vérifiant
0 < 5o <1, Si 51 est suffisamment petit.

Dans la description de Théoréme 1, WF4(*) est 'ensemble du front d’onde
analytique de Hormander, qui coincide le spectre singulier de Sato et le support
essentiel de Bros—lagolnitzer. WFJ () est 'ensemble du front d’onde Gevrey
m. On confirme ici seulement la définition de la classe Gevrey m dans R”. On
dit qu’une fonction 4 scalaire en R” a la régularité Gevrey m pres de y € R” §’il
existe des constantes B, C > 0 et un voisinage U de y tels que pour tout « et
tout x e U, on ait

(03) |(8%R)(x)] < CBH ().

Pour u =" (uy,uz,u3), on définit WFu=J{WFqu;:j=1723} et WFlu=
\{WFmy : j=1,2,3}.
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Nous écrivons les travaux qui précédent Théoréme 1. Lebeau [l14,
Théoréme 1] a prouvé Théoréme 1 avec une méilleure estimation par rapport a
la régularité des solutions lorsque I’équation est celle des ondes. En remplagant
WF} par WF, le front d’onde C* de Hoérmander, Melrose [16] et Taylor [22]
(Cf. Hormander [5]) ont montré Théoreme 1-(i), lorsque I’équation est celle des
ondes. L’étude de Friedlander—Melrose [4] montre que Théoreme 1-(i) est faux
si on remplace WF} par WFE avec 1 <k < 3 et remplace I’équation élastique
par celle des ondes. Voir aussi Sjostrand [19], Lebeau [13, Théoréeme 1 dans
§V.2] et [13, Théoréme 2 qui étend le résultat de Kataoka]. Théoreme 1 est
une analogie de Lebeau [14, Théoréme 1] pour I’équation élastique isotrope.
La singularité des solutions du probléme aux limites pour I’équation élastique
isotrope a déja été étudiée par Yamamoto [23] avec la condition de Neumann
au bord, dans le cadre de la classe C*. Cf. Bardos—Masrour-Tatout [1] et
Kawashita [7]. La généralisation de Lebeau [14] pour les conditions obliques
au bord a été étudiée par Lafitte [8]-[10]. Voir aussi Lascar—Lascar [11].

La preuve de Théoréme 1 est essentiellement due aux Lebeau [14] et
Stefanov—Vodev [21]. L’idée principale de Lebeau [14] est de construire le
paramétrix de I'opérateur au bord sur I’espace conormal de la région Glancing
au bord. Cette méthode, appelée la deuxiéme microlocalisation sur les sous-
variétés involutives, provenante de la théorie de Kashiwara-Kawai (C.f. [18]),
nous permet de considérer I’algébre des opérateurs 2-microlocaux de Laurent sur
l’espace conormal de la sous variété involutive comme l'algébre formelle des
opérateurs pseudo-différentiels, qui ont 2 paramétres, sur ’espace cotangent.
Ces opérateurs pseudo-différentiels sont les opérateurs unilatéraux, qui sont
microlocaux jusqu’a l'indice 3 dans classe de Gevrey. Grace a la deuxiéme
microlocalisation due a Lebeau, on peut inverser 'opérateur au bord en
conservant la propriété locale de Gevrey 3. Cela implique la preuve de
Théoréme 1 lorsque I’équation est celle des ondes. Quant a la deuxieéme
microlocalisation due a Lebeau, Voir [12], [13] et [14, A.63 dans la pages 1489—
1493].

La combinaison de [14] et [21] nous entraine la preuve de Théoréme 1. En
effet, [21, §2] a montré que 'on peut résoudre le probléme aux limites pour
I’équation élastique isotrope avec la condition de Dirichlet au bord par la
résolution Helmholtzienne. Puisque I’équation ¢lastique est un systéme, la
construction des solutions asymptotiques est beaucoup plus compliquée que celle
de I’équation des ondes. Cf. Kawashita [7]. La méthode de [21, §2] nous
permet d’éviter de construire directement les solutions asymptotiques dans la
région Glancing des ondes longitudinaux et cela indique la preuve de Théoréme
1 due a l'argument par [14].

Le plan de cet article est comme ci-dessous. Dans §1, on définit 'espace
de Sjostrand tangentiel sur lequel on analyse le probléme aux limites pour
I’équation élastique. Dans §2, on fait quelques rappels sur 1’équation des
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ondes, qui joueront le réle principal pour la preuve de Théoréme 1. Dans §3,
on décrit notre résultat, qui implique Théoréme 1, dans I’espace de SjOs-
trand. Dans §4, on étudie ’algébre des opérateurs unilatéraux et son action sur
des fonctions dans ’espace de Sjostrand. Dans §5, on prouve Théoréme 1 par
la combinaison de [14] et [21]. Dans §6, on fait quelques rappels sur Gevrey
holomorphie partielle, qui sont utilisés dans la preuve de Théoréme 1.

§1. L’espace de Sjostrand pour les Problémes aux Limites

Soit X = C* ouvert et ¢ une fonction scalaire et continue sur X a valeur
réelle.

Définition 1.1. L’espace de Sjostrand H,(X) est 'ensemble des fonctions
dont les valeurs sont vecteurs; f(x,2) ="' (f1, /2, f3)(x,A), xeX, A>0, hol-
omorphes en x € X telles que pour tout K € X compact et tout ¢ >0 il existe
C > 0 tel que pour tout xe K, tout A =1 on ait

(1.1) [ (x,2)| £ Cexp(A(p(x) + ),
ou |f(x, M) = (0, 1f(x, A7) 2

Définition 1.2. Soit fe Hy,(X) et yeX. On dit que y¢SSY(f) s'il
existe un voisinage ouvert W X de y et ¢>0 tels que feH, . (W).
L’ensemble SS(;( (f) est appelé le spectre analytique de f dans H,(X).

Définition 1.3. Soit g€ H,(X). On dit que g est a croissance dans X s’il
existe M >0 tel que, pour tout x€ X et tout A =2, on ait

(1.2) lg(x,2)| < 4™ exp(Ao(x)).

Définition 1.4. Soit p>0. H;’(X) est [lensemble des fonctions
S (xa,x, ) = (fi, fo. f3)(xa, %, A); holomorphe en xe€ X et en x4€ U avec un
voisinage ouvert complex U de lintervalle fermé [0,p] dans C, définies pour
A >0, vérifiant les conditions suivantes:

(C.1)  Pour tout K € X compact, il existe C > 0 telle que, pour tout x € K,
x4qe U, A=1, on ait

(1.3) f (x4, x,4) < exp(CA).

(C.2) Pour tout K€ X compact, tout ¢ > 0 et tout me N, il existe C >0
telle que, pour tout x4 €0,p), tout xe K et tout A =1, on ait

(1.4) |(0/0x4)" f (xa,x,4)| < Cexp(A(p(x) + ¢)).
Iei, N={1.2,3...}.

Définition 1.5. Pour [e H,?(X), son spectre analytique, noté par
SS[;( (f (f) est le sous-ensemble de XU (T*(0,p) x X) défini comme ci-dessous:
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(C3) Xoy¢ SSg(;"(f) s'il existe un voisinage W de y dans X, r>0,e> 0
tels que, pour tout x € W, tout x4 € C; [x4| <r et tout A=1, on ait

(1.5) |/ (x4, x, 1)| = (1/e) exp(4(p(x) — ).

(C4) (T*(0,p) X X) 3 (Yartas; y) ¢ SS;,(;”(f) s’il existe un voisinage W de
y dans X,r>0,6>0 et 6 >0 vérifiant 6 < inf{y,,p — y4} tels que l'on ait

Y440
(1.6) “ ) exp(—(4/2)(z4 — x4)) f (x4, x, A)dxq
Ya—

< (1/&) exp(A(p(x) + [Imz|*/2 — ¢))
pour tout z4 € C vérifiant |z4 — (y4 — in,)| < r, tout xe W et tout 1= 1.

Remarque 1.6. Quant a la relation entre la singularité analytique dans

T*R" et le spectre analytique dans I'espace de Sjostrand, on renvoie a Sjostrand
[20].

Remarque 1.7. Quant aux notations SSqf{ , SS 5){(’”” , on n’écrira pas les indices
X, p, ¢ etc. lorsqu’ils ne sont pas importants.

Dans cet article, on utilisera les notatios suivantes. Soit ¥ une fonction
scalaire et dérivable sur X a valeur réelle et x € X. On définit j,(x) € T*X par
Ju(x) = (x,=2i(0y/0x)(x)). Pour W < X, on définit Ay (W) par Ay(W)=
{xeW:j,(x)}. Pour xe X, on note x = (x1,x’) avec x; € C et x’ eC? On
définit gy(x) par gy(x) = |Im x|*/2. On note Iy le 3 x 3 matrice d’unité et N =
{1,2,3...}.

§2. Rappels sur I’Equation des Ondes

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur I’équation des ondes,
qui joueront le réle principal pour la preuve de Théoréme 1. On conserve ici
les notations dans §0 et §1.

Soit [0, = ((9/d1)” — 2 4)Iy dans R, x RY, ot ¢; = (Ao + 2u9) %, e2 = py”.
On suppose que (H.1) et (H.2) sont vérifiées. Selon Bardos-Lebeau—Rauch
(1, §5] ou Lafitte [8, §5], il existe une coordonné (", y;); »” €R%, y;eR et
une fonction scalaire et analytique S(y", y;) prés de z € 0Q vérifiant f =1 sur
{y3 =0} telles que, comme I'opérateur différentiel, on ait

(2.1) BB = (0/8y5)* +q(y", ys, —id/dy"),

ou q est l'opérateur différentiel scalaire avec 1’ordre 2 dont la partie principale
est réelle. Ici, {y; > 0} correspend localement a Q. D’aprés (2.1), on a

(2.2) ¢ 2B OB = —(8/03) + (—q(y", y3,—i8/8y") + ¢;2(8/31)%).
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Remarque. La notation q a (2.1) et (2.2) est différente de g a §0.

Prenons la transformation FBI tangentielle associée a la transformation
canonique

(2.3) 21 (T*N,ao) — (X, ~2i009)

ou X < C? est ouvert, ¢ est la fonction scalaire qui est strictement pluri sous-
harmonique sur X, wo est la 2 forme canonique de T*N et N = (—¢,T) x
(WpN0Q). Selon [1, §5], cette transformation FBI entraine la transformation;

(2.4) T*Nopy—xoeX
(¢287' OB — A°P,,  j=1,2

ou

(Pif) (x4, x,4)
= 1720/ 0x4)*f (x4, %, 2)

+ @n/2)? j exp(iA(x — )E)(EY) (xa, x, & D)) f (x4, y, M)y A dE,

2o

2o: le contour d’intégration; & = —2i(dp/dx)(x) +iC(x— ), |x —y| Sr avec
C > 1 suffisamment grand, rC suffisamment petit,

feH”(X) avec p >0 suffisamment petit,

£U): symbole (scalaire) analytique classique de degré 0, c.-a-d. il existe une suite
{/(j )(x4, x,&)} e, de fonction holomorphe sur £y = C x T*X voisinage complex
ouvert de [0, p] x {j,(xo)} et des constantes 4 et B tels que pour tout M et tout
A=1 on ait

(2.5) sup{ £ (x4, x,E,2) — Z/“ (x4, %, E)

< ABM M1 M1

i (x4,x,8) € _Qo}

La région elliptique E/, hyperbolique H/, Glancing G/ dans X pour chaque
P;;j=1,2 est défini par

E = a{d,(X)N{r <0}},  H =a{d,(X)N{rY > 0}},
G/ =n{4,(X)N{r§" = 0}},

ou 7 est la projection de T*X sur X, r)(x,&) = #5/(0,x,¢). Notons que 'on a
X0 € Gl.
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Comme Lebeau [14, §1], on peut supposer que
0(x) = po(x) = |Im x|%/2, E'={ze X :Imz > 0},
={ze X :Imz; <0}, Glz{zeX:Imm:O},
xo=(0,x)) avec x5eC? Rex;=0.

Définition 2.1. Soit (y,n) € A, (X). Les flots sortants de (y,n), notés
Fi(y,n), j=1,2 sont les sous-ensembles de A, (X)U(T*Ry x A, /(X)) définis
comme ci-dessous.

Lorsque (y,n) € Ag(E7), F/(y.n) ={(y.,m)}.

Lorsque (y, n) eA (G’UH’) FI(y,n) = {(y.m)} U{expsHy, (y4: 14 ¥ 1) :
s> 0 avec pl = ~& +£{/ (x5, )y 74 =0, ny = ¢,(3,1),

¢,<y,n) la solution de §,(y,n)? —ré’( y.m), d(y.m) <0,

Hy: le champ hamiltonien de p!)).

Remarque. Zg’)(x4,x, &) est réel si x4eR. et (x,&) € A, (X).

Soit g e H, (X) avec SSjg (g) suffisamment petit dans X, p > 0 suffisam-
ment petit, j=1 ou 2 et 7% la projection de T*X U (T*R; x T*X) sur XU
(T*R, x X).

Définition 2.2.  On dit que f € H}?(X) est la solution sortante de I'équation

Pw=0
(2.6) {
W|x4:0 =9
ss) o (Pif) =9,
si S(0,x,4) = g(x,4),

SSPA(f) < 7o FI(I),

o Iy = A, (SS9 ))U{expsH(,)( w(SSy(g)NGY):5>0} et W est un
voisinage ouvert de SS; X . (9) dans X.

Définition 2.3. L’opérateur B,,, {9eH, (X):g est a croissance dans X}

— H, (Xo)avec je NU{0}, m=1,2, xo€ Xo €X, Xo suffisamment petit, est
défini par

(2.7) m = ((6/5)64) Ran1g)L\4—0 avec

Omg: la solution sortante de (2.6) dans lequel j est remplacé par m,
Ry: réalisation dans H‘;; P(X) de Popérateur différentiel ' graddivp dans
R},
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Rg: réalisation dans H(;; P(X) de lopérateur différentiel —p 'rotrotf dans
R;.

Ici, ces réalisations sont faites par la méme transformation FBI tangentielle
associée a (2.3) dans §2. La notation “rot” signifie la rotation de vecteur.

Soit X H/, j=1o0u 2. Selon la propriété de la solution de I’équation des
ondes dans la région hyperbolique, B est opérateur pseudo-différentiel a X,
c.-a-d. il existe b/ (x, &, A1) le symbol analytique classique formel de degré 0 a x,

dont la valeur est 3 x 3 matrice, avec la somme formelle
(2.8) b (x,EA) =Y b (x,€)A7F,
k=0

telle que

(2.9) (B (x,0) = (3217 S j exp(id(x — 7))

0<k=<i/M

X /l‘kb,{’m(x, Eg(y, Ady ndé,

Zo: contour d’intégration, &= -Imx+iC(x—7), [x—y|<r, C»1, 0<
rC«1 et M>»1. Voir Sjostrand [199 et Stefanov—Vodev [21].

On utilisera dans §5 I'opérateur B,,’,] afin de réduire ’analyse de I’équation
¢élastique a celle de I’¢équation des ondes.

§3. La Description du Résultat dans PEspace de Sjostrand

On conserve les notations dans §0-§2.  Soit M la réalisation dans H,,*(X)
de I'opérateur différentiel —(3/01)> + f~'A(d,)p dans R, x R?, faite par la méme
transformation FBI tangentielle associée a (2.3), que l'on a utilis¢ dans §2.
Alors, M est la 3 x 3 matrice dont chaque ¢élément est I’opérateur différentiel par
rapport a x4 et celui pseudo-différentiel par rapport a xe X.

Définition 3.1. Soit ge H, (X) avec SS;;(g) suffisamment petit dans X.
On dit que f e H;O’/’(X) est solution sortante de

Mw =20
(3.1) {
WlMIO =g
SSP(MS) = ¢,
Si f(0,x,4) =g(x,A)

SSTA(f) = #F (A)UF?(4))
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ou
A = A,(8S,,(9)) UK UK,
K, = {expsH (44, (SSE(6)NG) 5> 0}, j=1,2
W : un voisinage ouvert de SS(;‘; (9),
7t : la projection de T*X U (T*Ry x T*X) sur XU (TR, x X).

Soit —l«a; <g<0<e<b «l, 0<g«1, j=2,3 et un voisinage
ouvert w; <X de xp vérifiant w; < {xeX :g <Rex; <¢,!/Imx| < &,
|x" — xy| < e3}. Notre but est de prouver le théoréme suivant, qui implique
Théoréme 1.

Théoréme 3.2. Soit g € H, (X), qui est a croissance, vérifiant SS, (g) < w;.
Soit f € H(;;*”(X) la solution sortante de (3.1). Alors, pour tout ve G vérifiant
&1 < Rewvy < by, il existe un voisinage wy = X de v, C >0, 6 > 0 tels que pour
tout xewy, A=1, on ait

af A 2 sq1/3
- < — —
(3.2) !0 . (0, x, /1)‘ < Cexp(zglmx Iy .

La preuve de Théoréme 3.2 sera donnée dans §5.

§4. Opérateurs Unilatéraux

On étudie ici l'algébre des opérateurs unilatéraux et son action sur des
fonctions dans I'espase de Sjostrand. L’argument est essentiellement pareil a
Lebeau [14, §4].

4-1. Algébre des Opérateur Unilatéraux

Dans T*C*® muni du systétme de coordonées (x,8) : x = (x1,x2,x3) =
(x1,X), &= (&1,&,&3) = (¢1,¢"), on définit ¥ = T*C® par

V={(x,&)eT*C?: ¢ =0}

et Vo < C? par V= n(VﬂA,,,O(C3)), ot gy(x) = [Im x|?/2 et 7 est la projection
de 7*C? sur C*. Alors, on a Vy = {xeC3 : Imx; = 0}.

Soit me V avec m = (29;0,&;), z0 € C*, &, € C*. Pour s >0 et § >0, on
définit Q(2,s,0,y) par

(4.1.1) Q(4,5,0,7) = {(x,&) e T*C? : |x — zo| < s, &' — & < 5,18 < s,

Imé, — 2723 < 5|Re &}
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Lorsque f(x,&, 1) est une fonction a valeur 3 x 3 matrice définie sur 2(4,s,6, ),
pour 4 =1, holomorphe en (x,¢), on pose, pour tout entier n = 0,

412)  |flosn(®) =sup{l(&r — p272)" f(x.&,2)] : (x,€) € (2, 5,6,7)}-

Ici, |a| = (Zi =1 lak, j|2)l/ 2 lorsque a est la 3 x 3 matrice dont chaque élément
est ax;. On note Bs;, l'ensemble des f tels que |f] 5 ,(4) soit fini et borné
comme fonction de A.

Définition 4.1.1. &7, est 'ensemble des séries formelles

00

(4.13) =Y plx&AET)

k=0
telles qu'il existe s,6,A4,B > 0 vérifiant p; € Bss i et

(4.1.4) |Pils.s5.0 < AB*K!

pour tout k = 0. On appelle p, la partie principale de p.

Pour p,q€ &, on définit b= pxq par

2]
(4.1.5) b= bu(x,&,A)(iT)™" avec by= Y () '0fp0%q,.
n=0

||+ +k=n

Selon Lebeau [14, Proposition 4.1.1 dans §4] et sa démonstration, on peut
savoir que (67, ., +) est anneau. Voir aussi Lafitte [8, Proposition 3 dans

§3].

Définition 4.1.2.  On dit que q e &7, ,, , est elliptique 5il existe 5,0, M > 0,
qui sont indépendants de A, tels que

1/M < |detqo(x,&, 1) € M pour (x,) € Q(2,5,8,7),
ou qo est la partie principale de q.

Selon Lebeau [14, Proposition 4.1.3] et sa démonstration, on obtient la
proposition suivante:

Proposition 4.1.3. (Lebeau [14]) Soit g€ &3
un unique p € am,“;‘m,y tel que gxp=p*xg=1.

v.m.y elliptique.  Alors, il existe

§4-2. Actions des Opérateurs

Soit m = (29;0,&;) € V' mentionné dans §4-1. Dans cette section, on
suppose que me A, (V). Alors, on a zpeVy et & =—Imz). Ici, z =
(0,1,2) € C x C?. On suppose aussi que zg | = 0.
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On définit Qy < C par
(4.2.1) Qo={xeC:ap <Rex < by, |Imx| < ¢}

avec —lxay<0<by«l1, 0<cy«l.

Soit w e H, (2 x U) avec un voisinage ouvert U de z dans C2. Idi,
H, (20 x U) est I'ensemble de ve H, (2 x U) vérifiant sup{exp(—A(py(») +
e))v(y,A)|: ye Qo x Ko, A = 1} < 00 pour tout ¢ >0 et tout Ky € U compact.
On définit alors la tronquature 7, par

(42.2) (nwxxﬂw=ij exp( 2 (v — 7,)? — HlIm y,
27'[ Q 4
x w(yy,x', 2)d(Re y;)d(Im yy).

Comme Lebeau [14, §4.2], on a (x1,x’) ¢ SS, (Tow — w) si x; € Qp et (x1,x') ¢
S8y, (Tow) si x; ¢ Q. Voir aussi Lebeau [14, Estimation 4.2.3 dans la page
1469].

Soit y > 0. On définit D;*w:k=0,1,2... par

( D)?w =w
Dk 1y = | exp(eyatPx —
(424) ( b W)(xluxa ) EXp( 4 (X1 S))
(X1 _S)k-l ’
X WW(S’X ,A)ds, k>1.

avec a = ap — d, d > 0 suffisamment petit. Selon Lebeau [14, Estimation 4.2.19
dans la page 1471], on a

(4.2.5) |exp(—/1g00(x))D;k(TOW)(x, A)l

< (A/2m)(4E/k!) sup{lexp(—Agy(»))w(y, A)| : y € Qo, y' € U}

pour tout x = (xj,x’) avec x; € Qp, x’ prés de 0 et tout 1= 1. Ici,
(4.2.6) Ao = (2 + (bo — a)*)'/%.

: +
Soit pe &y, , avec

oC

(42.7) p=Y pe(x, & WET)

k=0
On suppose que

(4.2.8) Bdy < 1
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avec B a (4.14) et 4y a (4.2.6). On définit Opj(p) par

(4.2.9) Opi(p Z@vi(pk)(u Tow),
k=0
ou
(4.2.10) Pe(x,E,2) = (& — ipA™?) ¥ pi(x, &, 2),
b
(4.2.11) (0P} (p)v)(x, %) = (z/zn)“L, dy' A dé’J dy

3
L déy exp(id(x — y))p(x,&, A) (Tov) (. 4),

X' : contour d’intégration, &' =—-Imx"+iC(x' - "),
lx' —y'l <r, C>»1, 0<rC«l, d >0, b=by+d,

(FeR, & =-&>0, £ >,  d* >4 .
Selon Lebeau [14, Estimation 4.2.5 dans la page 1469] et 'hypothese (4.2.8), la
somme du membre droit de (4.2.9) converge lorsque w e H, (2o x U). En
plus, on obtient
(4.2.12) Op}(p)w e H, (20 x U')

avec zj € U' €U, U’ suffisamment petit, lorsque we H, (2 x U).
Soit g un symbole analytique classique formel a m, dont la valeur est 3 x 3
matrice, avec la somme formelle

o0

(4.2.13) q="> q(x,&)(i2)"

k=0

On définit u(g) par la somme formelle
oG

(4.2.14) ulg) = qulx,&)(T)™*
k=0

Alors, il existe y > 0 tel que l'on ait u(q) € é"me Voir Définition 4.1.1 et
Lebeau [13, III.2]. On définit Opzy(q) par

(4.2.15) 0p;(q) = Op}(u(q))-

Soit p € &%, , avec la somme formelle (4.2.7) et z; € C’ pres de zg vérifiant z; ¢
Vo. On définit v(p) par la somme formelle

(4.2.16) v(p) = plx. &) (iA)7*
k=0
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On définit Op,(p), la quantification de p prés de Jo,(21) € A4,,(C?), par

(4.2.17) Op\(p) = Op,(¥(p)),

ou Op;(v(p)) est la quantification ordinaire de v(p), c.-a-d.

4218)  (Op (WA= ) wzn)“L exp(id(x — y)&) (i)™

0k=A/M
X Pk(x’ é? )')U(y?)')dy Adéa
X : contour d’intégration, &= —-Imx+iC(x —y),

x—yl <r, C>1, 0<rC«1, M > 1.

Selon Lebeau [14, Proposition 4.2.1 dans la page 1469 et Théoréme 4.2.1 dans
la page 1472] et sa preuve, on obtient la proposition suivante:

Proposition 4.2.1. (Lebeau [14]) Soit p,q€ & ,, , 7> 0, we H, (20 x U),
qui est a croissance, avec |ag|, bo, co suffisamment petits. On suppose qu’il existe
ay € (ag, by) telle que l'on ait

(42.19) VoN{xeC’:ay <Rex; < b}NSS, (w) = {xeC>:Rex; =a}.

Alors, on a (1)—(v) suivants.

(i) [Unilatéralité] On a VoN{xe C>:ay < Rex; < by} N (SS,, (0p}(p)w))
c{xe C?:Rex = ar}.

(ii) [Propriété locale de la régularité Gevrey 3] Si VoN{xeC3:aqy <
Rex; < bo} NSS,,(w) c {xe C3:a; <Rex; < by} avec by € |a1, by), alors, pour
tout ze C3 vérifiant Imz; = 0, by < Rezy < by, il existe un voisinage w, < C? de
2,0 >0, C> 0 tels que l'on ait

(4.2.20) |(Op} (p)w)(x, 4)] < CCXp<§|Imx'|2 —5/1‘/3>.

pour tout x € wy et tout 1= 1.

(iii) [Calcul symbolique] On a VoN{xe C>:ay < Rex; < by} NSS, (Ew)
= ¢, ou E = Op}(p*q)— Op}(p)Op}(q).

(iv) Soit z; e C? prés de z vérifiant z) ¢ Vy. Alors, on a

21 ¢ SS,,(0p}(p)w — Opy(p)W).

(v) Soit h symbole analytique formel a m, qui est une 3 x 3 matrice.
Alors, on a

VoN{xeC>:ay < Rex; < by} N SS,,(Op;(h)w — Op,(h)w) = ¢.
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Remarque. Lebeau [14] a prouvé Proposition 4.2.1 en utilisant des
arguments de la deuxiéme microlocalisation sur I'espace conormal de Vy. Voir
(14, A.63 dans la page 1489-1493].

§5. Preuve de Théoréme 3.2 et Théoréme 1

Nous suivrons ici 'argument de Lebeau [14, §1-§3]. Rappelons que dans
§3 on a étudié 'opérateur P,

Py =272(0/0x4)* + Op (W) (x4, x, &, A)ly)  avec
((1)()64, x,E ) = Z /,El)(x,;, X, é)ﬂ._k formellement.
k=0

Selon Lebeau [14, §1] et 'hypothése (H.2),

(5.1) ~& + 45 (x4, x,8) =0
est équivalent a

(5.2) x4 + q(x, &, éf) =0 avec
q(x.8,&9) = & — e(x,£) &G + O(&D),
g est réel si (x,&) e, (X), &EieR.
Remarque. La notation q en (5.2) est différente de celle en (2.1) dans §2.

Soit ¥(x,&4, y,n) la solution des équations d’Hamilton-Jacobi:

o _ <x oy 52)
(5.3) 0&  \"ax

l*‘U|§4=0 = (x—y)n.
Alors, on a

Y(x, &4, yim) = Polx,n,&4) —yn avec ¥o(x,n,84) = ¥(x,84,0,7).
Comme Lebeau [14, §2] a étudié, ¥ entraine la transformation canonique
singuliére
(54) Xo* A% (X) - Alf/o(X)
ou Y, est la fonction & valeur réelle de classe C!!, c.-a-d. fonction dérivable

a dérivée lipschitzienne, dans X. En plus, y, est strictement pluri sous-
harmonique hors de {x € X : Imx; = 0} et vérifie
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Xoidey(X) N{(x,8) e T*X : & = 0}] = Ay, (X) N{(x, &) e T"X : &; = 0},

Ho(Jg,(¥0)) = Jy,(x0) et Yo(¥) =go(y)  si Imy, =0.

613

Comme Lebeau [14, 2.21 dans la page 1449], on introduit les fonctions

A(x,&), B(x,&) en posant

{Valeurs critiques [&4 — Po(x,&,&4)]} = x& — B(x,&) = (2/3)A(x, &3,

On définit p(x,&) par

(55) A(X, é) = éll)(x,é)-
Pour teC, (z;¢%,7') e T*X, on définit F(z;t,n') par

(5.6) F(z;t,n") = B(z; 7)) +%t3p(z; t2,17’)3/2.
Soit A(x4,x, y,n,&4,4) un symbole analytique classique, qui est 3 x 3 matrice,
pres de x4 =0, x=y=1xp, #=—-Imxy, & =0. On note J, l'opérateur
intégral

&
(5.8) (Inf)(xa,x,A) = J d@;} dy ndn

&y 2o

exp(i).(?’(x, 54, y, 77) + X4é4))h(x4, X, Vo Y,y 647 ;L)f(y’ j')

ou

(5.9) & =idg+610)7, &G = —00— i85,  60,01,62€R,
2o : contour d’intégration, n=-Imx+iC(x-y),
x—y|<nr C>»1, 0<rC«1l, [yl <d

(5.10) feHy,({y:|y—xl =dp}) avec

di < Dydy, C =D/, di C £ Dy,
|51I<D0, 0<52§D0, 0<50<D1d1,

Dy, D, : constantes vérifiant Dy > Dy > 0.

Selon Lebeau [14, §3], on a

(5.11) J;,feH;;"’({x: |x — xo| < da})
pour d, et p suffisamment petits. En plus, on a
(5.12) S5So.0,(Jaf) = o F' (1" (A, (SSy, 1))

ou 7 est la projection définie au dessus de Définition 2.2 et il existe un symbole
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(scalaire) analytique classique o(x4,x, y,%,&4,4) tel que
(5.13) o(xa,x,y,1,0,4) =1 et SSo,00(P1Inf) = ¢

lorsque 4 = al.
On fixe 7 > 0 suffisamment grand. On définit la fonction o} (z.1,&’, 1) par

(5.14) oi(z,1,E",2) = (v+1) " exp <§ ((v +17)/? (v - %) - v3/2))

avec v = (exp(in/3))A*>2p(z,12.&'). On définit un opérateur d’intégral I par

-+ "

(5.15) (1), 2) = J dz, J 2tdtLl dz' ndé'

5 :
exp(id((y' = 2)¢' + (y — 21)* + F(2,1,")))
x af(z,,&,2)(To f)(z, 4)
ou
zf = —z] eRy, lzf| = ds, argt” = —n/2, argt™ =a,
[t =1 avec d3, a>0 suffisamment petit, |'| « d;sina,
le chemin d’intégration de ¢~ a "
reste dans {te C:argre |[—n/2,qa]},
fe Hy({x: |x — x0| < da}, 0<dy«dsy <1,
X' : contour d’intégration, & =-Imy' +iC(y’ —7'),
Iy —2'| < ds, C>»1, 0<diC«l,
Ty : tronquature définie a (4.2.2) dans §4 avec
laol, |bo], |col >0 suffisamment petits.
Selon Lebeau [14, Proposition 3.2], on a

(5.16) IfEHd,o({x: |x — xo <d5})

avec 0 < ds « 1.

Soit h(x4,x, y,1,&4,4) un symbole analytique classique, qui est une 3 x 3
matrice, prés de x4 =0, x = y = x9, # = —Imxp, £, = 0. On définit 'opérateur
Jy par

(5.17) Tn(*) = Jn(*)|y,=o0-
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Remarque. Selon (5.12), Jj, en (5.17) est une quantification de la transfor-
mation canonique y;' en (5.4).

Soit m = j, (x0) e T*X et V ={(x,{) e T*X :{ =0}. Alors, on a me
V. Selon Lebeau [14, §3 et §4], il existe y > 0 et /" € &y, m,y tels que Ton ait

(5.18) Jul = Op}(£").

En plus, 7" est elliptique dans @@J{,,m,y si h = ol avec o vérifiant (5.13). Voir
Lebeau [14, Lemma 3.8 dans §3 et (4.2.23)—(4.2.25) dans la page 1472].
On définit K% par

(5.19) KO =J,1  avec  h=ol
et définit ke &y, , par

(5.20) k=1¢" avec h = ol, o vérifiant (5.13).

Notons que k e &}, , , est elliptique.
Soit g e H, ({x:|x| <d}), a croissance, d > 0 suffisamment petit. Selon
(5.11)—(5.13) et [14, §3], Julg est la solution sortante de

P1W =0
(5.21) .
w|,\4:0 = K[ ]gv

si h = oly.

Soit BJ[O], R, O, j=1,2 les opérateurs définis dans Définition 2.3 et
h(xs4,x, y,1,&4,2) un symbole analytique classique, qui est une 3 x 3 matrice,
presde x4 =0, x =y = x9, n = —Imxg, & = 0. Puisque chaque élément de R,
est opérateur différentiel par rapport a x4 et opérateur pseudo-différentiel par
rapport & x € X, il existe un symbole analytique classique, qui est 3 x 3 matrice
et que l'on notera gr(h), tel que

(522) RyJ, = gr(h)-

Soit g e H, ({|x| <d}), qui est a croissance, avec SSX (g9) suffisamment
petit. Selon (5.21) et Stefanov—Vodev [21, §2], (R;Q; + RZQZ)K[0 g est solution
sortante de

Mw =20
(5.23)
wl,,_o = BUKg

ou BY = B 4 B

Dans la suite, on considére "opérateur R comme 0, par abus de la notation,
lorsque pour tout w € H, (X) vérifiant Vo NSS, (w) = {xe X :Rex; 20} on a
VoN{xe X :ap < Rex; < by} NSS, (Rw) = ¢.
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Lemme 5.1.
(i) 1l existe y >0 et ae &y, , tels que I'on ait
(5.24) BUKO = 0pl(a).
(i) aeéy ,,, est elliptique.

Démonstration de Lemme 5.1. Soit b = b*! +b%2 avec b*” défini par la
somme formelle (2.8) dans §2.
(i) Rappelons que

(5.25) B — O klO | Yk,

Soit A = ol avec ¢ vérifiant (5.13). Selon la définition de B[IO] et KO on a

(5.26) BYKY = (R () ym = T (9 im0 = Tt
Dong, il existe y >0 et a e &}, , tels que
(5.27) BYK = 0p2(aM).

Soit k définit par (5.20). Selon Proposition 4.2.1, on a
(5.28) BY'K" = 0p, (6°%)0p} (k) = Op}(u(6"?))Op} (k)
= Op}(u(b™?) x k) = Op;(a?),

ot a® = pu(b%2?) xk. On définit a par a = al) +a®). Alors, on obtient (5.24).
(i) Soit w3 = X voisinage ouvert de xp, suffisamment petit. On fixe le
point v e w3NH'. Alors, prés de v on a

(5.29) BYK" = 0p,(b)Op, (k) = Op,(b)Op, (v(k)) = Op, (b o v(k)),

ou bov(k) est la multiplication ordinaire des symboles analytiques classiques
formels. Voir Lebeau [13, III.2] ou Sj6strand [20]. Selon (5.24) et Proposition
42.1, on a

(5.30) BYKY = 0p}(a) = Op, (v(a))
prés de v.  Selon (5.29) et (5.30), on a
(5.31) v(a) = bov(k).

Selon Stefanov-Vodev [21, §2], by, qui est symbole principal de b, est
uniformément elliptique dans w3 N H'. Puisque k € é”,ﬁ,m# est elliptique, boko
est aussi uniformément elliptique dans w3 N H', si w; est suffisamment petit.
Ici, ko est symbole principal de k. Alors, (5.31) nous permet de savoir que

aeéy ., est elliptique. [
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Démonstration de Théoréme 3.2. On conserve les notations dans Théoréme
3.2. Selon (5.23), on a

(5.32) (0f /0x3)|,,_o = (BUKO)(BY K ) g,

ou Bl = B[lu +B[21]. Par le méme argument précédent, on peut savoir qu’il
existe ¢V ey, . y>0 tel que 'on ait
V,m,y

(5.33) BUKO = 0pl ().

Selon Lemme 5.1, Proposition 4.1.3 et Proposition 4.2.1-(iii), il existe ¢@ e
(g)?}‘m,y: y >0 tel que 'on ait

(5.34) (BOKOY™ = 0pl(c@).
On définit ¢ par ¢ =c() x¢®.  Alors, on a
(5.35) (0 /0x4)l,,=0 = Op3(c)g-

La conclusion (3.2) est maintenant déduite par (5.35) et Proposition 4.2.1-
(). O

Démonstration de Théoréme 1. Le fait (i) a déja été prouvé par Théoréme
3.2 avec la théorie de Sjostrand [20] et [1, §3]. Selon (3.2), (0u/dn)|y dans
Théoréme 1 est partiellement Gevrey 3 holomorphe en {expsH,(p,) : 5o <5 =

s1}. Donc, on obtient le fait (ii) en tenant compte de Lemme 6.3 qui sera
énoncé dans §6. [

§6. Rappels sur Gevrey Holomorphie Partielle

Dans cette section, on fait quelques rappels sur Gevrey holomorphie
partielle, dont la notion a déja été écrite dans Bardos—Lebeau—Rauch [1, §5].
Cf. [12].

Soit X < C", n=2 un ensemble ouvert et ¢ la fonction scalaire qui est
strictement pluri sous-harmonique en X. Soit B < X une sous-variété analy-
tique réelle. On suppose que B est involutive par rapport a —2iddp et que la
codimension réelle de B dans X est 1. On note Bc T'*X la réunion de la
complexifiée des feuilles de A,(B). Selon Lebeau (13, §III.5], il existe une
unique fonction pluri sous-harmonique ¢z en X vérifiant 4, (X) = B, pp < gpen
X\B et gy =9 en B. Soit we H,(X) et m 2 1. On définit 3 espaces G (w),
G (w) comme ci-dessous.

déf
€ G, (w) & U < X voisinage de y t.q. Ye > 0,
K>0 t.q. xeU, "12>1,

[w(x,A)| < Kexp(Apg(x) + 8)'1/'71)‘
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déf

yeGh(w) <= U cX voisinage de y, *

£> 0,
IK>0tq "xeU, "Ax1,
lw(x, 2)| < K exp(Apg(x) — eA/™).

déf

y€eGu(w) <= U c X voisinage de y, ?

e >0,
K>0tq "xeU, "A>1,

lw(x, A)| £ K exp(Ap(x) — eA'/™).

On dit que w est partiellement Gevrey m B-holomorphe a y si y € G,,(w).
On n’écrit pas B lorsqu’il n’y a pas de confusion. On dit que w est Gevrey m a
y si y e Gyu(w).

Enongons maintenant 3 lemmes fondamentaux. Soit w € H,(X).

Lemme 6.1. On a G, (w)NGy(w) = G (w).

m m

Soit I une feuille de B et I'j sous-ensemble connexe de 7.
Lemme 6.2. Si I'g = G,,(w), alors on a I'yNG/,(w) =¢ ou I'y < G} (w).
Lemme 6.3. Si I'y = G,,(w), alors on a I'yNG,(w) =¢ ou I'g < Gu(w).

On peut obtenir la conclusion de Lemme 6.3 a partir de Lemmes 6.1 et 6.2.
Dongc, il suffit de prouver Lemmes 6.1 et 6.2. Puisque la définition de G (w)
et de G,(w) est invariante sous la transformation canonique (Cf. Lebeau
(13, §II1.6,7]), on peut supposer que B={ze X :Imz, =0}, ¢(z) = [Im z|?/2,
op(z) = Imz'|*/2. Iei, z=(z;,2)eCxC"'. Alors, la conclusion de
Lemme 6.1 et de Lemme 6.2 résulte de ’argument dans Okada [17, §1]. Voir
aussi [1, Lemme 5.3 dans la page 106].

Quant a la preuve de Théoréme 3.1 et de Théoréme 1, la sous-variété B
correspend a la région Glancing G!, qui a été définie dans §2.
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