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Correspondance d’Andreotti-Norguet et
2-Modules
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Jean-Louis FroT*

Résumé

Nous calculons 1'image par transformation intégrale d'un ¢-module de rang >1, localement
libre en dehors de la section nulle du cotangent a 'espace projectif complexe P,. Ceci nous permet
de compléter certains résultats d'Andreotti-Norguet et Barlet: nous montrons en particulier que
I'image de la transformation obtenue en intégrant des formes holomorphes sur les cycles linéaires de
P,\P,_p—, (avec 0 < p<n—1) est 'espace des fonctions holomorphes sur I'espace des cycles
6p\Py\P,_p—1), annulées par une famille d'opérateurs différentiels d’ordre quatre, que nous
déterminons explicitement.

Abstract

We calculate the integral transform of a Z-module of rank >1. locally free outside the zero
section of the cotangent space to the complex projective space IP,. This allows us to complete some
results of Andreotti-Norguet and Barlet: in particular we prove that the image of the integral
transform obtained by integrating holomorphic forms along the linear cycles of P,\IP,_,_; (where
0 < p <n—1). is the space of holomorphic functions on the variety of cycles %,(IP,\IP,_,-1), which
are annihilated by a family of differential operators of order four, that we determine explicitly.
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§0. Introduction

Une transformation intégrale associe a toute section d’un faisceau sur une
variété X une section d’un autre faisceau sur une variété¢ Y par une formule du

type
(0.1) us j g7 Wk,
qa

ou k est un noyau défini sur X x Y, et qi,¢q> sont les projections

(0.2) X xxy 2y,

Dans [GGG], Gelfand, Gindikin et Graev traitent essenticllement des
correspondances grassmanniennes réelles; ils étudient les fonctions obtenues en
intégrant des formes €=, dont les coefficients sont & décroissance rapide, sur
des sous-espaces linéaires de RR”; ils obtiennent en particulier des formules
d’inversion.

Penrose et son école ont systématiquement étudié les correspondances
grassmanniennes dans le domaine complexe, en particulier la correspondance

F(1) — F(1,2) — F(2),

ou IF(i, j) est la variété des drapeaux de type (i,;) dans C€*. IIs parviennent
a représenter les solutions d’une classe générale d’équations de la Physique,
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exprimées dans M, ~ IF(2), par des classes de cohomologie associées & des
faisceaux de (-modules sur IP; ~ IF(1) (voir [BE], [EPW]).

Dans [HP], Henkin et Polyakov étudient la transformation de Radon-
Penrose sur les domaines g-linéairement concaves de IP,(C). Ils obtiennent des
formules d’inversion généralisant celles obtenues par Gelfand, Gindikin et Graev
dans le domaine réel, et caractérisent I'image par un systéme différentiel
explicite, généralisant ainsi certains résultats classiques de Penrose qui sont
exposés dans [EPW].

D’Agnolo et Schapira ont montré que le langage des faisceaux et celui des
2-modules sont bien adaptés pour traiter les transformations intégrales; ainsi la
formule (0.1) se traduit pour les faisceaux par

FoK = Rg(q;'F ® K),

ou F est un faisceau sur X, et K un faisceau sur X x Y, et pour les Z-modules
par

Mo H =gy (@ M RF K,

ou .4/ est un Py-module, et A un Dy.y-module holonome régulier. En
combinant les deux langages, ces auteurs dans [DS1], [DS2], Kashiwara et
Schapira dans [KS2], obtiennent des formules d’adjonction qui permettent
d’échanger classes de cohomologie holomorphe sur X associées a des faisceaux
constructibles, solutions de systtmes d’EDP, a des objets correspondants sur
Y. Grace a ces formules, D’Agnolo et Schapira traitent la transformation
de Radon-Penrose et la dualité projective; ils utilisent essentiellement les
transformés de Z-modules localement libres de rang 1, c’est a dire, associés a
des fibrés en droites sur IP,, et Kashiwara et Schapira considérent un noyau non
régulier pour étudier la transformation de Laplace (voir [KS3]).

Motivé par les travaux d’Andreotti-Norguet et Barlet (voir ci-aprés), nous
avons €té amené a étudier le transformé d’un P-module de rang > 1, localement
libre en dehors de T3 X. Notons IF(ai,...,ax) 'espace des drapeaux de type
(ai,...,ar) dans un espace vectoriel de dimension complexe n+ 1, et soit p
un entier tel que 0 < p<n—1. On prend X =IF(1)~P,, Y=F(p+1) ~
Gp11(n+1); notons S = IF(1, p + 1) la relation d’incidence. Soit ¥ = T*Y la
variété caractéristique de I’équation des ondes. On prend pour noyau 4 =
Bsixxy = H[‘;i e _ds(C”XXy). On introduit le complexe de Zy-modules

o, — 5
My =0— Ty @ O L 9y ® 07V .. 2 gy 0,

ou @gﬁ) est le faisceau des champs de vecteurs holomorphes de degré k, et
n—1

Dx ¢, @5{” est placé en degrée 0. Notons m = (
p

>. Le 9y-module .4,
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est localement libre, et de multiplicité constante m sur 7°X. Un premier
résultat est le

Théoréme 0.0.1. (i) Le complexe My o A est concentré en degrés >0.
(ii) Pour tous j >0, les Dy-modules H/(My o HA) sont a connexions plates.
(iii) HO(Myo H) est cohérent, et de multiplicité constante m le long de V.

La démonstration s’inspire des méthodes de [DS1]: on utilise I’algébre ho-
mologique pour prouver (i) et (ii), et les transformations de contact quantifiées
pour trouver un modéle local de la correspondance microlocale associée a (0.2),
ce qui permet de prouver (iii).

Pour calculer HO(y o #°), on définit un PDy-module A" de la fagon
suivante: soit (y,,) les coordonnées dans une carte affine de Y (dont la
dimension est (n— p)(p+1)). Posons A =0, 01, — 0iy 1,00, OU 0, =

2, ja
——. Soit # l'idéal a gauche de Py engendré par la famille d’opérateurs
ayi,j
LJ1 413,J3 L g02,73 1,J3 413, )1 ,J3 42,1
(03) Al’z,jzAI'Ath + Ai;,jZAi4,j4 + Aiz,]«:Al«jz + Ai}yjA Al4,]2

avec p+2<i,<n+1, 1<j,<p+1, ou ¢qr=1,...,4 On pose N =
9y/#. Notre second résultat est le

Théoréme 0.0.2. On a un isomorphisme H(Myo H') ~ N .

La démonstration proceéde ainsi: on généralise la notion classique—introduite
dans [SKK]-de section non dégénérée d’un &-module holonome régulier le
long d’une variété réguliére, involutive, lisse du cotangent. S’inspirant d’un
résultat de [DS2]-(voir aussi [G])-on prouve que si une section se€
Homg,,, (D' My RN, #) est non dégénérée en tout point de A4 = Ty (X x Y),
elle induit un isomorphisme

N — My o H
modulo connexions plates. On choisit la section
_ dxJfpi2 dx fui1
s=—2 A e A =
fp+2 fn+1
O (fp42s---»fup1) €st un systéme d’équations locales de la variét¢ d’incidence.

On montre ensuite que s est bien définie sur A", et on élimine les connexions
plates en utilisant des techniques de la théorie des représentations.

Une interprétation possible de ce théoréme est la suivante: soit / un sous-
espace linéaire de codimension p+ 1 de X, et U louvert g,(((X\/) x Y)NS).
En utilisant une formule d’adjonction de [DS1], on démontre la

Proposition 0.0.3. On a lisomorphisme

HP(X\I; Q) /dH? (X\1; Q9 ™) ~ T(U; Homg(HO (M 0 ), Oy)).
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Or Andreotti et Norguet ont montré dans [AN1] que I'application y — [ ¢,
définie sur I’espace analytique %,(X\/) des cycles compacts de dimension p de
X\/, induit un morphisme

0
HP(X\I; Q) 7 HO(%,(X\1); Og, (x1)-

Dans [AN2] ils montrent de plus que la suite

0
04)  HAX\EQY D) L HP(X\1 Q) L HO%,(X\]); O, xp)

est exacte modulo des sous-espaces de dimension finie. Dans le cas des cycles
linéaires, Barlet dans [B] prouve que les obstructions précédentes disparaissent:
autrement dit la suite (0.4) est exacte. De plus, dans [Ou], Ouaqqa calcule p°
lorsque n=3 et p=1, et prouve qu'elle n’est pas surjective. Le Théoréme
0.0.2 montre donc que, dans la situation linéaire étudiée par Barlet, im p° est
I’espace des fonctions holomorphes sur 'ouvert U de Y constitué des cycles
linéaires de dimension p de X'\/, annulées par la famille d’opérateurs (0.3). Ce
résultat avait déja été obtenu avec Legrandgérard [FL] dans les cas particuliers
p=1et p=mn—2. Notre méthode s’étend, mutatis mutandis au cas tempére.
Nous obtenons ainsi une version tempérée de la Proposition 0.0.3.

Le présent article reproduit & quelques détails prés notre thése de doctorat.
Une partie des résultats ici exposés a ét¢ annoncée dans la note [F]. Nous
remercions Pierre Schapira et Masaki Kashiwara pour les précieux conseils et les
encouragements qu’ils nous ont prodigués.

§1. Rappels sur 2-Modules et Correspondances
1.1 Notations

Nous suivons notations et formalisme de Kashiwara et Schapira [KS1].
Pour une exposition des 2-modules on peut consulter [K1], [S], [Sc], [Bj]. Sauf
mention explicite, toutes les variétés considérées sont analytiques complexes
lisses. Soit des morphismes X Lse Y;si Ac Y on note 4= fg '(4), si
y€Y on note j = {/y\}

Soit X et Y des variétés. On note ay ’application de X sur I’ensemble a
un €lément. On note r: X x ¥ — Y x X, lapplication r(x, y) =(y,x). On
désigne par gq; et ¢, les projections X D xxYy-2 Y. Onnoteny:T*X —
X le fibré cotangent & X, 7y : T*X — X le fibré cotangent privé de la section
nulle. On note p; et p, les projections T*Xx & TH(X x Y)ﬂ T*Y. Si
M < X est une sous-variété, on note 7, X le fibré conormal a M, et T,(}X =
Ty XNT*X le fibré conormal privé de sa section nulle.
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1.2 Faisceaux, Z-Modules et &-Modules

Soit X un espace topologique. On note Db((E x) la catégorie dérivée de la
catégorie des complexes bornés de faisceaux de C-vectoriels sur X. Si 4 < X
est un sous-ensemble localement fermé, on note €4 le faisceau sur X, constant
de fibre € sur A4 et zéro ailleurs. On considére les six opérations de la théorie
des faisceaux RA#om(-,-),-® -, Rf,,Rf.,f ', f; on note le produit ten-
soriel extérieur, et on pose D} () = R#om(-,Cx). On a RHom(-, )=
Ray R#om(-,-). Si F est un complexe de faisceaux, on note =/F le complexe

0— F — F/ ...

Si X est une variété analytique réelle, on note Dj_ (Cy) la sous-catégorie pleine
de D°(Cy), dont les objets sont & cohomologie R-constructible.

Soit X une variété analytique complexe. On note dy sa dimension. On
désigne par Oy son faisceau structural, Zx le faisceau d’anneaux des opérateurs
différentiels linéaires a coefficients holomorphes. On note ng) (resp. @(Alf)) le
faisceau des formes (resp. des champs de vecteurs) holomorphes de degré &, on
pose Qx =Qg?* ). On note DP(Zx) la catégorie dérivée de la catégorie des
complexes bornés de Px-modules a gauche sur X. Suivant [SSc| et [KS2], on
dira quun 9y-module quasi-cohérent .# est good (resp. quasi-good) si, sur
chaque ouvert relativement compact de X, il admet une filtration par des Dy-
sous-modules cohérents .#, telle que les quotients .#y / My, puissent tre munis
d’une bonne filtration, et que 4 =0 pour |k| >0 (resp. kK «0). On note
DY, (Dx) (resp. Dgood(@X),Dg_good(@X)) la sous-catégorie pleine de D°(Zy)
dont les objets ont pour cohomologie des Zy-modules cohérents (resp good,
quasi-good); on note Modp(9y) la catégorie des Zy-modules holonomes
réguliers. On considére les opérations dans la catégorie dérivée des 9-modules a
gauche ou a droite: R#omg(-,-),- ®F -,f‘l,f,; on note Sol(-) = R#omg(-,0).
Pour un morphisme ¥ - X, et .# € Db(_@x)_ét .V € D®(@y), on a les formules

[T =Dy oy @F g [T,

[V = RA(Dxey ®5, N),

ou YDy_yx et Dy_y désignent les bimodules de transfert. Nous notons [x] le
produit tensoriel extérieur. On pose

D' M = Rtomg (M, Dy @ 22 ).

Si . est cohérent, on a D'D'.# ~ .#. Si Z — X est une sous-variété fermée
de codimension d, on considére le Zy-module holonome %7y :H[‘é](@x)
(cohomologie algébrique). Si G est un groupe de Lie opérant sur X, on note
Modg(Zyx) la catégorie des Px-modules G-quasi équivariants (voir [K2]).
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Nous renvoyons a [SKK] pour la théorie de &-modules, et a [S] pour une
exposition de cette théorie. On note &y le faisceau des opérateurs micro-
différentiels d’ordre fini sur X, D°(&y) la catégorie dérivée de la catégorie des
complexes bornés de &y-modules. Si .# € D®(Zy), on pose

EM = Ex ® g, ny M,

c’est un objet de Db((g@){). Si Z < X est une sous-variété fermée, on note
Cz1x = EBzx. Cest un Ex-module holonome.

1.3 Cohomologies Formelle et Modérée

Nous renvoyons a [K3] (voir aussi [KS2]) pour I'étude du foncteur de
cohomologie modérée, et a [KS2] pour celle du foncteur de cohomologie
formelle. Soit X une variété réelle analytique, et U un ouvert sous-analytique de
X; notons Z = X\U. Alors Cy ® %y est le faisceau Jy ,, sous-faisceau de
%y , constitué des fonctions qui s’annulent sur Z ainsi que toutes leurs dérivées,
tandis que Thom(Cz, Dby) est le faisceau I'z(Pby) des distributions supportées
par Z. Le foncteur U — Cy ® €y se prolonge en un foncteur exact défini sur
la catégorie des faisceaux R-constructibles, noté F — F ® €y°. De méme, le
foncteur (contravariant) Z — Jhom(Cz, Dby) se prolonge en un foncteur exact
F— Thom(F,2by). On étend ces deux foncteurs a la catégorie dérivée
D?R'C(CX ).

Soit X une variété complexe. Si F e D% (Cy), on note

w

F ® Ox = RAfomg, (@;,F&) fg;E),

Thom(F,Cx) = R#omg_(Og, Thom(F,Dby)).

Comme objets des catégories D°(FN) et D°(DFN), catégories dérivées des
catégories des complexes bornés d’espaces vectoriels topologiques de type FN et
DFN respectivement, les complexes RI'(X; F ® Ox) et RI(X; Thom(F,Qx)[dx])
sont duals 'un de I'autre. On a les morphismes naturels

(1) F®0x — F® Oy — Thom(DF,0y) — R#om(DyF,Oy).

Soit M une variété réelle analytique, et soit M <» X une complexification de
M. On a

Ty ® Oy ~ LG5,
ﬁ'hom(Dj(((EM), (9,\/) ol @bM
On déduit donc de (1.1) les morphismes classiques

Sy — 65 — Dby — B
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Proposition 1.3.1. Si S est une hypersurface de X on a
e9~}10I’}’l(q:)(\5, (9,\/) >~ (9,\/(*5),
le faisceau des fonctions méromorphes sur X a péles sur S.

Si Z est un sous-ensemble analytique fermé de X, on a des isomorphismes

(EZ ® (QX >~ (QXIZ’
Thom(Cz,0x) ~ RIz(0x),

respectivement completé formel et cohomologie algebrique. En particulier,
C; ® Oy est concentré en degré 0. Enfin, si U est un ouvert de Stein, sous-
analytique et relativement compact de X, alors RI'(X;Thom(Cy,0x)) est
concentré en degré 0, et coincide avec le sous-espace de I'(U; (Ox), constitué des
fonctions a croissance modérée a la frontiere de U.

1.4 Transformations Intégrales
Soit X et Y deux variétés complexes; on considére les projections
L xxy Ly
Si A € Modh(Dxxy), et K = Fol(A), on définit les transformations
KoF =Rq;,(K®q,'F)
Mo A = gy (g M DEH),

pour FeD®(Cy) et 4 eD®Py). Dans [DS1], D’Agnolo et Schapira dé-
montrent le résultat ci-dessous en prenant pour noyan 4 = g xxy, o S est
une sous-variété de X x Y. Le résultat général est énoncé dans [KS2| (voir
aussi [DS2]):

Théoréme 1.4.1. Soit M eDgood(@X) et FeDy (Cy). On suppose vér-
ifiées les conditions suivantes
(i) gy'supp(4) Nsupp(A) est propre au-dessus de Y,
(ii) car(qi ') Necar(A) = Ty, (X x Y).
Alors on a les isomorphismes

(1.2) RI(X; R#omg (M, (K o F) @ Ox))[dy]
~ RI(Y; R#omg (M o A ,F ® Oy)).
(1.3) RI(X; RAom(K o F,Qx) ®L )
~ RI(Y; R#om(F,Qy) ®% M o K)[dy].
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Dans [KS2], Kashiwara et Schapira démontrent le

Théoréme 1.4.2. Soit .4 € Ds_good(gx) et F e Dy_(Cy). Onsuppose vérifides
les conditions suivantes
(1) qy'supp(#) Nsupp(A') est propre au-dessus de Y,
(i) g5'supp(F)Nsupp(X) est propre au-dessus de X.
Alors on a les isomorphismes

(1.4) RT <X; RAtomg (jz, (KoF)® @X>) ldy]

~ Rf(Y;R%om@<ﬂgf,F§>@y>>.

(1.5) RI.(X;Thom(K o F,Qx) ®L )
~RI(Y; Thom(F,Qy) ®L M o ) [dy].

Soit S une sous-variété de X x Y. Posons A = %gx«y, €t notons f =
915> €t g = q2|g. On a (voir [DS1])

KoF ~Rfig™'Flds — dy — dy),
Mo A :gll_l./%.

De plus, si f et g sont propres et lisses alors les formules (1.3) et (1.5) équivalent
a

RI(X; R#omg (M, RH#om(K o F,0x)))[dx]
~ RI(Y; R#omg(M o A", R#om(F,0y)))2dy].
RFC(X; R%omg(/%, Fhom(K l¢] F, @)()))[dx]
~ RI(Y;R#Homg(M o A", Thom(F,Oy)))[2dy].
Ces théorémes permettent de distinguer deux problémes dans les transformations

intégrales: calculer le faisceau K o F, et calculer le 9y-module # o J%7; c’est ce
que nous allons faire dans une situation géométrique particuliére.

§2. Présentation des Résultats

2.1 Cadre Géométrique

Soit p un entier tel que 0 < p <n— 1. Soit W un espace vectoriel sur C,
de dimension n-+1; notons IF(aj,...,ar) lespace des drapeaux de type
(a1,...,ar) dans W. Soit X =F(l)~P,, Y =F(p+1)~Gpi(n+1),S=
IF(1, p + 1), / un sous-espace linéaire de codimension p + 1 de X; notons f (resp.
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g) la projection de S sur X (resp. Y). Soit G = GL,1(C) le groupe général
linéaire, et P le sous-groupe parabolique dont les ¢léments sont de la forme

A B

0 C)’
o A (resp. B,C) est une matrice complexe de dimension (p+1)> (resp.
(p+1Y(n—p),(n— p)z); ona Y ~G/P. Soit E,; la matrice qui comporte 1

en position (i, j), et 0 ailleurs; une carte affine de Y est constituée des matrices
suivantes:

n+1 n+l p+1
E 1114‘ E g .%UILJ’
=1 1=p+2 j=1

ou y,,eC.
On note g (resp. p) l'algebre de Lie associée au groupe G (resp. P), U(g)
l’algebre enveloppante de g, et on considére la sous-algébre de g:

n.= @ CE,.

j<p+l
i>p+2

Dans I’équivalence de catégories (voir [BB], [K2]) entre Modg(Zy) et la caté-
gories des (g, P)-modules, 9y a pour image U(g)/U(g)p ~ U(n_).

2.2 Choix des Zy-Modules .#, et ./,

Soit Q37 le complexe de Rham tronqué

0= Cx— 0p S QP... o0 4 g0 g
ou QE\,’” est placé en degré 0. Ce complexe est bien sir quasi-isomorphe a
QEYP) /a’QEYp_l) :dQEYP). Rappelons que le complexe de Spencer de X est le
complexe de PDy-modules suivant

SPY =0 — 2y ®: 00 2 9y @, 00" 2L gy 20y 0,

ou, dans une carte affine de X, si on pose d;=—-—— on a pour k >0,

ox,
HP®y A A =0 (1) PO, @i, A NGy A A G, et Go(P)
= P(1). Ondéfinitlescomplexesde Spencer tronqués

[ —
Lﬁz::=0 — 9&’()g()¥” —jﬁ g&'()g()yyl)'--—éa Qh'—ﬂg @X'—_* 0,

g, -
,ﬂbizo—-»@)(@(r@g}ﬂ)—i?@,\’@@@&f ”...L@X—"Oa
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ou 9y Q¢ @({) est placé en degré 0. (SLe complexe .#, est isomorphe dans
D®(Zyx) au Zx-module ker[Zy @ @E‘,”) 2 Dx @ @E‘f’_”], ona ., ~ H(Mp),
et un triangle distingué de Zy-modules

(21) (DX[_p_l]—’%a——’wﬂb:‘l’-

Lemme 2.2.1. Le complexe de faisceaux R#omg(M,,Ox) est représenté
<p
par Qy°.

Démonstration. Puisque .#, est un complexe formé d’objets acycliques
pour le foncteur #omg(-,0x), on a R#omg(M,,Ox) = Homg(M,, Ox). Au
niveau des composantes on a

Homa(Dy @ O 0y) ~ Home (OF,0)

~ ng),
et Homg(Ox,0x) = Cyx. L’isomorphisme Q(A]f) = JﬁomQ(SP,f',(QX) applique
we ng) sur le morphisme Zy-linéaire

Iy ® 6% - 0y
0® 0 QO(w,0>),

et il faut montrer que c’est un morphisme de complexes. On se place dans une
carte, et il suffit de montrer Yo eQ%‘), fe @gfﬂ), Q€ Yy,

O({dw, 0)) = {w,6(0 ® 0)).
Par 9y-linéarité, on est ramené a Vo e Oy,

Ld(gdx, A -+ Ndx,), 0, A - ANDy,, D

k+1

=D (=D"00kdx, A Adxy B A A G A A G,
1=1

ce qui est clair.

2.3 Le Théoréme Principal

Soit le Dy«y-module X" = Bgxxy. Soit (y,,) les coordonnées dans la
carte affine de Y définie au §2.1. Posons

(2'2) A0 = a’h]lalla]'l - 6117116121111

12,]2

0 . . . . .
ou 4d,, :W. Soit # lidéal a gauche de %y engendré par la famille
,1.1
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d’opérateurs

L)1 413,73 iji 462,73 I,J3 413,)1 iL,J3 gi2,]1
(2'3) Aizyj: Ai4,j4 + Aiz,}'z AiA,jA + Aiz,ﬂAiA,jz + Aia,ﬂ Afa,]z
avec p+2<i,<n+1,1<j,<p+1, oug,r=1,...,4 Nous prouvons le

Théoréme 2.3.1. On a un isomorphisme H®(Myo X') ~ Dy /S.

Notons A& =Py/#. On utilise d’abord des techniques microlocales pour
montrer que les Py-modules .4, o A et NV ont la méme multiplicité sur V =
pg(T $(X xY)). On généralise la notion de section non dégénérée d’un &-
module holonome régulier, et on utilise le résultat suivant (Lemme 3.1 de
[DS2]): il y a un isomorphisme naturel

Homye g, (D' My RN, H) = Hompy g (N, My 0 K),

pour montrer que si une section s e Home(QX”)(Q’,///bJV , ") est non dé-
générée, alors a(s) est un isomorphisme en dehors de la section nulle de 7*Y.
On choisit pour section

deP+2 dx fn+l
S=—— A -+ A _—,
fp+2 fn+l
o (fp42:--+sfup1) €St un systeme d’équations locales de la variéte de S. On

doit montrer que s est bien définie sur ./, et que de plus, noyau et conoyau de
a(s) sont nuls. Pour cela, on prouve en particulier

(2.4) Homg (Oy, /") ~ 0.

Or le calcul direct faisant intervenir 'idéal .# semble difficilement praticable car
les opérateurs qui le définissent sont trés compliqués. Cette complexité de
Myo A est due au fait que l'on part de P-modules #, et 4, dont les
multiplicités sont >1, contrairement aux Z2-modules qui interviennent dans la
transformation de Penrose, et qui sont associés a des fibrés en droites (voir [DS1]
et [DS2]). Aussi, pour prouver (2.4), nous avons recouru a la théorie des
représentations, ce que permet I’équivalence entre la catégorie des Zy-modules
G-quasi-équivariants et celle des (g, P)-modules (voir [K2]).

On montre ensuite que 4, o A est concentré en degrés >0, et est a
connexions plates en degrés >0. Pour cela, on étudie le Zy-module .#,, dont
on montre par des méthodes cohomologiques inspirées de [DSI], que son
transformé 4, o A" est concentré en degré 0; on utilise en particulier la formule
du germe de loc.cit:

RI°(y; RA#omg(Ma, Ox)) ~ RHomg(My 0 A, Oy),[-p],

et un théoréme de Barth pour obtenir les annulations souhaitées de coho-
mologie. On revient a 4, o A grace au triangle distingué (2.1).
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§3. Systémes a Multiplicités Constantes

Le but de ce paragraphe est d’étendre aux %2-modules de multiplicité
constante un résultat de D’Agnolo et Schapira portant sur les transformés de
Z-modules simples (voir Théoréme 3.3 de [DS2]).

Si A est un Dy y (resp. Exxy)-module, on pose a0 = q7'Qx ®q;‘€x A
(resp. "0 =73l LgrQy @yt gricy #); on a d’apres loc.cit.

Mo A = Repn(A "D @ L1y, a7 M).

Lemme 3.0.2 (Lemme 3.1 de [DS2]). Soit # eD®,(Dx), N/ un Dy-

coh
module, A" un Dy y-module;, on suppose que ¢, est propre sur le support de

A Alors il y a un isomorphisme naturel
Homyy g, (D' M & N, H) = Hompp g, (N, M 0 K.
On écrit la suite d’isomorphismes
Ray .y, R#ompys o ) D' MR N H)
~ Rayy  R#Homg, ga,(D' MK N, H)
~ Ray, R#omg, (N, Rg>, R#om - (a7’ D' M, X)),
et la formule résulte alors de I’isomorphisme
RAom 1o (q; ' D' M, A) =~ A ™ ®qu_,§ g .

On va généraliser la notion classique—introduite dans [SKK] et [KO]-de
section non dégénérée d’un &y-module holonome régulier. Rappelons des
définitions de [KOJ:

Définition 3.0.3. Soit V ume variété conique réguliére, involutive, lisse
contenue dans T*X. On désigne par &y la sous-algébre de &, engendrée sur
éx(0) par les sections de 8x(1) dont le symbole d’ordre 1 s’annule sur V.

Définition 3.0.4. Soit V comme ci-dessus. Soit M un &x-module cohérent.
On dit que M est a singularités réquliéres le long de V si localement, il existe un
sous-Ex (0)-module cohérent My de M, qui I'engendre sur &y, et tel que Ey My <
M.

Définition 3.0.5. Soit M et V comme ci-dessus, et supposons que .H soit a
singularités régulieres le long de V; on dit que M est de multiplicité constante sur
V si My Mo(—1) est Oy(0)-localement libre de rang fini.

Soit A est un P-module tel que &4 soit a singularités réguliéres le
long d’une sous-variété du cotangent; si .# est un sous &(0)-module de &4,
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vérifiant les conditions de la définition 3.0.4, on désignera par ./, le quotient
Mo] Mo(—1).  Si M est un D-module localement libre, alors sont dual D' # est
concentré en degré 0; on notera pour abréger ./#' = D'J/.

Soit A = T*(X x Y) une sous-variété lagrangienne conique lisse et fermée.
La correspondance microlocale associée a A est définie par

T*x X4 Ty,

ou p; et p, sont les projections naturelles, et p§ est la composée de p- avec
’application antipodale.
On peut maintenant poser la définition suivante

Définition 3.0.6. Soit W un ouvert de T*X, V une variété conique. réguliére,
involutive, lisse, contenue dans T*Y; soit A une sous-variété lagrangienne conique.
lisse et fermée de T*(X x Y). Soit M un Dy-module cohérent, tel que &« soit
localement libre sur W, de rang m, et V' un Dy-module cohérent, tel quc &A”
soit a singularités régulieres, et de multiplicité constante m le long de V.
Soit A un Dyxy-module simple le long de A. Soit s umne sectivii dc
Homg,, , (D' M K] N, A); on dit que s est non dégénérée en un point p € A s'il
existe M|, (resp. N o, A¢) au voisinage de p;(p) (resp. p3(p). p), vérifiant les condi-
tions des définitions 3.0.4, 3.0.5, et si les deux conditions suivantes sont vérifiées
(1) s(MyR& No) = Ao,

(i) s définit un accouplement parfait:

GB1)  (pr', ®p: 1 (0) 94(0)) Bcy(0) (O4(0) B o)1, 0) (p$)~".7%) — Ha.

Proposition 3.0.7. Soit A< T*(X x Y) une sous-variété lagrangienne
conique lisse et fermée. On suppose vérifiées les conditions suivantes
(1) q1 et g2 sont propres sur 7t(A),
(i) AN(T*X xT3Y)=AN(T3 X x T*Y) = &,
(iti) p, est lisse et surjective sur T*X,
(iv) p§ est un plongement fermé, identifiant A a une variété fermée, réguliere,
involutive, lisse V < T*Y.
Soit M (resp. N) un Dx (resp. Dy)-module, et A" un Dy y-module simple le
long de A. On suppose de plus vérifiées les conditions suivantes
(v) localement, en dehors de la section nulle, on a &M ~ &y,
(vi) &N est a singularités régulieres, et de multiplicité constante m le long de V.
S’il existe une section s € Homg, ., (D'M K] N, A") qui soit non dégénérée en tout
point de A, alors le morphisme o(s): N — Mo A du Lemme 3.0.2 est un
isomorphisme en dehors de la section nulle.

On définit comme dans [SSc] la transformation intégrale microlocale

EM 0 X = Rp3y (X" @11, py' 6M0);

1
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puisque ¢; et go sont propres sur 7(A4), on a d’aprés loc.cit
E(MoH)~ EMoy,EAX .

On applique alors le Lemme 4.7 de [DS1]: pour tout point (p,g?) € 4, il existe
Ux (resp. Uy) voisinage de p (resp. q) dans T*X (resp. 7*Y), un ouvert U} de
T*X, une variété complexe lisse Z de dimension égale a la codimension de V, et
une transformation de contact  : Uy — Uy x T*Z, telle que idy, x § induise
un isomorphisme de correspondances

AN (Ux x Ug) Ay x T3Z
(3.2) V X ~ V yi's
Uy VN Uy Uy UyxT3Z,

ou 4, « Uy x U est le graphe d’une transformation de contact y : Uy — Uy,
et p% est la projection Uy x U¢ x T*Z — Uy x T*Z. Quitte a rétrécir
PYouvert Uy, on peut supposer que &4 ~&%; on a donc sur Uy les
isomorphismes

M oy EX = p3 (EH ™) ®,.15 1y EF)

~ ps. (4™ )™)

~ (6x K 0z)",
d’ou (M o, EX )y ~ Oy(0)". De méme, on peut supposer qu’on a sur Uy,
EN ~ (x K1 Oz)™, et puisque 'accouplement (3.1) est parfait, il induit sur Uy
un isomorphisme

04(0) ® (p3)”' Vo = Hom(04(0) ® py' M o, 7o)
=~ Hom(04(0) ® pi 07.x(0), 04(0))
~ 04(0)",

d’ol un isomorphisme 47 — (§(.# o A7), Comme les filtrations par le degré
sont séparées, on peut appliquer la Proposition. 1.1.3 de [S], et on en déduit un
isomorphisme

Nopy, = (E(M 2 H))g,

d’ou le résultat.

§4. Calcul du Transformé de ./,

Revenons au complexe de Z-modules .4, et au noyau X4 = Bgxxy.
Posons A = Py/F. On utilise la méthode du paragraphe précédent pour



652 JEaN-Louts FroT

prouver qu’on a un isomorphisme A" — .4, o # modulo connexions plates.
Pour éliminer ces connexions plates, on prouve ensuite certaines propriétés des
PDy-modules N et HO( My o KH).

4.1 Géométrie de la Correspondance

Rappelons que W ~C"! X =F(1), Y =F(p+1), et S=F(1,p+1).

On note (y; ]) p+2<,<,,+1 les coordonnées locales de la carte affine de Y définie au
1<j<p+l1

§2.1, et (y;n) les coordonnées associées dans 7*Y. Choisissons des coor-

données (xi;); ;<1 de W, et considérons la carte affine de X définie

par x; #0. Soit (x,&) les coordonnées associées dans 7*X. On a les

isomorphismes

T°Y ~{(y,f);ye Y,p e Home(W/y, y)}
TS(X xY) >~ {(x.y,9);(x,y) e X x Y,x < y,y e Hom¢(W/y,x)}.

Au-dessus du point (x,y), on a p,=1y, ou 1 est l'inclusion x — y; la variété
V = p§(T3(X x Y)) est donc lisse, et elle est définie par rgn=1. Les hy-
potheses (i) & (iv) de la Proposition 3.0.7 sont satisfaites avec 4 = T¢(X x Y).

4.2 Calcul des Multiplicités

-1
Proposition 4.2.1. Notons m = <n » )

(1) Localement, en dehors de la section nulle, on a EMy ~ E%.
(ii) Le 8y-module &N est a singularités régulieres, et de multiplicité constante m
le long de V.

Rappelons que

) —
%bzo__)gx®@@(§7)_"_>9)(®@@g{? I)L@X_JLO

Pour le point (i), il suffit de montrer par recurrence sur k que localement, en

dehors de la section nulle, on a &kerdy ~ & o . Dans la carte (x:,$:)y<icpy
de T*X, plagons-nous au voisinage d’un point tel que &, # 0. Alors

n+1 n+1 n+l
d1 (EP,@@X,) =0 & > (-D7'Po, =0 & Py=) (—1)'Pidy,) 'bx,
i=2 i=2 i=3

ce qui prouve l'assertion pour k = 1. Considérons la suite exacte

0— n}l (kerdy) — 7'()_(1 (Zx ®¢ @E‘{c)) — n)_(l imdy — 0.
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Comme &y est ny! Dy-plat, et imdy = kerdy_;, la suite
X p 3

0 — ekerdy — W — &) o

est exacte. Cette suite étant scindée, on en déduit & kerdy ~ é"g")—(z‘i), et 'on
conclut par la formule de Pascal.
_ Passons au point (ii). Les opérateurs 4 ,’2‘112‘ ont été définis par (2.2); notons
Aij=407 Sion fait iy =ig=p+2, =i i3=10 et ji=j3=1, j=]
Ja = j' dans I’expression

Af'l,j_'lA{ész +Af1,j1Afz,j_'3 +A{'1,j"3Af'3,j"1 +A{17[3Al’2,j1

iz, 2 " iy Ja i3,)2 " 4, Ja i, ja "y J2 i3,ja " ia,J2?

des générateurs de I'idéal .#, on voit que

(41) Ai’infyj'-‘-Ai,j'Ji"jEf,
et en particulier
(42) J,-,jzf,-,j/ef, Zi“,'JA:"’jEj.

Notons ¢ =min(n — p — 1, p); pour tout entier k <, toute famille d’entiers
p+H3<i<---<ipg<n+1, et j,...,j des entiers distincts parmi 2,...,
p+1, on a par récurrence grace a (4.1)

(43) Jih]l .. 'Aik,jk = (—l)e(o—)j,'hjy(l) A Ailnjo‘(k) (mod j),

ou o est la permutation de I'ensemble {1,...,k}, telle que joq) <+ < jou)-
Des relations (4.2) et (4.3), on déduit le

Lemme 4.2.2. Le produit d’'un nombre >t d opérateurs A~,~, jloup+3<ic<
n+1let2<j<p+1)est dans #, et a un facteur +1 prés, modulo 5, si k < t,
les seuls produits distincts formés de k opérateurs A;; sont Ay j ...4; ,, ot
pH3I< < <pp<n+let2<j<---<jr<p+1

Notons a présent o(P) le symbole principal d’un opérateur P. Dans un
voisinage Uy d’un point (y,7) € VNT*Y tel que Mpiz1 #0, on a

O'(Azle,’jj'zl) = ”;—{%Z,I{G(Ail W )G'(Zih,h) - o(jilajz)a(Jinjl) + G(Jix VW )np+2,jz’7i2,l
- J(Aihjz)”p-ﬂ,jl My 1 + O-(Aiz,jz)ﬂp+2,j, M1 — J(Aiz,jl)”p—!—z,jz”il,l}'
On voit donc que les symboles principaux des générateurs de .# sont dans I'idéal

engendré par les symboles principaux o(4;;) = #4211 j — Mpi2, Mi1s OU >
p+2, j>1. Notons B:gyh/), et A le sous-faisceau de B, constitué des
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opérateurs micro-différentiels a coefficients constants. Les anneaux 4 et B,
munis des filtrations naturelles induites par celle de &y sont zariskiens. On sait
que Gr B est plat sur Gr4. On peut donc appliquer la Proposition 1.2.4 de [S],
et on obtient

Grfiuy o Gré”y;UY .Gr(/|uy NnA4),

ce qui montre que sur Uy, I'idéal des symboles de I'idéal .#, est engendré par les
symboles principaux des générateurs de #. La variété des zéros de la famille
o(4; j)ispia,j>1 st donc car A7, et comme V est définie par rg7 =1, on en
déduit car /"= V. Reprenons les notations du §3: on va expliciter l’iso-
morphisme de correspondances (3.2) dans la situation présente. Considérons la
transformation de contact Y définie par le changement de covariables

dans un voisinage Uy d’un point (y,7) ou 7,51 # 0. Soit (# ;) les variables
correspondantes; on a

Y:Uy > Uy xT*Z
(yom) = (1,5, 0),

la variét¢é T*Z étant définie par les variables (¢ ;,0;;) on i>p+3 et j>2.
Sur Uy on obtient donc I'isomorphisme

EN ~ (gxéoz)/gf

Notons 0;; = d,,,. Comme VN Uy~ Uy x T;Z, qui est définie par 6;; =0
pour i>p+2et j>1, ona éy/(6v0i))is 251 = Ex KOz Considerons les
opérateurs

L 0Oijis 0ijiOig,jos -3 Oty - Qi s -+ -5 Oi i+ -+ Oy
ol p+3<i<--<i<n+l, 2<j;<---<jipy<p+1l, k=0,...,5 s

—p—1 ~1
sont en nombre Z,ﬁz()(n z )(Z ) - <n ):m. Désignons par
p

(v)1 <y<m c€S m opérateurs; grice au Lemme 4.2.2 on obtient

EN = (Ex K Oz)vby,

v=1

ou by est la classe de 1e9y dans 4. Soit la filtration Aj ~
St (8x(0) K Oz)vybo, et Np(—1) =~ 30" (6x(—1) K Oz)v,bo; on a bien

Moy, = (Ov ()7 .
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4.3 Etude de la Section

On cherche une section non dégénérée
NS HomQXxY(Q',/%’b ,/V, gS!XX Y)‘
De la définition de .4, on déduit la présentation
Dx Q¢ @S?"’*” — Dx Qg @E\'}_p) — D' My — 0.
Donc Homg,, , (D' My K1 N, Bsxxy) est isomorphe au noyau de la fleche
Homg,., (D B N, Bsixxy) — Homg,,, (DY """ B A, Byxxy),
ou de celle-ci, déduite par isomorphisme:
Hoqu“@(‘b_lﬂv ql_lgg?_p) ®y-10 Bs|x x Y)
d _ —1 o (n—p+1
—_ Hoqu.lg(qz Ly, q I.QE? Pt1) ®y-10 Bsixxy)-

La variété S = IF(1, p + 1) est de dimension p+ (p + 1)(n — p) dans X x Y; elle
admet donc un systéme de n — p équations locales (f,,,-- -, f,11)- Explicitons-
les dans la carte affine choisie sur Y, et avec les coordonnées homogeénes
[Xili<i<cns1 SUT X; S est donnée par la condition:

X1 1 0
X2 0
0
Xp+1 A 0 A A 1 =0.
Xp+2 Yp+2,1 Yp+2,p+1
Xn+1 Yn+1,1 Yn+1,p+1
On trouve les équations indépendantes: f,., =---= f,.; =0, ou
(4.4) fi=Xi—Xxiy; — X2y — - — Xp+1Yip+1s

et i=p+2,...,n+1. Notons par abus de langage dxf =dxfyy A -+ A
dyfuir, € f = fyin-- fup1. Soit

dx f

f k]
section locale du faisceau ql"Qg?—p ) ®41e ABsixxy- On remarque que s est
I'image de la section canonique de .QE‘Z’;‘;’,) ®o Bsixxy par la projection
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Qv Rk ®¢ Bsixxy — R ®g-1oy Bsixxv;
Cest une section globale du faisceau ¢7!1Q% ®yrto Bsixxy-

Proposition 4.3.1. On a les propriétés suivantes

(i) ds=0, donc se Homql.lg(ql‘lg’,//lb, Bsixxy)-

(ii) Fs=0, donc se Homg,, ,(D' My N, Bsjxxy)-

(iii) s est non dégénérée (au sens de la Définition 3.0.6) en tout point de
Te(X x Y).

Le point (i) est évident. Pour démontrer (ii), on remarque d’abord que les
générateurs de £ donnés par (2.3) se développent sous la forme suivante

(4'5) E Z ay’l n ay’zdz ay'yls ay'mm’

(J1:42)" (jrsJa)

(J3:Ja)™ (J3.J2)
avec p+2<i;<n+1,1<j < p+1, oudans la somme intérieure on effectue
les quatre permutations engendrées par les transpositions (j;,j4) et (J3,ja2), et
dans la somme extérieure, on effectue les quatre permutations engendrées par
(J1,J2) et (Js, ja), ces deux transpositions changeant le signe des produits dont
elles affectent les indices des facteurs, comme l’illustre ’exemple suivant

§ : aj, bj'zcjsdj'4 = a4y bjzcjsdj«x - aijjl cjzdj'«t — 4 bjzcj4dj§ + ajzbjl C]'4a}3'
(j1s2)_
(]37]4)
On remarque que dans (4.5), les deux ) ne commutent pas. Pour simplifier
I’écriture, on omettra les lettres j en indices de ces sommes; ainsi (4.5) pourra
s’écrire

Z Z ay’l'fl ayfz n a}"; 7 ayu s

2)” (1,4)
4)7(3,2)

)

a
@3,
et quand on écrira simplement ) >, ce sont les indices de (4.5) qui sont sous-
entendus.

Démonstration de £s =0

On va montrer qu’en tout point y € Y, on a Ss, = 0. Soit z 'inclusion
y— Y; notons i=1Idy x1. On a

My o X =~ Rgn((gy'2x ® 410 Bsixxv) ®qu-1@ qy "' M)
~ Rgx((47'Qx ® g1 q1 My) ® g1 Bsixxy).

Par I'isomorphisme du Lemme 3.0.2, on peut calculer s; de la facon suivante:
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N My 0 A) > RI(g3(9); (97" 2x ® 047 ' Mo) ®grg (1) Bsixny)
~RI(q; ' (9): (47 (2x ®p My) ® 415 Byxvixxy)

~RI(§; (Qx Qo Mp) ® 5 Bix),

d’ou on déduit
_ N — d " _
HO( N (My 0 ) ~ ket [T(5; Q5" ®¢ Byx) = T3 257 @0 Byix)]-

Le calcul sur I’expression (4.4) donne

d)(f Xj 1
(4.6) %(7) :ﬁdxf+7dxfl,+2 A A(=dx) A o Adx [
1
ou —dx; occupe la place de dyf;. Notons x' = (Xpi2,...,Xps1), dx' = dxpi2 A
-+ A dxpy,. Plagons-nous au point y =0 de la carte choisie sur Y :  a pour
!
équations X,y =--- =X = 0. Notons J(x')dx’ = __d_x____ la section
Xp4+2 -« Xntl

dxf
7

définit T’action suivante (qu’on note e;;) sur s,:

canonique de Q" ®, B;x. Notons s, =17!(s) =

o(x")dx’', et 0

y'l||:0

On a donc s, =

(4.7) e sy = (i j0(x"))dx" + 6(x")(e; ;dx"),
ou par (4.6) on a
e;,j0(x") = —0ix;0(x"),
e jdx' =dxpiy A oo A (=dXj) A o A dXgp,

le terme —dx; occupant la place de dx; dans le produit extérieur. On a
I'identité

(4.8) e jeir, pdx' = —e; ey dx’'.
Si on itére la relation (4.7), on obtient
€iy,j1€ir, 2€13,3€ia, jaSy
= (0;,01,0,01, X, X, X, x;,0(x"))dx" — (8}, 01,01, X, X}, %,,0(x") ) e, j, dx”
— (01,04, 01, %5, %,,%,,0(x") ey jydx” — (04, 01,04, X, X, X, 0(x") ey, jo dX
— (04,01,0i, X, %,,%7,0(x") ) es, jydx" + (01,05, %5, x1,0(x") ey €5y, ju X
+ (0,04, %5, x;,0(x"))esy j €6, jydX" + (84,01, X, X1,0(x") ) €4y, €1, 14X

+ (aiz ai4szxj45(xl))ei1,jlei3,j3dxl + (ail 6,'4)6], xj45(x’))ef:,Jzels,i3dx’
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+ (aizai3xf2xj3§(xl))ef1,j1 ei4,j'4dxl - (a X)) ( ))eiz,jzefs,jseichj«adxl
— (05,x,0(x"))eiy s €35, js € js 0" — (013 %;,0(x")) e jy €1, €3, judX
(a xj45( ))eil,jleiz,jzeiz,jsdxl+5(x,)ei1,j'leiz,jzeis,jaei4,]4dx,'

Pour alléger I’écriture, un' produit tel que J; 0;,x; X, sera noté 0; ;,xj, ,. On
doit montrer que Y > e;, j s, /€, ;€ .Sy = 0; dans cette expression, il y a cing
types de sommes suivant le nombre de facteurs e; ; qui y figurent.

— Commengons par la somme ne comportant aucun facteur e;,; elle s’écrit

’ /

E E ail1i2,i3,i4xj1,jz,j3,j45(x )dx
!/
= 46!'171'2»1'3,1'4 E E : le,jzﬁja,j‘t&(x)

(1,2)” (3,4)°
=0.

— 1l y a quatre sommes comportant un seul facteur e; ;; dans la premicre

’ ’
§ : E ailyiz,isle,jz,jaa(x )ei41j4dx ’

le coefficient de 0;, ;,,; est

2 Z (le,jz,jsé(xl)eimndxl + xj4,j2,j3‘5(xl)ei4,j1 dx,)
(1,2)”
(3.4

=2 Z el4yj4dx Z x]la]'h/B ,) +2 Z eimjldxl Z xj4,jz,j35(xl)

(1,2)” (1,2)” (3,4
=0.

On démontre de la méme fagon que les trois autres sommes sont nulles.
— Il y a six sommes comportant deux facteurs e; ;; dans la premiére

/ ’
E : E afi,izle,jza(x )eiz,heu,ﬂdx )

le coefficient de J; ;, se décompose en trois sommes:

E : 6,3 jseu j4dx E : le lz

(3,4)"

7 7
+ § :eizyjzeim/ldx 5 xjmjaéx

(1,2)7 (3,4)”

’ n.
+ E : Xja, ]7 ela ,j3€a, jldx + Xji, 135(x )eizﬁjzei‘uhdx )v
(1,2)"
(3,4)"
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les deux premiéres sont évidemment nulles, et en développant, on voit que la
troisitme 1’est aussi. Concernant les cing autres sommes comportant deux
facteurs e; ;, on montre de méme que les coefficients de 0;,,;,, 0;, 5, et 0;,; sont

nuls; pour ceux de d; ; et 0; ;,, le calcul est plus rapide: ainsi le coefficient de
6,‘1‘ is est

E :E :le Ja )elz 126’,37]3dx
E E X; x’)g e, j,ei jdx’
1. J4 12,J2%13,]3
(3,2)

(1,2)"
(3.4

=0 par (4.8).

— Il y a quatre sommes comportant trois facteurs e; ;; la premiére s’écrit

E : E :611x]1 elz Jzela Jsem j4dx
—_— . . 4 . . . . . . /
- E E allleé(x )614,]4 _S_ elz,jzelsyjsdx

(1,27 (1,4) (3.2)
(.4

=0 par (4.8),

et les trois autres sommes sont pareillement nulles.
— Enfin la derniére somme peut s’écrire

E E 6 ell 1 elz,]’)el_h]}el‘i J4dx
E a(x) E :en,jxeum E etzyjzelwsdx

(1,2)" (1,4)
(3.4)°

=0 par (4.8).
Ceci achéve la démonstration du point (ii) de la Proposition 4.3.1.
Non Dégénérescence de s
Explicitons P'action de s sur &4 ,’,@“’JV . Ona
-3 o
|J|=n—p

ou les ¢; sont des sections de Oy; comme une section @ de &4, est représentée
par a = Zil[:n—p arly,, ou ay € &y, et une section b de &4 par be by, on a

a.b) 251 (ar X1 b). (f)
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Cette écriture ne dépend pas du choix du représentant de @, puisque si a’ est une
section de &y ® @g?_"“), on a {s,da’y =<ds,a’y =0. Elle ne dépend pas non
plus de celui de & d’aprés le point (ii) de la Proposition 4.3.1

Reprenons les notations du §4.2, et notons i une transformation de contact
quantifiée associée a . Soit

U, = l//‘l(vv), v=1,...,m.

Au voisinage d’un point de V ou 7,,,; # 0, on définit

Mo = Y Ev(Ouby, No(—1) = > Ey(~1ubo,
= v=1

v=I
ou by est la classe de 1 € @y dans 4. Munissons &4, de la filtration induite

. ) 1
par la filtration de & ®gq @f\f’), et €sixxy de la filtration pour laquelle — est

f
d’ordre 0. On a s((#})y K M) = (€sixxy)o- Pour terminer la preuve de la
Proposition 4.3.1, il reste & montrer que 1’accouplement défini par s est parfait.
Dans la carte (x;,¢;);<;<,, de T*X, plagons-nous au voisinage d’un point tel
que & #0. Une section a de 8y ® 9&"“1’) s’écrit

a= g ay i, ®0x, A A Dy,

i1yensin —p

2=y < <hy_p <n+1
n
+ g D iney ®6x,l A - A Ox,

2<iy <+ <ip_p <n+1

"

Comme on a
ad’"®0, A - AD
Xy Xin—p

=a"(0x,) 0, ® Oy, A rr A Dy,

-p
= 5n—p+l(a//(a)(2)—1 ® Ox, A 6)‘:1 AN A axfw)

n—p . .
— Y (~1)a"(0,) " ® by A Bxy A e Aby A e A D,
j=1

on voit que si @ est une section de &4, elle admet un représentant de la forme

a= E iy, @ Ox, A - AT
2=iy <o <y p <1

Xin_p*

Ordonnons les (n — p)-suites strictement croissantes d’entiers (ij,...,i—,) €x-
traites de l'ensemble {2,...,n+ 1}, telles que i; =2; elles sont en nombre
m. Notons-les Ji,...,J,s. Si on note par abus de langage d,, = (3x“ Ao A
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0x, pour toute partie J = {jj,...,ji}, on a donc

a= Z a‘]‘,ax/ﬂ .
pu=1
La famille (0,

1)1 <u<m €St une base de (M ;)0 au voisinage d’un point ou &, #
0. Notons (dx;,) la base duale. On a

I<pu<m

u dx

SZZCJ £
u=1 i

Si a est une section de (.#}), alors s(a) est une section de
Jfomg((pg)‘lJVo, (€sixxv))- Par &y-linéarité, I'action de s(a) sur (9" Mo
est définie par

s(a)u,bo = (uy(s))(a)bo,

et on a

uy(s) = i U, <%) dx;, = Em: uV(;J") dxy,,

u=1 pu=1

d’aprés le choix de la filtration de %gxxy. On en déduit que la matrice
de s rapportée aux bases (dx;,) de ,}fom((,/ﬂb)o, Fox), €t (u) de A, est

(uV(ch))lsv,ysm'
Lemme 4.3.2. On a det(u,(c;,)) #0.

On va montrer qu’aprés une permutation convenable des vecteurs des bases
(dx;,) et (u,), la matrice (u,(c;,)) est triangulaire supérieure, a coefficients
diagonaux #0. On a

de:. Z dex_[ ZCJ de +Zc.ldx]a
Wi=n—p 2¢J
donc

m

uy(dx f) = Euv ¢y, )dxy, + ¢/,

u=1

et ¢'(M ,’,)0 = 0 au voisinage d’un point p,(p) ou p € 4, et ou la coordonnée &,
de p;(p) est #0. Le symbole d’ordre 1 de u, est le produit des facteurs

-1
i j = Mp+2, 1, 1’7p+2, 1

pour tous les couples (i, f), tels que 0, , figure dans v,. Dans la carte choisie
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sur X on a par (4.4)
fi=xi— Vi1 —X2Yi2 =~ Xp+1Yipyl»

dyf; =dx;— y;,dxy — - — yi’p+1de+1.
On voit que la variable y;; ne figurant dans aucun des dy f;, u, opére sur dy f;
comme le produit des 0, , pour tous les couples (i, j), tels que J,,, figure dans
vy. Comme d’autre part la variable y;; ne figure que dans f;, on a

Oy ,(dxf)=dxfpia A - Ndxfioy Adx(0y,, ;) Ndxfizg A o Adx Sy

Puisque les dx f; sont de degré <1 en y,;, on a de méme (pour i) < 7)

a}’ll,“ aylz,jz (de)
=dxfpia N - Ndx Sy Adx(Oy,, fi) Adxfiga A
A deiz—l A dX(ay,2 ,zfiz) A dei2+1 A s Ny S

et ainsi de suite pour Jy, , ...0y,  (dxf) (rappelons que = min(n— p — 1, p)).
En un point peA=T{(X xY) on a

Mpra1 = —Aps2 € So = —Apia¥pin o = = Ans1 Vurr 25

avec des complexes A; non tous nuls. On peut supposer &, # 0, et donc 'un des
n— p produits précédents est #0; supposons qu’on ait 4,2y, , # 0.
Soit o = (i1,...,k, J1.---, J), vérifiant les conditions suivantes

(49) p+3<i<--<pgp<n+l, 2<j<---<jr<p+!l. 0<k<y
on note /(x) =k. Posons
€a = Cip it Jryedh T '[/_1(8"1 nooe at'k m)'

Ainsi ey = 1. On choisit un ordre total strict sur les «, qu'on notera =,
vérifiant de tius /(o) < /() = « < 8. La famille (e,) ainsi ordonnée est une
base de %, au voisinage d’un point p§(p) ou p € 4, et ol la coordonnée To42.1
de p4(p) est #0. Si « vérifie les conditions (4.9) posons

, {dxz/\dsz N NAX NAXpya A e dxy N e NdXG A o A SE =2,

dxandxy Ao A NdXp 3 AN edXg A - AdXG A -+ AdX, Sinon.

Ainsi 3'@ =dxy A dxpy3 A oo Adxyrg. La famille (e)) est une base de

,}’fom((./%—”;)g, 04-5) au voisinage d’un point p;(p) ol p € 4, et ou la coordonnee
& de p;(p) est #0. Montirons que

(1) la composante de e,(dx ) sur e, est 1 si j; =2; elle est +y,,,, sinon,
(i) la composante de ey(dx/) sur e; est nulle si 8 < a.

Remarquons que 0y, (dxf;) = —dx;. Les différentielles dont le produit inter-
vient dans e,(dyf) sont de cing types:
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a/ dx; provenant de d,,  (dxf;) si j; =2, ou de dxf,,, sinon, et avec le
coefficient y, ., ,.

b/ dx,.» si j, =2, et provenant de dxf,,,, dx; sinon, provenant de
0y, , (dx f3,)-

¢/ dxj,...,dx; provenant de 0, (dxf,),.--,0y, , (dxf;)-
Il y a encore n— p —k — 1 autres différentielles qui proviennent de dy f; avec
i#p+2, i1,...,I Parmi celles-ci, il y a

d/ celles prises parmi les dx; telles que i > p+2,

e/ celles prises parmi les dx; avec au moins un indice i < p + 2.
Les différentielles dont les facteurs sont du types a, b, ¢, d sont multiples de e,
et ceci démontre le point (i). Celles dont les facteurs sont du type a, b, c, e
sont multiples de e avec /() > I(«), ce qui prouve le point (ii), démontre le
Lemme 4.3.2, et achéve la preuve de la Proposition 4.3.1.

4.4 Une Propriété du 9y-Module A"

On se propose de montrer que 4" n’a pas de sous-module isomorphe a Oy;
il s’agit donc de prouver la

Proposition 4.4.1. On a Homg(Oy, /") ~ 0.

Reprenons les notations du §2.1. Par [l’action infinitésimale g —
I'(Y;@y), la matrice E;; a pour image 'opérateur d, . Soit I dans U(g),
Iidéal engendré par les expressions

E E Ei j Ey,j, Eiy, jy Eiy jy-

Comme E; ; en., les E; ; commutent entre eux. On va d’abord
démontrer le

Lemme 4.4.2. L’idéal I est invariant par l'action de p.

Il s’agit de montrer que pour tout a € p, et pour tout xe I, on a [a,x] € ]
modulo U(g)p. On a la relation

la,xy] = axy = |a,x]y + x[a,y] mod U(g)p
quels que soient x,y € U(g); on en déduit donc que si E,gep on a
(4.10) (Ew.p: Eiy j Eiy, j, Eir jy Eiy )
= Op.i1Exji = 0n,ji iy p) Eiy,jo Eis, js B jo
+ Ei ;i 9, En,jo — 9u, s Eir p) Eis s El o
+ Eiji Eny,jy 98, Ea, jy — Ou,js Eis,p) El ju
+E; ;i E; ,Ei j,(0p,isEa )y — 04, Ei,p) mod U(g)p.
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On sait que dans les sommes Y > E; ; E; j,Ei ; Ei j, qui engendrent I'idéal I,

les E; j, vérifient j, < p+1<i; Ilya donc trois cas:

1 sio,f>p+1, alors les 6, ; sont nuls, et I'on a

Z Z[Efx,ﬁ’ Ej\ i Ey, jp Ei, j3E14,J4]
=g Z Z EujiEiy jo By, jyEiy, s + 98,5, Z Z E jiEs j Ei js Eiy s
+9,1, Z Z Ei ji iy jo Ea,js Eig,ju + 0pis Z Z Ei\ ji By, Eis js Eo,ji»

qui sont tous quatre dans 1.
2 sia,f<p+1, alors ce sont les Jg;, qui sont nuls, et I'on a

(4.11) Z E[Ea,/h E ; Ey, j, Ei, 13E141j4]
= Z Zéa,ﬁ Ei\ pEp, j Eis, jy i ju — Z deJZEil,jl Ey, pEs js Eig jo
- Z Zaa J3Ell ) E12,12E13 ﬂEl4yl4 Z Z 50‘ J4E’1111E’2112E’3v13E

Si f = j, pour au moins un indice r, alors les quatre sommes de droites sont
dans I. Supposons donc que f différe de tous les j,, et explicitons chacune de
ces sommes. Pour la premiére, on a

Z Z 0u,jy Eiy, j, Ei, jy Eig, ju

(1,2)" (1.4)
(3.4 (3 2)
=04 2 J1 z Ej, jq Z i2,]2 13,13 - 06]2 Z El'4,j4 Z Ey i Ei js
(3.4)” (3,2) (3,4)” (3,1
~0ujy O Eiji Y EnpEisji+0uj Y Eijy O EijEis g,
(1,2)” (4,2) (1,2)” (3,2)

Pour les trois autres on a

E :§ :(5“ szu 11E13 13E14,j4 = “]l E : E;, 7 E Ei jEij +

(3.4) (2,4)
Zzéd,jsEihleiz,szi«hﬁ = —0u, Z E; j Z it,j2 B, js +
(3.4) (2,4)
Z 25“ ]4E11 A E12»12E13»]3 =0 2 J1 Z i, ja z Eiz,szis,jz +oe
(3,4)" (3,2)

On regroupe ensuite les coefficients des facteurs de chaque J, ; provenant de
toutes les sommes de (4.11); celui de J, ;, est donc
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Z (Eil,ﬁEi47j4 Z E jEis s — Eip pEis jy Z Ei jEiq js

(3,4)” (3,2) (2,4)
— Ei pEi, s E Ei jEi,ju + Eii pEir s Z Eiz,sziz,j3>
2.4)

(3,2)
Z ZEilaﬂEiszEi!ij ia, jay

(8,2)" (8,4)
(3,4 (3.2

qui est bien un élément de I. Les calculs étant analogues pour les coefficients
des autres Jy, ;, ceci achéve I'’étude du deuxiéme cas.

3 sia<p+1<palorsles E; g et E,j, figurant dans (4.10) étant encore dans
p, on peut continuer de développer le membre droit, et on obtient

(Ex.p, Eir ji Ein, 1o Eis, js B, )
=0, (00,2 Eiy, iy, js Eiy.ju — Eiy, 04,jEis, jy Eia,ju — Ei, jo B, js0a, 14 Ei, 1)

— 04,y 0p. i, Eir, jo By, js Ei s + Eiy, 08,1 By, jy Eig ju + Ein, 1y Eis, 98,1, Ein )

+ Eiy 11086, (—0a,jy Eir, 1y Eiy,ju — Ein, 1300, B, j2)

= Eiy j02,j20p.is Bty js Eis js + Eis, 408,14 Eir, )

+ Eiy, ji Ei,j,08,i, (=04, ju Eig, js) — Eiy, j Eiy, 04,5 (0p, 1, Eis,js) mod U(g)p.

Apreés sommation, on regroupe les coefficients des Jg;; par permutation
d’indices, il suffit de traiter le coefficient de Jg;; il vaut

(4.12) Z Z(_émjzEiz‘JlEfsszEf4,j4 - 5a,j3Eiz,szi3aj| Eiji — 5a,j4Ei pEi

2,2 3113Ei4,J1 .
Calculons chacune des trois sous-sommes:
z Zéa,leizij Eia,j3E14,J4
(1,2)" (1,4)
(3.4)” (3,2)
= 0wy Z Eis s z Eby jpEia,js + 0u,jy Z Ei js Z Ei jiEig
(3.4)” (2,4) (3,4)" (1,4)

+5°@j3 Z Eis,jz Z Ey, i Eiyji — 60&]4 Z E ), Z Ey, i Eiy, 3
(1.3)

(1,2)7 (1,4) (1,2)”

et de méme
Z Zaawj3Eiz,Jin3,jx Ei js = _'5%]'1 Z Ey jy Z Ei jpEig gy + -
(3.4)” (2,4)

E Zadx}ltEiz,szis»j}Eimjl = 0,y Z Ei, Z LN T
(3.2)

(3:4)°
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Le coefficients de J, ;, dans (4.12) est donc

Y | =Ess D EjrEiji — Einjy Y Eis jpEigjo + Eivje ) B i Eis
(3.4) (2.4) (2.4) 3.2)
qui est nul. On montre pareillement que dans (4.12), les coefficients de g j,,
Oy, j, €t Jy j, sont nuls; on voit donc que dans le troisiéme cas, on a [a,x] = 0, et
ceci achéve la preuve du lemme.

Puisque 7 est p-invariant, alors 4 € Modg(9y), et on peut utiliser
I’équivalence de catégories entre Modg(Zy) et la catégorie des (g, P)-modules.
Soit N I'image de A" par cette équivalence. La suite exacte

0—-F -9y >N/ >0
a pour image la suite exacte
0—1/U(g)pl — U(g)/U(g)p — N — 0.

Le groupe Homg (Oy, /) = ['(Y; #omg(Oy, A)) a une structure de G-module,
et pour toute représentation W, on a lisomorphisme

HomMOdG(gy)((QY ® W, JV) ™~ HomG(W, Homg((ﬁy, JV))

Comme de plus Homyeag(9,)(Oy ® W, A7) ~ Hom(g py(W,N), on voit que la
Proposition 4.4.1 résulte du

Lemme 4.4.3. Pour tout G-module W, on a Hom p)(W,N) ~ 0.

Démonstration. Soit b la sous-algébre de Cartan de g. On a

Vyeb, [y, Ej|=(&—¢)(»)E),

OU (&7); <;<ns1 €St 1a base canonique de h*. Les & —¢;, pour i # j, constituent
le systéme de racines de g par rapport a b, les racines positives étant les & — ¢,
pour i < j. Notons g = (n+ 1)%. Soit (x1,...,x4) une base de g, telle que ses
derniers éléments (x,11,...,X,) forment une base de p; pour i < r, le poids de x;
est donc <0, et comme U(g)/U(g)p a pour base les mondmes x;'...x%", tous
les poids de U(g)/U(g)p sont <0, et on a (U(g)/U(g)p), ~ Cu; comme N est
un quotient de U(g)/U(g)p on a aussi Ny ~ Cu. On se raméne au cas ou
W est de dimension finie, et d’aprés le th. de Weyl, on peut supposer W
irréductible, donc W a un plus haut poids 1 >0, et W, =Cv. Soit g€
Hom(g p)(W, N); alors ¢(v) a son poids A a la fois positif et négatif; on en
déduit que A =0, donc W =C. Alors

@(v) € No,

donc ¢(v) =cu. Or pour tout #,; distincts, E; ;v =0, donc ¢(E;,v)=0=
E; j(cu), dou ¢ =0, et p =0.
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4.5 Etude des Transformés de .#, et .4

Proposition 4.5.1. (i) Le complexe My o A est concentré en degrés >0.
(ii) Le complexe M, o A est concentré en degré 0.
(iii) Soit j>0. Ona H/ (Myo X))~ 0y si j=2,4,...,2p, et H (Myo H)
~ 0 sinon.

L’objet f~'.#, de D?(f'Py) est représenté par un complexe concentré en
degrés >0, et formé de f~'Py-modules localement libres; on a d’autre part

My o X =~ Rg((Dys @G, Ds—.x) ®f 1, /' My),

et on sait, d’apres la Proposition 2.12 de [DS1], que Dy s ®§S Ds—.x ~ Bsixxv;
ceci prouve le point (i). Pour le (i), il y a deux étapes: on va montrer d’abord
que A, o A n’a pas de cohomologie en degrés <0; on utilise pour cela le

Lemme 4.5.2. On a lisomorphisme Ox o A ~ @’  Oy|—p + 2v].

Démonstration. Remarquons que g est lisse et propre, et que pour tout
yeY, g 1(y) ~P,; on a alors

Ox o A =~ Rg\((Pys ®%, Ds—.x) ®f 14 f'0x)
~ Rg.(Dy s ®_0L35 Os)
~ Rg.(g7' Oy)|p]
~ Oy @¢RI(IPy; Cp,)[ pl,
et 'on termine grace a la formule

(4.13) Vr>0, RI(P,;Cp)~@P,_,C[-2v]

Du triangle distingué (2.1), on déduit le second triangle

(414) @X[—p—l}g,}i’—»%agféﬂbgf——ln
+

dont la suite exacte longue de cohomologie fournit les isomorphismes
H/ (Moo H) ~ HI (My o )

pour tout j < 0, ce qui achéve la premiére étape grace au point (i). Pour la
deuxiéme étape, on raisonne comme dans la partie (ii) de la démonstration de la
Proposition 3.6 de [DS1]; pour la commodité du lecteur, nous reproduisons cette
partie. Posons A = ., o A; du triangle distingué
HYAN) — N — 2O 2L

’
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on déduit le second triangle distingué

(4.15) Fol(TON) — Fol(N) —s Fol(H(N)) L .

Puisque .#, est concentré en degré 0, on sait d’apres (loc.cit. prop. 3.5) que
04" est Oy-localement libre; on en déduit que H/%ol(z>°4") =0, pour tout
j=0. On a ensuite les équivalences

=0 o FlvN) =0,
& Vj<0, H/Pol(v>°)=0
& dAyeY, Vj<0, H/Sol(z>°4),=0 (connexité de Y)
& 3dyeY, Vj<0, H/Sol(N),=0,

cette derniére équivalence résultant de la propriété Vj < 0, H/Sol(H°(A")) = 0,
appliquée au triangle distingué (4.15). Gréace a la formule du germe (loc. cit.
cor. 2.9):

RI(y; R#omg(Ma, Ox)) ~ RHomg(My o A, Oy),[~p],

et au lemme 2.2.1, il suffit donc de démontrer qu’il existe y € Y, tel que pour
tout j < p, on ait H/(j; 23?) =0. Pour tout ye Y, on a j ~P,, et grice a la
formule (4.13), on obtient Vj < p, H/(y;C;) ~ H/(X;Cx). On va utiliser le
résultat suivant de Barth ([Ba], Théoréme 2, p. 962):

Théoréme 4.5.3. Soit X =1P,, A une sous-variété¢ algébrique fermée lisse
de X, de dimension p, # un faisceau Ox-cohérent. On suppose H'(X;Cy) ~
HI(A;C,), pour tout j < p. Alors

HI(X; %)~ H/ (A4, F),

pour tout entier j tel que 0< j< p—dp(F), ou dp désigne la dimension
projective.

Les conditions du th. 4.5.3 sont satisfaites avec 4 = j, & = Qg?) (g =0); on
obtient

Vi<p H3QY)~H(X:QP).
Mais on a la formule
(4.16) Vg <n, RI(X;Q%)=~C[—q],
(voir Bott [Bo], Lemme 14.2, d’aprés Borel et Hirzebruch [BH]), donc

Vi<p, Yg=p, HIGP)=o0.
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Portant ceci dans la suite exacte longue de cohomologie
0— H(3dQ¥ ") — H'(5;2{)) — H'(5;d2)
— H'(3dQY ") - H'(520) — -,
il vient
Viell,p—1),Yg = p, H/(5dQ¢ ") ~ B/ (5;dQ%),
si bien que
HI(5,dQ) ~ H7 (5;dQ¢ ™) = - > HO(5;dQ¢ ™).

Or ce dernier groupe est nul puisque H°(j; QE{HH)) =0. Ceci achéve la
démonstration du point (ii). Pour prouver (iii), on applique de nouveau le
Lemme 4.5.2, combiné au point (ii) que I'on vient de démontrer, a la suite
exacte longue de cohomologie du triangle (4.14).

Lemme 4.54. On a Homg (M, 0 A ',0y) ~ 0.

Démonstration. Rappelons que Ko Cy ~ ngg‘I(Ey[ds —dy — dy]; comme
f est lisse et propre, on a par [BBD]

RfiCs ~ @, R* £iCs[-],

car X est simplement connexe. Les fibres de f étant isomorphes a la grass-
mannienne Z = G,(n), on en déduit Rfig"'Cy ~ RfiCs ~ Cx ® RI'(Z;Cz).
En utilisant la formule (1.3) du Théoréme 1.4.1 avec le P-module .#,, et le
faisceau F = Cy, on obtient donc

RHom(A#, o #",0y) ~ RHom(M,, R#om(K o Cy, Ox))|dx — 2dy]
~ RHom(A4,,Ox) ® (RI'(Z;Cz))*[2dy — dy — ds]
~ RI(X;Q237) @ RI(Z; C)[ds — dy],
car dz = ds — dx, et par dualité de Poincaré, on a
(RI(Z;€Cz))" ~RI(Z;wz) ~RI(Z;Cz)[2dz],
ol wz est le complexe dualisant a,C. On en déduit
Hom(#, o A, 0y) ~ H?(RT'(X; Q5") ® RI'(Z; Cz)).

Pour achever on utilise le Lemme 4.5.5 ci-dessous; comme RI(Z;Cz) est
concentré en degrés >0, on obtient bien le résultat annoncé.

Lemme 4.5.5. Pour tout entier j < p, on a H/(X;Q3") =0.
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Démonstration. On considere le triangle distingué

0— QY ol Q=r[1] —,
+

d’ou on tire la suite exacte longue
o BN G QYY)
— H7(X; 05" - B/ (X;Q57) — B (X; Q¢ ™) -
D’aprés la formule (4.16), on en déduit, pour tout j < p, les isomorphismes
HI(X;937) ~ H\ (X Q57 ~ . = g7 rHIn(x, Q5.

Mais Q5" ~ QW et HIPH1n(X;QW)=0si j+ p+1—n+n, et Cest bien
le cas puisque j < p < n.

Proposition 4.5.6. On a Homg(H®(M)y o X),0y) ~ C.
Démonstration. Soit le triangle
0X[—p—1]gf——>ﬂagf—>,//lb39{:—>.
On sait, d’aprés le point (ii) de la Proposition 4.5.1, que .#, o /" est concentré

en degré 0; grace a I'expression de Oy o " (Lemme 4.5.2), on en déduit donc la
suite exacte

0— MyoH — HMyoH)— Oy — 0,
puis la seconde suite exacte
0 — Homg(Oy, Oy) — Homg (H"(My 0 A'),0y) — Homg (M, 0 A, Oy).

Mais Homg(0Oy,Oy) ~ C, et Homg (M, o #",0y) ~ 0 (Lemme 4.5.4), d’ou la
conclusion.

4.6 Démonstration du Théoréme 2.3.1

On applique la Proposition 3.0.7 avec M = My, N = Dy [I, X = Bsixxy,
et A= TJ(X xY). On en déduit la suite exacte

4.17) 0— 0 — ¥ 2L By 0 ) — O — 0,

ol N; et N, sont des entiers qu’on doit montrer €tre nuls. On sait par la
Proposition 4.4.1 que 4" n’a pas de sous-module isomorphe a Oy, donc Ny = 0.
La suite (4.17) devient

0— N — H'(MyoH)— 0 — 0.
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On a R#omg(0Y,0y) ~CY, H(Y;Cy)~C, et H(Y;Cy)=0. On en
déduit la suite exacte

0 — € — Homg (H (My o #'),0y) = Homg (N, Oy) — 0.

Puisque 4/ admet un quotient isomorphe a Oy alors Homg (A", Oy) # 0, et
comme o est surjectif, et que Homg(H(My o A7), 0y) ~ C (Proposition 4.5.6),
c’est que Homg (A", Oy) ~ C; alors a est un isomorphisme, d’ou N; = 0.

§5. Applications
5.1 Correspondance d’Andreotti-Norguet

Soit ¥ un ouvert d’une variété projective X. Soit %,(V) l'espace ana-
lytique des cycles compacts de dimension p de V. Si / est un sous-espace
linéaire de codimension p+ 1 de X, alors X\/ est p-pseudo-convexe. Dans
[AN1], Andreotti et Norguet considérent Iapplication sur %,(X\/):y— fy o,
pour toute forme ¢ de type (p, p) et €* sur X\/. Ils montrent que lorsque ¢
est 0-fermée, cette application est holomorphe, ne dépendant que de la classe de
d-cohomologie de ¢, ce qui induit, via I’isomorphisme de Dolbeault, une
application

0
HP(X\[;QP) 25 HO(%,(X\1); Og,x\1))-

Dans [AN2] ces auteurs montrent que la suite

0
Gl H(X\ERE D) L HP\E Q) Lo HO(G,(X\1); O, x\1)

est exacte modulo des sous-espaces de dimension finie. Dans le cas des cycles
linéaires, et pour X =P, et /=1IP, ,_;, Barlet dans [B] montre que les
obstructions précédentes disparaissent, c’est dire que la suite (5.1) est exacte.

On se propose de calculer im p° dans la situation linéaire étudiée par
Barlet, grace au Théoréme 2.3.1, et en utilisant la formule d’adjonction (1.3) du
Théoréeme 1.4.1, avec le Yy-module .4, et un faisceau constructible F = Cy
convenable.

Lemme 5.1.1. Soit louvert U ={ye Y,yNl=F}. On a les propriétés
suivantes
(1) U est isomorphe a la carte affine de Y définie au §2.1.
(i) U=X\l, et [=Y\U.
(111) (ES o CU ~ (]:X\][—zds/xl.
Le point (i) est classique; rappelons-en la démonstration: on note xi, ..., X,

les coordonnées dans W, telles que / soit le sous-espace de X défini par
x;=---= Xx:1=0. Un p+1-plan y de W admet pour équations para-
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métriques

x1=biti +biatr+ -+ b1 pritprn
Xo =byiti +boatr 4+ + b2 pritpia

Xnl = bng1,1t1 + bpg1282 + -+ byt prilpy1-
Si y ne rencontre pas /, on a

det(b;, ;) 1<i<pt1 #0;
1<j<p+l
donc, prenant Xxi,...,X,+] cOmme nouveaux parametres, les équations de y se
réécrivent

Xp+2 = Vpi21X1 T Vpy22X2 + 0o+ Ypio pr1Xp+l

Xnt1 = Vug1,1X1 + Ypy1,2X2 + 00 F Vugt pr1 Xp+1s

et on voit que y est bien paramétré par les coordonnées de la carte affine du
§2.1. Le point (ii) est évident; pour le point (iii) on utilise le Lemme 2.8 de
[DS1]; il faut montrer que f est lisse, g est propre, (f,g): S — X x Y est une
immersion fermée, et que les fibres de f|,-i(y) sont contractiles. Les trois
premiéres assertions résultent immédiatement des hypothéses; de plus si x € X'\/,
F1(x)Ng~'(U) est 'ensemble des p + 1 plans de W ~ C"*! contenant x, et ne
rencontrant pas /; cet ensemble est isomorphe 4 ’ensemble de p-plans de C” ne
rencontrant pas /N C", et le calcul fait pour U montre que f~'(x)Ng~'(U) ~
C" PP (n et p sont diminués de 1). Les hypothéses du Lemme 2.8 (loc.cit.)
sont donc satisfaites.

Proposition 5.1.2. On a lisomorphisme

HP(RT(X\I; R#omg(My, 0x)) ~ H? (X\; QL) /dH? (X\I; ).
Démonstration. Comme RHomg( My, Ox) est représenté par le complexe

d

00y S QP ... 4 o 4

—>ng) — 0,

ou QE{) est placé en degré 0, la Proposition 5.1.2 résulte du
Lemme 5.1.3. Pour tout complexe de faisceaux

F=0oFP ... sFg 1L g0,

tel que les F’ soient des Ox-modules cohérents, on a HP(X\I;F') ~
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HP(X\I; #°)/dHP(X\I; F "), le membre de gauche désignant comme d’habitude
HP(RI'(X\I; 7).

Démonstration. Remarquons d’abord que l'ouvert X\/ admet un re-
couvrement par p + 1 ouverts de Stein: soit xj,...,x,+ les coordonnées dans
W; on identifie / au sous-espace de X défini par les équations x; =--- =
Xp+1 = 0; le recouvrement en question est # = (U,-)lsispﬂ, ou U; = {x; # 0}.
Comme pour tout entier k < 0, le faisceau %* est cohérent, on a donc

(5.2) Vi=p+1, H/(X\I;F5 =o.
Notons #; = ¢> Pk %" (en particulier #; = #°). On a les triangles distingués

(5.3) Fip— Fi — F T p—k+ 1] —,

pour k=1,...,p. On en déduit les suites exactes longues de cohomologie
RN Hj+p—k(X\]; 97—11+k-1)
— H/(X\L; F;) — H(X\I; #;_,) —» HP R o\ g Pty .

et donc lisomorphisme H/(X\I;%;) ~ H/(X\l;#;_,) pour tout j>k+1.
Faisant k=1,2,...,p—1 et j= p, il vient

HP(X\; #5) ~ HP(X\L; #7) ~ --- ~ HI(X\[; #,_}).
Pour k = p, le triangle (5.3) se réécrit

‘5/70——)371;_

1 N
1 — [+1] e

d’ou la suite exacte
HP(X\LF ) 5 HY(X\LF°) — HY(X\L ;) — 0,
qui permet de conclure.

Lemme 5.1.4. Soit le foncteur &(-) = RI(U;RH#omg,(-,0y)). On a
isomorphisme H®(®(My o X)) ~ I'(U; Homg(HO(My o '), Oy)).
Démonstration. Notons N = My o A". Soit r un entier tel que 7" A" =

A7, on a le triangle distingué

=N — N — H'(N)[-T1] —
+

d’ou on déduit le second triangle distingué

D(H'(N)[~1]) — D(N) — D(z="7IN) —
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D’aprés le point (iii) de la Prop. 4.5.1, pour tout entier r > 0, il existe s (s =0
ou 1), tel que H'(A") ~ O%; on en déduit, pour tout entier i > 0:
H'®(H'(A)[~r]) ~ H'(RT(U; R#tomg, (0y[~1], Or)))
~ H'(RT(U; Cy[r]))
~ H"(U; Cy),
qui est nul si »+i#0. Prenant successivement i =0 et i =1, on obtient
H'®(N) ~ H'® (="' ).

D’ou on déduit, par récurrence, que H®(®(A")) ~ H'®(z=4"), mais comme
Mp o A est concentré en degrés > 0, ce dernier groupe est encore isomorphe a
HY(®(H(A))), d’ou le résultat.

On peut maintenant démontrer la
Proposition 5.1.5. On a l'isomorphisme
HP(X\I; @) /dH? (X\I; Q¢ ™YY ~ T(U; #omg(Dy ]S, Oy)).

On applique la formule (1.3) du Théoreme 1.4.1 avec le faisceau F = Cy et le
P-module ,; c’est justifié puisque les faisceaux @%‘) étant Oy-cohérents, on a

bien 4 € Dgood(@,y). Comme ds = dy + p, on obtient par le Lemme 5.1.1 (ii),

I'isomorphisme suivant
RI(X; R#omg(My, R#om(Cxy, Ox)))[p)
~ RI'(Y; R#omg(My o A", R#om(Cy, Oy))),
d’ou on déduit
RI(X\I; RAomg(My. Ox))[p] ~ RI'(U; R#omg(My o A, Oy)).

Prenons le H° des deux membres; il vient grace a la Proposition 5.1.2:
HP(X\1;QY)) /dH? (X\1; @ ™V) ~ HORT(U; Rtomg (My o A, 0y)).

Or ce groupe est isomorphe a I'(U; #omg(H®(My 0o X'),0y)) par le Lemme

5.1.4, et 'on conclut par le Théoréme 2.3.1.

Ce résultat, joint a la suite exacte (5.1), montre que limage de la
transformation intégrale

P(0)(7) = j 0,

obtenue en intégrant sur les cycles linéaires de X\/, des formes ¢ qui sont 0-
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fermées, est 1’espace des fonctions holomorphes sur 'ouvert U de Y constitué
des cycles linéaires de dimension p de X\/, annulées par la famille d’opérateurs
(2.3).

5.2 Autres Formules

5.2.1 Cohomologie Modérée

On va donner une version tempérée de la Proposition 5.1.5. Notons 4
I’hypersurface Y\U.

Proposition 5.2.1. On a !'isomorphisme

HP(X; Thom(Cys; @) /dH? (X; Thom(CTy; ¢ ™))
~ I'(Y; #omg(Dy ]S, Oy(xh))).

On applique la formule (1.5) du Théoréme 1.4.2, avec le faisceau F = Cy et le
9-module .#; on obtient

(5.4) RI'(X; R#omg(My, Thom(Cx\;, Ox)))|p]
~ RI'(Y; R#omg(My o X', Thom(Cy, Oy))).

On sait que Jhom(Cy,Oy) ~ Oy(xh). Pour calculer le H° du membre droit
de (5.4), on peut procéder ainsi. Soit le foncteur @(.) = RI(Y; R#om(-,

Thom(Cy,0y))). Comme Oy est holonome régulier, on a la formule (voir
[K3], Corollaire 8.6)

RfOH’l@(@y, ﬂ'hom((EU, @y)) ™~ RFU<Cy),

et donc ®(Oy) ~RI'(U;Cy). On peut donc raisonner comme dans le
Lemme 5.1.4, et on obtient HO(®(My o H)) ~ I'(Y; Homg(HO(My o X',
Thom(Cy, Oy))). Prenant maintenant le H° des deux membres de (5.4), il vient

H?(RI'(X; RA#omg( My, Thom(Cyx\;, Ox)))) ~ I'(Y; Homg(Dy /S, Oy (xh))).

Pour calculer le membre gauche, on procéde comme dans la Proposition 5.1.2,
en utilisant le

Lemme 5.2.2. Pour tout complexe de faisceaux

F =0 TF7P g L F0

’

tel que les F/ soient des Ox-modules localement libres, on a HP(X;
Thom(Cx\;; F°)) ~ H? (X; Thom(Cx\j; F°)) /dHP (X; Thom(Cx\j; F ).



676

JEAN-Louis FroT

Nous ne détaillons pas la démonstration qui est analogue a celle du Lemme
5.1.3. La relation fondamentale (5.2) est remplacée ici par

Vj=p+1, H/(X;Thom(Cyx, F)) =0,

qui résulte du résultat suivant de [H]:

H/(RI(X; Thom(Cy, F))) =0,

pour tout j > 0, tout faisceau & qui est Oy-localement libre, et tout ouvert de
Stein U de X.

5.2.2 Cohomologie Formelie

En appliquant la formule (1.4) du Théoréme 1.4.2, avec le faisceau F = Cy,
et le 2-module .4, on obtient I’isomorphisme

[AN1]

[AN2]

(Ba]
[BE]
(BB]
[BBD]

[Bj
[BH]

[Bo]
DS1]

[DS2]

RI (X; R#omg (ﬂb, Cxy é @X>> [2dx — p]

~ RF(Y; RAom (,//zb oA, Cu® (9y>> 2dy].
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