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M¢éthodes a N Corps pour un Probléme
de Milieux Pluristratifiés Perturbés

par

Yves DERMENJIAN* et Viorel IFTIMIE**

Abstract

On étudie 'opérateur H :=V*pV + V dans L?(X), X espace euclidien réel de dimension finie,
ou V est un potentiel du type “N corps” associ¢ a une famille finie ¥ de sous-espaces vectoriels de
X et p admet une décomposition suivant ., compatible avec celle de V. Chaque composante de V,
respectivement p, est une somme de perturbations de type “courte portée” et “longue portée”. En
utilisant une variante de la méthode de Mourre [14] ainsi que des idées de la théorie du probléme a
N corps de la mécanique quantique, on fait I’analyse spectrale de 'opérateur H et on prouve un
principe d’absorption limite.

§1. Introduction

Soit X un espace euclidien réel de dimension finie dont on désigne le
produit scalaire (étendu en tant que fonctionnelle bilinéaire au complexifi€)
de deux éléments x et y par x.p. Si xe X ® C, on pose |x|* := x.%; dx sera la
mesure riemanienne sur X. On note par V lopérateur “gradient” et par V*
l'opérateur “divergence” (1’adjoint formel de V). Alors 4 :=V*V sera I'opéra-

teur de Laplace-Beltrami sur X (lorsque X=R" on aura 4=—- ) (')f).

1<j<n

On considére une famille finie ¥ de sous-espaces vectoriels de X, quli vérifie

I(i) Oe¥, Xe¥.
(i) Pour tous Y,Z e %, la somme vectorielle ¥ +Z e &£.

On pose &) := L\{X}etsi Ye &, L(Y):={Ze¥;Zc Y}, tandis que
Y+ désigne le complémentaire orthogonal de Y dans X : Y :=X QY.

On définit de facon standard les espaces de Sobolev usuels s#°(X), se IR.
En particulier, #°(X) = L?(X).
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Si E et F sont deux espaces de Banach, on désigne par #(E,F) (resp.
A (E,F)) l'ensemble des opérateurs linéaires et bornés (resp. compacts) de E
dans F. En particulier, 4(E) := #(E,E), # (E) := #(E,E).

Pour tout Y € % on se donne les fonctions réelles 67 et V'Y définies sur Y,
telles que 6° =0, Ve R et pour ¥ # 0, 6¥ =6VS 464 pY = p¥ S prL
On se donne aussi deux constantes p° € R*, et 6 € (0, 1] telles que les hypothéses
suivantes soient vérifiées:

IT-(i) 675 est une perturbation du type “courte portée”, a savoir (HHIYS ¢
L2(Y), ou <x):=(1+|x])"% xeX.
(ii) oYL est une perturbation du type “longue portée”, c’est-a-dire {.»% ¥~
e L®(Y), (HOHveY-Le L®(Y, V).
(iii) Pour tout Y € &, p¥ :=p% + Zzef(Y)az ®lyez >0et 1/p¥ e L®(Y).
m-(i) v¥S, vY¥LeLl (Y) et lopérateur de multiplication V7Y e
A (HNY), #7(Y)).

(ii) VY5 est une perturbation du type “courte portée”, c’est-a-dire
OV YS e g (Y), #7(Y)).

(i) VYL est une perturbation du type “longue portée”, ce qui signifie que
(VYL e B(ANY), #7(Y)), et pour tout Ee ¥V, (HTEVVTLe
B(A#1(Y), #7(Y)), uniformément pour |¢| < 1.

On introduit les fonctions suivantes, définies sur X:

Sy =0"®@1y:, 05:=0"5®@1y1, 05:=06"L@1ys, py:=p"® Iy,
Vy =Vi®ly, Vi=V'S®Ily, VE=V"I@ly

et finalement p:=py, V=Y Vy.
Ye&
Si # est un espace de Hilbert, on désigne par (.,.), son produit scalaire et

par ||.||, la norme associée. Si # = L?(X) on écrit tout simplement (.,.) pour
(-3 )rx et ||l pour [|.fL2¢x)-

Considérons la forme quadratique symétrique h(p, V) sur # = L*(X), de
domaine #!(X) et définie par

(1.1) h(p, V) (u,v) ;:J pVuVidx + (Vu,v),  u,ve #'(X),
X

ou l'on désigne aussi par (.,.) I'extension du produit scalaire de L?(X) en tant
que fonctionnelle sesquilinéaire sur #~!(X) x #!(X) ou bien sur 2’(X) x
Ce(X).

La forme h(p,0) est fermée, C°(X) en est un domaine essentiel et il existe
une constante ¢ >0 telle que h(p,0)(u,u) > c|||Vu|||>, ue #'(X). D’autre
part, d’apres I’hypothése III-(i), la forme 4(0, V') est relativement bornée par
rapport a h(p,0), de borne relative égale a zéro. Alors A(p, V') est symétrique,
fermée, inférieurement semi-bornée, C°(X) en étant un domaine essentiel. Il
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existe donc un unique opérateur H = H(p, V) auto-adjoint sur #, semi-borné
inférieurement et qui vérifie

(1.2) h(p, V) (u,v) = (Hu,v), ueD(H), ve#'(X).
On peut considérer H e (' (X), # (X)) et alors
(1.3) Hu=V*pVu+ Vu, ue#'(X).

Dans ce cadre, on remarque que (H — )" € B(# 1 (X), #' (X)) si Le
C\o(H).

Remarque 1.1. H(1,V) a la forme du hamiltonien d’un syst¢eme a N corps
dans le formalisme de Agmon-Froese-Herbst (voir [12], [1]), tandis que H(p,0)
pourrait €tre considéré comme le propagateur associé a un milieu pluristratifié.
En particulier, le cas d’un milieu simplement stratifié (voir [10], [6]) est obtenu
pour X = R"™" et ¥ = {0,R" x {0}, R™"}.

Le premier résultat est un théoréme du type HVZ, permettant de calculer le
spectre essentiel de H en fonction des spectres des opérateurs

Hy:=H(py,V -1Iy), Ye%, ouly:= >» Vz
Ze\L(Y)
En général, si H est un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert
A, on désigne par o(H) (resp. Oes(H), Ocom(H), 05c(H), 0uc(H), 0,(H)) le
spectre de H (resp. le spectre essentiel, continu, continu singulier, absolument
continu, I’ensemble des valeurs propres).

Théoréme 1.2. Sous les hypothéses 1, 11 et 11I-(i) on a

(a) UESJ(H): U Uess(HY)-
Ye&

(b) Pour tout Y € &1, 0,(Hy) = &, donc ess(Hy) = 0(Hy) = Gcont(Hy).
(c) En particulier, a(H(p,0)) = gess(H(p,0)) = [0, co].

Pour obtenir des propriétés spectrales plus profondes de H, y compris un
principe d’absorption limite, on appliquera la méthode de Mourre [14], telle
qu'elle a été développée dans [15], [12], [5], [2] pour des hamiltoniens & N corps,
en utilisant a fond la partition de 'unit¢é de Ruelle-Simon [9] pour faire des
démonstrations par récurrence. Usuellement, ’opérateur conjugué est le géné-

rateur des dilatations A4 :-——%(x.D—i—D.x), D :=—iV, qui a la propriété de

décomposition trés remarquable suivante: pour tout Y e ¥, 4 =Ay ® ly. +
ly ® Ay., ou Ay est le générateur des dilatations sur Y. Ce choix ne convient
pas pour I’étude de H(p, V) si I'on veut travailler avec des perturbations §*
assez singuliéres. Ainsi, on est amené a chercher I'opérateur conjugué¢ A sous
la forme d’un pseudo-différentiel presque-local dépendant d’un parameétre
déterminé en fonction de l’intervalle spectral (idée qui n’est pas tout a fait
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nouvelle: voir [6]). Afin de construire 4 tel qu’il admette une décomposition
comme ci-dessus relativement a %, il faut que cette famille vérifie une hypothése
supplémentaire.

Un élément Y € #\{0} est appelé minimal si pour tout Z € #\{0} tel que
ZcY,onaZ=Y. On désigne par %, I'ensemble des éléments minimaux de
£. On peut supposer (en augmentant éventuellement .#) que %, engendre &,
c’est-a-dire que tout élément de ¥ est une somme vectorielle finie d’éléments de
Zwn. On fait 'hypothése suivante:

IV — Les éléments de %, sont mutuellement orthogonaux.

On en déduit que tout Y € £\{0} est la somme directe orthogonale des
éléments de &, (Y) := L(Y)NZ,,. Deplus,si Y € &, alors Y appartient a %.

Avant de formuler les résultats principaux de ce papier, remarquons que
pour tout ¥ € &, on peut construire un opérateur HY auto-adjoint sur L?(Y), a
partir des familles #(Y), {0%},. 2(v) €t { VZy,. #(v)- Par convention L?(0) =
Cet H =10

Théoréme 1.3. Sous les hypothéses 1 a IV on a:

(a) L’ensemble des seuils ©(H) := |) a,(HY) est dénombrable et fermé.
YG,?]
(b) Les éléments de a,(H)\t(H) sont des valeurs propres de multiplicité

finie, qui ne peuvent s’accumuler qu’'aux points de t©(H). En particulier, t(H)U
o,(H) est un ensemble dénombrable et ferme.

(C) O'sc(H) = ¢

Pour formuler le principe d’absorption limite nous utilisons certains espaces
de Sobolev a poids (voir [4], [5]). Soient «,fe C°(X) réelles telles que
a(x) >0 si 1/2 < |x] <2, a(x) =0 si |x] <1/2 ou bien si |x| =2, f(x) >0 si
|x| <2, B(x) =0 si |x] >2. Pour s,e R et 1 < g < oo nous désignerons par
#;,(X) lespace de Banach des distributions u € &'(X) telles que

© 1/q
Il = KDY Bl + | 1ot | < o

Pour g =00 on convient que le second terme du c6té droit doit Etre
remplacé par sup ||<D>°r'a(./r)ul|. L’opérateur pseudo-différentiel (D> a pour
r>1

symbole <.>°.

On note aussi #°(X) := #;°)(X); c’est 'espace de Sobolev a poids usuel
défini par la norme |[<(D)*{.>'u||. En particulier, #°(X) = #;(X).

Soit €* := {1 e C; +3Imi > 0}.

Théoréme 1.4. Sous les hypothéses 1 a IV, on a:
(a) Les applications

(1.4) Craim (H-2)" G%(”(_1}2),1(1\1)’jf—l(l/z),oc(X))
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sont bien définies, holomorphes et admettent des extensions continues pour la
topologie faible a C* U (R\[t(H)Ua,(H)]).
(b) Les applications

(1.5) C*oim (H-1)" e B(A,(X), #L(X))

sont bien définies pour tout y > 1/2, holomorphes et admettent des extensions
continues pour la topologie uniforme a C€* U (R\[t(H)Ua,(H))).

Remarque 1.5. Les théorémes 1.3 et 1.4 restent valables sans ’hypothése
IV. 1l suffit que dans ’hypothése II on suppose 67 =0 pour tout Y € £ et,
qu'a la place de I'hypothese III, on ait

II'-(i) Pour tout Y e &, VY e L2 .(X;R) et I'opérateur de multiplication avec
VY appartient & o (A#2(Y), L2(Y)).

(i) Si A¥ est le générateur des dilatations sur Y, alors .77 et
(. HP[VY, AY] appartient a B(#(Y), # 7 (Y)).

Par exemple, une fonction V'Y qui vérifie (i) et de plus VY = V15 4 V1oL
on V1S v¥rlel? (X;R) et

(@) <HMVTSes(#(Y), LX(Y)),

(b) VTEeB(H(Y),LA(Y)), N'yVVILeB(#*(Y),#7(Y)),
vérifie aussi (ii).

Il est évident que sous les hypothéses de cette remarque, D(H) = #>(X).

Remarque 1.6. Le but de ce papier est en fait 1’étude spectrale de
lopérateur H(p,0), régissant la propagation des ondes dans des milieux plu-
ristratifiés (d’ou l'intérét de considérer des fonctions p assez singuliéres). Au
cours de la démonstration de I'inégalité de Mourre il s’est avéré que le bon
opérateur a étudier du point de vue mathématique est H(p, V'), d’ou I'idée de
faire une théorie unifiée pour les milieux pluristratifiés et les systémes a “N
corps”.

Remarque 1.7. Les hypothéses II et III ne sont pas les plus générales
possibles, surtout en ce qui concerne les conditions de décroissance a infini.
On pourrait aussi considérer des perturbations V'Y qui ne soient pas des
opérateurs locaux.

Remarque 1.8. Les opérateurs Hy,Y € &}, possédent une propriété de
décomposition importante. Plus exactement, on a au sens des formes

(1.6) Hy=H'®ly. +pY @ 4y1,

ol Ay. est l'opérateur de Laplace-Beltrami sur Y+. Cette relation permet
d’obtenir directement des renseignements spectraux importants sur Hy si p = 1;
si p n’est pas une constante, ceci est beaucoup plus difficile.
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De plus, H(1, V) est déduit de 4 par une perturbation infiniment petite, ce
qui est faux pour H(p, V). 1l est donc naturel que certaines idées de la théorie
a N corps s’appliquent au cas ou p n’est pas constant, bien que la technique soit
assez différente.

Remarque 1.9. Les opérateurs H(p,0) ont été étudiés complétement pour
les milieux simplement stratifiés (voir [10] et [6] pour la méthode de I'opérateur
conjugué). Par contre, il n’y a que peu de résultats pour des opérateurs qui,
dans un certain sens, correspondent aux milieux bistratifiés (voir [8] pour une
méthode basée sur les fonctions propres généralisées et [11] pour la méthode de
I'opérateur conjugué).

Le contenu du papier est le suivant: dans la seconde section on rappelle
(en utilisant [5], [4], [2]) les résultats nécessaires de la méthode de I'opérateur
conjugué. La section 3 est consacrée a certaines propriétés générales de
Iopérateur H(p, V'), ainsi qu’a la démonstration des propriétés (a) et (c) du
théoréme 1.2. Dans la quatrieme section on introduit I'opérateur conjugué
et on prouve certaines propriétés auxiliaires. Dans la section 5 on étudie la
régularitt de H(a,V) par rapport a l'opérateur conjugué et on prouve la
propriété (b) du théoréme 1.2. Finalement, dans la derniére section on prouve
I'inégalité de Mourre et les théorémes 1.3 et 1.4.

On utilise les notations classiques pour certains espaces de fonctions et de
distributions. On désigne par le méme symbole une fonction et 'opérateur de
multiplication par la méme fonction.

§2. La Meéthode de I’Opérateur Conjugué

Soient ¢ et s deux espaces de Hilbert complexes et séparables, tels que
% < # continiment et densément (on dit que (¥4,#) est un couple de
Friedrichs). Si 'on identifie 5# avec son adjoint, on aura ¥ < # < ¢* et on
pourra aussi prolonger le produit scalaire (.,.) de # a une forme sesquilinéaire
sur 9* x %, ou bien sur ¢4 x 4*.

On consideére aussi un groupe unitaire dans ce couple, c’est-a-dire un Cp-
groupe {W,} g dans ", qui laisse invariant les espaces S# et % et qui est
unitaire sur 5. Soit A le générateur de ce groupe, défini sur D(4;%%).

On note D(A;#) :={ue #AND(A;%");Auec #} et D(4;9):={uec¥%n
D(A;%"); Aue %}. La restriction de 4 a # est un opérateur auto-adjoint sur
A de domaine D(A4;#) et W, =e'™ sur # pour tout e IR. De plus, la
restriction de 4 a ¥ sera le générateur de la restriction du groupe {W;},.r 4 %,
de domaine D(A4;%).

Définition 2.1. Soient H e #(9,%9") et 0e(0,1]. On dit que He
CY%A4;%,%) s'il existe une constante C > 0 telle que
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(2.1) (W, H)lagg, gy < Clel” si ze[-1,1],
ou le commutateur (W, H| := W.H — HW, est bien défini sur %.
On note CY(A4;#) := C%(4;#,#).

Remarque 2.2. (Voir lemme 2.4 de [5]). Un opérateur H € #(%,%") est
de classe C!(4;%,%*) si et seulement si le commutateur [H,A] défini en tant
que forme sesquilinéaire sur D(4;¥%) par

(2.2) ([H, Alu,v) := (HAu,v) — (Hu, Av),u,v € D(4;9),

est continu pour la topologie induite par 4. Dans cette situation, on pourra
identifier cette forme avec un opérateur de #(¥%,%").

Remarque 2.3. Si He %B(%,9%) est symétrique (Cest-a-dire (Hu,v) =
(u, Hv) pour tous u,v € %) alors (Hu,u) € R pour tout u€ 4. De plus, si H €
CY(4;%,%*), alors i[H,A] € B(%,%") est lui aussi symétrique.

Théoreme 2.4. (du viriel: voir le corollaire 2.5 de [5]). Si He #(9,%97)
est symétrique, de classe C'(A;%,9*) et si u,ve 9, AeR, vérifient Hu = Ju,
Hv = Av, alors

(H, AJu,v) =0

Définition 2.5. Soient H e #(%9,%9*) et 6€(0,1]. On dit que He
C"9(4;9,9%) si He CY(A4;9,%%) et [H,A) e C%(4;%,%%).
On note C'*9(4;#) := C'*0(4; #, #).

Supposons dés maintenant que H est un opérateur auto-adjoint sur # et
que % est le domaine de sa forme (Clest-a-dire ¥ = D(|H|'/?). Alors H e
B(%,%") et pour toute fonction f : R—IR, borélienne et bornée, f(H) est un
opérateur auto-adjoint borné sur # et, de plus, f(H) e B(%)NB(%").

Définition 2.6. Si H € C'(4;%,9") et A€ R, on dit que A est conjugué a H
en A s'il existe a >0, fe CyP(R) réelle, f(A) #0 et K€ A (9,%") symétrique
tels que I'on vérifie I'inégalité de Mourre

(23) SUIH, A\f(H) 2 af (H) + K,
au sens des opérateurs de %B(9,%").

Remarque 2.7. L’ensemble u”4(H):= {Ae€R;A4 est conjugué 2 H en i}
est ouvert. En utilisant le théoréme 2.4, on voit que u“(H)Na,(H) est un
sous-ensemble discret de u(H) dont les éléments sont des valeurs propres de
multiplicité finie de H.

On note & :=(9",D(4;%"))(1)y,1» espace de Banach obtenu par inter-
polation réelle ([3], [2]). On a D(4,9*) =« & =« 4* continliment et densément,



686 YVEs DERMENJIAN ET VIOREL IFTIMIE

donc ¢ = &™ continiment (mais pas forcément densément). Par conséquent on
a un plongement continu #(9*,9%) < 4(&,£*). On peut donc considérer les
fonctions holomorphes €% 54— (H — A)~' € #(¢,&%).

Théoréme 2.8. (voir le théoréme 3.1 de [5]). Supposons que H est un
opérateur auto-adjoint sur #, de classe C\*%(4;%,%9*), on % = D(|H|"?) et O €
(0,1). Alors les fonctions holomorphes €* 34— (H— 1)~ € B(&,&*) ad-
mettent des extensions continues pour la topologie faible a €+ U [u”(H)\o,(H)].

En particulier, o..(H)Nu*(H) = &.

§3. Propriétés Générales

Dans cette section on considére 'opérateur H = H(p, V') défini par (1.2) et
(1.3), sous les hypothéses I, II et ITI-(i) et on établit certaines propriétés qui le
relie aux opérateurs Hy, Y € &).

Lemme 3.1. Soient p € C'(X) telle que Vo soit borné et e C\a(H). 1l
existe alors un opérateur T = T(p,)) € B(H# (X)), # (X)) qui vérifie

(3.1) o(H—2)"f =H=-2)" () +Tf
lorsque f et of appartiennent @ #~'(X). De plus, T € A (# 1 (X), #' (X)) si
limyy o |Ve(x)| = 0.

Démonstration. A partir de la forme quadratique définissant H, en le

considérant comme opérateur de Z(#'(X), # ' (X)), on prouve que pour tout
ue #'(X) et tout ¥ e C}(X),
(3.2) H(yu) = yHu — pVy.Vu+V*(puVy).

On choisit i € C°(X) telle que Y(x) =1 si |x] <1 et pour kK >1 on pose
Y (x) :=¥(x/k),xe X. Si f a les propriétés de I'énoncé et u:= (H — A)"'f,
on a, dapres (3.2), (H—A)(Yrpu) =gk, ou gi:=yrof — pV(Yy0)Vu+

V*(puV (Yxp)) € # 7 (X).
Pour tout ve L?(X), klim Yv=v dans L?(X). Puisqu’il existe une
—00

constante C >0 telle que |p(x)|< C{(x) pour tout xeX, on a aussi
limy_, |V, |pv = 0 dans L?(X). On en déduit que limy_ogx = ¢f — pVo.Vu+
V*(puVp) =: g dans #~'(X), donc gu = (H — i) 'ge #(X).

Pour conclure, il suffit de choisir

(3.3) T(p, ) = —[(H — 2) " p(Vo)l.lV(H — )]
+(H =)'V [(pVe)(H - 2)7"].

La derniére propriété résulte du fait que 'opérateur de multiplication par une
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fonction ¢ € C(X) est compact de #'(X) dans L?(X) et de L?*(X) dans
#~1(X) lorsque |llim p(x) =0. Q.E.D.

Lemme 3.2. Soient fe CP(R) et pe CY(X) telle que Vo soit borné.
Alors f(H) e B(# 1 (X), #' (X)) et il existe un opérateur T =T(f,p)¢c
B(AHN(X), # (X)) tel que pour tout ue #~'(X) vérifiant pu e #~'(X) on ait

(34) of (H)u = f(H)(pu) + Tu.
De plus, si |l|iin [Vo(x)| =0, alors T € A" (#1(X), #'(X)).

Démonstration. D’aprés le théoréme 6.1.4 de [2], pour tout r>2 on a
dans #(L*(X))

6.5) S = S O i~ -

)
0<j<r-1 Y-

1

- #1—),]0 77! {Jf(”(l) Im[i"(H — A — ir)—’]dz}dr,
ol i = v/—1 et, pour B € #B(L*(X)), on pose ImB := (2i)"' (B — B*). D’aprés le
lemme 3.1 et la relation (3.3), on aura ¢(H — A —it) 'u = (H — 2 —it)"" (pu)
+T(p, A, 7)u pour tous AreR,0<|t]<1, ou T(pAt):= (H—Ai—it)"
K,(H—-1— it)”!, avec K,v:= —pVo.Vu+V*(poVp) si ve #'(X). On voit
que lopérateur K, est borné (et méme compact si limy_..[Ve(x)] =0) de
A1 (X) dans #~'(X).

On vérifie aussi qu’il existe une constante Cp>0 telle que
I(H = 2= it) g oyt < Colel (1 +22)Y2 si LreR et 0< o < 1.
On en déduit qu’il existe une autre constante C >0 telle que, pour
les mémes valeurs de A et de 7, I'opérateur T(p,A,7) soit borné (et méme
compact si limy_,[Vp(x)|=0) de #7'(X) dans #'(X) et que
1T (o, 4, T)Hga(yf-l(x),yf‘()()) = C|T|~2(1 ‘le)-

Les propriétés de I’énoncé résultent alors de (3.5). Q.E.D.

Nous rappelons maintenant la définition d’une partition de l'unité de
Ruelle-Simon suivant [1]. Pour tout Y € ¥, on désigne par ny la projection
orthogonale de X sur Y. Si xeX et Y e % on définit

x]y ;= min nzx:dist<x, Zl>.
ol 263’\5’(”)| | ZEyk\)y(Y)

Remarquons que {xe Y*;[x], #0} =Y\ () Z' est un cone
‘ ZeA\L(Y)
ouvert de Y~ et dense.
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Pour tout d € [0,1] et tout ¥ € %) on note I'y(d) := {x e X;[x], > d|x|}.

Lemme 3.3. (a) I'y(d) est un céne ouvert dans X.
(b) SiO0<d <dy<]l, alors I'y(dy) = I'y(d).
(©) I'v(0)= U Iy(d).
0<d<l1
(d) Si d=>0 est assez petit, on a X\{0} = ) I'y(d).
YE;.?]
() Si M est un cone fermé de X, tel que M\{0} = I'y(0), il existe une

constante C > 0 telle que |x| < Clnzx| pour tout xe M et tout Z e L\ZL(Y).

(f) Si K est un compact de X,Y € %, et I' est un cone fermé de Y,
r\{0} < Y‘L\UZE_?\Y(Y)Z’ alors il existe des constantes C >0 et de(0,1)
telles que pour tout y € I', qui vérifie |y| > C, on ait K+ {y} = I'y(d).

Démonstration. Les propriétés (a)—(e) résultent des lemmes 2.2.2 et 2.2.3
de [1] et (f) du lemme 5.7 de [13]. Q.E.D.

Définition 3.4. On appelle L-partition de [l'unité sur X, une famille
{Xr}yveq telle que:
a) xyeC*(X,R),
b) suppxyN{xe X;|x| =1} = I'y(0),
c) xy(x)=yxy(x/|x|) pour tout xe X avec |x| =1,

d X xi=1sur X
Ye,Sfl

(
(
(
(

Remarque 3.5. (a) L’existence d’une #-partition de 'unité sur X résulte
du lemme 2.2.5 de [1].

(b) Drapres le lemme 3.3 (e), il existe une constante C > 0 telle que pour
tous Ye &) et Ze X\Z(Y) on ait

(3.6) {x) < C{mzx) pour tout x € supp yy-.

(c) Dr’apres le lemme 2.5. 2 (b) de [1] et I’hypothése III-(i), pour tout Y e
L1, xyly € H(H1(X), #71(X)).

Lemme 3.6. Pour tous Ye %) et Ac C\o(H) on a

(3.7) xyl(H =)' = (Hy = 2) e (71 (X), L*(X))
et
(3.7 (H—2)7" = (Hy — 1) 'xy e 4 (#7'(X),L*(X)).

Démonstration. Désignons par Ry € B(# ' (X), #'(X)) l'opérateur défini
par le coté gauche de (3.7). D’aprés le lemme 2.5.1 de [1], Iy appartient a
B(A#(X),#71(X)) et alors on a Ry =Ry + R}y, ou Ry :=y,(H—2)""
My(Hy — )" avec My :=-V*(p—py)VeB(# (X),# (X)) et R} :=
—xy(H—2)""Iy(Hy —2)”'. D’aprés I'hypothése II et la remarque 3.5 (b),
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%y My € B(#(X), #7' (X)), donc, en utilisant le lemme 3.1, (.)?R} e
B(H#71(X), #(X)) et alors Ry e #'(#71(X), L*(X)).

D’autre part, d’aprés la remarque 3.5 (c) et le méme lemme 3.1, on a R} €
A (A#7(X), #(X)), dott I'on déduit (3.7). On prouve de la méme fagon

(3.7). Q.E.D.
Lemme 3.7. Pour tous Y e %) et feCP(R) on a

(3:8) 2yl (H) = f(Hy)l € A (7' (X), L*(X))

et

(3.8 [ (H) = f(Hy)lxy € # (7 (X), L2(X)).

Démonstration. On peut représenter 'opérateur défini par le c6té gauche
de (3.8) en utilisant (3.5) et alors, d’aprés le lemme 3.6, tout revient a estimer la
norme de ’opérateur

(3.9)  Sy(l1):=9[(H—A—it) — (Hy — A—it)"]

= [(H -2 —it) '9Qy + Ty(4,7)Qy|(Hy — A — i)™

en fonction de AeR et T€(0,1], ot ¢:= D%y, Oy :=-V*(p—py)V—1Iy
et Ty(A1):=(H—-i—it)'K,(H—Ai—it)”", tandis que K, a été
défini au courant de la démonstration du lemme 3.2. On aura donc
1S¥ (4, Dll e (x), 1 ) < Clz| (1 + 4%)** avec C constante positive. 1l en
résulte (3.8). Pour vérifier (3.8') on utilise un raisonnement similaire. Q.E.D.

Proposition 3.8. Pour tout f e CP(R) on a

(3.10) SH)? =" xyf(Hy)xy € X (#7(X), #' (X)).
Ye %

Démonstration. 11 suffit de remarquer l'identité
SHE? =" fHYf(H)
= e Lxe S HY) 2y + U (H), xylay S (H) + 2y f (H) [y, f(H)]

+xyf(H) = f(HY)lf (H)xy +xy S (Hy)(f (H) = f(Hy)lxy},

utiliser les lemmes 3.2 et 3.7, et noter que, par dualité, 'opérateur défini par le
coté gauche de (3.8) appartient a 4 (L%(X), #!(X)). Q.E.D.

Démonstration des propriétés (a) et (c) du théoréme 1.2

(a) Prouvons d’abord l'inclusion o.4(H) < U Oess(Hy). SiueR, u¢
YEY]

U Uess(HY) et fe C(?O(IR): f(/,t) #0, supp /N |: U O'ess(HY)} =, alors
Ye%, Ye&
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f(Hy) e #(L*(X)) pour tout Y e .. D’aprés (3.10), f(H)e A (L*(X)),
donc p ¢ oess(H).

Pour Pinclusion réciproque on utilise la variante suivante du critére de
Weyl: p1 € ae5s(H) si et seulement §’il existe une suite {u;};,, = # "X, luill =1
telle quelle converge faiblement vers zéro dans L?(X) et jll)n;) (H—pwu;=0

dans #7'(X). Soit alors Y € % et UE Oess(Hy); étant donné que Cg°(X)
est dense dans #'(X), on peut trouver une suite {w}x1 = CP(X) qui ait
les propriétés ci-dessus relativement a Hy. Cette suite sera bornée dans #'(X)
car, pour tout Ae C\a(H), u; = (H — A)" (H — p)uj— (A — pu)(H — 2)"'u;.

D’aprés le lemme 3.3 (f), il existe une suite {x/},,, = Y* et d e (0,1) tels
que pour tout j > 1, suppu; + {x/} = I'y(d) N {x € X;|x| > j}. Désignons par
T; 'opérateur de translation sur L2(X) de vecteur x/ et posons v; := Tju.

Alors vj € Ci°(X), [[vjll2(x) =1 et suppv; = I'y(d) N {x € X;|x| > j}, donc,
en particulier, jlirg v; =0 pour la topologie faible de L*(X). La suite {vitis1
est bornée dans #!(X) et suppv; = {x€ X. |x| > j}, donc ]ILIg v; =0 pour la
topologie faible de #'(X). 1l reste a prouver que jll,rf,lo (H — u)v; =0 dans
#7'(X). On note que (H — p)v; = Tj(Hy — w)u; + (H — Hy)v;, out le premier
terme du coté droit tend vers zéro dans # 1(X) si j— o0 et H— Hy =
V*(p—py)V +1Iy.

Soit une fonction y possédant les propriétés (a), (b), (c) de la définition 3.4
et telle que y =1 sur I'y(d)N{xe X;|x| > 1}. Alors I'yv; = yIyv; et d’aprés la
remarque 3.5 (c), }fg Iyv; =0 dans #~'(X). Finalement,

V(P = py)Vuill -1 (x) = sup ”?0”;;}1(,\') JX x(p = py)Vv;.Vdx

peCP(X),0#0
et par I’hypothése II et la remarque 3.5 (b), il existe une constante C > 0 telle
que sur suppv; I'on vérifie |x(p — py)(x)| < C{xD™? < Cj¢ pour tous x e X et
j=1. Alors lim V*(p—py)Vy; =0 dans #~'(X).
Jj—oo

(c) Cest évident, car H(p,0) >0 et alors o.,(H(p,0)) = a(H(p,0)) =
[0, 0) = Gess(H(py,0)) < Gess(H(p,0)), ou pour la derniére inclusion on utilise
(a). Q.E.D.

§4. L’Opérateur Conjugué

Dans cette section on suppose que toutes les hypothéses I-IV sont vérifiées.
Soit d’abord Z € &Z,,. On choisit € C;°(Z) fonction réelle, positive, paire
(donc sa transformée de Fourier 1} sera elle aussi réelle), telle que !ﬁ soit
positive, /(0) = 1 et suppy = {z € Z; |zl < 1}. Pour la construire, on considére
une autre fonction y, € C°(Z) réelle, positive, paire, telle que Y(0) =1 et
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supp ¥, < {z € Z;|z| < 1/2} et on définit ¥ := yy * Yy, ou * désigne I'opération
de convolution. Pour ¢e (0,1] (qui sera précisé ultérieurement en fonction de
I'intervalle spectral considéré) on définit une nouvelle fonction y, € C°(Z) par
Vo(2) = e m 2y (z/).

On introduit I'opérateur R = R? : 9'(Z) — 9'(Z) défini par

(4.1) Ru:=—i(zV,)u, ue2'(Z),

ou V. désigne I'opérateur gradient dans Z et soit R* I'adjoint formel de R. On
peut maintenant définir Popérateur 4% = AZ : 9'(Z) — &£(Z), linéaire et con-
tinu, par

—

(4.2) A%y = 3 [R(Y, * u) +y, x (R*u))
= R(Y, x u) —%(Rnpe) xu, ue?'(2).

. . 1
Remarque 4.1.  On voit que pour tout u € 9'(Z), h{%AEZu = E(Ru+R*u)
&

1 S . .
dans 2'(Z), ou E(R—i—R*), considéré en tant qu’opérateur auto-adjoint sur
L*(Z), de domaine essentiel C°(Z), est le générateur des dilatations sur Z.

Remarque 4.2. On peut aussi bien considérer R comme un opérateur sur
P'(Z,ZR@C) et A2:9'(Z;Z®C) — (Z;ZR C).

Lemme 4.3. (a) Pour tout ue 9'(Z), supp A%u = {z € Z; dist(z, suppu) <
e}

(b) Pour tout ue 2'(Z) on a V.A?u= A?*Vu+ F?u, ou F*:9'(Z) —
8(Z;Z® C) est défini par

(4.3) FZu:= —iV,(y,xu), ue2'(Z).

(c) L'espace F(Z) est invariant par rapport @ I'opérateur AZ.

(d) L'opérateur A%, de domaine ¥ (Z), est essentiellement auto-adjoint sur
L?(Z) (on désignera par le méme symbole I'opérateur auto-adjoint correspondant).

(e) Pour tous t,s€ R, les espaces & (Z) et #°(Z) sont invariants par
rapport a e™* De plus, pour tout se€ R, il existe des constantes M >1 et
w =0 telles que

itA% it
(4.4) €™ || ey < Me”™, TeR.
(F) SiuelL?*(Z) et {(zDue L*(Z), alors ue D(A%).

Démonstration. Les propriétés (a), (b) et (c) résultent directement de la
définition de A7, tandis que (d) et (€) du lemme 1.3 de [7].

Si u vérifie les hypothéses du (f), on peut trouver une suite {g;} ., =
C(Z) telle que jl_l{g @, =u et jlirg (z>¢; = {z)u dans L%*(Z). On a aussi
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5) AZo =y« (R) 45 (RY) v, veP(2),

d’ou P'on déduit que lim A%p, = 4%u dans L*(Z) et donc u € D(4%). Q.E.D.
Jj—o0
Pour tout ¥ € £\{0} on définit les opérateurs A¥ = A} : 2'(Y) — 2'(Y)
(ou éventuellement AY :9'(V;Y®C)— 2'(V;Y®C)) et Ay=A.y:
2'(X) — 2'(X) (ou bien 4y : 2'(X; X ® C) —» 2'(X; X ® C)) par

(4.6) A= " (4% Q®lyez), Ar=A"@ly.
ZeLu(Y)

En particulier, on définit 4 = 4, := AX = Ay.

Lemme 4.4. (a) Les espaces &'(X) et &(X) sont invariants par rapport a
Popérateur A.
(b) Pour tout ue?'(X) on a VAu=AVu+Fu, ou F:9'(X)—
2" (X; X ® C) est défini par F:= Y. Fz avec Fz:92'(X) - 2'(X; X ® C),
ZedLy
(4.7) Fzu:=iz(FZ®1,)u, ueP(X),

ou iz est l'injection canonique de Z dans X (prolongée en tant qu’injection de
Z®C dans X ® C).
(c) L’opérateur A, de domaine ¥ (X), est essentiellement auto-adjoint sur
L*(X) (on désigne encore par A I'unique extension auto-adjointe de cet opérateur).
(d) Pour tous t, seR, les espaces ¥ (X) et #°(X) sont invariants par
rapport a e™.  De plus, pour tout s € R, il existe des constantes M > 1 et w > 0
telles que

(4.8) le™ || gy < Me”™, TeR.
(e) SiuelL?(X) et {DueL*(X), alors ue D(A).

Démonstration. Les propriétés (a)—(c) et (e) résultent du lemme 4.3. La
premiére partie du (d) résulte du lemme 1.3 de [7] et I'inégalité (4.8) de la
proposition 3.2.2 de [2]. Q.E.D.

Pour étudier la régularité de H par rapport & 4 on aura besoin de quelques
propriétés auxiliaires. Remarquons d’abord que, d’aprés le lemme 4.4 (d) et la
section 4 de [4], pour tout s >0, (#°(X),L*(X)) est un couple de Friedrichs et
que {e"™} _r est un groupe unitaire dans ce couple.

Lemme 4.5. Soient 0 e (0,1], s> 0 et T € B(H*(X), # (X)) symétrique,
tels que (T e B(#*(X), #7*(X)). Alors T appartient & C°(A; #°(X),
H(X)).
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Démonstration. La démarche de la premiére partie de la preuve de la
proposition 7.5.7 de [2] permet d’estimer la norme du commutateur [e’™, T']
dans Z(A#°(X), # (X)) pour t € [0,70], 7o > 0 assez petit. Plus exactement,
d’apres [2] et 'inégalité (4.8), pour tout ¢ € R, il existe 79 assez petit, tel que 'on
ait:

(@)  sup (I(z4+20) lgerory + 744 + 207 | gperxy) <

0<t<7g
(b) Si f:R—C est une fonction définie par Iégalité sin 7=
t(t+i)" f(x), TeR, alors sup If (e g (xy) < o©-

0<7<79

Remarquons aussi les propriétés suivantes:

() ALY 'e®B(#'(X)) pour tout te R,

(d) Pour tout treR, lopérateur tA4(74+ 2) Ny + D)) =
TA(TA +2i) 7 + (t4 +2i) ' 4¢>7" est borné sur #'(X), uniformément par
rapport a 7 € (0, 7o),

() L’opérateur de multiplication par (r<.>)1_0(1<.> +1)7" est dans
B(A'(X)), uniformément par rapport a 7 € [0, 7o),

(f) 1l existe une constante Cp >0 telle que la norme de l'opérateur
(DY + 1)7'T dans B(#°(X), # (X)) soit majorée par Cor? pour tout
7 € [0, 7o].

Pour finir la démonstration on écrit [e™,T] = (e — 1)T — T(e"™ — 1)

et e™ — 1 =2ie™/2sin % D’aprés les propriétés (d) et (f), il existe

une constante. . >0 t‘elle que H.TA'(‘L'A + 2i)_1Tl|g(?fs(X)%q(¥)) < Gt s%
7€ [0,70]. Utilisant aussi les propriétés (a) et (b), l'identité ci-dessus ainsi
que (4.8), on déduit lexistence d’une autre constante C, >0 telle que
[|(e’™4 — DTl goesx), -2y < Cilsite [Q,ro]. .On a une estimation similaire
pour le terme T(e™ —1), donc il existe une constante C >0
telle que [[[e™, Tl g (x), +xy < Ct¥ pour 7€[0,79], dou TeCl4;
H(X), A(X)). Q.E.D.

Lemme 4.6. Soient 0 € (0,1], s>0, Ye %, M e CO(AY; #°(Y), #*(Y))

et Ne ClAY" L2(YL)). Alors lopérateur M @ N (bien défini de ¥(X) dans
&' (X)) appartient a C%(A4; #°(X), #5(X)).

Démonstration. D’aprés le lemme 2.5.1 de [l], pour tout Me
B(AHS(Y),#5(Y)) et tout N e B(L>(Y1)),ona M ® N € B(H#°(X), # (X))
et [|M ® Nllgiesx), #5000y < 1Ml aies vy, 2~y IV az2(vs))-

Grice a I'hypothése IV, on a e/™ = ¢f™4" ®ei”4yi, donc [¢"™ M ® N| =
[ M| ® ™" N + Me™ ® [e"TAYL,N}. Il suffit d’utiliser les hypothéses et
I'inégalité ci-dessus. Q.E.D.

Remarque 4.7. Pour tout Y € %, on identifie X et ¥ x Y*; on peut donc
mettre tout x € X sous la forme x = (y, y*), avec ye Y, yt e Y1
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Lemme 4.8. Soient ¢ € LY (X) et O e [—1,1] tels que {.>'*|Vg| e L*(X).
(a) Si YeP, feCP(Y) et TeRB(L*(X)) est Iopérateur défini par

(4.9) Tu(x) = L f(y—nun,y")dn, uwel?(X), x=(y,y"),

alors {.Y'O[T, ¢ (qui est bien défini sur C¥ (X)) admet une unique extension en
tant qu'élément de B(L*(X)).
(b) En particulier, {.>°[4, ] € B(L*(X)).

Démonstration. (a) On a pour tout u e C§°(X),

T, $lu(x) = L[¢(n. Y1) — 0 YOS — mun, yH ), x = (3 y).

On note l'existence d’une constante Cp >0 telle que si y, yeY, y—ne
supp f et y* e Y+, on ait [(n, y*) — ¢(y, y*)| < Co<xd7' 7%, x = (, ). On
en déduit une autre constante C > 0, telle que ||<.>1+0[T,¢]u||L2(X) < Cllull 2(xy
pour tout u e C°(X).

(b) résulte de (a) et de I’expression de A. Q.E.D.

Lemme 4.9. Soit y € C®(X) telle que y(x) = x(x/|x|) pour tout x € X avec
|x| = 1. Alors pour tout s € R, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
te[-1,1] on ait

(4.10) 1e™, xll g xyy < Clal-

Démonstration. L’opérateur de multiplication avec y est borné sur #°(X)
pour tout s € R et d’aprés le lemme 4.4 (d), e™ € #(#°(X)) pour tous s, 7 € R;
on a de plus (4.8). Alors [e™, y] € B(#*(X)) et par le lemme 4.8 (b) avec § =
0, [4,x] € B(L*(X)); en fait, on vérifie facilement que [4, x] € #(#°(X)) pour
tout seR. On peut donc utiliser la relation 6.3.23 de [2] et écrire ’égalité

T
[eiTA,X] — l-JO eiaA[X’ A]ei(rfa)AdO_

dans Z(#°(X)), d’ou I'inégalité (4.10). Q.E.D.
Lemme 4.10. Si Ye % et Ze %,(Y), alors {ny. Y|V, A7) € B(#(X),
#7(X)).

Démonstration. Sur C§°(X) on a I'égalité

(ry YOV, Az) = {ay YTOVE Aay Y Az — (ny Y0 Az ry Yy Yy YOV,

La propriété de ’énoncé est alors une conséquence des deux faits évidents
suivants:

(a) Draprés I'hypothése III-(i) et le lemme 2.5.1 de [1], <zy.)' Vi€
B(AH(X), #7(X)).
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(b) Pour tous o,felR, tels que a+pf< -1 et tout selR,
(my Y Az{ny Y € B(A*(X)). Q.E.D.

Lemme 4.11. Si Y€ % et Ze %,(Y), alors {ny.Y?[VE Az € B(H'(X),
H7HX)).

Démonstration. 11 suffit de considérer le cas ¥ = X; on note V := V{.
(a) Prouvons d’abord que l'on peut supposer ¥V e C*(X). Soit ye

CP(X) réelle, x> 0, J x(x)dx = 1 et posons y,(x) := e 4mX y(x/e) pour x € X,
X

0<e<l.
Si V.=V xy, alors Ve C®(X) est réelle et ling V.=V dans 2'(X).
£—

Pour u,ve C°(X) on a Iégalité
(> Veu,v) = JXXE(Z)(<.>9V, T4 2% + 2)o(. + 2))dz,

ou I'on désigne par (.,.) la forme sesquilinéaire sur 2'(X) x C°(X), extension
continue du produit scalaire sur L?(X). De I’hypothése III-(iii) on déduit
facilement I’existence d’une constante C; > 0 telle que 'on ait

(4.11) <> Vell gt (), -1y < €1 pour tout g e (0,1].

De la méme fagon on déduit I’existence d’une constante C, > 0 telle que
Pon ait

(4.12) K PEV Vell g ), - )
< C, pour tous ¢€ (0,1] et £e X, |& <1
Supposons maintenant que ’on a prouvé le fait suivant:
(4.13)  (DOV,, Az) € B(#'(X), #7 (X)) uniformément pour & e (0,1].

Alors, pour tous u,v € C°(X) on a ([dz, Vilu,v) = (Viu, Azv) — (Azu, V,v),
donc ling([AZ, Viu,v) = ([Az, Viu,v) et on aura {HO[V,Az] e B(A#(X),

HH(X)).
(b) Prouvons maintenant (4.13). En tenant compte de la forme de A7 il
suffit de prouver que

(4.14) HOMT, V) e B (X), #7(X))

uniformément pour ¢ € (0,1], ou T: CP(X) — C°(X) est un opérateur de la
forme

(4.15) Tu(x) = sz(z —Qu(¢, z)de, ue CP(X),
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avec f € CP(Z) et x = (z,21),z€ Z, z+ e Z*. Ul’ll calcul direct du commutateur

[T, V], Tégalit¢ V.(z,z') - V.((,z') = (z— C)J (VeV)(tz+ (1 = 0)¢,zh)de et
0

deux changements de variables prouvent que l’on a, pour tous u,v e C°(X),

(4.16)  (KOYUT, Vi]u,v)
I ~ ~ -~ = ~
_ L {L (2 f UX O™ E TVQits, 2. 3 odc] dz}dt

ou l=(,z4) avec L e Z, z- € Z*%, (1, 2,) == u(C — 1z, 24), ¥(¢, 2, &) := (OO0
w(l+ (1 = 1)z,z5), w(x):=<x>'™(x). En utilisant (4.12), on en déduit
facilement (4.14). Q.E.D.

Lemme 4.12. Soient Ye ¥, Ze %u(Y), y€ C®(X) telle que x(i)

|x]
= x(x) pour tout xe X, |x| =1 et @Y e L}, (Y) telle que {.>PY € B(H'(Y),
#7Y)). Si &y =Y @1y. e L) (X), alors

Ol [Az, Py]) € B(AH(X), #7(X)).

Démonstration. Le commutateur ci-dessus est bien défini sur C;°(X) et on
voit qu’il suffit de prouver que {.)y, Az®y| € B(H#'(X), # 1 (X)).

En tenant compte de I’expression de Az, il suffit en fait de supposer ¥ = X
et de prouver que si ®e L) (X), ®eB(H'(X),#7'(X)) et T:2'(X)—
2'(X) est un opérateur de la forme (4.15), alors {.)[y, T®] e B(#'(X),
A~ (X)),

Or, un calcul direct du commutateur, Iégalité y(z,z*) — x({,z1) = (z — () -

1

J (Vzx)(tz + (1 — £){,z")dt et un changement de variables, prouvent que si I'on
0

désigne encore par (.,.) I'extension sesquilinéaire & 2'(X) x Ci°(X) du produit

scalaire de L?(X) on a, pour tous u,ve CP(X),

1

(S Tlu,v) = f

0

{Jz /() HX O,z (1 + |+ 2 + IZ¢'2)1/2<ZL>

(Vo) (€ + tz, z5)u(l, z5)o(z, zL)dCdzl] dz}dt
et donc, en utilisant la propriété d’homogénéité de y et le fait que supp f est un

compact, on en déduit I’existence d’une constante C > 0 telle que

|0 TP, v)| < Cllull () 191l 1 (x5 u,v e G’ (X)
Q.E.D.

Lemme 4.13. Soient Ye %, Ze Zu(Y), x€ C*(X) telle que X(ﬁ) -

x(x) pour tout xe X, |x| =1 et @Y L} (Y), ®¥ e B(#(Y), #7(Y)), tel
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que pour tout neY, {InVoY¥ e B(H(Y), # ' (Y)) uniformément pour
In| < 1.
Si @y := DY ® ly1, alors {D|y,[Az, Py]| € B(H#'(X), # ' (X)).

Démonstration. Le commutateur de ’énoncé étant bien défini sur Ci°(X),
on voit (de la méme maniére que pour la preuve du lemme 4.11) que ’on peut
supposer ¥ = X, @ := &y = &¥ € C®(X), ® e B(H'(X), # (X)), (DEVD e
B(A#(X), #71(X)) uniformément pour EeX, |£ <1 et prouver que
si T:92'(X)— 2'(X) est de la forme (4.15), alors {mz.){ D[y, |[T,D] €
B(H(X), #71(X)). Avec les notations de (4.16) (sauf pour w(x):=
{x)mzzyv(x) et B(t,z, 5) :———1<C~>_1w(C + (1 —=1)z,zt) et en utilisant I’égalité

2z, zt) — x(zh) = (z — C).J (V) (tz+ (1 = £){,z")dt, on obtient que pour
0
tous u,ve C°(X) on a

(Crz- 3 [T, Dl v) = j; J; { | @ HX O o)

Z%.(V:x)(c + (s — Oz, 20t 2, O)ilt, 2, M] dz}dsdt.
En utilisant ’homogénéité de y, ainsi que le fait que suppf est un compact, on
obtient ’existence d’une constante C > 0 telle que

|(Kmz >0 [T, @l v)| < Cllullyer oy 0l (xyr - ws0 € G (X).
Q.E.D.

§5. Régularité de H par Rapport a Opérateur Conjugué

Sous les hypothéses 1-1V, l'opérateur conjugué A4 a été défini dans la
section précédente. Si H = H(p, V) est défini par (1.2) et (1.3), on peut
considérer le commutateur [H,A] défini en tant qu’application linéaire de
CP(X) dans 2'(X) par:

(5.1) ([H,Alu,v) = (Hv, Au) — (Hu, Av)

= J p(VAuVv — VuV Av)dx + J V[(Au)o — u(Av)ldx, u,ve CP(X),
X X

ou l'on désigne, comme d’habitude, par (.,.) l’extension en tant que forme
sesquilinéaire sur 2'(X) x C®(X) du produit scalaire sur L2(X).

La preuve de la régularité (au sens du §2) de H par rapport a A (et aussi
bien celle de I'inégalité de Mourre) repose sur un raisonnement par récurrence
sur Y € % qui nécessite une relation qui lie [H, 4] aux commutateurs [Hy, 4]
pour Y € ¥. Dans ce but on prouve d’abord deux lemmes.
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Lemme 5.1. Pour tous u,ve C°(X) on a l'égalité

(5.2) ([H, Alu,v) = J p(FuVv —Vu.Fv)dx
X

+ z J 0z[Az(Vu).Vo — Vu.Az(Vv)ldx
ZeZ

+ ZJ Vz[(Azu) v—u(sz)]
Ze¥
Démonstration. 11 suffit d’utiliser (5.1), le lemme 4.4 (b), les égalités

p=p"+ Y 62,V =73 Vz et le fait que 'on a pour tout Z e %,
Ze¥ Ze¥

(5.3) Li A (V). V5 — Viu A (V0)]dz = O, JZL[(AZlu)ﬁ — w{dgdz = 0,

car AZ" est auto-adjoint sur L*(Z1) et CP(Z+) < D(4%). Q.E.D.

Lemme 5.2. Si ®e Ly (X) et u,ve CP(X), alors pour tout Ze &£ on a
Iégalite

(5.4) JX DAz (Vu).V — Vu.Az(Vv)ldx = JX (@, Az](Vu).Vidx,

ou le commutateur [®,Az] est défini de facon naturelle en tant qu’opérateur
continu sur LY (X;X ® C).

comp

Démonstration. 11 suffit d’utiliser les faits suivants: Az est auto-adjoint
sur L?(X) et pour tout f e CP(X), @f € D(Az). Q.E.D.

Proposition 5.3. Soient {yy}y. .y la partition de I'unité de la définition 3.4
et 0 € (0,1] des hypothéses 11 et TIL. I existe alors un opérateur S € B(H'(X),
(X)) tel que {.Y’S e B(H'(X), #7(X) et que I'on ait sur CT(X):

(5.5) [H, Al =Y xylHy, Alxy +S.
YE:S"]

Démonstration. On utilise I'identité > y3 =1 sur X sous chacune des
Ye% 1

intégrales de (5.2). Au bout de quelques opérations de commutation des
opérateurs de multiplication par y, avec F, V, Az, en séparant les commu-
tateurs [Hy, A] (Y € %) définis par la méme formule (5.2) avec p, a la place
de p et les deux sommes sur Z e £(Y), on voit que I'opérateur S: C°(X) —
2'(X), qui vérifie (5.5), est de la forme



PLURISTRATIFICATION ET METHODES N CORPS 699

3

3
(5.6) (Su,v) Z ZE(YJ (u,v) + Z Z ZEg,{)Z(u,v)

Ye# j=1 Ye¥ ZeZL(Y) j=1

+z Z ZEYZuU

YeL Ze\L(Y) J

EY (u,0) = 1Y (u,0) — 1Y (v,1),  EY),(u,0) = I}, (u,0) — 1Y), (v, u),
u,ve Cy (X),

. ( . e .
ou les expressions I§,j), I;,’)Z seront explicitées ci-dessous. Il suffit de prouver

qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tous f,ge C°(X) on ait

(5.7) IS/ <%9) < CllA o 191 xy-

On va utiliser la notation suivante: si Ej(f,g) et Ex(f,g) sont deux
expressions dépendant de f,g € C°(X), on écrira E| ~ E; si |E; — E;| peut étre
estimé par le terme du coté droit de (5.7).

i) 19)(u,v)=J Xy (p—py)(Fu).Vidx, Y e L.
X

D’aprés ’hypothese II et la remarque 3.5 (b), il existe une constante C > 0
telle que |Xy(/7 py) () < Cx>7? xeX, dou l'on déduit facilement que
I(1 (f < »%) ~ 0. Si on regarde lexpressmn de F et le lemme 4.8 (a), on voit
que 13(<.>f.g) ~ 0, donc EY(f,<.>%) ~0.

if) Ig,z)(u, v) = JXpYXY(Fu).([Xy,V]U)dx, Ye%.

D’aprés la propriété d’homogénéité de y,, il existe une constante
C>0 telle que |Vyy(x)] < C{x)>' et puisque p, € L*(X), nous aurons
19(£,<>%) ~ 0

En utilisant encore une fois le lemme 4.8(a), on obtient aussi I§,2 )(<.>0 f.9)
~0 et EP(f,{>%) ~0.

i o) = | opllir FR)W0yds, ¥ e 2

D’apprés le lemme 4.8 (a), {.>[xy,F]e B(L*(X),L*(X,X ® C)) et alors
I§,3 )( £,¢>%) ~0. Le méme lemme 4.8 (a) et un argument de dualit¢ montre
que Pon a aussi [y, F]{(.) € B(L2(X), L*(X, X ® €)), donc 1 (¢.>f,9) ~0
et aussi E(Y”(f,(.)eg) ~ 0.

) 10,0 = J oty Az Vi) 1y VI)dx, Ye 2, Ze2(Y).
X
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Pour estimer I;l’)z(f ,{.>%), on utilise la propriét¢ du |Vyy| de (ii),
I’hypothése II et I'expression de Az; on arrive a une expression de la forme

JX Crzxy 10y 1 (M f ) (Vg dx

ot MeB(#'(X), LX(X)), NeB(L*X)), donc Iy),(f,{>%)~0. Si on
utilise de plus de lemme 4.8(a), on obtient de la méme maniére que
1Y,(<>%f,9) ~ 0. Donc EY),(f,<.>%) ~ 0.

v) I§’2) (u,v) = J Oz([xy, AZV]u).V(xyv)dx, Ye%, ZeZ(Y).

En utlllsant lidentité¢ [yy,AZV] =[xy, Az]V + Az[xy,V] sur C(X), on
prouve que I Y. z( £,<>%) ~ 0 de la méme maniére qu’au point (iv). Si on tient
compte du fait que dans I’énoncé du lemme 4.8 (a) on peut intervertir les deux
facteurs (. >1J'19 et [T, @] (raisonnement dlrect ou par dualité) on s’apercoit que
'on a aussi IYZ(< >%f.g) ~ 0 et alors EYZ(f () ~o.

vi) EQ,(u,0) = (lty, V2. Azlluxyv), Y e, Ze 2(Y).
Si on utilise I’hypothése III et les lemmes 4.12 et 4.13, on obtient
directement que E(3) L(f<{>0) ~ 0.
vii) I(Y‘f)z(u,u)=J 1202(Az(Vu).(Voydx,  Ye L, ZeL\ZL(Y).
x
D’apres le lemme 5.2,

EY, (u,0) := I, (u,0) — 1)), (u,0) = J {[x362, AZ)(Vu)} Vvdx.

En tenant compte de I’hypothése II et des propriétés du support de yy
(voir la remarque 3.5 (b)), il existe une constante C >0 telle que 'on ait
[(x302)(x)] < C>7 70, [(1365) (x )| < €0 et v (x 265)(x)] < Cxy™'
pour tout xeX. Alors (01305, A2 = (D% 05 47 — ()0 A2)%85 €
B(L*(X)) et daprés le lemme 4.8 (b), <Dy iéé,AZ]e.@(Lz(X)), donc
(>0 x302, Az] appartient & #(L2(X)). 1l en résulte que Eg, L(f,<{>%) ~ 0.

viii) ES,(u,0) = (£3[Vz, Az]u,v), Ye%, ZeL\L(Y).

D’aprés les lemmes 4.10, 4.11 et les propnetes du support de yy, on a
'r3[Vz,Az) € B(AH' (X), #7'(X)), donc E55(f,<>"g) ~ 0. QED.

On peut maintenant étudier la régularit¢ de H par rapport a A.

Proposition 5.4 Sous les hypothéses I-1V, H appartient a C'*9(4;
HN(X), #7(X)).
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Démonstration. On procéde par récurrence suivant le sous-espace Y € &.
Plus exactement:

a) Si Y = {0}, par convention L*(Y)=C, H' =V° A =0 etilny a
rien a prouver.

b) Supposons maintenant que pour un Ze€.#, on a prouvé que HY e
CHO(4Y: # (Y), #71(Y)) pour tous Y € £(Z), Y # Z. 1l faudra vérifier que
HZ e C'*0(A%; #'(Z), #7'(Z)). On peut trés bien admettre que Z = X.

c) Démontrons d’abord que si Ye.# et HY e C(4Y; #'(Y),
#71(Y)) alors Hy € C'0(4; #'(X), #7'(X)). Remarquons d’abord que si
'on compare les expressions de [Hy, 4] et [HY, A¥] données par la formule (5.2)
on obtient que pour tous u,ve C§°(X), on a

([Hy. Alu,v) = ({[H", 4" ® 1y }u,0)

+ pry{(Fyiu).(VYLU) — (Vyru).(FyLv)}dx

+ Y J 5744z (Vo) Vyr0) — (Vyssi) A (Vyo0) b,
Zeg(v)'X
ol Fy. = 1y®FY:2'(X) - 2'(X; X®C) et FY:2'(Y') - 2'(Y1, Y1 ®QC)
est défini & partir de la famille %, (Y*) de la méme fagon que F (voir le lemme
4.4 (b)). 1I en résulte que sur C°(X) on a la relation

(5.8) [Hy, A = [H', A" ®1y. + 20 @ V3. FV
+ Z 0%, 4721 ® lyez ® Ay..
Ze#(Y)

En utilisant I'expression directe du commutateur [0%5, 4%], ainsi que le
lemme 4.8 (b) pour estimer [§%%, 4], on obtient que

(5.9) %, 4% € B(LH(Z)).

D’autre part, Ay. e B (YL),#71 (YY), p¥ e BLA(Y)), Vi F' e
B(L*(Y1)) et, par hypothése, [HY,AY| e B(#(Y), #7(Y)).

Il en résulte que [Hy, A] e B(#'(X), #7 (X)), donc Hy € C'(4; #'(X),
#71(X).

On a en fait, daprés I’hypothése d’induction, que [HY,4Y]e
CoA4; #'(Y),#71(Y)), donc, en utilisant le lemme 4.6, [HY, AY'|® 1y. €
Cola; 1 (Y), #71(Y)).

D’autre part, d’aprés (5.9), [p¥, 47] = 3., (1) 67, 4] @ lyez e B(LX(Y)),
donc pY € C1(4Y;L?*(Y)). De plus, on a
(5.10) ViF" = N Ty,

ZeLu(YH)

Tou(y) = L fole = Ou(C 2" de,  ue % (YY),
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ou freCP(Z), yt=(',2"), 2 €Z, 2" e Y- ©Z. Un calcul direct (ou bien
une transformée de Fourier) montre que [V5.FY", 47| est de la forme (5.10),
donc ce commutateur est un opérateur borné sur L2(Y1) et alors Vi F¥' e
Cl(AY"; L2 (Y1)).

On en déduit du lemme 4.6 que p¥ @ V;. F¥" e C(4; L*(X)).

Finalement, en utilisant (5.9) et le lemme 4.5, on aura [0%,4%]¢
C%A4%;L*(Z)). Drautre part, d’aprés la formule (5.8), [dy., 4 | =2V;. F¥"
€ B(L*(Y')), donc Ay. appartient & C'(4Y"; #'(Y1), #7'(Y1)).

Il résulte du lemme 4.6 que [0%,4%]® lyoz ® 4y € CU4; #'(X),
HH(X).

En conclusion, [Hy,d]e C/4;#'(X),#7' (X)), donc Hye C'*0(4;
HNX), #7(X)).

(d) Pour vérifier que H € C'*0(4; #'(X), #7'(X)), on utilise maintenant
la relation (5.5). On a évidemment [H, A] e B(#"'(X), #7 (X)) et donc H €
Cl(4; #'(X), #71(X)). Dapres le lemme 4.5, S e C/(4; #'(X), #7(X)) et
par (c), [Hy,A]e Co4; #'(X),# (X)) et alors en utilisant le lemme 4.9
on aura yy[Hy.Alyye Cl4;#'(X),#7'(X)). Par conséquent [H.A]e
Co4; #'(X), #71(X)) et donc H e CH0(4; #1(X), #71(X)). Q.E.D.

En utilisant certains arguments de la démonstration ci-dessus, on peut
maintenant compléter la preuve du théoréme 1.2.

Démonstration du théoréme 1.2 (b). On ne suppose vérifices que les hy-
pothéses I, II et HI-(i). Soient Y € & et AY', FY' les opérateurs du lemme
4.3, correspondant & Z = Y*. Le calcul qui a mené a (5.8) montre que 'on a

Hy,ly® A" =2pY @ V5. F¥" sur CP(X).

Alors Hy € C(Ay; #1(X), #7 (X)) si Ay =1y ® AY et daprés le
théoréme 2.4, pour tout u € D(Hy), fonction propre de Hy correspondant a
Aeay(Hy), et tout e€(0,1], on a

0= (itty, Avslu) =<2 [ ") [ dten)aton)Pan b

ou #(y,.) désigne la transformée de Fourier sur Y+ de la fonction u(y,.) pour
yeY fixé. On a y(0) =1 et alors pour ¢\ 0 on obtient u = 0. Q.E.D.

§6. L’inégalité de Mourre

On aura besoin du résultat technique suivant (dont la démonstration est
celle du lemme 2.8.5 de [1]):

Lemme 6.1. Soit H un opérateur auto-adjoint sur [l'espace de Hilbert
complexe et séparable #. On désigne par E;(H) le projecteur spectral de H
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associé a l'intervalle I = R et par I,(A) lintervalle [A —r,A+r]. Soit A un autre
opérateur auto-adjoint sur #, tel que ™% — 4 pour tout teR, ou % :=
D(|H|""®). On suppose de plus que H e C'(A;%,%*) et qu'il existe )€ R,
ro>0 et KeA(9,%") tels que 'on vérifie I'inégalité

(6.1) Eq oy (H)ilH, AE; 3y(H) > aEy oy(H) + K

ou aceR (a<0 si A est une valeur propre de H).
Alors, pour tout 6 > 0, il existe r >0 tel que l'on ait

(6.2) Ej)(H)ilH, A|Ey ;) (H) = (a —6)Ey, (1) (H).

On remarque maintenant que la fonction p a toutes les propriétés
du potentiel ¥, donc on peut définir de la fagon connue, pour tout >0,
lopérateur H, = H,(p, V) := H(p,V + tp), qui sera auto-adjoint sur L2(X),
D(H)) = D(H), D(|H,|"*)=D(H|"*) =#"(X) et H =H+1p sur D(H).
De plus, H, € C'*9(4).

De la méme fagon on définit pour tout Y € %, les opérateurs auto-adjoints
Hy,:=Hy +tpy sur L2(X) et HY := HY +tp¥ sur L?(Y).

Nous allons d’abord étudier la dépendance en ¢ d’une fonction de
Popérateur H,.

Lemme 6.2. Pour tout f € C(R), il existe une constante C > 0 telle que
lon ait

(6.3) |/ (He) = f(He)ll g ox), 0 00
<C(L+)A+ ")) = 1", ', " e R,

Démonstration. On va utiliser la formule (3.5) pour r > 3. On remarque
d’abord que pour ¢/, t"eR;, AeR, teR*, |t|] <1, on a dans Z(#'(X),
#' (X)) Pégalité suivante:

(6.4) (Hy —A—it) — (Hp — A — 7)™
=(t—t")Hy —A—it) ' pY(Hp — A —it)"

D’autre part, on vérifie facilement (voir aussi la démonstration du lemme
3.2) qu’il existe une constante Cj telle que pour te R, 4, 7e R, 0 < |7] < 1, on
ait

(6.5) (= 2= i)l gz 000 ) < Colel ™ (1 + 22+ 422,
On aura la méme estimation pour la norme dans I’espace des opérateurs bornés

de #7'(X) dans L?(X).
Alors (6.3) résulte de (3.5), (6.4) et (6.5). Q.E.D.
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On définit les seuils de H, par 7(H;) : UYE,SflaP (HY). Pour Y = {0}, on
a par convention L2(Y):=C et HY = V% +1p° donc V0 + 1p° e t(H,).

On utilise les notations du lemme 6.1 pour les projecteurs spectraux et pour
aeR, t>0 on introduit la fonction s,,: R —> R, s,,(4) =a si A¢(H,),
Sat(A) =0 si Ae(Hy).

Proposition 6.3. Sous les hypothéses 1-1V, on a:

(@) Pour tout t >0, 1(H,) est un ensemble dénombrable et fermé.

(b) Pour tout t >0, les éléments de o,(H;)\t©(H;) sont des valeurs propres
de multiplicité finie, qui ne peuvent s'accumuler qu’aux points de t(H,). En
particulier, T©(H;)Ua,(H,) est un ensemble dénombrable et fermé.

(c) Soit LeR. On peut choisir le nombre ¢ >0 qui intervient dans la
définition de A au §4 de facon que pour tout T > 0 il existe a > 0 tel que, pour
tout 6 >0, il existe r>0 et tel que pour tout te[0,T] il existe Ke
H(ANX), #7(X)) symétrique vérifiant I'inégalité

(6.6) Eyy(H)i[Hy, AELy(Hy) 2 [84,:(4) — 6]Ep ) (Ho) + K.

Démonstration. On prouve par induction sur Y € % que les affirmations
de la proposition 6.3 sont vraies pour tous les opérateurs HY.

(i) Pour Y = {0} la proposition est évidemment vraie.

(i) Avant de continuer, il faut préciser le choix de ¢ > 0 pour 1€ R fixé.

Soient m, := infa(HY), M := r}pax(/H— 1- my)H(pY)_lHLw(Y) et Gy,: Y+

=R, Gy.:(n) =23 zcq, (rh) ‘”Z’ﬂ Uz(enzn), ne Y*, ou Yze CP(Z) est la
fonction qui a servi & la construction de 4% au début du §4. On a Gy () = 0
et Gy.o(7) = 2|y|* pour tout 7€ Y+. Alors, si M <0, le choix de & e (0, 1] est
arbitraire, tandis que pour M >0, on choisit ¢ € (0,1] tel que Gy .(n) = n]?
pour tout 7€ Y+ tel que |5|> < M.

(i) On suppose maintenant que pour un Z € % fixé, la proposition est
vraie pour tous les opérateurs HY avec t>0 et Ye L(Z), Y #Z. 1l faut
prouver la méme proposition pour HZ, ¢t > 0. On pourra évidemment supposer
Z=X.

(iv) Prouvons d’abord (a). t(H,) = |J [c(H})Udg,(HY)], donc d’apres
YEY]
I’hypothése d’induction, 7(H,) est un ensemble dénombrable et fermé.

(v) Démontrons maintenant que (a) et (c) entrainent (b). D’aprés (6.6) et
la remarque 2.7, pour tout ¢ > 0 et tout A1 € R\z(H,), il existe r > 0 tel que H,
ne peut avoir quun nombre fini de valeurs propres dans lintervalle I,(1) =
[A—r,A+7], chacune étant de multiplicité finie, ce qui implique (b).

(vi) 1l reste a prouver que, si pour A e R, Y € £, Ty > 0, il existe ay > 0,
tel que pour tout &' > 0, il existe rp > 0, tel que pour tout ¢ € [0, Tp), il existe
Ky e #'(#(Y), #71(Y)) symétrique vérifiant I'inégalité

(6.7) Ey oy (HH AV Ey o) (H) 2 [s4y,4(2) = 6'|E s (H]) + Ky,
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ou s, est la fonction définie avant I’énoncé de la proposition 6.3, alors on a la
relation (6.6).

(vil) On va prouver d’abord une inégalit¢ de la forme (6.6) avec K =0
pour Hy, Ye%, tel0,T], T (>9 0 arbitrairement fixé. Si on considére

’opérateur unitaire Fy : L2(X) — J L?(Y)dy, défini par la transformation de
YL

Fourier partielle

(Fyu)(y,7) = (2m) /2 dim ¥ J e Mu(y, yHydy*t, we LH(X),
YL

ol yeY, ne Y' et on tient compte de la relation (1.6), on voit que Hy,, est

unitairement équivalent a I'intégrale directe suivante d’opérateurs auto-adjoints
sur L2(Y):

&}
(6.8) FyHy Fy' =J 2d7.
YJ_

t+|f1i
D’autre part, si on désigne les projecteurs spectraux Ej(; par E, et on
utilise l'identité (5.8), on aura I’égalité
@
(69) FyEHy,)i((Hy,, AVE(Hy,) 7" =J E(H B ()E/(HY,, 2)dn,
YL
ou
(6.10)  BY(n)=ilH] ., A"] + Gy (np" € B(AH'(Y), #7(Y))

t+{|

est symétrique. Pour minorer l'intégrand de (6.9) pour r < 1, on voit que le
seul cas intéressant est celui o, pour M défini au (i), on a M > 0 et |y]* < M.
En effet, si M <0, on a A+ 1 <my =info(HY) < 1nfa(HY 2), donc

E,(HHM| )=0. SiM>0et|g|*> M, on aHtH 2 >my + MpY >/1+1 donc
,(HY 2 ,) =0.

Pour étudier le cas |7|> < M, on voit par 'hypothése d’induction (6.7) (ot
I'on fixe Ty := T + M) et le lemme 6.1, que pour tout ' > 0, tout 7€ Y+ avec
|17|2 <M et tout te(0,T], il existe ro =ro(d',7,¢) >0 tel que l'on vérifie
I'inégalité
(6:11)  En(H 2 )ilH,. o, ATV En (L 2) 2 18,y 111(2) = 20V Erg(H L),

t+|n] )

En particulier, si on choisit ci-dessus # =0 et on considére pour tout
t € [0, T'] une fonction réelle f = f, € C°(R), supp f < I,,(4), f =1 sur I, ;»(4),
on a

(6.12) SHNIH] A f(H]) = [Say,(2) = 20" f(H] ).

Avant de poursuivre, il faut étudier la dépendance en ¢ et # de certains
opérateurs intervenant dans les relations précédentes. D’aprés le lemme 6.2,
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pour tout f e C°(RR) il existe une constante C > 0 telle que I'on ait:

(6.13) || f(H ,+[,7| 2) — f(H,{H,,,,iz)”ga(;f—l(y),xl(y)) <C(|t' ="+ ||’7ll2 - |’7"Izl)

pour tous ', t"€[0,T], ', n" e Y+, In'|* < M, |;7”|2 <M.
Il est évident aussi qu’il existe une autre constante C; > 0 telle que I'on ait
pour les mémes valeurs de ¢/, ¢, %', »":

Y Y
(614) Il[H,+,7!| A] [H,/q_wu Z’A]“.@(.#_I(Y),Jfl(}’))

<Gl =" + \ln'lz ")),

(6.15) 1B (") = B (1" a1 (v, vy < Crllt' = "L+ 10" = n"))
et finalement, pour tous r€[0,7] et ye Y-, In]* < M:
(6.16) ||BzY(’7) - BzY(0)||ﬂ(yf'(Y),yf-‘(Y)) = C1|’7|2~

En utilisant (6.12), (6.13) et (6.16), on voit que pour tout ¢ € [0, T], il existe une
constante positive ¢ = ¢(¢) telle que pour tout 7€ Y+, |;7|2 < cd', il existe Ry =
Ri(t,n) e B(A (), #'(Y)) tel que ||Rill g i(y) i(ry <6 et

(6.17) S, DB HY, ) = [0 2) = 261 f(HY, 2)? = Ry.

D’apres (6.17), (6.13) et (6.15), pour tout te[0,7], il existe une
constante positive g = o(¢) telle que pour tout t'€[0,T], |[t'—t] <o et tout
ne Yt In*<cd, il existe R, = Ry(1,t',n) € B(A#~(Y), #(Y)), tel que
IR2l| a1 (), 01 (y) <O et
(618)  f(HY, )Be()f(HY, ) = [s0,.(2) = 2 (HY, )* ~ Ri  Ro.

t'+n)?
Si on considére un recouvrement fini de [0, 7], on trouve donc qu’il existe
une constante ¢; > 0 telle que pour tout 6’ > 0, il existe r; = (") > 0 tel que
pour tous t€[0,7] et ye Y+, |5|> < c16', on ait la relation:

(6.19) E, (H”

Y BE (Y, ) 2 [sa,.4(2) — 45')E,, (H

t+lg]? t+|ﬂi 2)-

On remarque maintenant en utilisant (6.11), (6.10) et I'inégalité¢ Gy .(n) >
|;7|2 si e Y, |;7|2 < M qu’il existe une constante o > 0, telle que pour tout
8" >0, tout 7€ Y, |7]> < M et tout 10, T], il existe ro = ro(6”,7,1) > 0, tel
que l'on vérifie I'inégalité:

(620) Ero( f‘H 2 )Bt(”)Elo( 1+['7' ) = (0‘177, _5//)Ero(H+|,7| )

Si A€ t(H,) on choisit dans (6.19) ¢' = %5, 6 >0 et dans (6.20) 6" =4.
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Si A ¢1(H,), on a s, (1) =ay et on choisit dans (6.19), &' z%’ et dans

(6.20), 6" = aciay/16. 1l en résulte qu’il existe une constante @ > 0, telle que
pour tout 6 >0, tout r€[0,7] et tout e Y+, In|> < M, il existe r, =
r2(6,1,1) > 0 tel que l'on ait

(6.21) E,(H

2\ by

VBA()En(HY, ) = [s0.(2) — S1En (HY,, ).

t+nl?

On voit facilement que ’on peut choisir r, indépendant de te [0, 7] et
ne Yt |;1|2 < M. 1l suffit de suivre le raisonnement qui a mené de (6.11) a
(6.19): pour t€[0,T] et ne Y+, |y|> <M fixés, on considére une fonction
réelle [ = f,, € CP(R), suppf < I,(4), f =1 sur [, ;5(1), on multiplie (6.21)
a gauche et a droite avec f (H:r |}7‘2), on utilise (6.13) et (6.15), ainsi qu’un
recouvrement fini de {(z,7) e [0,T] x Y*;|5|* < M}.

En utilisant (6.9) et (6.21), on déduit P’existence d’une constante a > 0 telle
que pour tout > 0, il existe r > 0 tel que 'on vérifie I'inégalité

(6.22) E,(Hy )i[Hy. ., A|E,(Hy.\) > [sa.() — 0|E,(Hy.,)

pour tous Y e % et t€[0,T].

(viii) Pour démontrer (6.6), on considére f € Cg°(R) réelle, telle que suppf
c I,(4), f=1 sur I,5(4). La relation (6.22) entraine alors I'inégalité

(6.23) f(Hy,)ilHy,, Alf (Hy.:) = (sa.:(2) — 6)f(Hy.0)>.

On utilise maintenant la relation (5.5) pour H,, avec S = S(t) € B(#'(X),
HNX)) et (DISeB(HN(X),#7N(X)). Alors f(Hy )Sf(Hy.) =)™
F(Hy, )SISf(Hy, ) + [f (Hy. ), (> 1C>Sf (Hy, ), opérateur qui, d’aprés le
lemme 3.2, est compact sur L>(Y). Si on désigne par ~ I’égalit¢ modulo un
opérateur de " (L%(Y)) et on utilise les lemmes 3.2 et 3.7, ainsi que les relations
(3.10), (5.5) et (6.23), on aura

SH)IH,Af(H) ~ > xyf(H)i[Hy, ., Alf (H)xy

Ye %
~ Y xyS(Hy )ilHy i Al f (Hy.)xy
Ye %
> [s0,(4) =81 Y xyS(Hy.) 2ty ~ [s0.:(2) — 8]/ (Hy)*.

Yei’]

On en déduit qu’il existe a > 0 tel que pour tout § > 0, il existe r > 0, tel
que pour tout ¢ € [0, 7], il existe K € #°(L?(X)) auto-adjoint tel que I'on vérifie
(6.6) pour I,/5(4). Q.E.D.

Démonstration du théoreme 1.3.
Les affirmations (a) et (b) résultent de la proposition 6.3 pour = 0.
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L’affirmation (c) est une conséquence du théoréme 2.8, car d’aprés la
proposition 5.4, H e C'*9(4; #'(X), #7 (X)) et la proposition 6.3 entraine le
fait que pour tout 1eR\z(H) il existe ¢ >0 et 6 >0 tels que lintervalle
(A—0,A+9) soit inclus dans u”(H).

Démonstration du théoréme 1.4.

(a) Pour appliquer le théoréme 2.8 on tient compte du fait suivant:
si. # = L2(X), 9:=H'(X), ¥ =H#""(X), alors #'(X)cD(4;%9")
et donc (# (X)), (X)) €€ = (9,D(4;%)) - Dapres [4],
(A#7H(X), 71 (X)) /2.1 = #1)21(X) et Tespace adjoint sera ;5 (X)),
donc B(8,6%) = B(H1)y 1(X), #1120 (X))-

. 1 1
(b) On sait que pour tous 7>5 et ¢>0 tels que §+a<y, les

injections canoniques #,(X) = #{j )y, (X) € #j)p 1(X) et HL ) ,(X) =
H 1(1 2)-(X) = Jffy(X ) sont bornées, la premiére et la derniére étant méme

compactes. On déduit du (a) que les applications holomorphes

(6.24) C*razm (H-2)" e B(H, H#°), 7>
admettent des extensions continues pour la topologie de la norme a €* U
(R\(z(H) Ug,(H)).

Il ne reste qu'a remarquer l'identité

H-N)'=H-"+0-DH-) +GU-)*H-) " H-)H-)",

leCH,
ou (H-i)'esn(#'(X),# (X)) et le fait que d’aprés le lemme 3.1,
(H—1i)" e B(#7'(X), #}(X)) pour tout te[-1,1]. Q.E.D.
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