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Probleme de Cauchy Analytique I

By

Yusaku HAMADA™

Abstract

In this article, we study singularities and analytic continuations of the solution
of the Cauchy problem in the complex domain.

Résumé

Dans cet article, nous étudions des singularités et des prolongements analytiques
de la solution du probleme de Cauchy dans le domaine complexe.

§0. Introduction

J. Leray [L] et L. Garding, T. Kotake et J. Leray [GKL] ont étudié des
singularités et des prolongements analytiques de la solution du probléeme de
Cauchy dans le domaine complexe.

[HLT] ont étudié des principes des prolongements analytiques de la solution
du probleme de Cauchy.

Dans cet article, nous démontrons quelques résultats sur des singularités
et des prolongements analytiques de la solution du probléeme de Cauchy.

Je remercie vivement M. T. Nishino de ses suggestions tres précieuses.

81. Notations et Résultats

Soient X un voisinage de 'origine dans C"*! et z = (z¢,2’) [2/ = (21,2"),

z” = (z2,...,x,)] un point de C"*||z|| = maxo<;j<n | Z; |-
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On considere un opérateur différentiel d’ordre m, a coefficients holomor-
phes sur X :

a(z,D) = Z a(x)D, D; =0/0x;, 0<i<n.

la|<m

Sa partie principale est notée g(z, D).

Une fonction F(€) > la(,&)[x = jujcmstPscy | aal@) | €& €
(R,)™*!, sera appelée une fonction spectrale de a(z, D) sur X.

Nous obtenons le résultat suivant qui concerne des singularités et des pro-
longements analytiques de la solution du probleme de Cauchy.

D’abord nous faisons 'hypothese suivante.

Hypothése 1.1.  a(x,D) est un opérateur différentiel d’ordre m,
holomorphe sur le revétement universel R{x;x1 # 0, ||z|| < R} d’un domaine
{z;21 # 0, ||z|| < R}. Sa partie principale g(x, D) est holomorphe sur {z; ||z|| <
R} et supposons g(x;1,0,...,0) = 1 sur {z;|z|| < R}. Donc Uhyperplan
S :xg = 0 est non-caractéristique pour g.

Nous avons alors

Théoréme 1.1.  Soit a(x,D) un opérateur différentiel d’ordre m
vérifiant ’hypothese 1.1.
Considérons l’équation

(1.1) a(xz, D)u(x) = v(x),

ot v(x) est une fonction holomorphe sur R{x;x1 # 0, ||z| < R}.

Supposons qu’une solution u(x) de (1.1) soit holomorphe sur R{x; Rxo >
0,21 # 0, ||z|| < R}, Rzo étant la partie réelle de xg.

Il existe alors une constante Ry(0 < Ry < R) ne dépendant que de g et R
telle que la solution u(x) se prolonge analytiquement sur R{z;x1 # 0,|z| <

Ro}.

Preuve. D’apres le théoreme de Cauchy-Kowalewski (par exemple, la
Proposition 2.1, avec p = 0), la solution u(x) est holomorphe sur R{x; Rxg >
—Co | z1 |,1 #0,||z]| < R'},Co(> 0) et R'(0 < R’ < R) étant des constantes
ne dépendant que de g et R.

Alors le Théoreme 1.1 résulte immédiatement de la Proposition suivante
due a T. Nishino.



PROBLEME DE CAUCHY ANALYTIQUE I 603

Proposition 1.1.  Soit Q une partie ouverte et connexe dans {x;x1 #
0,||z|| < R}, contenant {z;Rxo > 0,21 # 0, ||z|| < R}. Supposons que F(x)
soit une fonction holomorphe sur R(§2).

F(z) peut se prolonger alors analytiquement sur R{z;x1 # 0, ||z]| < Ro},
Ry étant une constante 0 < Ry < R.

Remarque 1.1. 1l en résulte que, si F(z) est holomorphe sur {z;Rxzy >
0,21 # 0, ||z|]| < R}, c’est-a—dire que F(x) est uniforme sur {z; Rxg > 0,21 #
0, ||z|| < R}, F(zx) est holomorphe sur {x;21 # 0, ||z|| < Rp}.

Aussi en utilisant le rayon intérieur de Hartogs [N], on peut démontrer
ceci.

Preuve de la Proposition 1.1. T. Nishino a démontré élégamment cette
Proposition comme suit.

En diminuant un peu R(> 0), par une représentation conforme z; = e’ ()
de R{r1;0 <| x1 |< R} sur T'(I'adhérence de T)\{0}, ot I' = {z;| z + 1 |< 1},
G(zo, z,2") = F(xo,e’® 2") est holomorphe sur {(zq,z,2");Rzq > 0,2z €
L\ {0}, | zo |,||2”|| < R}. Soit ®(z,2") le rayon de Hartogs de G(xo,z,z")
par rapport a zo dans le domaine (T'\ {0}) x {z";||z”|| < R}, c’est-a-dire que,
pour xéo) un point fixé, %xéo) > 0 suffisamment petit, ®(z(9), ") = sup p,
ot G(xg, z,2") est holomorphe sur 'ensemble {(zq,2(®), 2”());| zq — xéo) |<
p}. Prenons un point quelconque z” = 2 ||| < R. — log ®(z, ")
est une fonction sous-harmonique sur I', bornée supérieurement, semi-continue
supérieurement sur I'\ {0} et —log ®(z,2"(*)) < —log(| x((JO) | +9) sur o'\ {0},
d(> 0) étant une constante.

T. Nishino nous a suggestionné le Lemme suivant sur le principe du max-
imum de la fonction sous-harmonique.

Lemme 1.1.  Soit H(z) une fonction sous-harmonique sur I, bornée
supérieurement et semi-continue supérieurement sur T \ {0}. Supposons que
H(z) < M sur 0T\ {0}.

On a alors H(z) < M sur T, c’est-a-dire que H(z) vérifie le principe du
mazimum sur I'.

Preuve. Supposons H(z(0) = M +¢€,¢ > 0, 200 € . Prenons une
constante c¢(> 0) suffisamment petite telle que clog | z |[< €/2 sur T et clog
| 20| > —¢/2. Posons Hi(z) = max{H(z) + clog | z |, M}, ot My(< M)
est une constante. Hq(z) est alors une fonction sous-harmonique dans I, semi-
continue supérieurement sur I' et Hy(z) < M + ¢/2 sur OI'. Par hypothese,
Hy(2(9) > M + ¢/2. Ceci est contradictoire au principe du maximum pour la
fonction sous-harmonique.
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La fin de la preuve de la Proposition 1.1. En employant ce Lemme, on a
—log ®(z,2"®) < —log(] xéo) | +0) dans I". Ceci démontre la Proposition 1.1.

La Proposition 1.2 suivante donne un prolongement analytique de la so-
lution du probleme de Cauchy ayant rapport aux caractéristiques d’opérateur,
qui concerne le Théoréeme 1.1. Nous faisons I’hypothese suivante.

Hypotheése 1.2.  a(z, D) est un opérateur différentiel d’ordre m, satis-
faisant Uhypothese 1.1. Supposons que x1 = 0 soit une surface caractéristique
de multiplicité constante p (0 < p < m) pour g. Sip =0, la surface 1 =0 est
non-caractéristique pour g:

m

9(@,6) = Li(x, &, "ep ",
k=p

ot Ly(x,80,&"),p < k < m, est un polynéme homogéne de degré k en (&o,&")
et Ly, (2;1,0,...,0) =1,Ly(2;1,0,...,0) # 0 sur {z; ||z]| < R}.

Ecrivons
¢
(1.2) 9(0;€0,&1,0,...,0) =& ] (60 — ;&)
j=1
¢ ¢
= H af’ | & H(—ﬁgfo —&)",
j=1 j=1

¢
[T #0et 8 =—(1/ay), 1<j<d.

j=1
Nous avons alors

Proposition 1.2.  Soit a(z,D) un opérateur différentiel d’ordre m
vérifiant I’hypotheése 1.2.
Considérons le probléeme de Cauchy

(1.3) a(z, D)u(z) = v(x), DEu(0,2') = w(z'), 0<k<m-—1,

ot v(z), wr(z'),0 < k <m —1, sont des fonctions holomorphes sur R{x;xy #
0, ||zl < R}.
Supposons qu’une solution u(x) de (1.3) soit holomorphe sur

(1.4) Rix; Rao > 0, zo [<T | 21 |, [|=]] < R},
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T étant une constante telle que T > Ty = maxi<;<¢ | G5 |.

Alors la solution u(z) peut se prolonger analytiquement sur R{z;x; #
0,||z|| < Ro}, Ro(0 < Ry < R) étant une constante ne dépendant que de g et
R.

Note 1.1. Faisons ’hypotheése 1.2. Supposons qu’une solution u(z) de
(1.1) soit holomorphe sur la partie (1.4), ot v(x) est holomorphe sur R{z; x; #
0, Iz < R}.

Comme dans le Théoreme 1.1, d’apres le théoreme de Cauchy-Kowalewski,
la solution u(x) satisfait le probleme (1.3), ot wg(z'),0 < k < m—1, sont holo-
morphes sur R{z’;x; # 0, ||2’|| < R}. D’apres la Proposition 1.2, la solution
u(z) peut se prolonger analytiquement sur R{x;x1 # 0, ||z|| < Ro}.

Remarque 1.2.  Sip=m, g(x,D) = L,(x, Dy, D) est indépendant de
D;. Dans ce cas, la Proposition 1.2, sans la condition (1.4), résulte immé-
diatement de la Remarque 2.1 de la Proposition 2.1. En effet, le probleme de
Cauchy (1.3) possede une unique solution holomorphe sur R{x;z; # 0, ||z| <
Ro}. (Aussi voir [HT1]).

Dans la Proposition 1.3 suivante, nous étudions un prolongement analy-
tique de la solution du probleme de Cauchy et Goursat que nous utilisons pour
démontrer la Proposition 1.2.

Hypothese 1.3.  Soit D, = D,\{0}, ot D,, = {xo;| zo |< w}, (w > 0).

Supposons que A(z, D) soit holomorphe sur R(D,,) x {z;||2’|| < R} et que
sa partie principale G(x, D) soit holomorphe sur D, x {z'; ||2’|| < R}.

Supposons en plus que xy = 0 soit une surface caractéristique de multi-
plicité constante p(0 < p <m) pour G — DY Dy""?:

(15) G(‘er) = ZNk(‘erx’)D(r)nikv

k=p
ot Ni(z,Dyr),p < k < m, est un opérateur différentiel d’ordre k en D, et
Np(z,Dy) ne contient pas DY. Sip =0, No(x,Dy) = 0.

Nous avons alors

Proposition 1.3.  Soit A(x,D) un opérateur différentiel d’ordre m
vérifiant I’hypothese 1.3.

Il eziste alors une constante L(> 1) ne dépendant que de G et R qui posséde
la propriété suivante:
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(i) Le cas de p = 0.

Pour tout r, (0 < r < R/2), choisissons une constante wo(> 0) satisfaisant
wo < min{r/4L, w/8}, et :z:((]o) € D, un point de base.

Considérons le probléme de Cauchy,

(1.6)

D{'u(z) = A(z, D)u(z) + v(z), Dgu(:céo),x') =wi(2'), 0<k<m-—1,
ot v(z), wi(z'),0 < k < m—1, sont des fonctions holomorphes sur R(D,,) x
{=' || < r}.

Le probléeme de Cauchy (1.6) admet alors une unique solution holomorphe
sur R(Dy,) x {z'; ||z'|| < r/2n}.
(ii) Le cas dep > 1.

Pour tout r, (0 < r < R/2), choisissons une constante wo(> 0) satisfaisant
wo < min{r/4L?, w/8}, et x(()o) € D, un point de base.

Considérons le probleme de Goursat

(1.7) DYD{  Pu(x) = A(z, D)u(z) 4+ v(z),
Dgu(xéo),x’) =wy0(z'), 0<k<m-p-1,
D?Dgl_pu(l"o, 07 J)”) = wm—p,}L(an x”)a 0<h< p—1,

ou ’U(.’E),U}]@p(.f/),o S k S m—-p - 17wmfp,h($0ax”)70 S h S D= 17 sont
des fonctions holomorphes sur R(Dw) x {a's| xy |[<r/L,||z"|| < r}.

Le probléme de Goursat (1.7) admet alors une unique solution holomorphe
sur R(Dy,) x {z';| z1 |< r/2nL, ||z < r/2n}.

Dans la section 2, nous donnons quelques préliminaires et puis nous prou-
vons la Proposition 1.3. La Proposition 1.2 sera démontrée dans la section 3.

82. Quelques Préliminaires et la Preuve de la Proposition 1.3

Pour démontrer la Proposition 1.3, dans cette section, nous préparons
quelques propositions sur des prolongements analytiques des solutions des prob-
lemes de Cauchy et Goursat, et des fonctions analytiques.

D’abord nous précisons des résultats de [HT1], [HT2], [HLT] sur un do-
maine d’existence de la solution des problemes de Cauchy et Goursat.
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Proposition 2.1.  Soit X = {z;| z; |< R;,0 < j < n} et X, = {x;
lz;] < pR;,0 < j < n},0 < p < 1. Considérons A(z,D) un opérateur
différentiel d’ordre m, holomorphe sur X,N{zo;| zo |< 70}. Sa partie principale
G(z, D) est holomorphe sur X et est de la forme (1.5) dans Uhypothése 1.3.

Etudions le probleme de Cauchy et Goursat

(21) DYDY Pul) = Al Dyulz) + v(a),
Dgu(O,x’):who(x'), 0<k<m-p-1,
D?D[r)nipu(‘r(% Oa 213//) :wm—p,h(xmx”)a 0 < h < p—= 17

ot v(z), wro(z"),0 <k <m—p—1,wn_pr(zo,z"),0 <h <p-—1, sont des
fonctions holomorphes sur X, N{zo;| zo |[< 10}.

Notons Hx(§) = >p-, INe(EVx &5F, € € R une fonction spec-
trale sur X de Uopérateur G(x, D).

Pour tout ¢; > 1/R;, 2 < j < n, il existe alors des nombres (; > 1/R;,i =
0,1, tels que

(2.2) (1/¢P¢y" ") Hx(C) <1—p, cest-a-dire que
(Co/C1)PHx (1,¢"/Co) <1 —p.

Le probléme (2.1) posséde wune wunique solution wu(x) holomorphe sur
{53250 Gilwjl < p} N {xos | @0 [< 70}

Note 2.1. Sip =0, pour tout {; > 1/R;,1 < j < n, il existe (o > 1/Ry tel
que (1/¢I"MHx(¢) <1—p. Dans le cas de p =0, si 79 > pR, la Proposition 2.1
a été déja démontrée dans [HLT].

Remarque 2.1.  Considérons le cas de p = m dans la Proposition 2.1, ou
o et x1 sont remplacés par x; et xg respectivement.

Supposons que A(z, D) soit holomorphe sur X = {z;| z; |[< R;,0 < j <n}
et que G(z, D) soit de la forme:

G(z,D) = Ny (x, Dy, Dyr) ot Ny (x, Do, Dyrr) est un oprfateur différentiel
d’ordre m, indépendant de D; et il ne contient pas Dg".

Considérons le probleme de Cauchy

(2.1)1
Diu(z) = A(x, D)u(z) +v(z), Diu(0,2') = wi(z’), 0 <k <m—1,

ot v(z), w(x"),0 < k <m — 1, sont holomorphes sur X.



608 YUSAKU HAMADA

Il existe alors des constantes R} (0 < R; < R;),j = 0et 2 < j <n, telles
que le probleme (2.1); posseéde une unique solution holomorphe sur {z;| 2o |<
Ry, |21 |< Ry, 2 [< R}, 2 < j <n}. (Aussi voir [HT1]).

Preuve de la Proposition 2.1. On a

O<N | IeFgr g, ceR €= 6
k= k=1
ou le module des coefficients de G(x, D) sur X est inférieur & une constante
N(>0).
Pour tout {; > 1/R;,2 < j < n, choisissons des nombres (; > 1/R;,i =

0,1, tels que
LTS )] <
(1 G {1+ 1l <1-0p.

(%) Hx(() <N
1%
Ceci démontre (2.2).

En remplagant u et v par u—wetv— (DYDy"? — Aw, ot w(x) =
Shey w0 (@)l /K + 30 g W (wo, ")z P2l /(m — p)lhl, mous pou-
vons nous ramener au cas de wy,o(z') = 0,0 <k <m—p—1,Wnm—_pn(zo,2") =
0,0<h<p-1

Nous utilisons une méthode de fonctions majorantes. Pour des séries
formelles f(z) = Y, faz® F(z) = Y, Fax®, si Vo,| fo |< F,, on note
f(z) < F(x). Posons z = > 7 (j;, et

(2.3) 0<r<ry<rg, no=1/rg <ne=1/re <n=1/r.
Ecrivons A(z, D) = G(z, D) + S Br_1(x, Dy )DJF, ot By_1(x, Dy) est

un opérateur différentiel d’ordre k& — 1, holomorphe sur X, N {zo;|zo
7’0}.

On a d’abord v(z) < V

(1 =nzo)(1 = z/p1)
{zo;] zo |< 7}] et p1(0 < p1 < p) est une constante quelconque.
Si u(x) < U(zo, 2), on a

(2.4) A(z, D)u( << — Z N (-, )| x (Do + ¢oD.)™ *DEU (w0, 2)

,ou V = max[jv(z);z € X, N

+

Z 1Br—1(-,¢)llx

(1 - 77*1'0 Z/p k=1
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x (Do + CoD,)" *DE1 Uy, 2)

. %
(1 =nzo)(1—2/p1)

On rappelle le Lemme suivant dans [HLW].

Lemme 2.1.  Soit ®(z) = > 7 c,2", 2z € C, une série formelle a coef-
ficient ¢, > 0 telle que 0 < (1 —72)®(z), 7 > 0. On a alors

L o)< —1 o).

. . ! _— v
(i) Sit>71 >O,alorsl_TZ a—/7)

(ii) 7*®(2) < DE®(2), pour Vk > 0.

(iii) 0 < (1 —72)Dk®(2), pour Vk > 0.

Supposons que

(2.5) (1 —nzo)U(z0,2) >0 et (1—2/p1)U(z0,2) > 0.
On a alors, vu (2.4) et le Lemme 2.1,

(2.6) A(z, D)u(x)

< 1 ! Z k{p||Nk('7</)“X(DO+<0Dz)m7pD§U(x0,z)
—p1 = S0
! m—1
F (A= prpy 7 Dot @B 0.2
. v
(1 —nzo)(1—2/p1)’

ot B(¢)(> 0) est une fonction de ¢.
Par un raisonnement classique, par exemple, le Théoreme 1 dans [HT2],
on a u(z) < U(xg, 2), pour z = Z?:o ¢jz;, quand Uz, ) vérifie

(2.7) V(Do + GoD=)™ P DEU (o, 2)

1 m—p p
> W pg e X OD DD o, )
1
B D D, m—lU ’
|4

T OS2
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Donc, vu (2.2), pour avoir (2.7), il suffit que U(xq, z) vérifie

1 _
(Do +GoD2)" P DU (0, 2) > =L

— (Do + D)™ 7 DEU . )
1

T EA = p1/p)
x B(¢)(Do + ¢oD.)" " 'U(xo, 2)
1%

IO =00 —2/p)’
donc
(2.8) (Do + CoD2)" P DYU (z0, 2)
VCo(Q)
(1 =nzo)(1 = 2/p1)’

> Bo(¢)(Do + ¢oD.)™ 'U(xo, 2) +

- . 1-py
avec la condition (2.5), ot By(() = — ——a= — B
Co(C) = (1= p1)/CP(p — p1). o= p1)(1=n./n)(1 = p1/p)

Nous rappelons le Lemme suivant dans [HLW].

Zk

Lemme 2.2.  Notons ®_j(2) = ——F—
R = 2/p1)

,k>0,z€ C.
On a alors

(i) (1 —2/p1)®P_k(2) >0, pour Vk > 0.
(i) ®_p(2) < DE®__4(2), pour Vk, £ > 0.

(iii) Soit 0 < pa < p1. Il existe alors une constante ¢(> 0) ne dépendant que de
p1, p2 telle que pour tout k, ¢ >0, on ait | D!®_j(2) |< FHHLA /K, pour
| 2 |< pa.

D’abord considérons le cas de p = 0 dans (2.8). Considérons

VCo(¢)

2.9 Dy + DZUx,z>>B Ux,z+ .

( ) ( 0 CO ) ( 0 ) O(C) ( 0 ) (1_nx(])(1_z/p1)
nFE!

Notons 9]@(51,'0) = W, pour tout k 2 0.

Posons U(zg,2) = VC()o(20)P_1(2)ePO%0 ot C(¢) = Co(¢)/¢. Vu le
Lemme 2.1 et 2.2, on a

(Do + ¢oD,)U (20, 2)

> Bo()U (w0, 2) + eP0O™0V C ()00 (x0) (1P —1(2) + (oD-D_1(2))

. VCo(¢)
> BolQUo ) 0y (U= 2/
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U (xo, z) satisfait donc (2.9). De plus, vu (2.9), on a alors
(Do + ¢oD2)™U (0, 2)

> By(¢)(Do + ¢oD.)" Uz, 2) + VCo(C)(Do + (oD.)™

» 1
(1 —=nzo)(1 - 2/p1)

> Bo(Q)(Do + GoD2)" U0, 2) + (1 —nxo)(1 —2/p1)

En choisissant

(2.10) Ulzxg,2) = = j

G o/

on voit que U(xy, ) vérifie (2.5), (2.8) dans le cas de p = 0.
Ensuite considérons le cas de p > 1 dans (2.8).
Considérons

(2.11) DU (w9, 2) > Bo(¢)(Do + CoD=)P U (0, 2)
VCo(¢)
(1= nzo)(1—z/p1)
Nous résolvons (2.11) successivement comme suit.
VCo(¢)
(1 =nzo)(1—z/p1)’

(2.12) DPUy(z0, 2) >

(2.13) pour k > 1, DgUk($0, Z) > B()(C)(DO + CODZ)p_lﬁkfl(mo, Z)

Posons

(2.14) U0, 2) = VOL(C)bol0) B (2).

Vu le Lemme (2.2), si
(2.15) C1(¢) > Co(0),

Uo(z0, z) vérifie alors (2.12). Posons pour k > 1

(2.16) Ur(0,2) = VC1(O) (Do + GoD2)* P~ V00 (20) @ (1 11)p(2).-

Vu le Lemme 2.2, si

(2.17) C1(¢) > Bo(0),
(2.13) est satisfait, donc si

(2.18) C1(¢) = max{Cy((), Bo(¢)},

VCo(Q)n+Co/p)™ "

611
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(2.12) et (2.13) sont alors satisfaits. D’apres le Lemme 2.2, on a pour {(zg, 2);
| 2o [< 1/m. ]Izl < p2}s ll2ll = 2250 G [ 5 1,0 < p2 < p1,

Uk (20, 2)|
k(p—1)
kp =k kp-1)—t
< k+1 ( (p—1)
< ValQ) ; (op— k= 110
X |Dng(pil)iee(](ifo)q)_(k+1)p(2)|

k(p—1) k(p—1)—2¢
cvooe Y Bl G
- = (kp—k—=0OW(L—n]xo|)+!

« k(=D —t+ (k11 [P — k= 1]
[(k+ 1)p]!

“ve - k(p—1) (kp — k)!C(’)V(Pfl)*enéclf(prl)+p+l
SVOO™ Y T e i e

£=0
k(p—1) k(2p—1)+p+1
02( )Cl( )

(k+p)!(1 = n |z [)Fp-D+17

avec une constante ¢(> 0) du Lemme 2.2 et ¢; = max{c, 1}, co = max{(p,n, 1}.

<VCi(O)" M k(p—1)

La série U(zg,z) = Y oreo Ui (o, z) converge uniformément sur {(zo, 2);
| 2o |< 1/n,||2]| < p2}. Comme dans le cas de p =0, vu (2.11), on a
(Do + CoD2)"™ P DRU (o, z) > Bo(C)(Do + ¢oD2)™ U (o, 2)
1
+VC Do+ (D)™ P
O(C)( 0 CO ) (1_n$0)(1_2/p1)
> By (¢)(Do + ¢oD2)"™ " U(wo, 2)
VCo(Q)(n+ Go/p1)™ P
(1 =nzo)(1 = 2/p1)

1 .
——U(wo, 2), on voit que U(xg, z) vérifie
(n+Co/p1)" P

(2.5), (2.8) avec p > 1. Puisque po, p1,7m,nx sont des constantes quelconques

En choisissant U(zo, z) =

vérifiant 0 < pa < p1 < p et Mo < N < 7, on démontre la Proposition 2.1.

Preuwve de la Remarque 2.1. En effet, une fonction spectrale ||G(-,€)||x de
G(z, D) sur X est indépendant de &;.

Le Proposition 2.1 et sa preuve donnent immédiatement le Corollaire suiv-
ant.

Corollaire 2.1.  Dans la Proposition 2.1 avec p = 0, supposons que
Az, D), v(z),wr(x"),0 < k < m—1, sont holomorphes sur X,N{xo; | zo |[< 70}
et G(x, D) est holomorphe sur X.
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Considérons le probléeme de Cauchy
(2.1)1 Df'u(z) = A(x, D)u(z) +v(x), DEu(0,2') = wp(z’), 0<k<m—1.

Pour tout (; > 1/R;,1 < j < n, il existe un nombre (o, > 1/Ry tel que
G HX(C) < 1—p.

Le probléme (2.1)1 posséde une unique solution u(x) holomorphe sur
{x;Z?ZO Cilzi| < p} N{zo;|zo] < 70} et, en particulier, un germe u de la
solution holomorphe sur {z;|ro| < min{p/Co,ro},z’ = 0}.

Cette Proposition 2.1 donne le Corollaire suivant.

Corollaire 2.2.  Supposons que A(x, D) satisfasse ’hypothése dans la
Proposition 2.1.

Dans le probléme (2.1), pour (;,0 < j < n satisfaisant (2.2), les données
(@), Win—pn(x0,2"),0 < h < p—1, et wio(x’),0 < k < m—p—1, sont des fonc-
tions holomorphes sur {x; 377_ (lzj| < p}N{zo; [xo] <o} et {z'5 377, ¢layl
< p} respectivement.

La solution u(z) du probléeme (2.1) est alors holomorphe sur {x; 375 _ (;
| j [< p} O {mo; | zo |< 7o}

Note 2.2. Dans le probleme (2.1), pour p/, (0 < p’ < p), et r{, (0 < r{ <
70), les données v(x), Wym—p,n(zo,2"”),0 < h <p—1, et wg,o(2'),0 <k <m—p—
1, sont des fonctions holomorphes sur {x; Z?:o Gz l<p'yn{xos| mo |< )}
et {2337, ¢ | j |< p'} respectivement.

La solution u(z) du probleme (2.1) est alors holomorphe sur {z; Y 7_ (;
|z |<p'} 0 {mo; | wo [< g}

En effet, on a (1/¢7¢)" ")Hx(() <1—-p<1-/p.

Preuve du Corollaire 2.2. Nous employons le lemme suivant [W].

Lemme 2.3 (W]). Soit f(z) wune fonction holomorphe sur {xz;

Y& lwi1<1},6 € R
en+1,f)

1- Z?:o 9L
dépendant que de n et de sup{| f(z) ;= € un voisinage de {x;3°7_&; | x; |<
1}}.

Lemme 2.4.  Soit f(x) une fonction holomorphe sur {x; 3 75_; & | x; |<
1} N {zo; | o |< 1/n}, & € R ety > 0.

On a alors

On a alors f(x) < , ot c(n+ 1, f) est une constante ne

c(n, f)
(1 —=mnzo)(1 =320, &)

flz) <
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Preuve du Lemme 2.4. Vu le Lemme 2.3, on a, pour xo, | o |< 1/n, f(z) =
Yoo D2 f(0,0)2" falet | D f(x0,0) | /a! < c(n, £)§'*. Onadonc D, f(x0,0)
< c(n, f)Eg"™*al/(1 — nxo). Ceci démontre le Lemme 2.4.

Preuwve du Corollaire 2.2. En effet, nous pouvons nous ramener au cas de
wro(2') =0,0<k<m—p—1,wn_pn(xo,z”) =0,0 <h <p—1. Dapres les
c(n,v . n

(n, v) ),ouZZZjZOijj,O<

(L =nzo)(1 = 2/p1
n=1/r0<r<r. <re,m = 1/ro <ne =1/r. <n=1/r,0< p1 < p.

En suivant la preuve de la Proposition 2.1, ot V est remplacé par ¢(n,v), on
obtient le Corollaire 2.2.

Lemmes 2.3 et 2.4, on a v(z) <

Nous allons démontrer la Proposition 1.3.

Preuve de la Proposition 1.3.
(i) Le cas de p > 1.
D’apres ’hypotheése, nous pouvons choisir pour une fonction spectrale H(&) de
G(z,D) sur D, x {a'; ||| < R}:
m

H() = N[Z | & |Fgnr — & r], € € R, ot le module des coefficients
k=

de G(x, D) sur D,, x {z;||2'|| < R} est inférieur & une constante N (> 0).
Choisissons C = (Coa e 7(7&) S R7-l,1-+15 tel que CO 2 Cl 2 <2 == Cn

On a alors
(s ) e < v [ (14 LYy (LEDY S (1Y,
S{¢ - G G —\ G
9 +mn’”<—1) ,carona (1+z)f —1 <pnP~lz,0<axz<n-1.

G Co

<N (pnp

Posons L > max{2N(pn? + mn™),1}. L est donc une constante ne dépen-
dant que de G,R,w. Choisissons (o = -+ = ¢, = /R, (3 = L, ¢ =
max{L(1,2/w} = max{L?(s,2/w}.

On a alors (1/¢V¢y" ")H(¢) < 1/2.

Prenons wy = p/4¢y < min{pR/4L? w/8} et un point de base :1:((]0) € D,,, ot
r=pR,0<p<1/2.

Soit v : 29 = x0(s), s € [0,2wp], un chemin d’origine a?[()o) et d’extrémité xg un
point quelconque dans Dwo, s étant la longeur de 7.
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Construisons une variété mobile S(s) et un ensemble W(s):
5(6) = {aszo =09 6 |y 1< (5},
j=1

W(s) = {iGo [0 = 20(5) | + 306 5 1< (o)}
N {zo; [ o — wo(s) [<[ zo(s) [},

ou p(s) = p— (os.

Pour s1(> s) voisin de s, si | zo(s") —x0(s) |<| zo(s) | pour tout s’ € [s, s1], on
a S(s') C W(s), car | zo(s') — zo(s) |< 8" — s, et p(s) — (o(s’ — s) = p(&).
Notons que v(x), Wm—p (2o, 2”),0 < h < p — 1, sont holomorphes sur W (s).
D’apres le Corollaire 2.2, si la solution u(z) du probléme (1.7) est holomorphe
sur S(s), elle est holomorphe sur (J, ., <, S(s2). Elle est donc holomorphe sur
Uo<s<aw, S(s). La solution u(z) du probléme (1.7) peut se prolonger analy-
tiquement sur R(D,,) x {x/§Z?:1 Gilzjl < p(2wo) = p — 2¢owo}. Puisque
p — 2Cowo = p/2, u(z) est holomorphe sur R(D,,) x {z';|z1| < r/2nL, ||z" ||
< r/2n}. Ceci démontre le cas (ii) de la Proposition 1.3.

(ii) Le cas de p = 0.

Choisissons ¢ = (Cp, - .- () € R tel que §o > ¢ = -+ = (o
On a alors . .
<Lm> H(C)<Nz<ﬂ) < Nmnm St
Co =\ G Co
Posons L > max{2Nmn™,1}. En choisissant {(; = --- = (, = 1/R, (o =

max{L(;,2/w}, on a (1/{MH(C) <1/2.
Prenons wy = p/4¢y < min{pR/4L,w/8} et un point de base xéo) € D,,, o
r=pR0<p<1/2.
Par le méme raisonnement que dans le cas p > 1, on voit que la solution u(x)
du probleme (1.6) est holomorphe sur R(D,, ) x {z’; Z;;l Gz |< p—2Cwo}-
Ceci démontre le cas (i) de la Proposition 1.3.

[L] a etudié un prolongement analytique de la solution du probléme de
Cauchy par le procédé de la variété mobile. En rappelant des raisonnements
de [L], [HT1] et [HLT], et en utilisant la Proposition 2.1, nous avons
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Proposition 2.2.  Soient D un domaine dans C et :z:( ) e D un point
de base.
Soit A(z, D) Z Ao (z)D* un opérateur différentiel d’ordre m, holo-
loe|<m
ag<m

morphe sur R(D) x {a';| z; |[<1;,1 < j < n}.
Etudions le probléme de Cauchy

(2.19)
Di'u(z) = A(z, D)u(z) + v(x), Dgu(a?(()o), z') = wi ('), 0<k<m-1,

ot v(z),wk(z'),0 <k <m-—1, sont des fonctions holomorphes sur R(D) x {z’;
|z |<71j,1<j<n}

Soient v un chemin d’origine 370) dans D : xg = t(s),(0 < s < s0), 8
étant la longueur de vy, et r;(s)(> 0),1 < j < n, des fonctions de classe
C1, drj(s)/ds < 0 sur [0, so] et 7;(0) =7r;,1<j <n.

Ecrivons H(s;€) = Z sup | Aa(t(s),2) | €*, € € R Silon

|a]=m | S.Tj S)
ap<m  1SIsn
a pour s € [0, sg],
dri(s) dry,(s)
2.20 H{s;1,(—1 (-1 <1-—
(2.20) (51,0 ™ b

p(0 < p < 1) étant une constante, la solution u(x) du probléme (2.19) est
holomorphe sur {x;xo = t(s),| z; [< rj(s),1 < j < n,s €[0,s0]}.

Note 2.3. En utilisant cette Proposition 2.3, on peut démontrer aussi le
cas (i) de p = 0 de la Proposition 1.3.

Preuve. Prenons des fonctions r;(s)(> 0),1 < j < n, vérfiant (2.20).
D’abord, nous notons qu'il existe une fonction d(e, s)(> 0) pour (> 0)telle
qu’on a
(2:21)  H(s:6)= ) sup | Aa(z) [ €°

|zo—t(s)|<e

|o|=m x;|<r;(s),1<j<n
J J )

ag<m

€) + (e, s) Z|s Mt geRryT

ou 0 < e < dist.(9D,v)/2 et quand € — 40, d(e,s) — 0 uniformément sur
s € [0, so].
Construisons une variété mobile S(s) et un ensemble W(s):

S(s)=A{z;zo =1t(s),|z;| <7j(s),1 <j<n}et
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W (s) ={x; |z — t(s)] < sup(p/Co), || <7j(s),1 < j <n},

ou (o(> 1/e) vérifie (; ™ He(s;¢) < 1 — p, pour ¢ > 1/(r;(s) — |z;]),1 < j <
n. Icisi |z;] = r;j(s), alors 1/¢p = 0.

Soit z = (zg,2") € S(s1) : o = t(s1),|z;] < rj(s1),1 < j < n, pour
51(>5),0 < 81 —s < h, h(> 0) étant suffisamment petit.

On a [t(s1) — £(3)] < (51— 8), et pour 5 = p/(s1— ), 15 = 1/(rs(s) —
rj(s1)), 1<j<n,

(2.22) no " He(s;m)

=t (s e e e )
= (s () )

o s < 57 < s1,1 < j < n. Puisque la fonction He(s;1,(1,...,Cn) est uni-
formément continue en ¢’ sur un ensemble compact, et vu (2.20), (2.21), pour
h(> 0),e(> 0) suffisamment petits, on a alors

ez < (s )
<H (3;17(—1)/pdré—9,... ,(—1)/pdrg—is)> + 2k

< 1—p, k(> 0) étant une constante suffisamment petite.

Il en résulte que S(s1) C W(s). D’apres le Corollaire 2.1, si la solution u(zx)
de (2.19) est holomorphe sur S(s), alors elle est holomorphe sur J,,, <, S(s2).
Elle est donc holomorphe sur (Jy<,_,, S(s). Lasolution u(z) du probleme (2.19)
peut se prolonger analytiquement sur {z;xzo = t(s), |z;| < rj(s),1 <j<n,s €
[0, s0]}. Ceci démontre la Proposition 2.2.

La Proposition 2.2 donne le Corollaire suivant.

Corollaire 2.3.  Soient D un domaine dans {t;t € C} et to € D un
point de base.

Considérons A(t,y,x", Dy, Dy, Dy) un opérateur différentiel d’ordre m et
m — 1 en Dy, holomorphe sur R(D) x {(y,z"); Ry < Ry, ||z”|| < Rz}, Ry étant
un nombre réelle et Ry > 0. Sa partie principale est de la forme:

H(t,y, 2", Dy, Dy, eYDyrr), ot H(t,y,z",7,1,&") est un polynome homo-
géne de degré m en T,1,&" et de degré m — 1 en T, a coefficients holomorphes
et bornés sur R(D) x {(y,z"); Ry < Ry, ||=”"|| < Ro}.
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Soit v un chemin d’origine to dans D : t = t(s),0 < s < so, s étant la
longueur de .
Etudions le probléeme de Cauchy

(223) D:nu(t? ya $N) = A(ta ya Z‘N, Dt7 Dy, D:E”)u(t7 ya .’E”) + U(t7 ya .’EN),
Dfu(to, y, ") =wi(y,2”), 0<k<m-—1,

ot v(t,y, "), w(y,2"),0 < k < m — 1, sont des fonctions holomorphes sur
R(D) x {(y,z"); Ry < ry, ||2"]| < r2},r1 < R1,0 < r2 < Rs.

Il existe alors des constantes r§°),(r§°) < rl),réo),(O < réo) < ry) ne
dépendant que de H,v,R1,Ro et r1,ry telles que la solution u(t,y,z”) du
probléme (2.23) peut se prolonger analytiquement sur v x {(y,z"); Ry < 7’%0)
2| < {3

b

Note 2.4. Sile polynoéme H(¢,y,z",7,m,£") est indépendant de n ou bien

(0)

. 0 .
¢”, alors on peut prendre r; ’ =71 ou bien ry ° = rg respectivement.

Preuve. Nous pouvons choisir pour une fonction spectrale H(r,n,£")
d’opérateur différentiel H(t,y,x”, Dy, Dy, eYDyr) sur R(D) x {(y,z"); Ry <
Ry, [|l2"] < R} -

H(rn,€") = Ho [(r+n+e™ [ €)™ — 7], (r,n,€") € RIF, oit le
module des coeflicients du polynéme H(t,y,z”,7,1,£") sur R(D) x {(y,z");
Ry < Ry, ||2”"|| < Ra} est inférieur a Ho(> 0).

Nous considérons d’abord le cas de Hy > 0.

Construisons une variété mobile S(s) et un ensemble W (s):

S(s)= {(t,y7m//);t =t(s), Ry <r — As, ”x//H <y Bs},
A { (1) | £ = 1(s) |< sup(1/27), } ,

Ry <r; — As,||z"|| <ro— Bs

ou A(>0),B(>0) sont des constantes ultérieurement déterminées et
T (> 2/dist.(y,9D)) est un nombre satisfaisant

, ourn > ——————,
P n‘m—As—?Ry

DN | =

1
T—mHo (7 +ntef g™ - ™) <

1
{2 —F—F— 7 2sj<n ICiSi%y:Tl—Asoubien‘xj |=rs — Bs,
T‘Q*BS*|.’E]'|
alors 1/7 = 0.
1 1 1 1/m ,
Choisissons pour A, B : 1 < 1 (1 + —2H0> _ 1] 7 B < ﬁ
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Nous reprenons R; plus petit, sans modifier Hy, comme suit:

1 1/m
e« — 114 — —1.
4n 2H0
2 2neftr\" 1
Nous avons alors Hy {(1 + 1 + n; ) — 1] < 3 Comme dans la

preuve de la Proposition 2.2, nous avons donc, pour s1(> s) suffisamment
voisin de s, S(s1) C W(s). D’apres le Corollaire 2.1, la solution u(¢,y, 2”) peut
se prolonger analytiquement sur

U S(S): {(t,y,x");tt(s),@?ySnAs, }

0<ozs0 l”|| <79 — Bs,0 < s < s

ro— Bsg > ra/2 > 0. La solution u(t,y, z") est donc holomorphe sur {(¢,y,z");
tey, Ry < r§0)7 l=”] < Tg])}, ou r%m =r; — Asg, réo) =1y — Bsy > 12/2.

De méme, on peut démontrer facilement la Note 2.4 et donc le cas de
Hy = 0. Ceci démontre le Corollaire 2.3.

Nous rappelons le théoreme de continuité de Hartogs sur le prolongement
analytique de fonctions analytiques.

Proposition 2.3.  Soient Q un domaine de C™ et I" une region fermée
dans C dont la frontiére OT' est une courbe v fermée simple et rectifiable de
Jordan dans C:w = t(o),0 € [0,1],¢(0) = ¢(1). Supposons que

(i) une fonction f(z,w) peut se prolonger analytiquement le long du chemin
(z,7) d’origine (z,t(0)) et d’extrémité (z,t(1)) pour tout z € €.

(ii) 4l existe une partie owverte A C ) telle que la fonction f(z,w) est holo-
morphe sur A x T'.

La fonction f(z,w) est alors holomorphe sur Q x T'.

Note 2.5. Bien entendu, dans (i), ce n’est pas nécessaire que la fonction
f(z,w) est uniforme le long du chemin (z,7) pour tout z € €.

Preuve. En effet, pour tout (z,w) € Q x I'°(Uintérieur de T'), posons
1 [ f(z0)
F = — dc.
(o) = 5z [ Fac
La fonction F(z,w) est holomorphe sur Q x I'° et on a F(z,w) = f(z,w)
sur A x I'°.

Ceci démontre la Proposition 2.3.
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83. Preuve de la Proposition 1.2

En utilisant les résultats dans la Section 2, nous allons démontrer la Propo-
sition 1.2 dans cette section. u(x) est la solution du probléeme de Cauchy

(3.1) a(z, D)u(z) = v(z), Diu(0,2") = wy(z), 0<k<m-—1,

ou v(x),wr(x"),0 < k < m — 1 sont des fonctions holomorphes sur R{z;z; #
0, |lz] < R}.

Vu la Remarque 1.2, nous pouvons supposer 0 < p < m dans la Proposi-
tion 1.2.

Effectuons le changement de variables

(3.2) t=xo/21, s =x.
On a donc
1 1
(33) DO = th, D1 = g(—tDt + SDS)
Posons
(3.4) Ult,s,z")=ults,s,x"), V(t,s,z") =v(ts, s,x"),
Wi(s,z") = sFw (s, "), 0<k<m-1.

Le probléme (3.1) se transforme alors en le probleme

1 1
(3.5) a (ts, s, 2", =Dy, =[—tDy + sDs], DIH> Ult,s,z") =V(t,s,z"),
s s
DEU(0, 5,2") = Wi (s, 2"), 0<k<m-—1.
On a noté ici:

1 1
a (t& s, &, =Dy, =[—tDy + sD,], Dm”)
s s
(1 N\ [1 R
= Z aq(ts, s, ") | =D, —[=tD¢ + sDy] T
s s
la] <mn
Les coefficients d’opérateur et les données V (¢, s, "), Wi (s,2”),0 < k <m—1,

sont holomorphes sur

(3.6) R{(t,s,2");| ts |[< R,0 <] s |< R, ||z"|| < R}.



PROBLEME DE CAUCHY ANALYTIQUE I 621
De plus, faisons le changement de variable
(3.7) s=¢eY.
On a alors
(3.8) Dy =e YDy, Dy = e Y(—tD; + Dy).
Le probléme (3.5) se transforme en le probleme

(3.9) g(te¥,e¥, 2", Dy, —tDy + D,, eyD$//)U(t, y,x")
+ e™Vb(teY, ¥, 2" e Y Dy, e Y[t Dy + D], Do) U (t,y,2")
= V(t,y,2"),
DfU(0,y,2") = Wi(y,2"), 0<k<m-—1,

ou a(z, D) g(x, D) + b(z,D),b(x, D) est un opérateur differentiel d’ordre
—let Ult,y,z") = Ut,ev, z"),V(t,y,z") = e™V(t,e¥, "), Wi(y,z") =
Wk(ey 2),0<k<m-—1.
Les coefficients d’opérateur et les données V (t,y,z"), Wi(y,2"),0 < k <
m — 1, sont holomorphes sur

(3.10) {(t,y,2"); |t | ™ < R, e™ < R, ||2"|| < R}.

Le coefficient N (t,y,z") de D" dans opérateur g(te¥,e¥,z”, Dy, —tD; + D,
e¥D,r) est

(3.11) N(t,y,2") = g(te?,e¥, 2", 1,—¢,0,...,0).
Nous rappelons (1.2):

4

14
9(0:0,61,0,...,0) = & [ [ (60 — &)™ Ho/“ H —B;€0 — &1)P

p+ Z§:1 pj = m, les nombres o; € C,1 < j </, sont distincts, ]_[ﬁ:l aj #0
et ,6]' = 7(1/01‘7'), 1 S _] S £.

Nous avons supposé 0 < p < m.

Pour tout 4(> 0) suffisamment petit et tout 7" > Ty + 6, Tp = 121]22([ | B; |

tels que les disques {¢;] ¢t — 3; |[< 6},1 < j < ¢, sont distincts et que le disque
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{t;| t |< T} contient les disques {t;|t — 3; |[<d},1<j<{ ona

¢
1i N — -1 — — . |Pj — 3. |Pi
I N(y,0) [ =] g(051,—4,0,...,0) H1 | oy [P7] ¢ = 5 |
J:
¢
> H | oj [P 6™7P = 2Ny > 0, uniformément sur
j=1
{CGy);| t ST, t=05;>61<j <] Sy| < oo},y étant la partie
imaginaire de y.
Il existe donc une constante R1(0 < Ry < R) ne dépendant que de g et
R, T, ¢ telle que | N(t,y,z") |> Np sur

(3 12) {(t,y,x”),t|§ T’eﬂ?y SRMHQ]‘N” SRh}

[t=pj[zd61<j<t

ouT >Ty+46,0>0.
Le probléeme (3.9) s’ecrit alors comme suit:

(3.13) DU(t,y,2") = A(t,y, 2", Dy, Dy, Do) U (t,y,2") + V (L, y,2"),
DFU(0,y,2") = Wi(y, "), 0<k<m-1.

La partie principale H(t,y, 2", Dy, Dy, eYDy) de A est

(3.14) H(t,y,z", Dy, Dy, € Dyrr)
-1

= Nt g 7 9" ¢ 7", D, ~tDi + Dy, " D)

— N(t,y,z")D}"].

L’opfateur A et les fonction V (¢, y,z"), Wi(y,2”),0 < k < m — 1 sont holo-
morphes sur la partie (3.12).

D’apres le théoreme de Cauchy-Kowalewski, la solution U(t, y,x) est holo-
morphe sur {(t,y,2");| t [< €,e™ < Ry, |2”| < Ri}, €(> 0) étant une con-
stante suffisamment petite, en diminuant R;(> 0) si nécessaire.

D’autre part, d’apres I’hypothese de la Proposition 1.2, la solution

U(t,y,x") est holomorphe sur
(3.15) {(t,y,2");| t|<S Ty =To+6,|t | ™ < Ry, ||2”|| < Ry, R(te?) > 0},

0(> 0) étant une constante suffisamment petite et en diminuant R; si nécessaire.
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Puisque on a R(te¥) =| t | €™ cos(0+Sy), t =| t | €, 'inégalité R(te¥) > 0
est equivalente a

(3.16) {(6,Sy);[2n — (1/2)]xr <0+ Sy < [2n+ (1/2)]mr,n=0,4+1,+2,...}.

Soient des secteurs circulaires Fj, = {t;|t |[< Ty, t =|t | e?,| 0 — 0, |< (7/2) —
or}, 1 <k < ko, avec des constantes 05 (0 < 6 < 27),0%(0 < 0, < 7/2),1 <
k < ko, tels qu’on a, pour §(> 0) suffisamment petit, U’,:“:l Fip D {t;| t < Ty}
et OF, {t;| t — B, |< 6} =0 pour tout k,j,1 <k <ky1<j<L

Les frontieres 0Fy de Fi,1 < k < ko sont des chemins fermés ~;,0 <
k < kg, d’origine t = 0, orientées dans le sens positif: vy, : t = tx(0),0 €
[0,1],2,(0) = ¢x(1) = 0,0 < k < ko.

D’apres le Corollaire 2.3, la solution U (t,y,x") peut se prolonger analy-
tiquement sur I'ensemble {(t,y,z");t € Y&, ™Y < Ry, ||2”| < Ra},1 < k < ko,
avec une constante Ro(0 < Ry < Ry).

Vu (3.15) et (3.16), elle est holomorphe sur {(t,y,z");t € Fj,e™ <
Ro,—0 < 0 + Sy < op, ||[2"]| < Ra}, 1 < k < kg. D’apres la Proposi-
tion 2.3, la solution U (¢, y, z"") est alors holomorphe sur {(t,y, 2" );t € Fj,, e®¥ <
Ro, ||2"|| < Ra}, 1 < k < ko, et donc sur {(t,y,2");| t |< T1,e®Y < Ry, [|2"| <
Ro}. U(t,s,2”) est alors holomorphe sur R{(¢,s,z");| t | < T1,0 <| s |<
Ra, 2" < Ra}.

Donc, en utilisant encore le Corollaire 2.3, pour tout 7' > T7, il existe une
constante R3(0 < R3 < Ry) ne dépendant que de g et T telle que Ul(t, s, z”)
est holomorphe sur R{(t,s,z");| ¢t |[< T,0 <| s |< Rg, ||z”|| < Rs}. On voit
donc que la solution u(z) du probléme (3.1) est holomorphe sur R{z;| ¢ |< T
| 21 |,21 # 0,]|z]] < R3}. D’apres la Proposition 1.3, ot xg, 1 sont remplacés
par x1,xo respectivement, et '’hypotheése 1.2 sur g, il existe une constante
L(> 1) ne dépendant que de g et R qui posséde la propriété suivante: Prenons
T > 4L,0 < wy < R3/8L? et xgo),O <| mgo) | = wp un point de base. Puisque
la solution u(x) est holomorphe sur R{x;|zo | < T | 21 |, z1 # 0,]|z'|| < Rs},
D]fu(xo,xgo),a?”) = wo (70,2"),0 < k < m—p—1, et DED" Pu(0,2') =
Whm—p(2'),0 < h < p—1 sont des fonctions holomorphes sur R{z;| zo |<
Twy,z1 # 0,]|2'|| < Rs}. La solution u(x) du probléme de (3.1) est donc la
solution du probleme de Goursat

(3.17) a(z, D)u(z) =v(z),
Dhu(zo, 2\, 2") = wo 1 (w0, 2), 0<k<m-p-1,
Dy DT Pu(0,2") = whm—p(2), 0<h<p-1

D’apres la Proposition 1.3, ot xg,x; sont remplacés par x1,xy respective-
ment, la solution u(xz) du probleme (3.17) est holomorphe sur R{z;| zg |<
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R3/4nL,0 <| x1 |< wo,||2’|] < Rs/4n}. Par suite, en prenant une constante

Ry = min{R3/4nL,wp} ne dépendant que de g et R, la solution u(z) du
probleme (3.1) est holomorphe sur R{x;x1 # 0, ||z|| < Rp}. Ceci démontre
la Proposition 1.2.
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