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Abstract

In this article, we study singularities and analytic continuations of the solution
of the Cauchy problem in the complex domain.

Résumé

Dans cet article, nous étudions des singularités et des prolongements analytiques
de la solution du problème de Cauchy dans le domaine complexe.

§0. Introduction

J. Leray [L] et L. G̊arding, T. Kotake et J. Leray [GKL] ont étudié des
singularités et des prolongements analytiques de la solution du problème de
Cauchy dans le domaine complexe.

[HLT] ont étudié des principes des prolongements analytiques de la solution
du problème de Cauchy.

Dans cet article, nous démontrons quelques résultats sur des singularités
et des prolongements analytiques de la solution du problème de Cauchy.

Je remercie vivement M. T. Nishino de ses suggestions très précieuses.

§1. Notations et Résultats

Soient X un voisinage de l’origine dans Cn+1 et x = (x0, x
′) [x′ = (x1, x

′′),
x′′ = (x2, . . . , xn)] un point de Cn+1, ‖x‖ = max 0≤j≤n | xj |.
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On considère un opérateur différentiel d’ordre m, à coefficients holomor-
phes sur X :

a(x, D) =
∑

|α|≤m

aα(x)Dα, Di = ∂/∂xi, 0 ≤ i ≤ n.

Sa partie principale est notée g(x, D).
Une fonction F (ξ) ≥ ‖a(·, ξ)‖X =

∑
|α|≤m supx∈X | aα(x) | ξα, ξ ∈

(R+)n+1, sera appelée une fonction spectrale de a(x, D) sur X.
Nous obtenons le résultat suivant qui concerne des singularités et des pro-

longements analytiques de la solution du problème de Cauchy.
D’abord nous faisons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 1.1. a(x, D) est un opérateur différentiel d’ordre m,
holomorphe sur le revêtement universel R{x; x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R} d’un domaine
{x; x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R}. Sa partie principale g(x, D) est holomorphe sur {x; ‖x‖≤
R} et supposons g(x; 1, 0, . . . , 0) = 1 sur {x; ‖x‖ ≤ R}. Donc l’hyperplan
S : x0 = 0 est non-caractéristique pour g.

Nous avons alors

Théorème 1.1. Soit a(x, D) un opérateur différentiel d’ordre m

vérifiant l’hypothèse 1.1.
Considérons l’équation

a(x, D)u(x) = v(x),(1.1)

où v(x) est une fonction holomorphe sur R{x; x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R}.
Supposons qu’une solution u(x) de (1.1) soit holomorphe sur R{x;�x0 >

0, x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R},�x0 étant la partie réelle de x0.
Il existe alors une constante R0(0 < R0 ≤ R) ne dépendant que de g et R

telle que la solution u(x) se prolonge analytiquement sur R{x; x1 �= 0, ‖x‖ ≤
R0}.

Preuve. D’après le théorème de Cauchy-Kowalewski (par exemple, la
Proposition 2.1, avec p = 0), la solution u(x) est holomorphe sur R{x;�x0 ≥
−C0 | x1 |, x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R′}, C0(> 0) et R′(0 < R′ ≤ R) étant des constantes
ne dépendant que de g et R.

Alors le Théorème 1.1 résulte immédiatement de la Proposition suivante
due à T. Nishino.
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Proposition 1.1. Soit Ω une partie ouverte et connexe dans {x; x1 �=
0, ‖x‖ < R}, contenant {x;�x0 ≥ 0, x1 �= 0, ‖x‖ < R}. Supposons que F (x)
soit une fonction holomorphe sur R(Ω).

F (x) peut se prolonger alors analytiquement sur R{x; x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R0},
R0 étant une constante 0 < R0 ≤ R.

Remarque 1.1. Il en résulte que, si F (x) est holomorphe sur {x;�x0 ≥
0, x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R}, c’est–à–dire que F (x) est uniforme sur {x;�x0 ≥ 0, x1 �=
0, ‖x‖ ≤ R}, F (x) est holomorphe sur {x; x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R0}.

Aussi en utilisant le rayon intérieur de Hartogs [N], on peut démontrer
ceci.

Preuve de la Proposition 1.1. T. Nishino a démontré élégamment cette
Proposition comme suit.

En diminuant un peu R(> 0), par une représentation conforme x1 = ef(z)

de R{x1; 0 <| x1 |≤ R} sur Γ̄(l’adhérence de Γ)\{0}, où Γ = {z; | z + 1 |< 1},
G(x0, z, x′′) = F (x0, e

f(z), x′′) est holomorphe sur {(x0, z, x′′);�x0 ≥ 0, z ∈
Γ̄ \ {0}, | x0 |, ‖x′′‖ ≤ R}. Soit Φ(z, x′′) le rayon de Hartogs de G(x0, z, x′′)
par rapport à x0 dans le domaine (Γ̄ \ {0})× {x′′; ‖x′′‖ ≤ R}, c’est-à-dire que,
pour x

(0)
0 un point fixé, �x

(0)
0 > 0 suffisamment petit, Φ(z(0), x′′(0)) = sup ρ,

où G(x0, z, x′′) est holomorphe sur l’ensemble {(x0, z
(0), x′′(0)); | x0 − x

(0)
0 |<

ρ}. Prenons un point quelconque x′′ = x′′(0), ‖x′′(0)‖ ≤ R. − log Φ(z, x′′(0))
est une fonction sous-harmonique sur Γ, bornée supérieurement, semi-continue
supérieurement sur Γ̄\{0} et − log Φ(z, x′′(0)) ≤ − log(| x

(0)
0 | + δ) sur ∂Γ\{0},

δ(> 0) étant une constante.
T. Nishino nous a suggestionné le Lemme suivant sur le principe du max-

imum de la fonction sous-harmonique.

Lemme 1.1. Soit H(z) une fonction sous-harmonique sur Γ, bornée
supérieurement et semi-continue supérieurement sur Γ̄ \ {0}. Supposons que
H(z) ≤ M sur ∂Γ \ {0}.

On a alors H(z) ≤ M sur Γ, c’est-à-dire que H(z) vérifie le principe du
maximum sur Γ.

Preuve. Supposons H(z(0)) = M + ε, ε > 0, z(0) ∈ Γ. Prenons une
constante c(> 0) suffisamment petite telle que c log | z |< ε/2 sur Γ et c log
| z(0)| > −ε/2. Posons H1(z) = max{H(z) + c log | z |, M1}, où M1(< M)
est une constante. H1(z) est alors une fonction sous-harmonique dans Γ, semi-
continue supérieurement sur Γ̄ et H1(z) ≤ M + ε/2 sur ∂Γ. Par hypothèse,
H1(z(0)) > M + ε/2. Ceci est contradictoire au principe du maximum pour la
fonction sous-harmonique.
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La fin de la preuve de la Proposition 1.1. En employant ce Lemme, on a
− log Φ(z, x′′(0)) ≤ − log(| x

(0)
0 | +δ) dans Γ. Ceci démontre la Proposition 1.1.

La Proposition 1.2 suivante donne un prolongement analytique de la so-
lution du problème de Cauchy ayant rapport aux caractéristiques d’opérateur,
qui concerne le Théorème 1.1. Nous faisons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 1.2. a(x, D) est un opérateur différentiel d’ordre m, satis-
faisant l’hypothèse 1.1. Supposons que x1 = 0 soit une surface caractéristique
de multiplicité constante p (0 ≤ p ≤ m) pour g. Si p = 0, la surface x1 = 0 est
non-caractéristique pour g :

g(x, ξ) =
m∑

k=p

Lk(x, ξ0, ξ
′′)ξm−k

1 ,

où Lk(x, ξ0, ξ
′′), p ≤ k ≤ m, est un polynôme homogène de degré k en (ξ0, ξ

′′)
et Lm(x; 1, 0, . . . , 0) = 1, Lp(x; 1, 0, . . . , 0) �= 0 sur {x; ‖x‖ ≤ R}.

Écrivons

g(0; ξ0, ξ1, 0, . . . , 0) = ξp
0

�∏
j=1

(ξ0 − αjξ1)pj(1.2)

=


 �∏

j=1

α
pj

j


 ξp

0

�∏
j=1

(−βjξ0 − ξ1)pj ,

p +
∑�

j=1 pj = m, pj > 0 entier, les nombres αj ∈ C, 1 ≤ j ≤ �, sont distincts,

�∏
j=1

αj �= 0 et βj = −(1/αj), 1 ≤ j ≤ �.

Nous avons alors

Proposition 1.2. Soit a(x, D) un opérateur différentiel d’ordre m

vérifiant l’hypothèse 1.2.
Considérons le problème de Cauchy

a(x, D)u(x) = v(x), Dk
0u(0, x′) = wk(x′), 0 ≤ k ≤ m − 1,(1.3)

où v(x), wk(x′), 0 ≤ k ≤ m − 1, sont des fonctions holomorphes sur R{x; x1 �=
0, ‖x‖ ≤ R}.

Supposons qu’une solution u(x) de (1.3) soit holomorphe sur

R{x;�x0 > 0, | x0 |≤ T | x1 |, ‖x‖ ≤ R},(1.4)
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T étant une constante telle que T > T0 = max1≤j≤� | βj |.
Alors la solution u(x) peut se prolonger analytiquement sur R{x; x1 �=

0, ‖x‖ ≤ R0}, R0(0 < R0 ≤ R) étant une constante ne dépendant que de g et
R.

Note 1.1. Faisons l’hypothèse 1.2. Supposons qu’une solution u(x) de
(1.1) soit holomorphe sur la partie (1.4), où v(x) est holomorphe sur R{x; x1 �=
0, ‖x‖ ≤ R}.

Comme dans le Théorème 1.1, d’après le théorème de Cauchy-Kowalewski,
la solution u(x) satisfait le problème (1.3), où wk(x′), 0 ≤ k ≤ m−1, sont holo-
morphes sur R{x′; x1 �= 0, ‖x′‖ ≤ R}. D’après la Proposition 1.2, la solution
u(x) peut se prolonger analytiquement sur R{x; x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R0}.

Remarque 1.2. Si p = m, g(x, D) = Lm(x, D0, Dx′′) est indépendant de
D1. Dans ce cas, la Proposition 1.2, sans la condition (1.4), résulte immé-
diatement de la Remarque 2.1 de la Proposition 2.1. En effet, le problème de
Cauchy (1.3) possède une unique solution holomorphe sur R{x; x1 �= 0, ‖x‖ ≤
R0}. (Aussi voir [HT1]).

Dans la Proposition 1.3 suivante, nous étudions un prolongement analy-
tique de la solution du problème de Cauchy et Goursat que nous utilisons pour
démontrer la Proposition 1.2.

Hypothèse 1.3. Soit Ḋω = Dω\{0}, où Dω = {x0; | x0 |≤ ω}, (ω > 0).
Supposons que A(x, D) soit holomorphe sur R(Ḋω)×{x′; ‖x′‖ ≤ R} et que

sa partie principale G(x, D) soit holomorphe sur Dω × {x′; ‖x′‖ ≤ R}.
Supposons en plus que x0 = 0 soit une surface caractéristique de multi-

plicité constante p(0 ≤ p ≤ m) pour G − Dp
i Dm−p

0 :

G(x, D) =
m∑

k=p

Nk(x, Dx′)Dm−k
0 ,(1.5)

où Nk(x, Dx′), p ≤ k ≤ m, est un opérateur différentiel d’ordre k en Dx′ et
Np(x, Dx′) ne contient pas Dp

1 . Si p = 0, N0(x, Dx′) ≡ 0.

Nous avons alors

Proposition 1.3. Soit A(x, D) un opérateur différentiel d’ordre m

vérifiant l’hypothèse 1.3.
Il existe alors une constante L(≥ 1) ne dépendant que de G et R qui possède

la propriété suivante:
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(i) Le cas de p = 0.

Pour tout r, (0 < r ≤ R/2), choisissons une constante ω0(> 0) satisfaisant
ω0 ≤ min{r/4L, ω/8}, et x

(0)
0 ∈ Ḋω0 un point de base.

Considérons le problème de Cauchy,

Dm
0 u(x) = A(x, D)u(x) + v(x), Dk

0u(x(0)
0 , x′) = wk(x′), 0 ≤ k ≤ m − 1,

(1.6)

où v(x), wk(x′), 0 ≤ k ≤ m−1, sont des fonctions holomorphes sur R(Ḋω)×
{x′; ‖x′‖ ≤ r}.
Le problème de Cauchy (1.6) admet alors une unique solution holomorphe
sur R(Ḋω0) × {x′; ‖x′‖ ≤ r/2n}.

(ii) Le cas de p ≥ 1.

Pour tout r, (0 < r ≤ R/2), choisissons une constante ω0(> 0) satisfaisant
ω0 ≤ min{r/4L2, ω/8}, et x

(0)
0 ∈ Ḋω0 un point de base.

Considérons le problème de Goursat

Dp
1Dm−p

0 u(x) = A(x, D)u(x) + v(x),(1.7)

Dk
0u(x(0)

0 , x′) = wk,0(x′), 0 ≤ k ≤ m − p − 1,

Dh
1Dm−p

0 u(x0, 0, x′′) = wm−p,h(x0, x
′′), 0 ≤ h ≤ p − 1,

où v(x), wk,0(x′), 0 ≤ k ≤ m − p − 1, wm−p,h(x0, x
′′), 0 ≤ h ≤ p − 1, sont

des fonctions holomorphes sur R(Ḋω) × {x′; | x1 |≤ r/L, ‖x′′‖ ≤ r}.

Le problème de Goursat (1.7) admet alors une unique solution holomorphe
sur R(Ḋω0) × {x′; | x1 |≤ r/2nL, ‖x′′‖ ≤ r/2n}.

Dans la section 2, nous donnons quelques préliminaires et puis nous prou-
vons la Proposition 1.3. La Proposition 1.2 sera démontrée dans la section 3.

§2. Quelques Préliminaires et la Preuve de la Proposition 1.3

Pour démontrer la Proposition 1.3, dans cette section, nous préparons
quelques propositions sur des prolongements analytiques des solutions des prob-
lèmes de Cauchy et Goursat, et des fonctions analytiques.

D’abord nous précisons des résultats de [HT1], [HT2], [HLT] sur un do-
maine d’existence de la solution des problèmes de Cauchy et Goursat.
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Proposition 2.1. Soit X = {x; | xj |≤ Rj , 0 ≤ j ≤ n} et Xρ = {x;
|xj | ≤ ρRj , 0 ≤ j ≤ n}, 0 < ρ < 1. Considérons A(x, D) un opérateur
différentiel d’ordre m, holomorphe sur Xρ∩{x0; | x0 |< r0}. Sa partie principale
G(x, D) est holomorphe sur X et est de la forme (1.5) dans l’hypothèse 1.3.

Étudions le problème de Cauchy et Goursat

Dp
1Dm−p

0 u(x) = A(x, D)u(x) + v(x),(2.1)

Dk
0u(0, x′) = wk,0(x′), 0 ≤ k ≤ m − p − 1,

Dh
1Dm−p

0 u(x0, 0, x′′) = wm−p,h(x0, x
′′), 0 ≤ h ≤ p − 1,

où v(x), wk,0(x′), 0 ≤ k ≤ m − p − 1, wm−p,h(x0, x
′′), 0 ≤ h ≤ p − 1, sont des

fonctions holomorphes sur Xρ ∩ {x0; | x0 |< r0}.
Notons HX(ξ) =

∑m
k=p ‖Nk(·, ξ′)‖X ξm−k

0 , ξ ∈ Rn+1
+ une fonction spec-

trale sur X de l’opérateur G(x, D).
Pour tout ζj ≥ 1/Rj , 2 ≤ j ≤ n, il existe alors des nombres ζi ≥ 1/Ri, i =

0, 1, tels que

(1/ζp
1 ζm−p

0 )HX(ζ) ≤ 1 − ρ, c’est-à-dire que(2.2)

(ζ0/ζ1)pHX(1, ζ ′/ζ0) ≤ 1 − ρ.

Le problème (2.1) possède une unique solution u(x) holomorphe sur
{x;

∑n
j=0 ζj |xj | < ρ} ∩ {x0; | x0 |< r0}.

Note 2.1. Si p = 0, pour tout ζj ≥ 1/Rj , 1 ≤ j ≤ n, il existe ζ0 ≥ 1/R0 tel
que (1/ζm

0 )HX(ζ) ≤ 1− ρ. Dans le cas de p = 0, si r0 ≥ ρR, la Proposition 2.1
a été déjà démontrée dans [HLT].

Remarque 2.1. Considérons le cas de p = m dans la Proposition 2.1, où
x0 et x1 sont remplacés par x1 et x0 respectivement.

Supposons que A(x, D) soit holomorphe sur X = {x; | xj |≤ Rj , 0 ≤ j ≤ n}
et que G(x, D) soit de la forme:

G(x, D) = Nm(x, D0, Dx′′) où Nm(x, D0, Dx′′) est un opŕateur différentiel
d’ordre m, indépendant de D1 et il ne contient pas Dm

0 .
Considérons le problème de Cauchy

Dm
0 u(x) = A(x, D)u(x) + v(x), Dk

0u(0, x′) = wk(x′), 0 ≤ k ≤ m − 1,

(2.1)1

où v(x), wk(x′), 0 ≤ k ≤ m − 1, sont holomorphes sur X.
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Il existe alors des constantes R′
j(0 < R′

j ≤ Rj), j = 0 et 2 ≤ j ≤ n, telles
que le problème (2.1)1 possède une unique solution holomorphe sur {x; | x0 |≤
R′

0, | x1 |≤ R1, | xj |≤ R′
j , 2 ≤ j ≤ n}. (Aussi voir [HT1]).

Preuve de la Proposition 2.1. On a

HX(ξ) ≤ N


 m∑

k=p

| ξ′ |k ξm−k
0 − ξp

1ξm−p
0


 , ξ ∈ Rn+1

+ , | ξ′ |=
n∑

k=1

ξk,

où le module des coefficients de G(x, D) sur X est inférieur à une constante
N(≥ 0).

Pour tout ζj ≥ 1/Rj , 2 ≤ j ≤ n, choisissons des nombres ζi ≥ 1/Ri, i =
0, 1, tels que

(
1

ζp
1 ζm−p

0

)
HX(ζ) ≤ N

[(
1 +

| ζ ′′ |
ζ1

)p
{

1 +
m−p∑
k=1

(
| ζ ′ |
ζ0

)k
}

− 1

]
< 1 − ρ.

Ceci démontre (2.2).
En remplaçant u et v par u − w et v − (Dp

1Dm−p
0 − A)w, où w(x) =∑m−p−1

k=0 wk,0(x′)xk
0/k! +

∑p−1
h=0 wm−p,h(x0, x

′′)xm−p
0 xh

1/(m − p)!h!, nous pou-
vons nous ramener au cas de wk,0(x′) = 0, 0 ≤ k ≤ m−p−1, wm−p,h(x0, x

′′) =
0, 0 ≤ h ≤ p − 1.

Nous utilisons une méthode de fonctions majorantes. Pour des séries
formelles f(x) =

∑
α fαxα, F (x) =

∑
α Fαxα, si ∀α, | fα |≤ Fα, on note

f(x) 
 F (x). Posons z =
∑n

j=0 ζjxj , et

0 < r < r∗ < r0, η0 = 1/r0 < η∗ = 1/r∗ < η = 1/r.(2.3)

Écrivons A(x, D) = G(x, D) +
∑m

k=1 Bk−1(x, Dx′)Dm−k
0 , où Bk−1(x, Dx′) est

un opérateur différentiel d’ordre k − 1, holomorphe sur Xρ ∩ {x0; |x0| <

r0}.
On a d’abord v(x) 
 V

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
, où V = max[|v(x)|; x ∈ Xρ ∩

{x0; | x0 |≤ r∗}] et ρ1(0 < ρ1 < ρ) est une constante quelconque.

Si u(x) 
 U(x0, z), on a

A(x, D)u(x)
 1
1 − z

m∑
k=p

‖Nk(·, ζ ′)‖X(D0 + ζ0Dz)m−kDk
z U(x0, z)(2.4)

+
1

(1 − η∗x0)(1 − z/ρ)

[
m∑

k=1

‖Bk−1(·, ζ ′)‖X
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× (D0 + ζ0Dz)m−kDk−1
z

]
U(x0, z)

+
V

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
.

On rappelle le Lemme suivant dans [HLW].

Lemme 2.1. Soit Φ(z) =
∑∞

n=0 cnzn, z ∈ C, une série formelle à coef-
ficient cn ≥ 0 telle que 0 
 (1 − τz)Φ(z), τ > 0. On a alors

(i) Si τ > τ ′ > 0, alors
1

1 − τ ′z
Φ(z) 
 1

(1 − τ ′/τ )
Φ(z).

(ii) τkΦ(z) 
 Dk
z Φ(z), pour ∀k ≥ 0.

(iii) 0 
 (1 − τz)Dk
zΦ(z), pour ∀k ≥ 0.

Supposons que

(1 − ηx0)U(x0, z) � 0 et (1 − z/ρ1)U(x0, z) � 0.(2.5)

On a alors, vu (2.4) et le Lemme 2.1,

A(x, D)u(x)(2.6)


 1
1 − ρ1

m∑
k=p

1

ζk−p
0

‖Nk(·, ζ ′)‖X(D0 + ζ0Dz)m−pDp
zU(x0, z)

+
1

(1 − η∗/η)(1 − ρ1/ρ)
B(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−1U(x0, z)

+
V

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
,

où B(ζ)(≥ 0) est une fonction de ζ.
Par un raisonnement classique, par exemple, le Théorème 1 dans [HT2],

on a u(x) 
 U(x0, z), pour z =
∑n

j=0 ζjxj , quand U(x0, z) vérifie

ζp
1 (D0 + ζ0Dz)m−pDp

zU(x0, z)(2.7)

� 1
(1 − ρ1)ζ

m−p
0

HX(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−pDp
zU(x0, z)

+
1

(1 − η∗/η)(1 − ρ1/ρ)
B(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−1U(x0, z)

+
V

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
.
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Donc, vu (2.2), pour avoir (2.7), il suffit que U(x0, z) vérifie

(D0 + ζ0Dz)m−pDp
zU(x0, z)� 1 − ρ

1 − ρ1
(D0 + ζ0Dz)m−pDp

zU(x0, z)

+
1

ζp
1 (1 − η∗/η)(1 − ρ1/ρ)

× B(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−1U(x0, z)

+
V

ζp
1 (1 − ηx0)(1 − z/ρ1)

,

donc
(D0 + ζ0Dz)m−pDp

zU(x0, z)(2.8)

� B0(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−1U(x0, z) +
V C0(ζ)

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
,

avec la condition (2.5), où B0(ζ) =
1 − ρ1

ζp
1 (ρ − ρ1)(1 − η∗/η)(1 − ρ1/ρ)

B(ζ) et

C0(ζ) = (1 − ρ1)/ζp
1 (ρ − ρ1).

Nous rappelons le Lemme suivant dans [HLW].

Lemme 2.2. Notons Φ−k(z) =
zk

k!(1 − z/ρ1)
, k ≥ 0, z ∈ C.

On a alors

(i) (1 − z/ρ1)Φ−k(z) � 0, pour ∀k ≥ 0.

(ii) Φ−k(z) 
 D�
zΦ−k−�(z), pour ∀k, � ≥ 0.

(iii) Soit 0 < ρ2 < ρ1. Il existe alors une constante c(≥ 0) ne dépendant que de
ρ1, ρ2 telle que pour tout k, � ≥ 0, on ait | D�

zΦ−k(z) |≤ ck+�+1�!/k!, pour
| z |≤ ρ2.

D’abord considérons le cas de p = 0 dans (2.8). Considérons

(D0 + ζ0Dz)Û(x0, z) � B0(ζ)Û(x0, z) +
V C0(ζ)

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
.(2.9)

Notons θk(x0) =
ηkk!

(1 − ηx0)k+1
, pour tout k ≥ 0.

Posons Û(x0, z) = V C(ζ)θ0(x0)Φ−1(z)eB0(ζ)x0 , où C(ζ) = C0(ζ)/ζ0. Vu le
Lemme 2.1 et 2.2, on a

(D0 + ζ0Dz)Û(x0, z)

� B0(ζ)Û(x0, z) + eB0(ζ)x0V C(ζ)θ0(x0)(ηΦ−1(z) + ζ0DzΦ−1(z))

� B0(ζ)Û(x0, z) +
V C0(ζ)

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
.
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Û(x0, z) satisfait donc (2.9). De plus, vu (2.9), on a alors

(D0 + ζ0Dz)mÛ(x0, z)

� B0(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−1Û(x0, z) + V C0(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−1

× 1
(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)

� B0(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−1Û(x0, z) +
V C0(ζ)(η + ζ0/ρ1)m−1

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
.

En choisissant

U(x0, z) =
1

(η + ζ0/ρ1)m−1
Û(x0, z),(2.10)

on voit que U(x0, z) vérifie (2.5), (2.8) dans le cas de p = 0.
Ensuite considérons le cas de p ≥ 1 dans (2.8).
Considérons

Dp
z Û(x0, z)�B0(ζ)(D0 + ζ0Dz)p−1Û(x0, z)(2.11)

+
V C0(ζ)

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
.

Nous résolvons (2.11) successivement comme suit.

Dp
z Û0(x0, z) � V C0(ζ)

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
,(2.12)

pour k ≥ 1, Dp
z Ûk(x0, z) � B0(ζ)(D0 + ζ0Dz)p−1Ûk−1(x0, z).(2.13)

Posons
Û0(x0, z) = V C1(ζ)θ0(x0)Φ−p(z).(2.14)

Vu le Lemme (2.2), si

C1(ζ) ≥ C0(ζ),(2.15)

Û0(x0, z) vérifie alors (2.12). Posons pour k ≥ 1

Ûk(x0, z) = V C1(ζ)k+1(D0 + ζ0Dz)k(p−1)θ0(x0)Φ−(k+1)p(z).(2.16)

Vu le Lemme 2.2, si

C1(ζ) ≥ B0(ζ),(2.17)

(2.13) est satisfait, donc si

C1(ζ) = max{C0(ζ), B0(ζ)},(2.18)
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(2.12) et (2.13) sont alors satisfaits. D’après le Lemme 2.2, on a pour {(x0, z);
| x0 |< 1/η, ‖z‖ ≤ ρ2}, ‖z‖ =

∑n
j=0 ζj | xj |, 0 < ρ2 < ρ1,

|Ûk(x0, z)|

≤ V C1(ζ)k+1

k(p−1)∑
�=0

(kp − k)!
(kp − k − �)!�!

ζ
k(p−1)−�
0

×
∣∣D�

0D
k(p−1)−�
z θ0(x0)Φ−(k+1)p(z)

∣∣
≤ V C1(ζ)k+1

k(p−1)∑
�=0

(kp − k)!
(kp − k − �)!�!

ζ
k(p−1)−�
0 �! η�

(1 − η | x0 |)�+1

× ck(p−1)−�+(k+1)p+1 [kp − k − �]!
[(k + 1)p]!

≤ V C1(ζ)k+1

k(p−1)∑
�=0

(kp − k)!ζk(p−1)−�
0 η�c

k(2p−1)+p+1
1

(kp + p)!(1 − η | x0 |)�+1

≤ V C1(ζ)k+1k(p − 1)
c
k(p−1)
2 c

k(2p−1)+p+1
1

(k + p)!(1 − η | x0 |)k(p−1)+1
,

avec une constante c(≥ 0) du Lemme 2.2 et c1 = max{c, 1}, c2 = max{ζ0, η, 1}.
La série Û(x0, z) =

∑∞
k=0 Ûk(x0, z) converge uniformément sur {(x0, z);

| x0 |< 1/η, ‖z‖ ≤ ρ2}. Comme dans le cas de p = 0, vu (2.11), on a

(D0 + ζ0Dz)m−pDp
z Û(x0, z)�B0(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−1Û(x0, z)

+ V C0(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−p 1
(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)

�B0(ζ)(D0 + ζ0Dz)m−1Û(x0, z)

+
V C0(ζ)(η + ζ0/ρ1)m−p

(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)
.

En choisissant U(x0, z) =
1

(η + ζ0/ρ1)m−p
Û(x0, z), on voit que U(x0, z) vérifie

(2.5), (2.8) avec p ≥ 1. Puisque ρ2, ρ1, η, η∗ sont des constantes quelconques
vérifiant 0 < ρ2 < ρ1 < ρ et η0 < η∗ < η, on démontre la Proposition 2.1.

Preuve de la Remarque 2.1. En effet, une fonction spectrale ‖G(·, ξ)‖X de
G(x, D) sur X est indépendant de ξ1.

Le Proposition 2.1 et sa preuve donnent immédiatement le Corollaire suiv-
ant.

Corollaire 2.1. Dans la Proposition 2.1 avec p = 0, supposons que
A(x, D), v(x), wk(x′), 0 ≤ k ≤ m−1, sont holomorphes sur Xρ∩{x0; | x0 |< r0}
et G(x, D) est holomorphe sur X.
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Considérons le problème de Cauchy

Dm
0 u(x) = A(x, D)u(x) + v(x), Dk

0u(0, x′) = wk(x′), 0 ≤ k ≤ m − 1.(2.1)1

Pour tout ζj ≥ 1/Rj , 1 ≤ j ≤ n, il existe un nombre ζ0 ≥ 1/R0 tel que
ζ−m
0 HX(ζ) ≤ 1 − ρ.

Le problème (2.1)1 possède une unique solution u(x) holomorphe sur
{x;

∑n
j=0 ζj |xj | < ρ} ∩ {x0; |x0| < r0} et, en particulier, un germe u de la

solution holomorphe sur {x; |x0| < min{ρ/ζ0, r0}, x′ = 0}.

Cette Proposition 2.1 donne le Corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Supposons que A(x, D) satisfasse l’hypothèse dans la
Proposition 2.1.

Dans le problème (2.1), pour ζj , 0 ≤ j ≤ n satisfaisant (2.2), les données
v(x), wm−p,h(x0, x

′′), 0 ≤ h ≤ p−1, et wk,0(x′), 0 ≤ k ≤ m−p−1, sont des fonc-
tions holomorphes sur {x;

∑n
j=0 ζj |xj | < ρ}∩{x0; |x0| < r0} et {x′;

∑n
j=1 ζj |xj |

< ρ} respectivement.
La solution u(x) du problème (2.1) est alors holomorphe sur {x;

∑n
j=0 ζj

| xj |< ρ} ∩ {x0; | x0 |< r0}.

Note 2.2. Dans le problème (2.1), pour ρ′, (0 < ρ′ ≤ ρ), et r′0, (0 < r′0 ≤
r0), les données v(x), wm−p,h(x0, x

′′), 0 ≤ h ≤ p−1, et wk,0(x′), 0 ≤ k ≤ m−p−
1, sont des fonctions holomorphes sur {x;

∑n
j=0 ζj | xj |< ρ′} ∩ {x0; | x0 |< r′0}

et {x′;
∑n

j=1 ζj | xj |< ρ′} respectivement.
La solution u(x) du problème (2.1) est alors holomorphe sur {x;

∑n
j=0 ζj

| xj |< ρ′} ∩ {x0; | x0 |< r′0}.
En effet, on a (1/ζp

1 ζm−p
0 )HX(ζ) ≤ 1 − ρ ≤ 1 − ρ′.

Preuve du Corollaire 2.2. Nous employons le lemme suivant [W].

Lemme 2.3 ([W]). Soit f(x) une fonction holomorphe sur {x;∑n
j=0 ξj | xj |≤ 1}, ξ ∈ Rn+1

+ .

On a alors f(x) 
 c(n + 1, f)
1 −

∑n
j=0 ξjxj

, où c(n + 1, f) est une constante ne

dépendant que de n et de sup{| f(x) |; x ∈ un voisinage de {x;
∑n

j=0 ξj | xj |≤
1}}.

Lemme 2.4. Soit f(x) une fonction holomorphe sur {x;
∑n

j=1 ξj | xj |≤
1} ∩ {x0; | x0 |≤ 1/η}, ξ′ ∈ Rn

+ et η > 0.
On a alors

f(x) 
 c(n, f)
(1 − ηx0)(1 −

∑n
j=1 ξjxj)

.
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Preuve du Lemme 2.4. Vu le Lemme 2.3, on a, pour x0, | x0 |≤ 1/η, f(x) =∑
α Dα

x′f(x0, 0)x′α/α! et | Dα
x′f(x0, 0) | /α! ≤ c(n, f)ξ′α. On a donc Dα

x′f(x0, 0)

 c(n, f)ξ′αα!/(1 − ηx0). Ceci démontre le Lemme 2.4.

Preuve du Corollaire 2.2. En effet, nous pouvons nous ramener au cas de
wk,0(x′) = 0, 0 ≤ k ≤ m− p− 1, wm−p,h(x0, x

′′) = 0, 0 ≤ h ≤ p− 1. D’après les

Lemmes 2.3 et 2.4, on a v(x) 
 c(n, v)
(1 − ηx0)(1 − z/ρ1)

, où z =
∑n

j=0 ζjxj , 0 <

η = 1/r, 0 < r < r∗ < r0, η0 = 1/r0 < η∗ = 1/r∗ < η = 1/r, 0 < ρ1 < ρ.

En suivant la preuve de la Proposition 2.1, où V est remplacé par c(n, v), on
obtient le Corollaire 2.2.

Nous allons démontrer la Proposition 1.3.

Preuve de la Proposition 1.3.
(i) Le cas de p ≥ 1.
D’après l’hypothèse, nous pouvons choisir pour une fonction spectrale H(ξ) de
G(x, D) sur Dω × {x′; ‖x′‖ ≤ R}:

H(ξ) = N
[ m∑
k=p

| ξ′ |k ξm−k
0 − ξp

1ξm−p
0

]
, ξ ∈ Rn+1

+ , où le module des coefficients

de G(x, D) sur Dω × {x′; ‖x′‖ ≤ R} est inférieur à une constante N(≥ 0).
Choisissons ζ = (ζ0, . . . , ζn) ∈ Rn+1

+ , tel que ζ0 ≥ ζ1 ≥ ζ2 = · · · = ζn.
On a alors

(
1

ζp
1 ζm−p

0

)
H(ζ) ≤ N

[(
1 +

| ζ ′′ |
ζ1

)p

− 1 +
(
| ζ ′ |
ζ1

)p
{

m−p∑
k=1

(
| ζ ′ |
ζ0

)k
}]

≤ N

(
pnp ζ2

ζ1
+ mnm ζ1

ζ0

)
, car on a (1 + x)p − 1 ≤ pnp−1x, 0 ≤ x ≤ n − 1.

Posons L ≥ max{2N(pnp + mnm), 1}. L est donc une constante ne dépen-
dant que de G, R, ω. Choisissons ζ2 = · · · = ζn = 1/R, ζ1 = Lζ2, ζ0 =
max{Lζ1, 2/ω} = max{L2ζ2, 2/ω}.
On a alors (1/ζp

1 ζm−p
0 )H(ζ) ≤ 1/2.

Prenons ω0 = ρ/4ζ0 ≤ min{ρR/4L2, ω/8} et un point de base x
(0)
0 ∈ Ḋω0 , où

r = ρR, 0 < ρ ≤ 1/2.
Soit γ : x0 = x0(s), s ∈ [0, 2ω0], un chemin d’origine x

(0)
0 et d’extrémité x0 un

point quelconque dans Ḋω0 , s étant la longeur de γ.
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Construisons une variété mobile S(s) et un ensemble W (s):

S(s) =
{

x; x0 = x0(s),
n∑

j=1

ζj | xj |< ρ(s)
}

,

W (s) =
{

x; ζ0 | x0 − x0(s) | +
n∑

j=1

ζj | xj |< ρ(s)
}

∩ {x0; | x0 − x0(s) |<| x0(s) |},

où ρ(s) = ρ − ζ0s.
Pour s1(> s) voisin de s, si | x0(s′)− x0(s) |<| x0(s) | pour tout s′ ∈ [s, s1], on
a S(s′) ⊂ W (s), car | x0(s′) − x0(s) |≤ s′ − s, et ρ(s) − ζ0(s′ − s) = ρ(s′).
Notons que v(x), wm−p,h(x0, x

′′), 0 ≤ h ≤ p − 1, sont holomorphes sur W (s).
D’après le Corollaire 2.2, si la solution u(x) du problème (1.7) est holomorphe
sur S(s), elle est holomorphe sur

⋃
s≤s2≤s1

S(s2). Elle est donc holomorphe sur⋃
0≤s≤2ω0

S(s). La solution u(x) du problème (1.7) peut se prolonger analy-
tiquement sur R(Ḋω0) × {x′;

∑n
j=1 ζj |xj | < ρ(2ω0) = ρ − 2ζ0ω0}. Puisque

ρ − 2ζ0ω0 = ρ/2, u(x) est holomorphe sur R(Ḋω0) × {x′; |x1| ≤ r/2nL, ‖x′′‖
≤ r/2n}. Ceci démontre le cas (ii) de la Proposition 1.3.
(ii) Le cas de p = 0.
Choisissons ζ = (ζ0, . . . , ζn) ∈ Rn+1

+ , tel que ζ0 ≥ ζ1 = · · · = ζn.
On a alors (

1
ζm
0

)
H(ζ) ≤ N

m∑
k=1

(
| ζ ′ |
ζ0

)k

≤ Nmnm ζ1

ζ0
.

Posons L ≥ max{2Nmnm, 1}. En choisissant ζ1 = · · · = ζn = 1/R, ζ0 =
max{Lζ1, 2/ω}, on a (1/ζm

0 )H(ζ) ≤ 1/2.
Prenons ω0 = ρ/4ζ0 ≤ min{ρR/4L, ω/8} et un point de base x

(0)
0 ∈ Ḋω0 , où

r = ρR, 0 < ρ ≤ 1/2.
Par le mème raisonnement que dans le cas p ≥ 1, on voit que la solution u(x)
du problème (1.6) est holomorphe sur R(Ḋω0)×{x′;

∑n
j=1 ζj | xj |< ρ−2ζ0ω0}.

Ceci démontre le cas (i) de la Proposition 1.3.
[L] a etudié un prolongement analytique de la solution du problème de

Cauchy par le procédé de la variété mobile. En rappelant des raisonnements
de [L], [HT1] et [HLT], et en utilisant la Proposition 2.1, nous avons
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Proposition 2.2. Soient D un domaine dans C et x
(0)
0 ∈ D un point

de base.
Soit A(x, D) =

∑
|α|≤m
α0<m

Aα(x)Dα un opérateur différentiel d’ordre m, holo-

morphe sur R(D) × {x′; | xj |≤ rj , 1 ≤ j ≤ n}.
Étudions le problème de Cauchy

Dm
0 u(x) = A(x, D)u(x) + v(x), Dk

0u(x(0)
0 , x′) = wk(x′), 0 ≤ k ≤ m − 1,

(2.19)

où v(x), wk(x′), 0 ≤ k ≤ m−1, sont des fonctions holomorphes sur R(D)×{x′;
| xj |≤ rj , 1 ≤ j ≤ n}.

Soient γ un chemin d’origine x
(0)
0 dans D : x0 = t(s), (0 ≤ s ≤ s0), s

étant la longueur de γ, et rj(s)(> 0), 1 ≤ j ≤ n, des fonctions de classe
C1, drj(s)/ds < 0 sur [0, s0] et rj(0) = rj , 1 ≤ j ≤ n.

Écrivons H(s; ξ) =
∑

|α|=m
α0<m

sup
|xj |≤rj(s),

1≤j≤n

| Aα(t(s), x′) | ξα, ξ ∈ Rn+1
+ . Si l’on

a pour s ∈ [0, s0],

H

(
s; 1, (−1)/ρ

dr1(s)
ds

, . . . , (−1)/ρ
drn(s)

ds

)
< 1 − ρ,(2.20)

ρ (0 < ρ < 1) étant une constante, la solution u(x) du problème (2.19) est
holomorphe sur {x; x0 = t(s), | xj |≤ rj(s), 1 ≤ j ≤ n, s ∈ [0, s0]}.

Note 2.3. En utilisant cette Proposition 2.3, on peut démontrer aussi le
cas (i) de p = 0 de la Proposition 1.3.

Preuve. Prenons des fonctions rj(s)(> 0), 1 ≤ j ≤ n, vérfiant (2.20).
D’abord, nous notons qu’il existe une fonction δ(ε, s)(> 0) pour ε(> 0)telle

qu’on a

Hε(s; ξ) =
∑

|α|=m
α0<m

sup
|x0−t(s)|≤ε

|xj |≤rj(s),1≤j≤n

| Aα(x) | ξα(2.21)

≤H(s; ξ) + δ(ε, s)
n∑

k=1

| ξ′ |k ξm−k
0 , ξ ∈ Rn+1

+ ,

où 0 < ε ≤ dist.(∂D, γ)/2 et quand ε → +0, δ(ε, s) → 0 uniformément sur
s ∈ [0, s0].

Construisons une variété mobile S(s) et un ensemble W (s):

S(s) = {x; x0 = t(s), |xj | ≤ rj(s), 1 ≤ j ≤ n} et
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W (s) = {x; |x0 − t(s)| ≤ sup(ρ/ζ0), |xj | ≤ rj(s), 1 ≤ j ≤ n},

où ζ0(≥ 1/ε) vérifie ζ−m
0 Hε(s; ζ) < 1 − ρ, pour ζj ≥ 1/(rj(s) − |xj |), 1 ≤ j ≤

n. Ici si |xj | = rj(s), alors 1/ζ0 = 0.
Soit x = (x0, x

′) ∈ S(s1) : x0 = t(s1), |xj | ≤ rj(s1), 1 ≤ j ≤ n, pour
s1(> s), 0 < s1 − s < h, h(> 0) étant suffisamment petit.

On a |t(s1) − t(s)| ≤ (s1 − s), et pour η0 = ρ/(s1 − s), ηj = 1/(rj(s) −
rj(s1)), 1 ≤ j ≤ n,

η−m
0 Hε(s; η)(2.22)

= Hε

(
s; 1,

s1 − s

ρ[r1(s) − r1(s1)]
, . . . ,

s1 − s

ρ[rn(s) − rn(s1)]

)

= Hε

(
s; 1, (−1)/ρ

dr1(s′1)
ds

, . . . , (−1)/ρ
drn(s′n)

ds

)
,

où s ≤ s′j ≤ s1, 1 ≤ j ≤ n. Puisque la fonction Hε(s; 1, ζ1, . . . , ζn) est uni-
formément continue en ζ ′ sur un ensemble compact, et vu (2.20), (2.21), pour
h(> 0), ε(> 0) suffisamment petits, on a alors

< Hε

(
s; 1, (−1)/ρ

dr1(s)
ds

, . . . , (−1)/ρ
drn(s)

ds

)
+ κ(2.22)

< H

(
s; 1, (−1)/ρ

dr1(s)
ds

, . . . , (−1)/ρ
drn(s)

ds

)
+ 2κ

< 1 − ρ, κ(> 0) étant une constante suffisamment petite.

Il en résulte que S(s1) ⊂ W (s). D’après le Corollaire 2.1, si la solution u(x)
de (2.19) est holomorphe sur S(s), alors elle est holomorphe sur

⋃
s≤s2≤s1

S(s2).
Elle est donc holomorphe sur

⋃
0≤s≤s0

S(s). La solution u(x) du problème (2.19)
peut se prolonger analytiquement sur {x; x0 = t(s), |xj | ≤ rj(s), 1 ≤ j ≤ n, s ∈
[0, s0]}. Ceci démontre la Proposition 2.2.

La Proposition 2.2 donne le Corollaire suivant.

Corollaire 2.3. Soient D un domaine dans {t; t ∈ C} et t0 ∈ D un
point de base.

Considérons A(t, y, x′′, Dt, Dy, Dx′′) un opérateur différentiel d’ordre m et
m − 1 en Dt, holomorphe sur R(D)× {(y, x′′);�y ≤ R1, ‖x′′‖ ≤ R2}, R1 étant
un nombre réelle et R2 > 0. Sa partie principale est de la forme :

H(t, y, x′′, Dt, Dy, eyDx′′), où H(t, y, x′′, τ, η, ξ′′) est un polynôme homo-
gène de degré m en τ, η, ξ′′ et de degré m − 1 en τ , à coefficients holomorphes
et bornés sur R(D) × {(y, x′′);�y ≤ R1, ‖x′′‖ ≤ R2}.
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Soit γ un chemin d’origine t0 dans D : t = t(s), 0 ≤ s ≤ s0, s étant la
longueur de γ.

Étudions le problème de Cauchy

Dm
t u(t, y, x′′) =A(t, y, x′′, Dt, Dy, Dx′′)u(t, y, x′′) + v(t, y, x′′),(2.23)

Dk
t u(t0, y, x′′) = wk(y, x′′), 0 ≤ k ≤ m − 1,

où v(t, y, x′′), wk(y, x′′), 0 ≤ k ≤ m − 1, sont des fonctions holomorphes sur
R(D) × {(y, x′′);�y ≤ r1, ‖x′′‖ ≤ r2}, r1 ≤ R1, 0 < r2 ≤ R2.

Il existe alors des constantes r
(0)
1 , (r(0)

1 ≤ r1), r
(0)
2 , (0 < r

(0)
2 ≤ r2) ne

dépendant que de H, γ, R1, R2 et r1, r2 telles que la solution u(t, y, x′′) du
problème (2.23) peut se prolonger analytiquement sur γ × {(y, x′′);�y ≤ r

(0)
1 ,

‖x′′‖ ≤ r
(0)
2 }.

Note 2.4. Si le polynôme H(t, y, x′′, τ, η, ξ′′) est indépendant de η ou bien
ξ′′, alors on peut prendre r

(0)
1 = r1 ou bien r

(0)
2 = r2 respectivement.

Preuve. Nous pouvons choisir pour une fonction spectrale H(τ, η, ξ′′)
d’opérateur différentiel H(t, y, x′′, Dt, Dy, eyDx′′) sur R(D) × {(y, x′′);�y ≤
R1, ‖x′′‖ ≤ R2} :

H(τ, η, ξ′′) = H0

[
(τ + η + eR1 | ξ′′ |)m − τm

]
, (τ, η, ξ′′) ∈ Rn+1

+ , où le
module des coefficients du polynôme H(t, y, x′′, τ, η, ξ′′) sur R(D) × {(y, x′′);
�y ≤ R1, ‖x′′‖ ≤ R2} est inférieur à H0(≥ 0).

Nous considérons d’abord le cas de H0 > 0.
Construisons une variété mobile S(s) et un ensemble W (s):

S(s) = {(t, y, x′′); t = t(s),�y ≤ r1 − As, ‖x′′‖ ≤ r2 − Bs},

W (s) =

{
(t, y, x′′); | t − t(s) |≤ sup(1/2τ ),

�y ≤ r1 − As, ‖x′′‖ ≤ r2 − Bs

}
,

où A(> 0), B(> 0) sont des constantes ultérieurement déterminées et
τ (≥ 2/dist.(γ, ∂D)) est un nombre satisfaisant

1
τm

H0

[
(τ + η + eR1 | ξ′′ |)m − τm

]
<

1
2
, pour η ≥ 1

r1 − As −�y
,

ξj ≥ 1
r2 − Bs− | xj | , 2 ≤ j ≤ n. Ici si �y = r1 − As ou bien | xj |= r2 − Bs,

alors 1/τ = 0.

Choisissons pour A, B :
1
A

<
1
4

[(
1 +

1
2H0

)1/m

− 1

]
, B ≤ r2

2s0
.



�

�

�

�

�

�

�

�

Problème de Cauchy Analytique I 619

Nous reprenons R1 plus petit, sans modifier H0, comme suit:

eR1 <
B

4n

[(
1 +

1
2H0

)1/m

− 1

]
.

Nous avons alors H0

[(
1 +

2
A

+
2neR1

B

)m

− 1
]

<
1
2
. Comme dans la

preuve de la Proposition 2.2, nous avons donc, pour s1(> s) suffisamment
voisin de s, S(s1) ⊂ W (s). D’après le Corollaire 2.1, la solution u(t, y, x′′) peut
se prolonger analytiquement sur

⋃
0≤s≤s0

S(s) =

{
(t, y, x′′); t = t(s),�y ≤ r1 − As,

‖x′′‖ ≤ r2 − Bs, 0 ≤ s ≤ s0

}
,

r2−Bs0 ≥ r2/2 > 0. La solution u(t, y, x′′) est donc holomorphe sur {(t, y, x′′);
t ∈ γ, �y ≤ r

(0)
1 , ‖x′′‖ ≤ r

(0)
2 }, où r

(0)
1 = r1 − As0, r

(0)
2 = r2 − Bs0 ≥ r2/2.

De même, on peut démontrer facilement la Note 2.4 et donc le cas de
H0 = 0. Ceci démontre le Corollaire 2.3.

Nous rappelons le théorème de continuité de Hartogs sur le prolongement
analytique de fonctions analytiques.

Proposition 2.3. Soient Ω un domaine de Cn et Γ une region fermée
dans C dont la frontière ∂Γ est une courbe γ fermée simple et rectifiable de
Jordan dans C : w = t(σ), σ ∈ [0, 1], t(0) = t(1). Supposons que

(i) une fonction f(z, w) peut se prolonger analytiquement le long du chemin
(z, γ) d’origine (z, t(0)) et d’extrémité (z, t(1)) pour tout z ∈ Ω.

(ii) il existe une partie ouverte ∆ ⊂ Ω telle que la fonction f(z, w) est holo-
morphe sur ∆ × Γ.

La fonction f(z, w) est alors holomorphe sur Ω × Γ.

Note 2.5. Bien entendu, dans (i), ce n’est pas nécessaire que la fonction
f(z, w) est uniforme le long du chemin (z, γ) pour tout z ∈ Ω.

Preuve. En effet, pour tout (z, w) ∈ Ω × Γ◦(l’intérieur de Γ), posons

F (z, w) =
1

2πi

∫
γ

f(z, ζ)
ζ − w

dζ.

La fonction F (z, w) est holomorphe sur Ω × Γ◦ et on a F (z, w) = f(z, w)
sur ∆ × Γ◦.

Ceci démontre la Proposition 2.3.
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§3. Preuve de la Proposition 1.2

En utilisant les résultats dans la Section 2, nous allons démontrer la Propo-
sition 1.2 dans cette section. u(x) est la solution du problème de Cauchy

a(x, D)u(x) = v(x), Dk
0u(0, x′) = wk(x′), 0 ≤ k ≤ m − 1,(3.1)

où v(x), wk(x′), 0 ≤ k ≤ m − 1 sont des fonctions holomorphes sur R{x; x1 �=
0, ‖x‖ ≤ R}.

Vu la Remarque 1.2, nous pouvons supposer 0 ≤ p < m dans la Proposi-
tion 1.2.

Effectuons le changement de variables

t = x0/x1, s = x1.(3.2)

On a donc

D0 =
1
s
Dt, D1 =

1
s
(−tDt + sDs).(3.3)

Posons

U(t, s, x′′) = u(ts, s, x′′), V (t, s, x′′) = v(ts, s, x′′),(3.4)

Wk(s, x′′) = skwk(s, x′′), 0 ≤ k ≤ m − 1.

Le problème (3.1) se transforme alors en le problème

a

(
ts, s, x′′,

1
s
Dt,

1
s
[−tDt + sDs], Dx′′

)
U(t, s, x′′) = V (t, s, x′′),(3.5)

Dk
t U(0, s, x′′) = Wk(s, x′′), 0 ≤ k ≤ m − 1.

On a noté ici:

a

(
ts, s, x′′,

1
s
Dt,

1
s
[−tDt + sDs], Dx′′

)

=
∑

|α|≤m

aα(ts, s, x′′)
(

1
s
Dt

)α0
(

1
s
[−tDt + sDs]

)α1

Dα′′

x′′ .

Les coefficients d’opérateur et les données V (t, s, x′′), Wk(s, x′′), 0 ≤ k ≤ m−1,
sont holomorphes sur

R{(t, s, x′′); | ts |≤ R, 0 <| s |≤ R, ‖x′′‖ ≤ R}.(3.6)



�

�

�

�

�

�

�

�

Problème de Cauchy Analytique I 621

De plus, faisons le changement de variable

s = ey.(3.7)

On a alors

D0 = e−yDt, D1 = e−y(−tDt + Dy).(3.8)

Le problème (3.5) se transforme en le problème

g(tey, ey, x′′, Dt,−tDt + Dy, eyDx′′)Û(t, y, x′′)(3.9)

+ emyb(tey, ey, x′′, e−yDt, e
−y[−tDt + Dy], Dx′′)Û(t, y, x′′)

= V̂ (t, y, x′′),

Dk
t Û(0, y, x′′) = Ŵk(y, x′′), 0 ≤ k ≤ m − 1,

où a(x, D) = g(x, D) + b(x, D), b(x, D) est un opérateur differentiel d’ordre
m − 1 et Û(t, y, x′′) = U(t, ey, x′′), V̂ (t, y, x′′) = emyV (t, ey, x′′), Ŵk(y, x′′) =
Wk(ey, x′′), 0 ≤ k ≤ m − 1.

Les coefficients d’opérateur et les données V̂ (t, y, x′′), Ŵk(y, x′′), 0 ≤ k ≤
m − 1, sont holomorphes sur

{(t, y, x′′); | t | e�y ≤ R, e�y ≤ R, ‖x′′‖ ≤ R}.(3.10)

Le coefficient N(t, y, x′′) de Dm
t dans l’opérateur g(tey, ey, x′′, Dt,−tDt + Dy,

eyDx′′) est

N(t, y, x′′) = g(tey, ey, x′′, 1,−t, 0, . . . , 0).(3.11)

Nous rappelons (1.2):

g(0; ξ0, ξ1, 0, . . . , 0) = ξp
0

�∏
j=1

(ξ0 − αjξ1)pj =


 �∏

j=1

α
pj

j


 ξp

0

�∏
j=1

(−βjξ0 − ξ1)pj ,

p +
∑�

j=1 pj = m, les nombres αj ∈ C, 1 ≤ j ≤ �, sont distincts,
∏�

j=1 αj �= 0
et βj = −(1/αj), 1 ≤ j ≤ �.

Nous avons supposé 0 ≤ p < m.
Pour tout δ(> 0) suffisamment petit et tout T ≥ T0 + δ, T0 = max

1≤j≤�
| βj |

tels que les disques {t; | t − βj |≤ δ}, 1 ≤ j ≤ �, sont distincts et que le disque
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622 Yûsaku Hamada

{t; | t |≤ T} contient les disques {t; | t − βj |≤ δ}, 1 ≤ j ≤ �, on a

lim
�y→−∞

| N(t, y, 0) |= | g(0; 1,−t, 0, . . . , 0) |=
�∏

j=1

| αj |pj | t − βj |pj

≥
�∏

j=1

| αj |pj δm−p = 2N0 > 0, uniformément sur

{(t, y); | t |≤ T, | t − βj |≥ δ, 1 ≤ j ≤ �, | �y | < ∞},�y étant la partie
imaginaire de y.

Il existe donc une constante R1(0 < R1 ≤ R) ne dépendant que de g et
R, T, δ telle que | N(t, y, x′′) |≥ N0 sur{

(t, y, x′′); | t |≤ T, e�y ≤ R1, ‖x′′‖ ≤ R1,

| t − βj |≥ δ, 1 ≤ j ≤ �

}
,(3.12)

où T ≥ T0 + δ, δ > 0.
Le problème (3.9) s’ecrit alors comme suit:

Dm
t Û(t, y, x′′) =A(t, y, x′′, Dt, Dy, Dx′′)Û(t, y, x′′) + V̂ (t, y, x′′),(3.13)

Dk
t Û(0, y, x′′) = Ŵk(y, x′′), 0 ≤ k ≤ m − 1.

La partie principale H(t, y, x′′, Dt, Dy, eyDx′′) de A est

H(t, y, x′′, Dt, Dy, eyDx′′)(3.14)

=
−1

N(t, y, x′′)
[g(tey, ey, x′′, Dt,−tDt + Dy, eyDx′′)

− N(t, y, x′′)Dm
t ].

L’opŕateur A et les fonction V̂ (t, y, x′′), Ŵk(y, x′′), 0 ≤ k ≤ m − 1 sont holo-
morphes sur la partie (3.12).

D’après le théorème de Cauchy-Kowalewski, la solution Û(t, y, x) est holo-
morphe sur {(t, y, x′′); | t |< ε, e�y ≤ R1, ‖x′′‖ ≤ R1}, ε(> 0) étant une con-
stante suffisamment petite, en diminuant R1(> 0) si nécessaire.

D’autre part, d’après l’hypothèse de la Proposition 1.2, la solution
Û(t, y, x′′) est holomorphe sur

{(t, y, x′′); | t |≤ T1 = T0 + δ, | t | e�y ≤ R1, ‖x′′‖ ≤ R1,�(tey) ≥ 0},(3.15)

δ(> 0) étant une constante suffisamment petite et en diminuant R1 si nécessaire.
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Puisque on a �(tey) =| t | e�y cos(θ+�y), t =| t | eiθ, l’inégalité �(tey) ≥ 0
est equivalente à

{(θ,�y); [2n− (1/2)]π ≤ θ + �y ≤ [2n + (1/2)]π, n = 0,±1,±2, . . . }.(3.16)

Soient des secteurs circulaires Fk = {t; | t |≤ T1, t =| t | eiθ, | θ − θk |< (π/2) −
σk}, 1 ≤ k ≤ k0, avec des constantes θk(0 ≤ θk ≤ 2π), σk(0 < σk < π/2), 1 ≤
k ≤ k0, tels qu’on a, pour δ(> 0) suffisamment petit,

⋃k0
k=1 Fk ⊃ {t; | t |≤ T1}

et ∂Fk

⋂
{t; | t − βj |≤ δ} = ∅ pour tout k, j, 1 ≤ k ≤ k0, 1 ≤ j ≤ �.

Les frontières ∂Fk de Fk, 1 ≤ k ≤ k0 sont des chemins fermés γk, 0 ≤
k ≤ k0, d’origine t = 0, orientées dans le sens positif: γk : t = tk(σ), σ ∈
[0, 1], tk(0) = tk(1) = 0, 0 ≤ k ≤ k0.

D’après le Corollaire 2.3, la solution Û(t, y, x′′) peut se prolonger analy-
tiquement sur l’ensemble {(t, y, x′′); t ∈ γk, e�y ≤ R2, ‖x′′‖ ≤ R2}, 1 ≤ k ≤ k0,
avec une constante R2(0 < R2 ≤ R1).

Vu (3.15) et (3.16), elle est holomorphe sur {(t, y, x′′); t ∈ Fk, e�y ≤
R2,−σk < θk + �y < σk, ‖x′′‖ ≤ R2}, 1 ≤ k ≤ k0. D’après la Proposi-
tion 2.3, la solution Û(t, y, x′′) est alors holomorphe sur {(t, y, x′′); t ∈ Fk, e�y ≤
R2, ‖x′′‖ ≤ R2}, 1 ≤ k ≤ k0, et donc sur {(t, y, x′′); | t |≤ T1, e

�y ≤ R2, ‖x′′‖ ≤
R2}. U(t, s, x′′) est alors holomorphe sur R{(t, s, x′′); | t | ≤ T1, 0 <| s |≤
R2, ‖x′′‖ ≤ R2}.

Donc, en utilisant encore le Corollaire 2.3, pour tout T ≥ T1, il existe une
constante R3(0 < R3 ≤ R2) ne dépendant que de g et T telle que U(t, s, x′′)
est holomorphe sur R{(t, s, x′′); | t |≤ T, 0 <| s |≤ R3, ‖x′′‖ ≤ R3}. On voit
donc que la solution u(x) du problème (3.1) est holomorphe sur R{x; | x0 |≤ T

| x1 |, x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R3}. D’après la Proposition 1.3, où x0, x1 sont remplacés
par x1, x0 respectivement, et l’hypothèse 1.2 sur g, il existe une constante
L(≥ 1) ne dépendant que de g et R qui possède la propriété suivante: Prenons
T ≥ 4L, 0 < ω0 ≤ R3/8L2 et x

(0)
1 , 0 <| x

(0)
1 |= ω0 un point de base. Puisque

la solution u(x) est holomorphe sur R{x; | x0 | ≤ T | x1 |, x1 �= 0, ‖x′‖ ≤ R3},
Dk

1u(x0, x
(0)
1 , x′′) = w0,k(x0, x

′′), 0 ≤ k ≤ m − p − 1, et Dh
0Dm−p

1 u(0, x′) =
wh,m−p(x′), 0 ≤ h ≤ p − 1 sont des fonctions holomorphes sur R{x; | x0 |≤
Tω0, x1 �= 0, ‖x′‖ ≤ R3}. La solution u(x) du problème de (3.1) est donc la
solution du problème de Goursat

a(x, D)u(x) = v(x),(3.17)

Dk
1u(x0, x

(0)
1 , x′′) = w0,k(x0, x

′′), 0 ≤ k ≤ m − p − 1,

Dh
0Dm−p

1 u(0, x′) = wh,m−p(x′), 0 ≤ h ≤ p − 1.

D’après la Proposition 1.3, où x0, x1 sont remplacés par x1, x0 respective-
ment, la solution u(x) du problème (3.17) est holomorphe sur R{x; | x0 |≤



�

�

�

�

�

�

�

�
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R3/4nL, 0 <| x1 |≤ ω0, ‖x′‖ ≤ R3/4n}. Par suite, en prenant une constante
R0 = min{R3/4nL, ω0} ne dépendant que de g et R, la solution u(x) du
problème (3.1) est holomorphe sur R{x; x1 �= 0, ‖x‖ ≤ R0}. Ceci démontre
la Proposition 1.2.
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à parâitre a Tohoku Math. J.
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