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Probleme de Cauchy et Goursat Analytique

par

Yisaku HAMADA, Takashi OKAJI et Yoshitsugu TAKEI

Abstract

We study singularities and analytic continuations of the solution of the Cauchy and
Goursat problem in the complex domain and give some examples.
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81. Enoncés des résultats

[HLT] a étudié des principes des prolongements analytiques et des domaines d’exis-
tence de la solution du probléeme de Cauchy dans le domaine complexe.

[HT], [H1] et [H2] ont étudié le domaine d’existence de la solution du prob-
leme de Cauchy et Goursat. En continuant ces résultats, dans cet article nous
étudions le probleme de Cauchy et Goursat pour I'opérateur différentiel de partie
principale a coefficients polynomiaux. Les Théorémes 1.1, 1.2 et les Corollaires 1.1,
1.2 précisent le domaine d’existence de la solution.

Dans le Chapitre 2, nous appliquons ces théorémes et corollaires a une équa-
tion qui se rattache a I’équation hypergéométrique de Gauss. Pour un prolonge-
ment analytique de la solution de cette équation, nous préparons quelques lemmes
de la topologie élémentaire sur des déformations de chemins. Dans le Chapitre 3,
nous appliquons ces théoremes et corollaires a des équations qui se rattachent aux
équations de Bessel et de Kummer.
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Soient = (20, 2') [t/ = (21,2"), 2" = (z2....,2,)] un point de C™+ et X

un domaine de C"*1. On note ||z| = maxo<i<y |@il.
On considere un opérateur différentiel d’ordre m, a coefficients holomorphes
sur X,

a(z,D) = Z ao(z)D*,  D;=0/0x;, 0 <i<n.
loe|<m

Sa partie principale est notée h(x, D).

Hypothése 1.1. Supposons que h(x, ) soit de la forme

h(z,&) =&+ hi(a, )", 0<p<m,

k=p

ot hi(x,&), p < k < m, est un polynome homogéne de degré k en &' = (&1,...,&n)
et hy(z,&") ne contient pas . Si p =0, ho(z, &) = 0.

Nous supposons I’Hypothese 1.1 valable.
Etudions le probléme de Cauchy et Goursat

a(z, D)u(z) = v(x),
(1.1) DEu(0,2") = wpo(2'), 0<k<m-—p-—1,

DYDY Pu(20,0,2") = wm—pe(20,2”), 0<€<p—1,
ot v(z), wro(z'), 0 <k <m—p—1, et wp_pe(xo,2"), 0 <€ < p—1, sont des
fonctions holomorphes sur X.

Si 'Hypothese 1.1 n’est pas satisfaite, I'unicité du probleme de Cauchy et
Goursat (1.1) n’est pas valable en général (voir [L3]).

Proposition 1.1. Soit X = {z; |z,;| <r;, 0 <j < n}. Notons

Hx (&) = [|h(-,&) — 760" "lIx
- 3 sup lan(2)|€®  pour € € (By)™.

|al=m, ao<m—p, (ag,01)#(m—p.p) “EX
Pour 6; =1/r;, 2 < j < n, il existe des nombres 0; > 1/r;, i = 0,1, tels que
(1.2) Hx(0)/0760" " < 1.

Le probléme de Cauchy et Goursat (1.1) posséde une unique solution u(x) holo-
morphe sur

(1.3) {x; 3 0,z <1 HX(G)/G{’GS"_”}.

Jj=0
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Preuve. Cette proposition a été déja démontrée dans [H2] sous une forme plus
précise. Ici nous en donnons une démonstration un peu plus simple. D’abord, on
démontre (1.2). Posons M = sup,¢ x, ja|=m |@a(T)]-

Pour ¢ € (R4 )™+, on a alors Hx (§) < M{Y L, [¢/1%¢ % — &leg" ™}, 1¢/| =
St &. Pour 0; = 1/r;, 2 < j < n, choisissons 0; > 1/r;, i = 0,1, tels que

oo <orf (14 2 [0 () ] 1) <o

k=1

Ceci démontre (1.2).
Soit w(z) la solution du probleme de Cauchy et Goursat

DYDy Pw(z) =0, DEw(0,2') = wo(0,2'), 0<k<m—p—1,
DDy Pw(wo,0,2") = wm_pe(zo, "), 0<€<p—1.
En remplacant u et v par u—w et v —a(x, D)w, nous pouvons nous ramener au cas
de wy0(0,2") = Wm—pe(xo,2") =0,0<k<m-—-p—1,0<¢<p-—1,dans (1.1).
Nous utilisons la méthode de fonctions majorantes. Pour des séries formelles
flx) = >, fax®, F(z) = Y, Fox®, si |fo| < F, pour tout a, on note f(x)
< F(x).
Par un raisonnement classique, par exemple, comme dans [HT], on voit que
la solution formelle u(x) de (1.1) vérifie u(z) < a(x) si 4(z) vérifie

DYDg" Pa(x) > {DY Dy " — a(z, D)}a(z) + v(z),
DEu(0,2") = DYDY Pa(20,0,2") =0, 0<k<m-p—1, 0<l<p-—1.

Posons z = 377 0;x;. On a d’abord v(z) < V/(1 - 2), ot V = max,ex [v(z)]-
Pour u(x) < U(z), on a

(DYDY — ala, D)}ulx) < ——{Hx(0)DI + A(8, D)}V (=),

ou
m—1
> sup laa(@)[0* DU () < AL+ 0])" 1 > DEU(2) = A(6, D.)U(2),
a]<m—1 zeX k=0

ot A= SUPgex, la]<m—1 |a0((93)‘ > 0.
La unique solution formelle u(z) de (1.1) vérifie u(z) < U(z) quand on choisit
U(z) > 0 tel que

(14) 0P DTU() > %{[HX(G)D;" + A0, DU(2) + V).
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D’apres (1.2), U'inégalité (1.4) est vérifiée quand
076 "{(1 — Hx(0)/676y" ") — =}

1—=2

DU(2) > %{A(a, DAU(2) + VY.

On a donc u(x) < U(z) si U(z) est la solution du probleme
_ 1

0765 "{(1 — Hx(0)/0765"") — 2}
DEU(0) =0, 0<k<m-—1.

DI'U(z)

{A(0, D-)U(2) + V1,

La solution U(z) est holomorphe sur {z; |z| < 1— Hx(0)/6760;" "}, donc u(z) est
holomorphe sur {z; 37 0;]z;| <1 — Hx(0)/6705""}. Ceci démontre la Propo-
sition 1.1.

Remarque 1.1. Dans le probleme (1.1), les données de Cauchy et Goursat

Dlgu(O,m’) = wy,o(z'), 0<k<m-p-1,
DiDY  Pu(x0,0,2") = wo—pa(z0,2"), 0<L<p—1,

sont équivalentes aux données

Diu(xg,0,2") = o ¢(z0,2"), 0<L<p—1,
DEDYu(0,2") = 1y, p(2'), 0<k<m-p-—1.

En effet, pour 0 </ <p—1,ona

o.¢(20,2") = Diu(z0,0,2")

B m—p—1 DQD{U(0,0,x”) N
= T
h=0
1 Zo B
+ 7/ (zo — t)m*plegl prU(t, O,m”) dt
(m—p—1!Jg
m—p—1 ¢ y .
_ Dlwh,o(o,x ) h 1 0 S }
- hz—% h 0% (m—-—p-1)"J (o =) Wn—pe(t,2") dL.

Pour 0<k<m-p—1,ona

W p(2') = DgDYu(0,2") = DYwyo(").
De méme, les wy o(2'), Wm—pe(zo,2”"), 0 <k <m-p—-1,0<¢< p—1,sont
représentés par wo ¢(zo, "), 0 <L <p—1, W p(z'),0<k<m—p—1.

Remarque 1.2. Supposons X = C"T1. Les coefficients de a(z, D), les données
v(x), wro(z'), 0 <k <m—p—1, et wy_p_1.0(x0,2"”), 0 < £ < p—1, sont
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holomorphes sur X = C™*!. D’apres la Proposition 1.1, le probleme (1.1) possede
une unique solution holomorphe au voisinage de l'origine. Si p = 0, le probleme
(1.1) possede une unique solution holomorphe au voisinage de I’hyperplan g = 0.
Pour p > 1, la solution du probléme (1.1) n’est plus holomorphe au voisinage de
{zo =0} U {z1 = 0} en général.

Exemple 1.1. Considérons le probleme de Goursat
[DO + (£E1 — 1)2D1]D1u(:r) = 0, U(07$1) = 1’%/2, Do’u(.’Em O) = 0,

donc u(xg,0) = 0, D1u(0,21) = 1. La solution est

u(zx) =

/Il o—1 xox1 — log(l — zgp + zox1) + log(1l — x0)
_ —|—$1.
o ol

0_1)+1d0—|—x1= p
La solution est holomorphe au voisinage de l’origine et elle a les singularités sur
K1 UKy, ou Ky ={x9p =1} et Ky = {(z1 — 1)xg + 1 = 0}. Apres avoir contourné
K, U K, elle a la singularité sur {zo = 0}.

Plus précisément, soit 7 la projection naturelle du revétement universel R(C?\
(K1 UK3)) du domaine C?\ (K; U K5) au C?\ (K; U K>3). Prenons 0 un point de
base dans R(C?\ (K; U K»)) tel que 7(0) = 0. La solution u(x) peut se prolonger
analytiquement sur R(C2\ (K; U K>5))\ L, ot L = 7 1{zg = 0} \ S, ou1 Sy est la
composante connexe de 7~ 1{xo = 0} contenant 0.

Exemple 1.2. Considérons le probleme de Goursat
[D1 + 25 Da] Dou(x) =0, u(0,2') =0, Dou(xo,0,2) = 2, = (z0,21,72).
La solution est
u(z) = xoxa/ (122 + 1).
Elle est holomorphe au voisinage de origine et singuliere sur {z;z2 + 1 = 0}.

Nous étudions globalement un prolongement analytique de la solution du
probleme de Cauchy et Goursat. On utilise des raisonnements de [HLT] et [H1].

Théoréme 1.1. Faisons U'hypothése 1.1, ou X = {x; |xo| < R, 2’ € C"}. Sup-
posons que hi(x, &), p < k < m, est un polynéme en x' de degré (k — p)u, p un
entier, > 0:

h (2, &) = > a (wo)r'” &',

|’ |=k, |8’ | <(k—p)p

ot les af (x) sont holomorphes sur {xo; |xo| < R}. Posons

M(R) = {sup |aZ (z0)|; |zo| < R, [&/| = k, || < (k —p)u, p < k < m}.
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Alors le probléme de Cauchy et Goursat (1.1) posséde une unique solution holo-
morphe sur

{(z0,2); |xo| < Cmin[CE /||2[|*, 1, R]},
ot po = max{u— 1,0} et C,Cy (0 < C,Cy < 1) sont des constantes ne dépendant
que de M(R).

Preuve. Nous utilisons un raisonnement de [H1] modifié. Posons pour tout Ry > 0,

Hppry(6) = 1676 " = h(-, )l x(r,Rr))
= Z sup  |aa(2)|€*, €€ (Ry)™,

lal=m, ao<m—p, (ao,a1)#(m—p,p) s€X(R,R)

ou X(R, Ry) = {z;|xo] < R, ||| < Ri}. Pour §g > 1/R, & > 1/Ry, & = 1/ Ry,
2<j3<n,ona

Hp g, ()76 "

m—p n .
<M@{eP - ey + Y s (143 fal) " lertrey ey
=1

b1 Iz’ [I<R1

—u{(g)ay -1+ Y s (143 ) Py
=1

i1 lla <R

Pour p > 0,0ona (1+z)?—1 < 2pz pour 0 < = < §,, out d, = oo pour p =0, 1,
et 8, = 21/~ —1 pour p > 2. Donc (|¢'[/&1)P =1 < (1+[¢"|/&)P =1 < 2p[€"| /&
pour [£”|/& < Op-

Pour tout Ry > 0, choisissons &; = 1/Ry, 2 < j <mn, et
(1.5) & > Cy/Ry, Cp=max{l,16pnM(R),n/é,} > 1.

Alors
Ty = M(R){(I']/&)" — 1} < 1/8.
Pour tout Ry > 1, et & > 1/R, & =C1 /Ry > 1/Ry, & =1/R1,2<j<n,ona

Ty = M(R){ng sup (1 + i |xi|>ku|f/\p+k/5ff§}
i1

1 Iz’ ISRy

3

—Pp

< MB{ Y (1+ nR)™(|€1/60)7(1/60)" }

i
»@H

< M(R){ (2nRy)*nP((Cy + ﬂ)/31€0]k}

~
Il
-
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m—p
= MR {3 2 ntn(Cy + ) REY 66
k=1

m—p

< MR { 320 (C1 + m) R f6o]* |

k=1

Par suite, si 2#n*(Cy +n)Ry° /& < 1, on a
Ty < M(R)m2*nP™H(Cy + n)RY° /&.
Choisissons
&0 > max{1/R,2"n*(Cy + n)R{°,8M (R)m2"n?T+(Cy + n)RY°};

on a alors Tp < 1/8.
Ainsi, en prenant pour tout Ry > 1, & =C1/Ry,§=1/R1,2<j<n, et

(16) & = max{1/R,CoR!"},
' Co = max{2'n*(Cy + n),8M (R)m2'nPTH(Cy +n)},

on a
Hrr (§)/81¢ "<Ti+Tp<1/4<1.
D’apres la Proposition 1.1, la solution w(z) est alors holomorphe sur {z;
Eolzo|+ X1, &lzs| < 1/2} et done sur {z; |zo| < 1/4&, |z] < 1/4n&;, 1 <i < n}.
D’apres (1.5) et (1.6), pour tout Ry > 1, il existe Cq,Cy (> 1) des constantes
ne dépendant que de M (R) telles que u(z) est holomorphe sur

{x; |zo] < min[R/4,1/4C5R°], |z1| < R1/4nCh, |zj| < Ri/4n, 2 < j < n}.

Il s’ensuit que pour tout Ry > 1, u(z) est holomorphe sur {z;|zo| <
Cmin[1l/R°,R], |#'|| < CoR1}, ot C = 1/4Cs, Cy = 1/4nCy. Ainsi, u(x)
est holomorphe sur {z;|zg] < Cmin[C{°/|z'|*°,1,R]}. Ceci démontre le
Théoreme 1.1.

Corollaire 1.1. Soit D un domaine de C et 0 € D un point de base. R(D)
est le revétement universel de D. Supposons que dans (1.1), les coefficients de
Vopérateur a(z, D) et les données v(z), wi,o(z"), 0 < k < m—p—1, Wy—p e(x0, "),
0 < ¢ < p-—1, se prolongent analytiguement sur R(D) x C" et que la partie
principale h(xz, D) holomorphe sur R(D) x C" satisfasse la condition du Théoréme
1.1 avec up = 0,1, c’est-a-dire

hio(z,€) = > afl (zo)a’” ¢,

lo/|=k, |B'|<(k—p)p

ot les a (x0) sont holomorphes sur R(D). Le probléme (1.1) posséde alors une
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unique solution holomorphe sur R(D) x C™. En particulier, au cas de D = C, la
solution est une fonction entiére sur C™+1.

Note 1.1. Au cas de p = 0, ce corollaire a été démontré dans [HLT] et [H1]. Au
cas de p = 0 et D = C, ceci a été déja démontré dans [P], [HLT] et [PW]. Un
résultat de [HLT] pour p = 0 est d’une forme plus précise que ci-dessus.

Preuve. On utilise le méme raisonnement que dans [H1]. Soit v un chemin quel-
conque d’origine 0 dans D, v = {zg = (t); t € [0,1]},~(t) étant une fonction
continue sur [0, 1] et v(0) = 0. D’abord, notons que d’apres le Théoréme 1.1, la
solution u(x) est holomorphe sur V' (0) x C", V(0) étant un voisinage de 0 dans C.
Posons 79 = sup 7, ol pour vy, = {xg = Y(t); t € [0,7], 0 < 7 < 1}, il existe un
voisinage V (7;) de ~, dans C tel que la solution u(z) du probléme (1.1) soit holo-
morphe sur V(v,) x C". Au voisinage de o = ~(7g), tous les coefficients a? (o)
de h(x,&) sont holomorphes et bornés. Alors pour 7 (0 < 7 < 79) pres de 79, les
Dfu(y(r),2"), 0 < k < m — p — 1, sont holomorphes sur C" et w,,_p ¢(z0,z"),
0 < ¢ < p—1, sont holomorphes sur R(D) x C"~L. On considere le probleme de
Cauchy et Goursat pour z¢ = (1), 1 = 0, avec les données v(z), DEu(y(7), '),
0<k<m-—p-1, DDy Pu(x9,0,2") = wm—pe(re,2"), 0 < £ < p—1,
holomorphes sur R(D) x C". D’apres le Théoreéme 1.1, u(z) est holomorphe sur
V(y(10)) x C™, ot V(y(7)) est un voisinage de y(79). On voit donc que 75 = 1
et que la solution u(z) peut se prolonger analytiquement sur V(v) x C*, V(y)
étant un voisinage de v dans C. D’apres les Propositions 7.1 et 7.2 dans [HLT], la
solution u(x) peut se prolonger analytiquement sur R(D) x C". Ceci démontre le
Corollaire 1.1.

Ensuite, nous considérons le cas ou les parties principales des opérateurs ont
des coefficients polynomiaux en = = (x9,...,xy,).

Théoréme 1.2. Etudions le probleme

a(z, D)u(z) = v(z),
(1.1) DEu(0,2') = wpo(z’), 0<k<m—p—1,

DYDY Pu(20,0,2") = wm—pe(20,2”), 0<L<p—1.
Supposons que opérateur a(x, D) est holomorphe sur {x = (xg,x1,2"); |zo] <
Ry, |z1| < R}, 2” € C*1}, Ry > 0, i = 0,1, étant des constantes, et que les
coefficients de la partie principale h(x, D) de Uopérateur a(x,D) = h(x,D) +
b(x, D) sont des polynomes en x' :

m—p

(L.7) W, D) = DYDG™" = 3 by, D)D",
k=0
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ou
no__ 2: B’ 18" ~a! Ho
(18) hp+k(an ) - aag,al,a”(x07$1)x x”Dl )
ag=m—p—k, a1 +|a" |=p+k,
a1<p, [’|>1, 8" |<pula”|
\ "o n ) . B
ou |o"| = 37, i, et les coefficients a, ,, on(To,21) sont holomorphes sur

{x = (x0,21); |o| < R, |x1| < R} p est un entier > 0. Soit

(1.9) M =max{lal ,, o (z0,21)]; [wo| < RS, 21| < R}, ag + o1 + |0 = m,
Qo § m—p, ay § 2 ‘O//| Z ]-v |6/I| S /u‘|a//|}'

Pour tout v(x), wio(x'), Wm—pe(xo,2”), 0 <k <m-p—-1,0<{¢<p-1,
holomorphes sur {x; |zo| < 1o, |21| <71, 2" € C"7 1}, 0 < r; <min{R}/2,1}, i =
0,1, le probléme (1.1) posséde une unique solution u(x) holomorphe sur {x; |z;| <
min[r;, Cmin{1/M,1}/[|z"||*°], i = 0,1, 2”7 € C*~ 1}, ou C (0 < C < 1) est une
constante ne dépendant que de m,n,p et po = max{u —1,0}.

En particulier, quand pn = 0,1, soient 0 < r; < Cmin{1/M, R¥/2,1},i =0, 1.

Pour tout v(x), wio(z), Wm-pe(zo,2”), 0 <k <m—-p—1,0 < <
p — 1, holomorphes sur {x; |zo| < 7o, |71] < r1, 2’ € C"71}, la solution u(x) est
holomorphe sur {x; |zo| < ro, |z1| < r1, 2" € C* 1}

Remarque 1.3. Si les coefficients a,(z) de h(x, D) sont des polynémes en z”
de degré |3] > |&”|, la solution du probleme (1.1) n’est plus holomorphe en
{2 € C"~'} en général, comme on I'a vu dans 'Exemple 1.2.

Preuve du théoréme 1.2. Nous considérons d’abord le cas ou

(I) Les données v(x), wi,o(z), Wm—pe(z0,2”"), 0<k<m-p—-1,0<L<p-1
sont holomorphes sur {z; |zo| < ro, |z1| <71, 2”7 € C"71}.

Nous pouvons nous ramener au cas de wy o(z') = Wm—p.e(zo,2”) =0,0 < £ < p—1.
Soient z = 29 + -+ + x,. Pour tout R;, 0 < R, < R}, 7 = 0,1, et R,
0 < r < R, on considére une équation majorante du probléme (1.1) :
(1.10) DYDy PU (xo, 21, 2)
> [H<$0,$1,Z7D0,D1,Dz) + B($07.’1?1,Z,DQ,Dl,Dz)]U(.To,J?hZ) + V(Z‘O,.’I}],Z),

on v(x) € V(xg, 1,22 + -+ + ) €t

||v||(r0,r1,r)
(=)0 -1~ 3)
lv]|(ro,r1,7) = max{|v(x)|; |z;| <75, 0 <i <1, |zj] <7, 2 <j <n},

(111) V(QL'(),IL'l,Z) =
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et posons

(112) H('r07x172aD07D1aDz)
M

= 1 wu(k+20) D, k-‘réDP*ZDm*p*k
(1= 20)(1— 21— %) ) (1+nR) (nD2)*"" Dy Dy ;
0 1 0<k<m-—p,0<L<p,
1<k+¢
(113) B(x()’xl;ZaDO;DlaDz)
M(Ro, Ry, R
= o ( 0 1 ) Z (D0+D1+71Dz)k,

I-2)A-20-3) &,

ou M est le maximum sur {(zg,21); [zo] < R§, |z1] < Ri} des coeflicients de
polynomes en x” des opérateurs h(z, D), c’est-a-dire,

(19) M =max{la? . .()]; aotor+la”| =m, ap < m—p, as < p, [a"] > 1,
18”1 < pla”], |xo| < Rg, |21| < RY},
(1.14) M(Ry, Ry, R) = le maximum des modules des coefficients de
b(z, D) sur {z; |z;] < R;, i =0,1, |2”] < R}.
D’apres le théoreme classique, pour une solution U(zg, x1, 2) de (1.10), on a
(1.15) u(z) K Uz, 1,22+ -+ + Tp)-

Définissons Uy (o, 21, 2), k > 0, par une solution de I’équation majorante : pour
k=0,

(116) Dzl)Dsnion(xo,ifl,Z) > H({EU,(El,Z,DQ,Dl,Dz)Uo((EQ,xl,Z)
+ V(xo, 21, 2),

et pour k£ > 0,

(1.17) DZI)Dén_pUkJrl (.%‘0,3?1,2) > H(wo,x17z,D07D1,Dz)Uk+1
+-B(ZOaxlaZ,D07-D17Dz)ljk(x07xl,z)'

Posons U(zo,21,2) = Y peo Uk(z0,21,2); alors Uz, x1,2) satisfait Péquation
majorante (1.10).
Posons
villra.r1. 1 ecoloJrcla:l
(118) UO(IO,I’l,Z) — H ||( 0,71, )

(1= 32)(1 = )1 = (ewozo + arzy + 2)
ol cg,c1 > 1 et ag, ;7 > 0 sont des constantes ultérieurement déterminées.

Lemme 1.1 ([HLW], [W]). Soient z,z; € C. Pour 0 <r < R, on a

1 < 1
- pa-3)

(19 i-20-9
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) 1
(1.20) -2 (a+2)] S O-pi-(ata)]

En particulier, pour ag, a1 > 0,

1 1
< .
(1—=%)1 = (awzo + a1+ 2)] — (1= F)[1 — (a0z0 + a171 + 2)]

Preuve. D’apres [W] et [HLW], on a (1.19). Pour (1.20), on a

1 1 !
(= P-G+ 9] G- p0-H- %)~ 0- - - =)
1

-l -(+3

Lemme 1.2. On a
(1.21) DoyUy > agrD,Uy, DUy > ayrD, Uy, DoyUy > coUy, D1Ugy > c1Uy.

Preuve. En fait, d’apres (1.18), on a

HU”(TO; 1, T)ecow0+clajl

= aorD,Uy.
=290 - 2)1— (aomo v arm + IF 700

DoUy > g

De méme, on obtient la seconde inégalité de (1.21). Les autres sont évidentes.

D’aprés (1.18) et les Lemmes 1.1 et 1.2, on a

M
HUO = T T z
1- 21— 2)(1- 2)
% Z (1 + nR)u(k-&-é) (nDZ)k-i-éDzlszDg%fpkao
0<k<m—p, 0<L<p,
1<k+£
< M
- )0 7)1 5)
y Z (1 + nR)u(k-&-é)(nDZ)k+ZD€—€D6’n—p—kUO
0<k<m—p, 0<L<p,
1<k+¢
M
<

nk+€
) { Y. (U +aR) = | DIDF TG,

ko040
anosTr
0<k<m-—p,0<<p, 071
1<k+¢
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Pour R =2r, Ry =2rg, Ry =2r;,r>1,donc 1+ R< 2R, on a

[ ke
HUy < 8M 3 ottt ety (L R)PEED DYDY,
Lo<k<m—p, 0<(<p (1+ R)*+takaf
<kl T
[ ke
< 8M T R mRk)M;)} DYDY Uy
“0<k<m—p, 0<<p, Qpaq
1<kt
<&M Z [QHMO”#OHR”O/%]’C[21+“°n“°+2R”°/ozﬂe]
Lo<k<m—p, 0<(<p,
1<k+¢

x DDl
En choisissant ag, aq > 21THopHot2RE0 on a
HIy < gus S0 + 1o+ 12502 R0 [ DY DU
_l_

Prenons enfin

R = 27’, Ro = 2’/’07 R1 = 2’!‘1, T Z 1,

1.22
( ) g,y > max{M, 1}(m + 1)(p + 1)25T2HopHoT2p10,
On a alors
1 _
(1.23) HU < 5 DY Dy U,

Aussi d’apres le Lemme 1.2, on a DY Dy" PUy > ey’ PUp. Choisissons cg, ¢1 avec

(1.24) Aeg™>2, o0 > 1
On a alors

1 _
(1.25) §D’1’D6” PU > Uy > V.

Lemme 1.3. Pour \,v >0,0<k<m-—p,0<{<p, ona

AU
Lox

Alv!

(1.26) D{’Dg”’( N

A v
UO> > (aor)* (aur) DEH DY D * (Wl U0>.

Preuve. En effet, d’apres le Lemme 1.2, on a

AU AU
m—p [ L0L1 —t ym—p—k ¢ k[ L0711
DY Dy p( Ny U0> =DV Dy P D1D0< Ny UO>

AU
LoLy
!

—4 ym—p—k
> Dy~'Dg? < DngUO)
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A
> Df_eDgL_p_k (37)?'31 (aor)k(alr)éDfHUO)
k £ k+l Hp—L ym—p—k ff?)‘xlf

> (aor)¥(a1r) DI DY Dy R

Ceci démontre le Lemme 1.3.
Posons pour s > 0,
xipxg(m—p) .

(1.27)  Us(zo,21,2) = (QF)SW(DO + D1)* DU (0, 21, 2),
ou
(1.28) I =8M(Ro, Ry, R)ym(1 +n)™!.

D’aprés (1.12), les Lemmes 1.1-1.3 et (1.22), pour s > 0, on a

HU,;, < 8M > (1 +nR)**+0 (D, )kt pr=t pr—r=ky
0<k<m—p,0<t<p,
1<k+2
< SM[ > (14 nR)HEFO ph+t

0<k<m—p, 0<L<p,
1<k4£

DPDIPU, .
akalrk+t 10 s

D’apres (1.22), on a
1 _
(1.29) HU,1 < 5 DYDG Ul

Puis d’apres (1.13), les Lemmes 1.1-1.3, (1.22) et (1.27), nous avons

BUS _ %(RO%R;], R) _ Z (DO +D1 +nDz)kU5
(1- RT))( - RT)(l ~ &) 0<k<m—1
M
< (o, s, R) S (Do+ Dy +nD.)U,

(1=-7)A-F)0-7) 0<k<m-—1

< 8M(Ro,R1,R) Y (Do+ Dy +nD.)"U,
0<k<m—1

< 8M(Ry, R1, Rym(1 4 n)™ YDy + D)™ U, = T'(Dy + D;)™ U,

D’autre part, d’apres (1.26), on a

- 1 migpxg(m_p) 1 1
Df‘DO pU5+1 >> (2F)S+ W(DO + .Dl)(SJr )(mi )UO

> 2I'(Dg + D1)™ U
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et on a alors

1
(1.30) BUs < 5D’{D0 PUgt1.
Ainsi d’apres (1.23), (1.25), (1.29) et (1.30), nous avons

DYD{"PUy > HUy +V,

et pour s > 0, B
Dngl pUS+1 > HUg,41 + BU;.

Ceci démontre que U = Yoo U, satisfait (1.10).
Pour la convergence de cette série, nous avons

e > |rl|sp|ro|s(mfp) ( n
E Ug| < E 2 —————|(Dg + D1)*'" ™ Upy|.
| ‘ B ( ) (sp)![s(m— p)]! |( 0 1) 0|

5=0 5=0
Posons
(1.31) 0 < po < min{rg,1/4an}, 0 < p1 < min{ro,1/4a1};
on a alors )
: (2]
N A= pOHUH(TO;:’hI’)eCOPOJrClm |
D’autre part, (1—£2)(1 = 2[5 — (a0po + a1p1)]
s(m—1 1
(Do + Dy)* ){(1—?;)(1—3)]
> W%D{ [_ml_
iri=sm-1) (1-20 =31
-~ [s(m —1)]! a0
R i+j—sz(m—1) gt (- %)”H}{(l — )it
1

= [s(m —1)]! y _ i :

. : i+j_§nl) po(L—20)Hlpi (1 — Z1)7+t

[s(m — D) | LD
[ﬂ ( ] '

G- 2-2) [ -2) " -2

Nous avons donc
|(Do + D1)*™= YUy (0, 21, 2)|
Als(m — 1)]! 1 1\
_ M) ’

T (1= ey - =g po — |zol JrP1—|331|
Po pP1
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Par suite,

AL 4
s=0

- 5= b~ =

sp m—p) s(m—1)
x Z (2r)* lel |x°| [s(m — 1)]!( 1,1 > .
0 (sp)[s(m —p)]! po = |xol  pr — o]

Vu que 2°™(sp)![s(m — p)]! > (sm)! et sl[s(m — 1)]! < (sm)!, on a

> A
> 1 < e

= a=ha-Bha -2
> _ N 1 1 s(m=1)
X O |+ |5P |2 s(m p)2sm [s(m ( + >
220 |l lool G \po—Teol T o1 =T

< A
‘a—%m—%m—¥>

s(m—1)
m 1 1 1
E (20)% |21 |*P |2 |*(™P)2 :
X ‘xl‘ |I0| < + |$1>

P ,00—|$0\

On voit donc que la série Yoo |Us(zo, x1, 22 + - -+ + x,)| est uniformément con-
vergente sur tout ensemble compact dans {z; |zo| < po, |x1] < p1, [|2"|| < 7r/4n,

"€ C" '}, 1l vient que u(x) est holomorphe sur {x; |zg| < po, 1] < p1,
2" < r/4n, 2" € C"1}. D’aprés (1.22) et (1.31), u(z) est donc holomor-
phe sur {z; |z;| < min{r;, 1/40;}, i = 0,1, ||2”| < r/4n, 2" € C"~1}, et par
conséquent sur {z; |z;| < min[r;, C min{1/M,1}/||z"||#°], i = 0,1, 2" € C*~1},
ot C' = [(m+1)(p+1)27T*Hop2o+2]=1 est une constante (0 < C' < 1) ne dépendant
que de m, n, p et g

Enfin nous considérons le cas ou

(IT) Les données v(x), wio(x’), Wm—pe(zo,2"), 0 <k <m—-—p—-1,0<L<p-—1,
sont holomorphes sur {z; |xo| < 70, |z1| < r1, 2" € C"~1}. Pour tout rj,rf,
0< 1) <7, 0 <) <ry,lesv(z), wro(x), Wm—pe(zo,2”),0 <k <m-—p-—1,
0 < ¢ <p— 1, sont holomorphes sur {z; |zo| < rf), |x1] < 7}, 2" € C*~1}.

D’aprés le cas (I), la solution wu(x) est alors holomorphe sur {z;|z;] <
min[r;, Cmin{1/M,1}/||z”|*°], i = 0,1, 2" € C"~'}. En prenant r, — r;, 0 <
< 1, la solution u(x) est holomorphe sur {z; |2;| < min[r;, C min{1/M,1}/||z"||*°],
i=0,1, 2" € C"~1}. Ceci démontre le théoreme 1.2.

Nous étudions un prolongement analytique de la solution du Théoreme 1.2 au
cas de p =0,1.
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Corollaire 1.2. Soient pour 0 < i < 1,D; un domaine du plan xz; avec D; > 0
et 0 un point de base dans D;. Supposons que dans le probléme (1.1), lopérateur
a(z, D) est holomorphe sur Dy x Dy x C"~1 et la partie principale h(x, D) de
a(x, D) satisfait (1.7),(1.8) avec p= 0,1,

h(z, D) =Dy Dy~ - > Gapsar, () D DY DY,

aotar+|a’ |=m,
ag<m—p, a1<p, (ao,a1)#(m—p,p), [’ |>1

ot "] =31, o et de plus que les coefficients ang,ar,a (%) sont des polynomes
de degré ||, c’est-d-dire, Gag,a1,07(T) = 32 51 1<|ar| ag;/’al,a,, (o, 21)x"?" . Soient
les v(x), wg,o(x'), Wm—pe(x0,2"), 0 <k <m-—-p—1,0<{¢<p—1, des fonctions
holomorphes sur R(Dg) x R(D1) x C"~1. La solution u(x) du probléeme (1.1) est

alors holomorphe au voisinage de l’origine et elle se prolonge analytiquement sur
R(Dy) x R(Dy) x C" ! = R(Dy x D1) x C" 1,

Preuve. Soient pour ¢ = 0,1, ; un chemin de la classe C! dans D; de 0 & z;, un
point quelconque dans D;. Prenons un domaine D} tel que v; C D) C 52 CD; et
51’- est compact. Soit M le maximum du module des coefficients des polynémes en
2" dans h(zx, D) sur D)) x D}, c’est -a-dire, M = max{|a§;aha/,(:ro, z1)|; (o, 1) €
Dy x Dy, ag+ a1 + || =m, ag <m—p, a1 < p, (g, a1) # (m —p,p), [a| > 1,
18" < la”[}.

Soit R} =dist(v;,0D}) la distance entre 7; et 9D}, la frontiere de D).

Appliquons le Théoreme 1.2 et soient r; (> 0) < min{C/M,R}/2,1},i =
0,1, ou C (0 < C < 1) est une constante ne dépendant que de m,n,p, dans le
Théoreme 1.2.

Prenons des points :cgo) =0, xl(l),

2P — 2D < 1<k <my, i =0,1.
(

i

xz(?), . ,xgmi) = x;, de v;, i = 0,1, tels que

Soit C’i(k) le disque de centre x ) et de rayon 1;, 0 < k <m;,i=0,1; 0on a
donc |J¥, Ci(k) D, i=0,1.

Considérons le probleme de Goursat (1.1) avec les données v(zx), wgo(x’),
Wm—pe(x0,2"),0 <k <m—p—1,0< ¢ <p-—1, holomorphes sur C’(()O) X C’fo)
x Cn—L,

D’apres le Théoreme 1.2, la solution u(x) est holomorphe sur C(()O) X C’{O) X
C" 1. Les fonctions D’gu(x(()l),x’),Dngl_pu(a:o,O,x”), 0<k<m-p—-1,0<
¢ < p—1, sont holomorphes sur C’(()l) X C{O) x C™ 1. Considérons le probleme de
Goursat (1.1) avec les données v(z), DEu(2\", 2’), D! DI" Pu(xo,0,2"),0 < k <
m—p—1,0 < {¢<p-—1. La solution u(x) est holomorphe sur C’él) X C’l(o) x Cn— L,
Les D’gu(x((f),x’),D{Dan_pu(xmo,x”),O <k<m-p—-10<¢<p-1, sont
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holomorphes sur C’ég) X C’fo) x C"~! et donc la solution u(x) est holomorphe sur
P x 9 x et

En répétant ce raisonnement, la solution u(x) est holomorphe sur C’émo) X
% x €1 et donc sur (N e x c© x cn-1,

Ensuite, comme u(z) est holomorphe sur C(go) X C{O) x C"~1, les fonctions
DEu(0,27), D{Dg%pu(xo,xgl),x”), 0<k<m-p-—1,0 < /(¢ < p-—1, sont
holomorphes sur Céo) X Cfl) x C"~! et la solution u(x) est alors holomorphe sur
Céo) xC’{l) xC"~ 1. Les D’gu(x(()l),x’),Dng%pu(xo, xil),x"),o <k<m-p—-1,0<
¢ < p—1, sont holomorphes sur C’él) X C’fl) x C"~! et donc u(z) est holomorphe
sur C’(()l) X C’fl) x C"~1. Comme D’O“u(zgf),x’),D{Dgn_pu(xo,xgl),x"),() <k<
m—p—1,0</¢<p-—1, sont holomorphes sur C’ém X C’fo) x C2?, la solution u(z)
est holomorphe sur G2 x ¢V x Cn—1.

En répétant ce raisonnement, it vient que la solution u(x) est holomorphe
sur U;.n:”o C’éj) X Cfl) x C"~1. De méme, on voit que u(x) est holomorphe sur
Uo<j<mo. 0<k<m, Céj) X C’{k) x C"~1. Ainsi u(z) est holomorphe sur vy x y; x
C"~! et donc peut se prolonger analytiquement sur R(Dg) x R(D;) x C*~1. Ceci
démontre le Corollaire 1.2.

Dans les sections suivantes, nous appliquons ces résultats aux quelques pro-
bléemes de Cauchy et Goursat particuliers.

82. Quelques exemples qui se rattachent a I’équation
hypergéométrique de Gauss

Considérons le probleme de Cauchy
(2.1)  Gu(z) = {2o(1 — 29) D3 + [D1 — (D2 + D3 + 1)z0] Dy — D2 D3}u(x) =0
avec les données
(2.2) w(1/2,2") = wo(x'), Dou(1/2,2") = wy(2'),
ot w;(z'), 0 < i <1, sont des fonctions holomorphes sur C?, et on note
r = (v9,2") € C*, 2’ = (1, 29,23).
D’apres le Corollaire 1.1 avec p = 0, nous avons :

Proposition 2.1. Le probléme de Cauchy (2.1), (2.2) posséde une unique solution
holomorphe sur R[C*\ {zo = 0,1}].

L’équation (2.1) se rattache & I’équation hypergéométrique de Gauss.



156 Y. HaMmADA, T. OkAJI ET Y. TAKEI

Nous étudions des propriétés des solutions de (2.1). D’abord on étudie une
solution de (2.1) holomorphe au voisinage de l'origine. Bien entendu, on a la solu-
tion

(2.3) u(x) = e’*x1+m2+m3F(a,ﬁ,’y,xo),

ou F(a, 3,7, x0) est la fonction hypergéométrique de Gauss. u(x) est holomorphe
sur {z; |xo| < 1,2" € C3} pour (a, 3,7) € C3, v #0,—1,-2,....

L’équation fondamentale déterminante relative au point zo = 0 pour (2.1) est
symboliquement A\? 4+ (D; — 1)\ = 0. Les racines sont A =0 et A =1 — D;.

On cherche une solution de I’équation (2.1) sous la forme

(2.4) u(@) =Y an(2')zp.
n=0
Pour que (2.4) satisfasse (2.1), il suffit que les a, (z) vérifient les relations

(2.5) (D1 +n—1)ay(x') = %(Dg +n—1)(D3+n—1)a,_1(z'), n>1

On donne d’abord ag(z’) = w(0,2’) et puis les a,(0,z"”),n > 1, c’est-a-dire, les
données

(2.6) uw(0,2") = ap(x'), wu(x,0,2") = Z an(0,2")zg,
n=0

avec les conditions de compatibilité et de convergence de cette série. Ceci signifie
le probleme de Goursat

(2.1) Gu(z) =0,
avec les données
(2.7) u(zo,0,2") = woo(zo,2"), D1u(0,2") = wo 1(z") = Diag(z’).

D’apres la Proposition 1.1 et en utilisant le raisonnement du Théoreme 1.1, ou les
o et x1 sont remplacés par x; et xg respectivement, nous avons :

Proposition 2.2. Considérons le probléeme de Goursat
(2.8) Gu(z) = v(x)
avec les données

(2.9) u(xo,0,2") = wo o(z0, "), Diu(0,2") = wo1(z').
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(1) Si v(z),wo0(zo,x"), wo,1(x’) sont holomorphes au voisinage de lorigine, le
probléeme (2.8),(2.9) posséde une unique solution holomorphe dans un voisi-
nage de l'origine.

(i) Siv(z),wo0(zo,2”), wo1(x") sont holomorphes sur C*, le probleme (2.8), (2.9)
posséde une unique solution holomorphe sur A x C2, o

A={z¢e C?; |zo||z1] < Co, |21 < rmPU{z € C?; |zo| < db“l‘“l, |xo| < o}y

0 Cy (0<Co<1),a(>1),b(0<b<1),d0<d<l)etrg,r (0<ro,
r1 < 1) sont des constantes ne dépendant que de G.

Note 2.1. Dans la preuve, nous avons choisit des constantes Cy = 1/96 x 16,
a=160,b=1/16,d =1/16, ro = 1/16, 11 = 1/96.

Preuve. Le cas (i) résulte de la Proposition 1.1. Quant au cas (ii), on peut se
réduire au probléme avec wg o(z') = w1,0(zo,2”") = 0 dans (2.8), (2.9). On utilise
un raisonnement un peu plus précis que celui dans le Théoreme 1.1.

Soit pour Ry > 0,

Hpy(€) = sup {|zo(l —20)|&5 + (&2 + &)|zoléo + E2&s), €€ (Ry)™

[zo|<Ro

On a Hg,(§)/&1&0 < Ro(1 4 Ro)éo/&1 + (&2 + &3)Ro /&1 + £2€3/61&0- En prenant
pour R' >0,¢& =1/R',2<j<3,et{ =1/Ry, on a

Hp, (€)/€& < (1+ Ro)/& + 2Ro/R'€1 + 1/6,60(R')?.

(I) Le cas ot Ry > 1. On choisit & = 1/Ry. Pour tout R' > 1, on a
Hpg, (€)/&160 < 2Ro/&1 + Ro(2/R + 1/R?) /& < 2Ro/& + 3Ro/R'&;. Pour tout
R >3, on a Hg,(§)/160 < 3Ro/&1. Donce pour & > 6Ry, on a Hg,(£)/&1é0 <
3Ro/& < 1/2.

D’apres la Proposition 1.1, ou les zy et x1 sont remplacés par x; et xg respec-
tivement, la solution w(z) est holomorphe sur {z; Zf:o &lzi| < 1/4}, donc sur
{z; |z;] < 1/16&;, 0 < i < 3}. Pour tout R’ > 3 et tout Ry > 1 indépendant de
R, u(z) est holomorphe sur {z; |zo| < Ro/16, |x1| < 1/96Ry, |z;| < R'/16,2 <
i < 3}. Ceci signifie que la solution u(z) est holomorphe sur {z; |zg| |z1| < Co =
1/96 x 16, |z1| < 1/96, 2" € C?}.

(IT) Le cas o 0 < Ry < 1. Pour tout R’ > 1, ¢, = 1/R', 2 < j < 3, et
& =1/Rp, on a

Hpr,(€)/6180 < Ro(1+ Ro)&o/&1 + (§2 + &3) Ro /&1 + €283/&1&0
<2/& +2Ry/R'& 1+ Ro/R'& < 2/& +3Ro/R'& < 5/&.
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Choisissons & > 10, & = 1/Rg, & = & = 1/R’; alors Hp,(§)/&& < 1/2.
D’apres la Proposition 1.1, ol g, 1 sont remplacés par x1, xg, la solution u(z) est
holomorphe sur {z; Z?:o &ilzi| < 1/4}, done sur {z; |z;] < 1/16¢;, 0 <4 < 3}.

Pour tout R' > 1 et tout Rp(0 < Ry < 1) indépendant de R’, u(x) est
holomorphe sur {z; |zg| < Ro/16, |z1| < 1/160, |z;| < R'/16, 2 < i < 3} et donc
sur {z; |xo| < Ro/16, |z1| < 1/160, 2" € C?}.

D’abord, nous allons prolonger analytiquement le long de 1’axe réel non négatif
{z1 =1t; 0 <t < oo} dans le plan {z; € C}.

On considere le probleme de Goursat (2.8) pour o = 0, 27 = xgl) = 1/160,
avec les données v(z),u(0,2') = 0 et Dou(xo,x(ll),x”),xgl) = 1/160. On note
que Dou(a:o,xgl),x”) est holomorphe sur {z; |zo| < Rp/16, 2" € C?}. Comme
on vient de le voir, la solution de ce probleme de Goursat est holomorphe sur
{x; |ro] < Ro/162%, |21 — x§1)| < 1/160, 2" € C?}. En répétant ce procédé, on
voit que la solution du probléeme de Goursat (2.8) et (2.9) est holomorphe sur
{x; |zo| < Ro/16™, (n —1)/160 < 1 < n/160, n > 1, 2" € C?}.

De méme, la solution u(z) peut se prolonger analytiquement sur {z; |z¢| <
Ro/16™, 21 = €%, (n — 1)/160 < t < n/160,n > 1,0 < 0 < 27, 2" € C2}.
Donc u(z) est holomorphe sur {x; |xo| < Ro/16™, (n — 1)/160 < |z1] < n/160,
n > 1, 2" € C?}. 1l en résulte que la solution u(z) du probleme (2.8), (2.9) est
holomorphe sur {z; |zo| < db®*l, |29 < 79,2" € C2}, ot a = 160, b = 1/16,
d = 1/16, ro = 1/16 sont des constantes ne dépendant que de G. Des cas (I) et
(IT), nous obtenons la Proposition 2.2(ii) et la Note 2.1.

Pour expliciter le domaine d’existence de la solution, nous rappelons quelques
définitions et résultats sur des domaines étalés et des revétements ([GF], [M]).

Définition 2.1. Soient X un espace topologique séparé, connexe, et p une appli-
cation, localement homéomorphe, de X dans C™. On dit que ()? ,p) est un domaine
étalé (au-dessus de C™). Choisissons un point Zo de X. Soit 29 = p(Z) € C". Ce
point sera nommé point de base et le domaine étalé sera alors noté & = ()N( , D, T0)-

Définition 2.2. Soient X ,)? des espaces topologiques séparés, connexes et lo-
calement connexes par arcs, et p : X — X une application continue ayant les
propriétés suivantes : Pour tout x € X, il existe un voisinage U de x ouvert et
connexe par arcs tel que p est un homéomorphisme de toute composante connexe
par arcs de p~}(U) sur U. On dit que ()N(,p) est un revétement de X et que p est
la projection. Soit xg € X un point fixé et ()?,p,%o) est un revétement avec un
point de base Zg, p(To) = xo.

Un revétement d’'un domaine de C" est donc un domaine étalé (au-dessus
de C™).
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Lemme 2.1. Soient ()?,p, Zo) un revétement de X, p(Tg) = xg. Alors p induit
P« un homomorphisme injectif du groupe fondamental 71'()?,50) dans (X, o).

Pour tout chemin « d’origine x dans X, il existe un unique chemin & d’ori-
gine T dans X tel que p(@) = a,p(T) = z; @ est dit un relévement de a.

Soit Y un espace topologique conneze et localement connezxe par arcs, et soit
Yo € Y. Etant donnée une applzcatzon continue f : Y — X, f(yo) = wo, il existe
un relevement f Y — X f(yo) = g, c’est-a-dire, po f f, si et seulement si
f+m(Y,y0) C parr (X,xo), ot fy est lapplication induite par f.

Lemme 2.2. Soient X un espace topologique séparé connexe, localement con-
nexe par arcs, ayant un revétement universel (R(X),p,%o), p(To) = xzo et G
un sous-groupe de (X, xo). Il existe alors un revétement (X,r,%o) de X tel que
W(X750) =G et ’I“(fo) = Xq-
Soient &; = ()A(:j,pj,fj), j = 1,2, des domaines étalés. On dit que &; est
contenu dans & et on écrit &1 < &; s’il existe une application continue ¢ : X 11— )22

telle que p1 = pa o et Y(T1) = Ta. Si &1 < & et Eo < &7, on écrit &1 ~ &s.

Lemme 2.3. Soient Xy, Xs des domaines dans C™ et xg € X1 C Xo. Alors
(R(X1),p1,71) < (R(X2),p2,T2), p;(Tj) = o, ot pj est la projection naturelle de
R(X;) sur X;, j=0,1.

Preuve Soit ¢ I’ 1nJect10n X1 — Xs. D’apres le Lemme 2.1, il existe un relevement
i de iop tel quei: R(X1) — R(X32) et iopy —pgoz

Soient des domaines étalés £, = (X'L,pmﬁ), p.(Z,) =29 € C", L € I. D’apres
[GF, Chap. IL.7], on a :

Lemme 2.4. I existe un domaine £ = ()N(,p, xo) tel que pour tout v € I :

1. & <&,

2. si & = (X', p, %), p'(F) = xo, est un domaine étalé et £ < &' pour tout
vel,onal <&, cest-a-dire, £ est le plus petit domaine étalé contenant tous
les domaines étalés E,, L € I.

On écrit £ = ULGI
nique : @, : X, HXpourLEI.

&,. On a alors X = U.er ©.(X,), ot @, est Uapplication cano-

Pour 1 < j < 2 solent &; = ()?j,pj,%j), pj(Z;) = =z, un domaine étalé
au-dessus de C™ et f; une fonction holomorphe sur &;. Supp050n5 qu’il existe
E = ()?o,po,io) po(To) = o, tel que & < &5, 1 < j <2 et f1|X0 = f2|X0, oll
fj |X0 est la restriction de f; sur X,. Il existe alors une unique fonction holomorphe
fsur € =& UE, telle que f|X fi, 1 <j <2 (voir [GF]).

Nous pouvons démontrer :
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Lemme 2.5. Soient &, = ()N(L,p“ Z,), p.(T,) = mo, ¢ € I, une famille des domaines
étalés, U,c; . =€ = ()N(,p, Zo), p(To) = xo, le plus petit domaine étalé contenant
tous €,, 1 € 1, et v, Uapplication canonique de )?L dans X. On a alors 71'(5(,50) =
(0o (X,,T,),0 € 1), ot m(X, o) est le groupe fondamental de (X, %) et, étant
donnés des sous-groupes H,, 1 € I, d’un groupe H, nous notons (H,, v € I) le plus
petit sous-groupe de H contenant tous les H,, v € I.

En particulier, soient pour tout v € I, ()?L,pb,@) = (R(X,),p.,.), ot p,(Z,)
= xg, et X, est un domaine de C™. Alors ()?,p,fo) = U,er(R(X.),p, 2,), ot

p(ZTo) = xg, est simplement connexe.

Prewve. Notons G = (p.7(X,,T,),t € I cC (X, %y). D’apres le Lemme 2.2,
il existe un revétement (X', 7, 7)), r(Z}) = Zo, de X tel que rw(X', %) = G.
&= ()N(’,pr, Z},) est un domaine étalé et £’ < £. D’apres le Lemme 2.1, il existe une
application continue 1), : )?L — X' telle que rY, = @,, donc pry), = pp, =p,, Lt € 1.
On aalors & < & < &,1 €I, et donc £ ~ £. Cela implique que 7T()~(79?0) = G.

Le lemme est démontré.

Nous revenons au probleme de Goursat.

Soient A la réunion de {(zg,z1) € C?; |zg||21] < Co, 1] < 71} et {(x0,21) €
C?; |zo| < dbol=1l ] |zg| < 7o}, avec des constantes Cy (0 < Cyp < 1), a (> 1), b
(0<b<1),d(0<d<1)etrgrs (0<rgpr <1)nedépendant que de G, le
domaine donné dans la Proposition 2.2(ii), et

Ag=C*\[KU{zg=0,1}], A; =C*\[KU{zo=1}U{e" =1}], on
K = {(zo,x1); (x0 — 1)e™ = xp}.

Pour i = 0,1, p; est la projection naturelle de R(A;) dans C2.

Soient R(A;) 3 &0, po(#®) = (”,0), p1(3V) = (0,21"), |2}, 21"
(# 0) suffisamment petit, So = {z1 = 0}, 51 = {zo = 0} et pour i = 0,1, S; la
composante connexe de p; *(S;) contenant Z(*).

On note Lo = py t({e™ = 1})\ Sp et L1 = p; *(51) \ Si.

Soient pour i = 0, 1, p; la projection naturelle de R[R(A;)\ L;] sur R(A)\ L;
et p;(30) = 39, 30 € R[R(A;) \ Ly].

On note z, = (x(()o), xil)), a:go) l, \x§1)| (#£ 0) suffisamment petit, pour i = 0,1,
7 e R(A)\ L;, pres de 70 py (7)) = 2, et 21V € RIR(A)\Li], ps(2)) = V.

Le plus petit domaine étalé (A, id, z,)U ULO(R[R(AJ \Zi],ﬁi, 559), id étant
Papplication identique, contenant (A,id,z.) et (R[R(A;) \Ei},ﬁi,ﬁc\y)), 1=0,1,
est simplement connexe.

Soient p la projection naturelle de R(C?\[KU{zo = 0}U{zo = 1}U{e** = 1}])
dans C2%, et p(7,) = x4, ol T, € R(C?\ [K U {zg =0} U{zo = 1} U {e*r = 1}]).
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On a alors (R(C*\[KU{z¢ = 0}U{zo = 1}U{e™ = 1}]),p,T.) < (A,id, z.)U
UiZo (RIR(A) \ L), i, 347,
La proposition suivante est principale dans le Chapitre 2.

Proposition 2.3. Considérons le probléme de Goursat (2.8) et (2.9), ou les v(x),
wo.0(z0,7"), wo(x") sont holomorphes sur C*.

La solution u(x) peut se prolonger alors analytiquement sur

1
(Aid, @) U [ JRIR(A)\ L), 5, 37) | % €.
i=0

Plus simplement, cette solution u(x) est holomorphe au wvoisinage d’un point
(:U(()O),xgl),O,O), |acéo)|7 \xgl)\ (#£ 0) suffisamment petit, et se prolonge analytique-
ment sur (R(C?\ [K U {zg = 0} U{zo = 1} U {e® = 1}]),p,Z.) x C2. En effet,
on a

(R(C*\ [K U{zo =0} U{zg =1} U{e" =1}]),p,7,) x C?
< | JRIR(A)\ L), 5, 7) x C2.
=0

Exemple 2.1. Considérons le probleme de Goursat Gu(z) = 0 avec u(xg,0,z")
= x9, D1u(0,2") = 0. La solution u(x) est

u(x) = %1 log{l + zo(e™™* — 1)}.

e~
(Aussi voir la Proposition 2.5.)

Pour démontrer cette proposition, nous préparons la Proposition 2.4 et quel-
ques lemmes.
D’abord, nous faisons le changement de variables

Zo Xo

2.10 X X =€ =
( ) 0 1 €3 Zo X071a

- 1> T :loth
Tro — 1

et écrivons

X
@\(Xo,Xl,x”) =7 0 ,IOgX1,$H y
Xo—1
(2.11)

~ X
u(Xo, X1,2") = u(XO 3 1,10gX1,x”).

Le probleme (2.8) et (2.9) se transforme en le probleme

X ~
(212) XODXO + A)(lDX1 — (DQ + Dg + l)Xo i 1:| (—1)(X0 — 1)2DXOU

= Dy Dsu + v,
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(2.13) u(0, X1,2") = Dx,u(Xo,1,2") = 0.
Ensuite nous faisons le changement de variables
(214) ZOZX()/Xl, Z1 :Xl; X():Z()Zl, X1 = Z1,

et écrivons

~ 2021
1 1 1
Ul(zo,21,2") = (2021, 21,2 )zu(7logz17x )7

Z0R1 — 1
(2.15) V(20,21,2") = 0(2021, 21, 2") = v(ZOZl,log zl,x”>,
ZoR1 — 1

= To 1 " =U L Z1 "
u(x) u<x0_1,e ,x) ((xo—l)ewl’e T >

Le probleme (2.12) et (2.13), et donc le probleme (2.8) et (2.9), se transforme en
le probleme

220 1 20
2.1 D, D, - —— D, U—- ——(D D 1)D,
(2.16) . 1U+<zoz1—1 Zl> U zozl—l( 2+ D3 +1)D,,U
1 1
(2021 —1)2 273 (2021 — 1)?
(2.17) U(0,21,2") = D, U(20,1,2") = 0.

Soient

Qo = {(20,21) € C% 2021 # 1, 20 # 0,1, 1 # 0},
O = {(20,21) € C*% 2021 # 1, 20 # 1, 21 # 0,1},

Pour i = 0, 1, ¢; est la projection naturelle de R(£2;) dans C2. Soient R(€;) > z(*)
un point de base et qo(Z(?)) = (z(()o), 1, p(ZM) = (0,251)), z((,o)|, |z§1) —1] (#0)
suffisamment petit. Soient By = {(z0,21); 20 # 0,1, 21 = 1}, By = {(20, 21); 20 =
0,21 20,1} et pour i =0, 1, B; la composante connexe de qi_l(Bi) contenant 2"

Pour i = 0,1, §; est la projection naturelle de R[R(2) \ N;] sur R(2;) \ N;
et ¢ (29) =20, on 20 € R[R(Y) \ Ny

On note z, = (z(()o),zil)), |zéo)|,|z§1) — 1| (# 0) suffisamment petit, pour
i =0,1,2" € R(Q) \ Ny, prés de 20, ;) = 2, et 29 € RIR() \ Ni],
) =20,

Le plus petit domaine étalé UllZO(R[R(Ql) \Ny], @, E,Ei)) contenant (R[R () \
]\70], q~0)2§0)) et (R[R(1)\ Nl],cﬁ, Z(kl)) est simplement connexe.

Enfin, écrivons Q. = {(20,21) € C?; 2021 # 1, 20 # 0,1, 21 # 0,1}. On note
g la projection naturelle de R(,) sur Q. et ¢(Zx) = zs, ol Zx € R(Q). On a

(R(2), 0,2) < ULLo(RIR(2:) \ Ni], @, 27).
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Nous allons prouver:

Proposition 2.4. Le probléme de Goursat (2.16) et (2.17) posséde une unique
solution holomorphe sur le plus petit domaine étalé UiZO(R[R(QZ) \ Ni],@,%ﬁi))
x C2. Plus simplement, la solution U(zg, z1,2") est holomorphe au voisinage d’un
point (z(()o)7 z%l), 0,0), zéo) l, \zgl) —1] (# 0) suffisamment petit, et peut se prolonger

analytiquement sur (’R(Q*),q, Z*) x C2. En effet, on a

(R(2), 0, %) x €2 < [ J(RIR(2) \ Nil, @i, 2£7) x C2.

i=0

Exemple 2.2. Considérons le probleme

D. D, U+ _n 1 D, U=0,U(0,z1) =0, D, U(z 1)——#
zoYzy 2071 — 1 % 20 — Y, y<1) — Yy 20 0, - (1 — 20)2.

1:1 IOg( 1:521 )

De la Proposition 2.4, nous obtenons la Proposition 2.3. En effet, les surfaces

La solution est U(zp, 21) =

{2021 = 1}, {20 = 0}, {20 = 1}, {20 = o0} et {21 = 1} correspondent aux surfaces
{xog = 00}, {xg = 0}, {mg = €™ (g — 1)}, {zop = 1} et {e™ = 1}. Ceci démontre la
Proposition 2.3.

Pour des prolongements analytiques des solutions des problémes (2.8), (2.9)
et (2.16), (2.17), nous préparons quelques lemmes sur les classes d’homotopie des
courbes dans un domaine D du plan C.

Dans la suite, nous supposons toujours que des courbes et des chemins sont
réguliers par morceaux; une courbe £ = {z = z(7) € C; 0 < 7 < a} est dit
régulier par morceaux, si [0, a] peut étre subdivisé en un nombre fini d’intervalles
0=7 <7 < - <7 = a tels que 2(7) est continue sur [0,a], C et 2/(7) # 0
dans chaque intervalle [7;, 7;4+1].

Nous écrivons £[t] = {z = 2(7); 0 < 7 < t}, pour s < ¢, {[s,t] = {z =
2(7); 8 <7 < t};pour t < s, ls,t] = Lt,s]7t ={z=2(7);t <7 <s}eten
particulier £]0,¢] = (]t].

Nous disons qu’une courbe {z = z(7); 0 < 7 < a} est une courbe ouverte
de Jordan si z(m1) = z(12) signifie 71 = 75 ; en particulier, une courbe {z = 2y},
c’est-a-dire, un seul point z = zg est aussi une courbe ouverte de Jordan.

Si £ est une courbe ouverte de Jordan et analytique par morceaux, nous disons
que £ est une C'Y courbe ouverte.

Une courbe sera dite une ligne polygonale si elle se compose d’un nombre fini
de segments.

Lemme 2.6. Soient D 3 0 dans le plan C et £ = {z = ~(7); 0 <7 < 1}, 4(0) =0,
v(r) # 0, 0 < 7 < 1, une ligne polygonale ouverte d’origine O et d’extrémité
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zo = (1) dans D. Pour tout t € [0,1], on peut alors joindre le point z = y(t) € ¢
a 0 par une CY courbe ouverte dépendant continiment de t,

(2.18) L' ={z=7(1,t); 0 <7 <1},

homotope a la courbe ([t] = {z = v(7); 0 < 7 < t}, L' ~ ([t] dans D, ou y(7,t)
est une fonction continue en (7,t) € [0,1] x [0,1] et de la classe C* par morceaux
en T et v (7,t) # 0.

Avant la preuve de ce lemme, nous donnons quelques définitions et lemmes.

Définition 2.3. Soit 0 = {z = y(7); 0 <7 < 1} une CY courbe ouverte d’origine
0 et d’extrémité 2o = (1) dans un domaine D de C. La CY classe d’homotopie
{o}; de o dans D est I’ensemble de toutes les courbes ouvertes de Jordan homo-
topes & o dans D d’origine 0 et d’extrémité zg = (1), c’est-a-dire, pour toute
¥ courbe ouverte 01 € {0}y, 01 = {# = 11(7); 0 < 7 < 1}, m1(0) = 0,
71 (1) = (1), il existe une fonction continue ~(r,t) sur [0,1] x [0,1], v(0,¢) = 0,
v(1,¢) = z0 = v(1) = ¥1(1) pour tout ¢ € [0,1], telle que pour tout ¢ € [0,1],
{z = ~(1,t); 7 € [0,1]} est une CY courbe ouverte d’origine 0 et d’extrémité

2o =v(1); on dit que o1 est CY homotope a o.
En particulier, on peut prendre une ligne polygonale ouverte de Jordan dans

{J}J.

Nous rappelons quelques notions concernant les ensembles partiellement or-

donnés.

Définition 2.4. Soit F un ensemble de N éléments avec un ordre partiel < . Si
a; < - < ag, a4 € F, {aa,..., a4} est appelé chaine et i est le c-degré de «;
dans cette chaine. En général, des chaines contenant o ne sont pas uniques.

Le maximum des c-degrés de a dans des chaines contenant « est appelé degré
de o dans F, 1 < degré(a) < N. Si pour a € F il n'existe aucun élément x € F
tel que x < o, le degré de av dans F est égal 8 1. Si o <o < - <ajq<a
et g1 < oo < - < ag, <, on adegré(a) > max{q,r} + 1.

Si pour a € F, il n’existe aucun élément x € F tel que x > «a, a est appelé
élément maximal de F.

Lemme 2.7. (i) Soient C(c,r) = {z; |z — | < r}, a,b,d € 9C(c,r), a,b #
d, et o une CY courbe ouverte d’origine a et d’extrémité b dans C(c,r) et
o NoC(c,r) = {a,b}. Soit D le domaine limité par o et ((ab)) dans C(c,r),

ot ((ab)) est un arc ab orienté de OC(c,r) ne contenant pas d. Alors o est CY
homotope a (ab)) dans D.
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(ii) Soient [a1,as] un segment orienté et m une CY courbe ouverte d’origine a1 et
d’extrémité ag, [a1,az] Nm = {a1,as}. Soit D le domaine limité par [a1, as]
et m. Pour tout z € [a1,aq], il existe m* une CY courbe ouverte d’origine a1
et d’extrémité z dans D dépendant continiment de z telle que m® = m et
m® = {a1}. De plus, m* est C% homotope ¢ m o [as, 2] dans D.

Preuve. (1) Soit w = f(z) une représentation conforme de D sur Cy(c,r) =

{w; lw—¢| <}, on f(a) =a, f(b) =bet f(o) = (ab))q est larc ab de 0Cy(c,r)
contenant d € 9C,,(c,r).
On déforme contintiment ((ab))q en I'arc ((ab)) ne contenant pas d par des arcs

circulaires joignant a,b dans C(c,r). Par 'application inverse z = f~!(w), on voit
alors que o est C% homotope & ((ab)) dans D. Cela démontre (i).
(ii) Soient w = f({) une représentation conforme de D sur un demi-disque D

de diametre [a1, as] tel que f(m) est le demi-cercle 0,/1_(1\2 de diametre [aq, as] dans D.
Soient z = f(z) et a1z le demi-cercle de diametre [aq, Z] dans D. En posant m?® =
f~1(a12), on obtient (ii).

Lemme 2.8. Soient un disque ouvert C(c,r), d € 9C(c,r) et un disque ouvert Cy

contenu dans C(c,r) tel que C(c,r) N Cy = {d}. Soient o une CY courbe ouverte
dans C(c,r) d’origine a et d’extrémité b, a,b € 0C(c,r),a,b # d, telle que o N
0C(c,r) = {a, b}, ((ab)) ’arc de OC(c,r) ne contenant pas d et D le domaine limité
par ((ab)) et o. Alors si des parties de o passent par Cy, en utilisant le Lemme 2.7,

on déforme ces parties en OCy. Ainsi on obtient une CY courbe ouverte o’ hors de
C1 et CY homotope a o dans D.

Lemme 2.9. Soient C(c,r) = {z; |z —¢| < r}, d € IC(c,r) et pour a;,b; €
oC(e,r), 1 < i < £, a;,b; # d, (a;b;)) Uarc ne contenant pas d, et o;, et 1 <
i < ¢, une CY courbe ouverte d’origine a; et d’extrémité b; dans C(c,r) telle que
;N OC(¢c,r) ={ai,b;} et o; Noj =0 pour i # j.

Les ((a;b;)), 1 < i < £, constituent un ensemble partiellement ordonné par

inclusion.

(i) Supposons que ((agby)) est un seul élément maximal dans cet ensemble.
Soit D;, 1 < i < ¢, le domaine limité par o; et (a;b;)). Les D;, 1 < i < £,
constituent un ensemble partiellement ordonné par inclusion, avec le méme ordre
que (a;by)), et Dy un seul élément mazimal dans cet ensemble. Soit q <1 le degré
de oy et Dy dans ces ensembles partiellement ordonnés.

Soient des disques ouverts C;, 1 < i < £, C(e,r)U{d} DC; DCy D -+ D
Ci1DC;DC;D---DCyDCy>cdans Cle,r) tels que 0C;, 1 < i < L, sont
tangents a 0C(c,r) en d.
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Soient D; ;, 1 <i<gq,1<j <k, les éléments de {D1,...,Dy¢} de degré i et
0i,; les éléments de {01, ..., 0¢} correspondant aux D; j, en particulier, Dg 1 = Dy,
04,1 = 0¢. D’abord d’apres le Lemme 2.8, on déforme 015, 1 < j < ki, en Ull,j un
chemin détourné de a1,; hors de C1 tel que oy ; consiste des parties de 01,5 et des
parties de OC1, et 01 ; est C§ homotope a o1,; dans Dy ;.

Puis, de méme, en continuant ce procédé, pour o;;, 1 < j < k;, de degré
i
consiste des parties de 0; ; et des parties de 0C;, o

1 > 2, en utilisant le Lemme 2.8, on déforme o;; en o, . un chemin détourné de

/

i,5 e 2J
w A !/ / -/

est 'Y homotope a o0, ; dans D; ; et 0;.; ne coupe pas tout o;_q 5,1 < j° < kq.

0;.; hors de C; tel que o

Finalement, on déforme o, en o, détourné de oy hors de Cy tel que o), consiste
des parties de oy et des parties de OCy, o) est C% homotope a o, dans Dy et o) ne
coupe pas tout oy_y ;, 1 <i < kg 1.

(ii) Le cas général. Nous divisons o;,D;, 0 < i < p, en les groupes AW
A" telles que chaque groupe AM 1 < h <r, posséde un seul élément maximal.

Le groupe A" 1 < h < r, consiste des éléments Ul(ﬁ),...,off;{ de degré 1,
1<i<4ty, —1, et og,,1 un seul élément mazimal de degré 5, dans A,

On applique le cas (i) a chaque groupe A" . On peut alors déformer pour
1 <i<p,o; en o, un chemin détourné de o;, une CY courbe ouverte telle que o,

est C% homotope & o; dans D;, o, 1 <i < p, est hors de C), et o/ Nl =0,i# 3.

Lemme 2.10. (i) Soient un disque ouvert C(co,r), C(co,r) 3 ¢, 0C(co,7) 3 a,d,
a # d, un segment orienté [d,c], et b € (d,c) = [d,c] \ {d, c}. Soit o une CY
courbe ouverte d’origine a et d’extrémité b dans C(co,r) telle que o [d, ]
consiste d’un nombre fini des points et des segments. Pour tout z € [b,¢], il
existe alors % une CY courbe ouverte d’origine a et d’extrémité z dépendant
contindiment de z dans C(co,r) U {a} telle que 3° = a et 3% est homotope d
ao b, z] dans C(co,7) U {a}.

(ii) Soient D un domaine de C et & = {z = a(7); 0 < 7 < 1} une CY courbe
ouverte dans D. Supposons que pour t; € (0,1) fizé, aft;] = {z = a(7);
0 <7 <t} est CY homotope ¢ = {z = [(7); 0 < 7 < 1} dans D, §(0) =
a(0), et B(1) = alty). Il existe alors pour tout t € [t1,1], & = {z = a(r,t);
0 <7 <1} une CY courbe ouverte d’origine a(0) et d’extrémité a(t) dépendant

continiment de t dans D telle que Q'* = a[t{], @' = B o afty, 1].

Preuve. (i) Tout d’abord, si N [b,c] = {b}, en posant pour tout z € [b,¢], 5% =
a o [b,z], le lemme est démontré. Puis si a N [b,c] D [b,b1], ou by est le plus loin
de b dans (b,c] = [b,c] \ {b}, pour tout z € [b, b1], posons 3% = afa, b1] o [b1, 2], ou
ala, by] est la partie de o de a & by, et §* satisfait la condition du lemme. Sinon,
soit by le point le plus pres de b dans (b, c] N . D’aprés le Lemme 2.7(ii), pour
tout z € [b,b1], il existe m§ une C% courbe ouverte d’origine by et d’extrémité z
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dépendant contintiment de z dans D; telle que m% = afby,b],m = {b;}, ot Dy
est le domaine limité par afby, b] et [b, b1]. Pour tout z € [b, by], on peut définir alors
3% = ala, by] om3, satisfaisant la condition du lemme. En fait, afa,b1]N Dy = 0 et
(3% est homotope & a o [b, z] dans C(e, 7).

Si afa,bi] N [b1, ] D [b1,ba], olt by est le plus loin de by dans [by, ], pour tout
z € [b1,be], posons 3% = afa,bs] o [ba, 2] et 5% satisfait la condition du lemme.
Sinon, soit by le point le plus prés de by dans (by, ] N afa, by]. D’apres le Lemme
2.7(ii), pour tout z € [b1,bs], il existe mj une CY courbe ouverte d’origine by
et d’extrémité z dépendant continiiment de z dans Ds telle que mgl = albe, by],
mb2 = {by}, ot Dy est le domaine limité par a[by,by] et [b1,bs]. On peut définir
alors 3% = ala, be]om3, satisfaisant la condition du lemme. En fait, afa, bo]N Dy = 0
et % est homotope & a o [b, z] dans C(c,r).

Enfin, successivement, pour tout z € [b,b;], k¥ > 1, on peut définir 37 satis-
faisant la condition du lemme. Si by, = ¢, le lemme est démontré. Sinon, donc si
ala, by] N [bg, ¢] = {bx}, pour tout z € [by,c|] posons 5% = ala, bi] o [bg, 2], et 57
satisfait la condition du lemme. Ceci démontre (i).

(ii) Par I'hypothese, il existe H(u,v) une fonction continue dans [0, 1] x [0, 1]
telle que H(7,0) = a(rt1), 0 < 7 <1, H(1,1) = (), 0 < 7 < 1. Pour tout
v € [0,1], H(0,v) = «(0), H(1,v) = a(t1), et {z = H(1,v); 0 < 7 < 1} est une
C% courbe ouverte dans D. Posons pour tout ¢ € [f1,1], &' = {z = H(’T, i:?l),
0 <7 <1} oalty,t]. Ceci satisfait la condition (ii).

Preuve du Lemme 2.6. Nous écrivons

¥ = {5 € [0,1]; pour tout t < s, le point z = y(t) est joint & 0 par L,
une C4 courbe ouverte du type (2.18) telle que ¢[t] ~ L' dans D}.

On a X >ty pour tp > 0 suffisamment petit, donc X # ().

On note que si ¥ 3 1, donc ¥ = [0, 1], le lemme est démontré.

(I) Nous démontrons que l’ensemble X est ouvert. Prenons s € ¥, 0 < s < 1,
fixé et inscrivons un disque ouvert C(v(s),€) = {z; |z — v(s)| < €} de centre (s)
et de rayon e suffisamment petit dans D. On peut supposer que £[tg, s, [s, 1], 0 <
to < s, s <ty <1, sont des segments C C'(y(s),¢€), v(to),v(t1) € dC(y(s),€). On
peut supposer de plus que L*N{[s, t1] = {7(s)} ou bien L* N{[ty, s] = [y(t1),7(s)].

(i) Si L* N {[s,t1] = {~v(s)}, pour tout t € [s,t1), posons L* = L* o [y(s),v(t)]
et Lt satisfait la condition du Lemme 2.6. On a donc [s,t1) C X et X est ouvert.

(i) Si L* N L[ty, 8] = [v(t1),v(s)] = L[, 1], 0 < 71 < 1, avec y(t1) = v(71, 9),
nous posons pour tout ¢ € [s,t1), L' = L*[m] o [y(71,s),v(t)]. Alors L! satisfait la
condition du lemme. On a donc [s,t1) C X et X est ouvert.

(i) et (ii) démontrent que X est ouvert.
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(II) Posons t. = sup{t € [0,1]; ¢ € X}.

Soit C'(y(t«),€) C D, avec € > 0 suffisamment petit; il existe ¢ty € [0, 1] tel
que L[to,t.] est un segment C C(v(t.),€) et y(tg) € AC(v(t«),€). Pour § > 0
suffisamment petit, il existe s € X, s € (t. — §,t.], tel que L® = {z = ~v(7,s); 0 <
7 < 1)} est une CY courbe ouverte du type (2.18). On a L® ~ {[s] dans D.

Solent y(t1,$),7v(t2,5), ..., v(tap—1,9), Y(t2p, 8), Y(t2pt1,$), t1 < t2 < t3 <
s < gy <tgirn < toiqe < oo < topyr, les points de L® sur C(y(t4), €) tels que
pour 0 < i < p—1, L¥[taiy1, tai12] C C(y(ts),€) U {v(t2i41,$),v(t2i42, )}, pour
1 <4 <p, L*[ta;, tait1] N C(y(ts),€) = 0, et Y(tap+1, s) est le dernier point de L*
sur 9C(y(t4), €), c’est-a-dire, que pour tout 7 > to,11, Y(7,5) C C(y(ts), €).

Nous choisissons, pour 0 < i < p — 1, 'arc (v(t2i+1, $)7(t2i42,8))) du cercle
OC(7y(t«),€) comme celui qui ne contient pas le point 7y (t2p+1,5). Ces arcs con-
stituent un ensemble partiellement ordonné par inclusion.

Ecrivons, pour 0 < i < p—1, 0, = L%[toit1,t212], (a:ib) =
(v(t2i41, 8)v(t2i42, 8))) et D; le domaine limité par o; et (a;;)). Ces domaines aussi
constituent un ensemble partiellement ordonné avec le méme ordre que 1’ensemble
des arcs.

Soient des disques ouverts Cj, 1 < j < p, C(y(ts),€) U {y(t2pt1,8)} D C1 D
CiD2+D2C1DC;DC; DD C, D C, > {v(ty)} dans C(v(t.),€) tels que
0C;, 1 <i < p, sont tangents & IC(Y(ts),€) en y(tops1,s) et Cp U{V(t2ps1,5)} D
Lo topt1,1] = {z = v(7, 9); topt1 < 7 < 1}, et £s,t,] C Cp.

Nous notons que L*[ta,41,1] C C(y(ts),€) \ U_, Di.

Appliquons le Lemme 2.9(ii).

On obtient pour 1 < i < p—1, o} une CY courbe ouverte, un chemin détourné
de oy, telle que o} est CY homotope & o; dans D;.

En remplagant o; = L®[t2;11,t2,42] par o), on obtient L* une CY courbe
ouverte hors de Cp, U{y(t2p+1,s)}, d’origine 0 et d’extrémité y(t2p41, s), détournée
de Lo[typ1] = {z = 7(7,8); 0 < 7 < toppa}, et L* = {z = J(7,5); 0 < 7 < 1},
ot 3(1,8) = Y(taps1, ). De plus, L* est C% homotope & L*[ta, 1] dans |J?_, D; U
[D\ C(y(ts), )]

Appliquons le Lemme 2.10(ii).

En effet, on peut alors définir une fonction H(u,v), continue dans [0,1] % [0, 1]
qui satisfait H(7,0) = y(rtapt1,5), 0 <7 <1, H(1,1) =7(7,5), 0 <7 < 1, pour
tout 0 <wv <1, H(0,v) =0, H(1,v) = y(top+1, ), et {z=H(r,v); 0 <7 <1} est
une CY courbe ouverte d’origine 0 et d’extrémité y(t2p+1, 3)-

On peut supposer que pour t' > s suffisamment prés de s, L*N{[s, t'] = {v(s)}
ou bien L* N {[s,t'] = [y('),v(s)].
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(i) Si L* N 4[s,t'] = {7(s)}, nous posons pour s < t < ¢/, L' = {z = (7, 1);
0<7<1}={2=H(1,£72); 0 <7 < 1} 0 L*[tap41,1] 0 {[s,t]. Pour s <t < ¢/,
L satisfait la condition du lemme.

(i) Si L¥ N {[s,t'] = [v(t'),~(s)], nous posons pour s < t < ¢/, L' = {z =
Y(rt);0 <7 <1} ={z=H(r,£=2); 0 < 7 < 1} 0 L®[tap41, 8] o ([t 1], olt le
parametre t (topy1 < t < 1) est déterminé par y(t,s) = y('). Pour s < t < t/,
L' satisfait la condition du lemme et L' N {C, U {v(taps1,5)} = L'[t",1], o
A, ) = (Eape, ).

Donc, nous appliquons le Lemme 2.10(i), out C(co,r) = Cp, a = y(t",t') =
Y(topi1,8), b=~(t"), ¢ = ~(ts), d = dC, N L[to, t.],ac = LV [t" 1], et z = ~(t) pour
t' <t <t,.

Pour #' < t < t,, nous désignons 37 par M* = {z = F(,t); 0 < 7 < 1}.
Alors M* est une CY courbe ouverte d’origine (t2p+1,) et d’extrémité ~(t),
dépendant contintment de ¢ et homotope & L' [t”, 1] o [y(t'), v(t)].

Définissons pour ¢ <t < t,, Lt = Lo M! ; alors Lt est pour tout 0 < t < t,
une C¥ courbe ouverte d’origine 0 et d’extrémité ~(¢), dépendant continiment
de t qui est homotope & ¢[t] dans D. Ceci signifie t, € X.

Sit. < 1, d’apres (1), il existe § > 0 suffisamment petit tel que ¢, +6 < 1 et
t, + 6 € X. Cela contredit la définition de t,. Donc ¢, =1 € ¥. Ceci démontre le
Lemme 2.6.

Lemme 2.11. Soient {1 une C¥ courbe ouverte d’origine 1 et d’extrémité (y
quelcongque dans {z1; z1 € C\ {0}} et Ly une CY courbe ouverte d’origine 0 et
d’extrémité (o quelconque dans C\ {1/¢1,1}; Lo = {20 = 7(7); 0 < 7 < 1},
2(0) = 0, 7(1) = Go.

Soient Uapplication T : z1 = 1/zg, et T(Lg) limage de Lo par T qui est une
CY courbe ouverte du point infini co a T((o) = 1/Co.

Pour tout t € [0,1], il existe alors une CY courbe ouverte Lt C C\ T(Lol[t])
d’origine 1 et d’extrémité (1 dépendant continiment de t, et L(l) =/{y. Ici on a noté
Lolt] = {20 =v(r); 0 <7 <t} et L' ={z1 =~v(r,t); 0 <7 <1}, 0< ¢t <1,
ot y(7,t) est une fonction continue en (7,t) € [0,1] x [0,1] et de la classe C¥ par
morceaux en T et v (7,t) # 0.

Soit Ly = Li. On a donc
Lo x Li = {(20,2’1); 20 € Lo, 21 € L1} C (C2 \ [{2’02’1 = 1} @] {ZQ = 1} U {2’1 = O}]
Nous appelons L1 une déformation continue de £1 par Lg.

Preuve. Ecrivons ¥ = {s € [0,1]; pour tout ¢ < s, il existe une C¥ courbe ouverte
LY d’origine 1 et d’extrémité ¢; dépendant contintiment de t avec L} C C\T(Lo[t])
et L(l) = 61}
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On voit d’abord que ¥ > 0 et donc ¥ # (). On note que si ¥ > 1, donc
¥ =0, 1], le lemme est démontré.

(I) L’ensemble ¥ est ouvert. En effet, prenons s € 3, 0 < s < 1; T(Lgls]) est
alors un chemin de co & 1/v(s) dans C\ {1, (1} et il existe une CY courbe ouverte
L c C\T(Lo[s]) de 1 & (3.

Considérons un disque ouvert C(1/7(s), €) de centre 1/v(s) et de rayon € > 0,
e suffisamment petit, tel que C(1/7(s),e) C C\{0,1,(1} et L§ € C\ C(1/7(s),€),
c’est-a-dire, C'(1/7(s), €) ne contient pas de points de Lj.

Prenons 6 > 0 suffisamment petit tel que pour tout ¢ € (s — d,s+ §), on a
1/~(t) € C(1/v(s),€). On a alors L§ C C\ T(Lo[t]) pour tout ¢ € [s,s + J). Nous
posons L} = L§ pour tout ¢t € [s,s+ &) et donc t € X. Ainsi on voit que X est
ouvert.

(IT) Posons t, = sup{t € [0,1]; ¢ € X}. Considérons C(1/7(t.),e) € C\{0,1},
€ (> 0) suffisamment petit, tel que T'(Lg) coupe le cercle C(1/v(t4),€) en seuls
deux points 1/74(to), 1/7(t«x) (to < tsx). Prenons s suffisamment pres de t., s < ts,
et 1/v(s) € C(1/~(t«),€) tel que L] est une C% courbe ouverte de 1 & ¢; telle que
L§ € C\ T(Lols)).

Si cette courbe L coupe 0C(1/7(ts), €), nous la modifions. Sinon, nous ne la
modifions pas.

Soient y(t1,s),v(t2,$),...,V(t2p—1,5),¥(t2p,s), t1 < ta < t3 < --- <ty <
toir1r < toipa < o+ < top1 < top, les points de L§ sur 9C(1/v(tx),€) tels
que Li[tait1, taive] © C(1/7(ts), €) U {v(t2it2, 8),V(t2its,8)}, 0 < i < p— 1, et
L3 [toita, t2irs) NC(1/v(ts),€) =0, 0 < i < p — 2, et Y(tp, s) est le dernier point
de L3 sur dC(1/~(t,),€). Ecrivons pour 0 < i < p — 1, 0y = L[tais1, tairs) et
(a:bi)) = (v(t2i+1, 8)Y(t2ite, s) Varc de OC(1/v(t+),€) ne contenant pas 1/v(tg).
Soit D;, 1 < i < p, le domaine limité par o; et ((a;b;)).

Appliquons le Lemme 2.9(ii), comme dans la partie (II) de la preuve du Lem-
me 2.6.

Dans le Lemme 2.9(ii), nous prenons un disque ouvert C), tel que 0C), est tan-
gent & dC(1/7(t.), €) en le point 21 = 1/7(to), Cp C C(1/v(ts), €)U{z1 = 1/y(to)}
et CpU{z1 =1/7(to)} D T(Lo)[to, ts] = {z1 = 1/7(7); to < 7 < t,}.

En utilisant le Lemme 2.9(ii), on peut construire une CY courbe ouverte telle
que la partie f;ol L$[tois1, tair2] de L§ dans C(1/7(ts),€) est déformée dans
C(1/7(t«),€) \ Cp. Notons cette courbe Ei ={z=7(7,5); 0 <7 <1},5(0,8) =1,
7(1,8) = ¢1. Alors L§ est contenu dans C \ [ J7_, D; et L5 est C% homotope & L]
dans C\ T'(Lg[s]).

Ona L§ € C(1/4(t),€) \ Cp.

On peut alors définir une fonction H(u,v) continue dans [0, 1] x [0,1] telle
que H(7,0) = v(r,s), 0 < 7 < 1, H(r,1) = 7(7,8), 0 < 7 < 1, pour tout
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0<v<1,HQOv)=0H(1,v) =C¢,et {z=H(r,u);0 <7 <1} est une C¥
courbe ouverte d’origine 0 et d’extrémité (;.

Appliquons le Lemme 2.10(ii).

Prenons s1 (s < s1 < t.) suffisamment prés de s tel que T(Ly)[s, s1] C C, C
C3(t.), )\ Uy Di.

Définissons pour s < t < s1, L} = {z = H(T, stl’_ss); 0<7< 1} et pour
s1 <t <t L} = L' ={z=75(7,51); 0 < 7 < 1}. Alors L} est une C¥ courbe
ouverte de 0 & ¢; dépendant contintiment ¢ et L{ € C\ T'(L}).

On a donc t, € . Sit, < 1, d’apres (I), il existe § > 0 suffisamment petit
tel que t, + 60 € X et cela contredit la définition de t,. On a donc t, = 1. Ceci
démontre le Lemme 2.11.

De méme, nous avons :

Lemme 2.12. Soient ly une C% courbe ouverte d’origine 0 et d’extrémité o # 1
quelconque et Ly une CY courbe ouverte d’origine 1 et d’extrémité (1 quelconque
dans C\ {1/Go,0}, Ly ={z1 =7(7); 0 <7 < 1}, 7(0) =1, 7(1) = 1.

Soient lapplication T~ : zg = 1/21, et T~1(Ly) l'image de Ly par T~ qui
est une CY courbe ouverte du point 1 ¢ (o = 1/¢5.

Pour tout t € [0,1], il existe alors une C4 courbe ouverte L € C\ T~ (L1[t])
d’origine 0 et d’extrémité (o dépendant continiment de t et LY = {o. Ici on a noté
Lit) ={z1 =)0 <7 <t} et L ={z0 =v(r,t); 0 <7 <1}, 0<t < 1,
ot y(7,t) est une fonction continue en (7,t) € [0,1] x [0,1] et de la classe C¥ par
morceaux en T et v (7,t) # 0.

Soit Lo = L§. On a donc

LO X L1 = {(Zo,Zl); 20 € Lo,Zl S Ll} - (C2 \ [{Z()Zl = 1} U {ZO = 1} U {Zl = O}]
Nous appelons Ly une déformation continue de £y par L.

Nous pouvons généraliser le Lemme 2.11.

Soient D 3 0 un domaine dans le plan de € C et P(z,2) = ag(x)z™ +
ai(z)z™ 1 + .-+ am(x) un polynome de degré m en z & coefficients holomorphes
dans D, sans facteur multiple. Son discriminant est noté 6(z).

Ecrivons F = {(z,2) € D, x C; P(z,z) # 0}, ou D, = D\ [{x € D; ap(z) =
am(z) = 0} U{z € D; 6(x) = 0}], supposé 0 € D,. Alors F est un espace fibré
localement trivial de base D, fibre C\ {1,...,m} et projection naturelle w : F' 3
(z,2) = (2,0) € Dy x {z =0}, et w(z,0) =C\ {z; P(z,2) =0}

Notons z = n;(x),1 < ¢ < m, les fonctions holomorphes au voisinage de
x = 0 € D, satisfaisant P(x,z) = 0; alors les n;(x),1 < ¢ < m, peuvent se
prolonger analytiquement le long de toutes les courbes dans D,.
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Lemme 2.13. Soit £ une CY courbe d’origine 0 et d’extrémité ¢ quelconque dans
C\ [{z; P(0,2) =0} U{z; P(z(?,2) = 0}], ot 2O est un point quelconque de D..
Soit Lo une C§ courbe ouverte d’origine 0 et d’extrémité 2 dans D, \ {z € D,;
P(x,¢) =0}; 0onaLy={x=~(1);0 <7 <1}, 7(0) =0, v(1) = 29 et donc
P(y(1),¢) # 0 pour 0 <7 < 1.

Pour tout t € [0,1], il existe alors une CY courbe ouverte L} C C\
Userogiz P@,2) = 0} = C\ Uyeroiz = m(x);1 < i < m} d'origine 0
et d’extrémité ¢ dépendant continiment de t € [0,1], et L® = ¢, ou on a noté
Lot] = {x =v(7); 0 < 7 < t}. On a donc Lo x L1 = {(x,2); x € Ly, 2 € L}} C F.

Nous appelons L} une déformation continue de ¢ par L.

Preuve. Nous pouvons démontrer le Lemme 2.13 par le méme raisonnement que
celui dans la preuve du Lemme 2.11.

Ecrivons ¥ = {s € [0,1]; pour tout ¢ < s, il existe une courbe ouverte de
Jordan L! qui satisfait la condition du lemme: L} = {z; = y(7,t); 0 < 7 < 1},
0 <t <1, ou~(r,t) est une fonction continue dans [0, 1] x [0,1] de la classe C*
par morceaux en 7 et v, (7,t) # 0}.

On voit d’abord que ¥ > 0 et donc ¥ # (). On note que si ¥ > 1, donc
¥ =[0,1], le lemme est démontré.

(I) L’ensemble ¥ est ouvert. En effet, prenons s € X, 0 < s < 1; il existe
une C§ courbe ouverte Li C C\ U,cp 12 P(@,2) = 0} = C\ U,ep, 91z =
ni(x); 1 <i<m}.

Considérons pour chaque i, 1 < i < m, un disque ouvert C(n;(y(s)),¢) de
centre 7;(y(s)) et de rayon € > 0 suffisamment petit tel que C(n;((s)),e) C
C\{0,C} et Ly C C\ C(ni(v(s)),€), c’est-a-dire, C'(n;(7(s)), €) ne contient pas de
points de Lj.

Prenons ¢ > 0 suffisamment petit tel que pour tout ¢t € (s — 4,5+ d), on a
7:(y(t)) € Cni(y(s)),€), 1 < i < m. Alors L C C\ {z = n;(y(t))} pour tout
tels,s+6),1 <i<m. Nous posons L{ = L§ pour tout ¢t € [s,s + J) et donc
t € X. Ainsi on voit que X est ouvert.

(IT) Posons t, = sup{t € [0, 1]; t € 3}. Considérons pour chaque i, 1 < i < m,
C(ni(y(ts)),e) € C\ {0,(}, € (> 0) suffisamment petit tel que {z = n;(y(7)); 0 <
7 < 1} coupe le cercle dC (n;((t«)), €) en seuls deux points n;(y(to.:)), 7 (Y (Exxi))
(toi < tuxi)-

Prenons s suffisasamment pres de t., s < t., et n;(v(s)) € C(m(y(ts)),€) tel
que L est une Cj courbe ouverte de 0 & ¢ telle que LY € C\ U, ep,19 {7 = mi(2);
1<i<m}
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Si cette courbe L§ coupe pour quelques j,1 < j < m,dC(n;(y(ts)),€),
nous modifions L dans C(n;(y(t«)),€). Sinon, nous ne modifions pas Lj dans
Cly(rt)).0. | S

Soient v(tg]),s),w(téj),s),...,v(tgjp)fl,s),'y(t;;),5),t§j) < téj) < tgj) < <

tgz) < t(zﬁu < - < té;)—l < tgg), les points de L® sur 0C(n;(7(t«)),€) tels que

Lilts 1. 1570) © COpi(v(8)),0) U {(t51.9).7(8570, )}, 0 < i < pj — 1, et
Li[t9), 5, 5,5 0 Cnj(v(t))€) = 0, 0 < i < pj — 2, et A(t5) ,s) est le point
dernier de L§ sur 0C(n;(v(t«)),€).

Soit pour 1 < j < m, un disque C,; tel que dC,,; est tangent a IC(n;((t+)), €)
en le point = = (4(t5")), Gy, € Clns((t)),€) U {z = m(x(t5”))} et Cp, U {z =
nj(v(téj)))} O {z=n;(v(1)); tgj) <7 <t,}. En utilisant le Lemme 2.9(ii), comme
dans la partie (IT) de la preuve du Lemme 2.11, on peut construire un chemin
L8 = {z =4(r,s); 0 < 7 < 1} tel que la partie J? " L$ [tgﬁl,téﬁﬂ de Lj dans
C(n;(v(t«)), €) est détournée dans C(n;(y(t«)), €) \ Cp,.

En utilisant le Lemme 2.10(ii) et le méme raisonnement que celui dans la
partie (II) de la preuve du Lemme 2.11, nous pouvons construire pour s < t < t,,
Lt une CY courbe ouverte de 0 & ¢; dépendant contintiment de ¢ telle que L} C
C\Usepoo{# Pla,2) = 0} = €\ Uyepy ol 2 = m(@),1 < i < mb.

On a donc t. € 3. Si t, < 1, d’aprés (I), il existe § > 0 suffisamment petit
tel que t, +d € X et cela contredit la définition de t,. On a donc t, = 1. Ceci
démontre le Lemme 2.13.

Preuve de la Proposition 2.4. (I) Soit Qo = {(z0,21) € C? 2021 # 1,20 #
0,1, 21 # 0}; c’est un espace fibré localement trivial de base By = {(z0,1) €
C2% 29 # 0,1} et projection naturelle wy : Qo > (20,21) — (20,1) € By, et
wo ' ((20,1)) = {(20,21); 21 # 1/20,0}.

Soient (z(()o),l) € Qo, \z(()o)| (# 0) suffisamment petit, un point de base et
(€0, ¢1) un point quelconque de .

D’apres les propriétés d’espaces fibrés, un chemin quelconque dans g d’ori-
gine (z(()o), 1) et d’extrémité ({p, (1) est homotope & un chemin composé (£f,1) o
(Co, A1) dans Qq, ol (£}, 1) est une courbe de (zéo), 1) & (o, 1) dans By et (o, A1)
est une courbe de ({o, 1) & (Co, ¢1) dans wy ' ((¢o, 1)) = {(Co, 21) € C2; 21 # 1/¢o,0}.

Pour démontrer la Proposition 2.4, d’apres le Lemme 2.6, on peut supposer
que (£, 1), (Co, A1) sont des CY courbes ouvertes.

Joignons (0,1) & (z(()o), 1) par (¢,1) dans By et considérons un chemin composé
(€5,1) o (£5,1) o (Cos A1) = (Lo, 1) o (Co, A1) tel que £y est une CY courbe ouverte
d’origine 0 et d’extrémité ¢y dans C\ {1}.

D’apres le Lemme 2.11, il existe alors une C'¥ courbe ouverte Ay de déforma-
tion continue de £y par A telle que Ag x Ay C {(z0,21) € C?; 2021 # 1, 20 # 1,
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z1 # 0}. D’apres le Théoreme 1.2 et le Corollaire 1.2, ot m = 2, p = 1, la solution
U(z,2") du probleme de Goursat (2.16) et (2.17) peut se prolonger analytiquement
sur Ag x Ay x C2 et donc sur R[R(0) \ No] x C2, avec un point de base 2(©) de
R(Q), 0(Z*) = (67, 1).

Nous suivons le méme raisonnement.

(IT) Soit 1 = {(z0, 21) € C% 2021 # 1,20 # 1,21 # 0,1} ; c’est un espace fibré
localement trivial de base By = {(0, 21) € C%; z; # 0,1}, de fibre {z € C\ {0,1}}
et de projection naturelle wy : Q1 3 (20,21) — (0,21) € By. La fibre de (0, 21),
21 # 0,1, est w; H((0,21)) = {(20,21); 20 # 1/21,0}. Soient (0,z£1)) €0, |z§1) -1
(# 0) suffisamment petit, un point de base et ({p, (1) un point quelconque de €2;.

Pour démontrer la Proposition 2.4, d’apres les propriétés d’espaces fibrés et le
Lemme 2.6, on peut supposer qu'un chemin quelconque dans ; d’origine (0, z§1))
et d’extrémité ({o, ¢1) est un chemin composé (0,¢;)o (T, 1), ou (0, 47) est une CY
courbe ouverte de (0, z%l)) a (0,¢1) dans By et (I, (1) est une C% courbe ouverte
de (0,¢1) & (o, G1) dans wy *((0,¢1)) = {(20,G1) € C% 20 # 1/Gi}-

Joignons (0,1) & (0, 211 ) par (0, ¢7) dans B; et considérons un chemin composé
(0,) 0 (0,7) o (Tg,¢1) = (0,41) o (Lo, (1) tel que ¢1 est une CY courbe ouverte
d’origine 1 et d’extrémité ¢; dans C\ {0}. D’apres le Lemme 2.11, il existe alors
une C¥ courbe ouverte I'; de déformation continue de ¢; par I'g telle que I'o xI'y C
{(z0,21) € C?; 2021 # 1, 29 # 1, 21 # 0}.

D’apres le Théoreme 1.2 et le Corollaire 1.2, ou m = 2, p = 1, la solution
U(z,z") du probléeme de Goursat (2.16) et (2.17) peut se prolonger analytiquement
sur Ty x T'; x C2 et donc sur R[R(€4) \ N1] x C2, avec un point de base (1) de
R(), a1 (Z1) = (0.5").

Nous pouvons prendre pour ¢ = 0,1 un point de base 2 e R() \ N; tel
que qi(Eii)) = (z(()o), z%l)), avec \z(()o)|, |z§1) — 1] (5 0) suffisamment petit.

La solution U(z,z") peut se prolonger alors analytiquement sur le plus petit
domaine étalé {{J1_, (R[R(%) \ Nil, @, 2} x C2.

Enfin, soit Q. = {(20,21) € C% 2021 # 1,20 # 0,1, 21 # 0,1}; nous
avons alors pour i = 0,1, Q, C ; et en vertu du Lemme 2.3, (R(€),q,2:) <
(R(%), ¢, 27, done (R(),q,%) < (R(U)\ Niygi,27), i = 0,1. Tl résulte
du Lemme 2.3, que (R(%),q,2+) < (R[R(S%) \ﬁi},@ﬁii)), i = 0,1, donc que
(R(2),4,2.) < Uig(RIR() \ NiJ, @i, 227).

Ceci démontre la Proposition 2.4.

Dans un cas particulier, nous avons :

Proposition 2.5. Considérons le probléme de Goursat

(2.1) Gu(x) =0
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avec les données
(2.19) w(0,2") = woo(z1,22), Dou(zo,0,2") = w1 o(z0, T2),
ot wo o(x1, T2), w1,0(To, x2) sont des fonctions enticres sur C* indépendant de x3.

Par quadrature, on a une représentation de la solution

el o

(2.20) u(z) /0“ ew1(1—0)+aw1’0<e”“(1—0)+0’

+wo,0(x1,22).

, xot+x1—log[e™ (1U)+cr]> do

Nous obtenons des diverses solutions de 1’équation (2.1).

L’hyperplan {z¢ = 0} est caractéristique pour (2.1). D’abord, il existe une
solution telle que le domaine d’existence contient tout 'hyperplan {xg = 0} et son
extérieur est non vide dans C%.

Proposition 2.6. Considérons le probléme de Goursat de (2.1) avec les données
u(0,2") = 0, Dou(xo,0,z") = w1,0(x0), 0t wi,0(x0) est indépendant de x’ et son
domaine d’existence est {xo; |xo| < 1} et sa frontiére naturelle est {xo; |zo| = 1}.
Le probléme de Goursat posséde une unique solution

Zo eml o Y
u(x) :/0 Y >+0w1,o<€xl( ,xo+x1 —logle 1(10)+0]> do.
Son domaine d’existence est

1-0 l—0)+o
{m; <1}

contenant {xo = 0} et sa frontiére naturelle est {x; |6H(1_‘”W| =1}

Lo
e1(1 — xzo) + xg

Remarque 2.1. Bien entendu, on voit un exemple plus simple dans [L1]. En effet,
on considere ’équation

(voDo + 21 D1)u(r) =0, 2= (20,71).

L’hyperplan zog = 0 est caractéristique. Cette équation a la solution wu(z) =
w(zoz1), ou le domaine d’existence de w(t) est {t € C; [t| < 1} et w(0) = 1.
Le domaine d’existence de u(x) est alors {z; |xoz1]| < 1} et u(0,21) = 1.

Proposition 2.7. Considérons le probléme de Cauchy (2.1) avec les données de
Cauchy (2.2), ou uw(1/2,2") = wo(x1), Dou(1/2,2") = wi(x1) sont des fonctions
enti¢res dans C3 indépendant de x2,x3. La solution u(z) vérifie I’équation

{zo(1—20)Do+D1—x0}Dou(x) =0, u(1/2,2") = wo(z1), Dou(1/2,2") = wy(x1).
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La solution est alors

u(:c)—/lx()l)wl(xl—log 7 >d0+w0(w1).

En particulier, pour

1 1 1
—— 1 - - —T1 — 1
wo(x1) = 2{og2 — 2}6 ,  wi(xy) =e

on a

1 1
u(x) = 2{log(l —x0) + T 1}611.

La fonction u(x) vérifie u(0,2") = Dou(0,2") = 0 et elle a donc un zéro d’ordre 2
sur la surface caractéristique {xg = 0}.

Nous appliquons des raisonnements qui démontrent des formules d’intégrale
de la solution de I’équation de Gauss a ’équation (2.1).

Soient a, ai,as des points différents de C et Cy(a;),i = 1,2, un chemin fermé
partant de a et y revenant, apres avoir contourné a;, parcouru dans le sens positif.
Nous écrivons £, (a1, a2) = Cy(ar)oCy(az)oCy(ar) toCy(az)™! , un chemin fermé
dans le plan de z € C. La notation o signifie la composition des chemins.

Nous démontrerons

Proposition 2.8. L’équation (2.1), Gu(z) =0, a des solutions u;(x), 1 =1,2,3,
holomorphes sur R[C*\ {zg = 0,1}] données par des formules suivantes :

(2.21) u1 ()

1
= / . 1w(a:1—logz—|—log(z—1),xg—l—logz—log(z—xo),xg—log(z—l)) dz,
£a(0,m0) B~

ot w(xy, o, w3) est une fonction entiere sur C3, a (# 0,1,10) est un point de C
et £,(0,xz0) ne passe pas par z =1;

(2.22) us ()

1
= / lw(xl —10gz—|—10g(z—1),x2+10gz—log(z—x0),xg—log(z—l)) dz,
ta(lzo) #

ot £y (1,20) ne passe pas par z=0;

(2.23) uz(x)

1
= / . 1w(sc1—logz+log(z—1),x2 +log z—log(z — xo), x3 —log(z — 1)) dz,
£,(0,1) 2~

ot £,(0,1) ne passe pas par z = xg.
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Remarque 2.2. Nous utilisons un calcul symbolique. Soient a € C une constante,
D, = 0/0x et F(x) une fonction holomorphe de . On a

e®Pe F(z) = Z a"DIF(x)/n! = F(z + a),
n=0
2P F(z) = e8P P(2) = F(z +log 2),
1
D {zP=F(2)} = ;(DxF)(JL‘ +logz) = D 2P+ 1F(x).
Par ce calcul symbolique, nous pouvons écrire (2.21) sous la forme

(2.24)  w(z) = / 2P D1y - )PPy g TP (g, 29, 23) d2.
Ka(ovaf())

Preuve de la Proposition 2.8. Nous suivons un raisonnement de la démonstration
des formules d’intégrale de la solution de I’équation de Gauss, en utilisant un calcul
symbolique comme dans la Remarque 2.2.

En utilisant une transformation d’Euler [Fu], nous posons

uy () = / v(2)(z — 20) " P2w(a’) dz.
fa(o,l’o)
On a
Douy(z) = / v(2)Dy(z — x) P2 tw(a’) dz,
ZQ(O,ZL’())
Diuy(z) = / v(2)Da(Dy + 1) (2 — o) P2 2w(z) dz.
£q(0,x0)

OnaDl—(Dg—l—Dg—l—l)xo :Dl —(D2+D3—|—1)z+(D2+D3+1)(z—x0),et
zo(1 —x9) = 2(1 — 2) + (22 — 1)(2 — z0) — (2 — x0)?. Par suite,

Gui(z) = / o(2){(Da(Ds +1)(22 — 1)+ [D1 — (D + Dy + 1)) Ds) (2 —g) "
£q(0,z0)
+ Da(Dy+1)2(1 = 2) (2 —20) 2}z — 20) " P2w (') dz

_ / v(z){(Dz(Dz +1)2+ Dy(Dy — Dy — 1) — DyDyz) (2 —a9)
£4(0,z0)

—Dyz(1— z)% [(2’1930)(2 - mo)_DQ] }w(m') dz
= / (z— o)~ P21 {DZJ(z(l —2)v(z)) +v(z)Da[(D2 — D3+ 1)z
£4(0,20) <
+ (D1 — Dy —1)] }w(m’) dz

—/ d.{Ds=(1— 2)0(2) (= — 20)~ P> w(a')}.
£4(0,20)
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En prenant v(z) = zP2=P1(z —1)P1=Ps=1 on a

d
21— z)d—z + (D1 — Do+ (Dy — D3 — 1)2)v = 0.

Par conséquent,

Gui(z) = 7/ dA{ Dy~ D11 ( — 1)P1=Ds (5 _ g0y =D2— 1y ()}
ZQ(O,QI[))

:_/ dz{ : w(zy —log z + log(z — 1),z + log 2
£4(0,20) <z = o

—log(z — ), x3 — log(z — 1))}

Par la définition de £4(0, zo), le second membre devient zéro, c’est-a-dire, Guq (z)
= 0. Ceci démontre que (2.21) est une solution de (2.1). De méme, on obtient
(2.22) et (2.23).

83. Quelques exemples qui se rattachent aux équations
de Bessel et de Kummer

Nous étudions 1’équation
(81)  Bu(w) = {s2DF + woDy + a3 — D3}u(z) =0, @ = (w0, 1) € C2.

Cette équation se rattache & ’équation de Bessel. En fait, ’équation (3.1) possede
une solution u(x) = e"**J,(xg), ou v € C, et J,(xg) est la fonction de Bessel
d’ordre v. D’apres le Corollaire 1.1, nous avons :

Proposition 3.1. Le probléme de Cauchy (3.1) avec les données
(3.2) u(1, 1), Dou(1,z1) holomorphes sur C
posséde une unique solution holomorphe sur R[C?\ {zo = 0}].

L’équation fondamentale déterminante relative au point xg = 0 est symbo-
liquement A\* — D? = 0. Les racines sont A = +D.
Prenons A = D et posons

(3.3) uy(2) = 25 Uy () = €87 P1U (20, 21) = Uy (20, 71 + log z)
= U+($07z)|z:w1+logwo~

L’équation Buy (xz) = 0 devient alors

(34)  2DoD.U, (0, 2) + 20 DU (20, 2) + DoUy (0, 2) + 20U (20, 2) = 0.
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D’apres le Théoreme 1.1, ou xg, x1 sont remplacés par z, xg respectivement, nous
avons alors :

Proposition 3.2. Le probléme de Goursat (3.4) avec les données
(3.5) Uy (20,0), DU, (0,2) holomorphes sur C*

posséde une unique solution holomorphe sur C2. L’équation (3.1) posséde alors
la solution uy(x) = Ui (xg,x1 + logxg), ot Uy (z0,2) est holomorphe sur C2. La
solution uy (z) est donc holomorphe sur R[C? \ {x¢ = 0}].

De méme, on obtient une solution de (3.1) de la forme u_(x) = x5 "' U_(z) =
U_(zo,z1 —logxg), ot U_(xg,2) est holomorphe sur C2.

Ensuite nous étudions I’équation
(3.6) Ku(zx) = zoD3u(x) + (D1 — 20) Dou(z) — Dou(z) = 0, x = (x0, 21, 22) € C>.

L’équation (3.6) se rattache a I’équation hypergéométrique de Kummer. En fait,
(3.6) possede une solution u(z) = e?*1+%0 F(q, v, z¢), ot F(a, 7, zo) est une fonc-
tion hypergéométrique de Kummer.

D’apres le Corollaire 1.1 avec p = 0, nous avons

Proposition 3.3. Le probléme de Cauchy (3.6) avec les données
(3.7) u(1,2), Dou(1,2") holomorphes sur C?
posséde une unique solution holomorphe sur R[C3\ {zo = 0})].

L’équation fondamentale déterminante relative au point zg = 0 est symbo-
liquement A% + (D; — 1)\ = 0. Ses racines sont symboliquement A = 0,1 — D;.

D’apres le Théoreme 1.1, ou xg, x1 sont remplacés par x1, xg respectivement,
nous avons alors :

Proposition 3.4. Le probléme de Goursat Ku(x) = 0 avec les données
(3.8) u(z0,0,z2), D1u(0,2") holomorphes sur C3

posséde une unique solution holomorphe sur C3.

Proposition 3.5. L’équation Ku(x) = 0 a une solution de la forme
(3.9) u(z) = xé_DlU(x) = 20U (20,2, Z2)| 2221 —log z0»

ou, d’apres le Théoreme 1.1, U(xg,z,12) est la solution holomorphe sur C3 du
probléeme de Goursat

(3.10) {xng + (2 — Dz — Io)Do — (D2 +1- DZ)}U(I(), Z,ﬂ?g) =0
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avec les données

(3.11)

U(zo,0,22), D,U(0, z,z2) holomorphes sur C3.

La fonction u(x) est donc holomorphe sur R[C3\ {zg = 0}].
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