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Sur une certaine condition sous laquelle
une fonction de plusieurs variables
complexes est holomorphe.

Diminution de la condition dans le théoréme de Hartogs.

Par

Toshiaki TERADA*

On savait qu’une fonction continue de plusieurs variables complexes
est holomorphe, si elle est holomorphe par rapport & chaque variable.
W. F. Osgood a presque réussi a éliminer I’hypothése de continiuité.
Il a démontré qu’une fonction boruée, holomorphe par rapport a chaque
variable, est aussi holomorphe comme fonction de plusieurs variables
[4]1—[5].

Ensuite, F. Hartogs l'a complétement éliminée, en montrant que:
Soient D et D' des domaines dans le plan des x et dans le plan des
y respectivement, f(x,y) une fonction définie dans le domaine cylind-
rigque (D,D"), et E un domaine quelconque contenu dans D. Alors,
J(x,») est holomorphe dans (D, D’) par rapport & deux variables, si
elle 'est dans D’ par rapport a y pour tout x fixé dans E et dans D
par rapport & x pour tout y fixé dans D' [2].

Lorsque P’ensemble E ne posséde pas de point intérieur, se pose
le probléme suivant: Quelle condition doit-on imposer a l'ensemble E
pour qu'une telle fonction soit holomorphe??

Il est, pour cela, presque nécessaire et suffisant que la capacité de
I’ensemble E soit positive. Nous le montrerons, en traitant le cas de
deux variables dans la premiére section et le cas de plusieurs variables

dans la deuxiéme section.

* Department of Mathematics, Faculty of Science, Kyoto University. Received August
17, 1966. Communicated by M. Hukuhara.
1) Ce probléme a été présenté par M. Hukuhara [3].
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§1. Cas de deux variables.

Dans cette section, traitons particuliérement le cas de deux variables
quoique les résultats soient complétement généralisés dans la §2, car
les conclusions deviennent claires et les démonstrations sont plus con-
crétes. Pour simplifier la description, définissons d’abord la famille de
fonctions F(x,y, D, D', E).

Définition 1. Soient D et D' des domaines univalents finis dans
le plan des x et dans le plan des y respectivement, £ un ensemble
de points de D, et f(x,y) une fonction urivalente définie dans (D, D’).
Alors, nous disons que f(x,y) appartient a la famille F(x,y, D, D', E),
si elle est holomorphe dans I par rapport a x pour toute valeur y
fixée dans D' et dans D' par rapport & y pour toute valeur x fxée
dans E.

Nous donnerons une condition suffisante pour que la fonction apparte-
rant a4 la famille F(z,y, D, D', E) soit holomorphe, & l'aide du
théoréme et du lemme suivants. Enfin, rous en donnerons un con-
tre-exemple dans le cas on la condition n'est pas rempliz.

Théeréme 1.1. (Isee Shirioda [6]) Soit (&, y) ure {onction bor-
siée appartenent a la famiite F(x.y, £, Z', E). Supposons que ¥ soit un
encemble infini dénombrable de pointc ayent zu moins un peoint dlaccu-
mulation dans . Alors, il ¥ 2 un domaine simplemeat connexe 1),
cense ders D' tel gee (&, y) soit holomorphe dans (D, D)) par rap-

port zux deux variables.

Lemme 1.1. Soit f(xz,y) une fonction définie dans (D, D), ou
D’ est un cercle de centre a lorigine et de rayon 7. Supposons que
f(x,y) soit holomorphe dans D par rapport & = pour toute valeur y
fixée dans D', et qu'elle soit holomorphe en tout point de (D,0)
comme fonction de deux variables. Alors, le rayon de Hartogs R'(x)
se réduit a une constante dans D ou bien il est au moins égal & » en
tout point xED.

En effet, supposons qu’il existe un point x, tel que R’(ay) =70<r.
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Alors f(x,v) est holomorphe dans (U(xy), |y[<rv), ot 7o' est un
nombre positive quelconque plus petit que 7 et U(xo) est un voisinage
convenable de z,. Donc, par le théoréme de Hartogs, elle est holo-
morphe dans (D, |y|<<r), dott R'(x)=r, pour tout point zED. On

peut en conclure immédiatement que R’(x) =7, pour tout point z&€X.

Proposition 1.1. Si la capacité de l’ensemble E est positive,
toute fonction appartenant a la famille F(x,y, D, D', E) est holomorphe
dans (D, D").

1l suffit de le vérifier dans le cas o D est un cercle unité et £
compact. D’aprés le théoreme 1.1, ily a dans D' un point 3, tel que
J(x,y) soit holomorphe dans le produit direct de I et d’'ur voisinage
convenable de y,. Nous pouvons supposer y, situé a lorigine sans

perdre la généralité. Alors f(x,y) est développable en série
™ flz ) =2 a(x)y"

convergeani uniformément daas (O, |v]|<<%), ou Dy est un domaine
quelconque eantouré par un nombre fini de courbes de Jordan simples,
fermés, rectifiables, contenues dans Vintérievs a2 D 2t contenant E, les
coefficients a,(x) soat helewornies dans D, ec 3 est un no:ubre posi-

enrés Puniciié ae la sérle ds Taylor, (1) converge

—
i

if convenabl=.
en tout point de (&, D). Donc, pour un nombre positii quelconque

7o plus petit que p, il exist2 ua nombre esties positii s;. el qulon ait

2 (1/mlog |a,(x) |<log 1/% (pour #=>»; et pour & Dy).
Drailleurs, pour un nombre positif quelconque ¢ plus petit que 1, il
existe un nombre entier n(x), dépendant de z, tel que

3 (1/m)log la,(x) |<log1/e (pour n>n(x) et pour z€E).

En posant E,={x; (1/m)logia.(x)|<logl/e pour m=n, n+1,
n+2,--}, on a EC L_JlE,,. Par conséquent, il existe un nombre entier

positif N tel que Cap (Ey)>0, et que

4 (1/m)log |a.(x) |<log1/s (pour n>>N et pour xEEY).
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Etant Cap (Ey)>0, il existe une fonction #(x), harmonique dans

Dy—Ey et continue aussi sur 8D,, telle que

5) u(x)=logl/y (pour x€06Dy),

inf #(x)=Ilog1/e.

x€EDg—EN
D’aprés (2), (4) et (5), u(x) est une fonction majorante a (1/7)
logia.(x)| pour n>max(n,, N). La fonction «(x) étant continue,
pour un nombre quelconque ¢o(0<Zey<<o), il existe un point x, et son

voisinage U(x,), tels que
u(x)<<logl/ew (pour z&€ U(x)).
Comme (1/7n)log|a.(x)| est plus petite que u(x), on a
la.(x) |<<1/ai (pour x&€ U(x,) et pour n>max (7, N)).

Par conséquent, io a,(x)y" convergeant uniformément dans

(U(xw), |y <<en), J;(=x, ) est holomorphe dans (U(xy), |y|<<ey). Donc,
R'(xy)=06,. Or, comme on peut donner a g, une valeur arbitrairement voi-
sine de 1, on a sup ﬁg(x)gl. D’aprés le lemme 1.1, on a R'(x)=1 pour
tout x&D. Par suite, f(x,y) est holomorphe dans (D, D’). C.Q.F.D.

Si la capacité de E est nulle, il y a un contre-exemple.

Exemple 1. Soit E= QE" une réunion dénombrable d’ensembles
compacts E,, de capacité zl—ulle, contenus dans le cercle unité sur le
plan des x. Alors, il existe une fonction appartenant a la famille
F(x,y,|x|<1,|y|<<1,E), qui n’est pas holomorphe en (0,0).”

Nous supposons, par surcroit, que E, sont contenus dans FE,. et
les distances & lorigine sont plus grandes que 1/2".%

Pour ceci, nous allons d’abord montrer qu’'on peut trouver une

2) Dans ie cas ou E est un ensemble dénombrable de points. on peut donner I’
exemple de la forme

f@.3) =5 (z=z2) (@ =)+~ (@=2n)fa(»)

3) Cette condition n’est pas nécessaire. Elle est nécessairement remplie par quelque
modification de Frn.
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série croissante {M,}n=1,2, .- de nombres positifs tendant vers 'infini,
une suite {f.(y)}n2=1,2, - de fonctions holomorphes définies au voisi-
nage du cercle unité dans le plan des y, et une suite {y.}n=1,2,
de points dans le plan des y tendant vers lorigine, de maniére que
@ fmfily)=0 (yI<D, @ 1/l |<M/3" (n=1,2,-2—1),
@G il =M,, @ [fa(y)[<1/2 (m=n+1,--), (5) M, >3"
Et posons max | f.(y) | =1/8.. En effet, on sait bien qu’on peut trouver
une suite {gj(y)} de fonctions holomorphes déiinies au voisinagz du
cercle unité, tel que la suite tende vers zéro en tout point du cercle
mais que la convergence ne soit uniforme dans aucun voisinage de
Porigine. Supposons que £,(y), M, et vy, soient déja définis pour tout
nombre entisr positif » plus petit que n. En vertu de la propriété de
la série {g,(y)}, on a, dune part, {g(¥)}<<1/2 (r=1,2,--,n—1)
pour tout v plus grand quun nombre y, suffisamment grand, d'autre
part, il existe un point y, et un nombre v, plus grand que u, tels que
la distance de y, & lorigine soit plus petite que 1/7 et qu'on ait
lgvu(¥s) | >max (3", 3"/8y, -++, 3"/8.,.2). Posoas f.(¥)=g,(y) et M,=
[f:(y.) . Nous obtenons ainsi les trois séries satisfaisant aux quatre
conditions.

Puisque Cap (£,)=0, il existe, pour chaque n, des polynomes de
Tschebyschev

(6) Toon(x) = (x—a) (x—al) - (x—aiy)
tels que
(7 max /T, () [ <02,

ou {s,} est une certaine suite croissante d’entiers positifs, et
al ek, (i=1,2,,s.).

De I'hypothése, on voit

(8) /| T () |<<2  (pour |x|<<1)

9 1/2"<v/ [ T, (0) [<<1

Considérons une série
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F(#,9) =2 Tons(2) Lu(3))"

Alors, on a

1. pour toute valeur y fixée dans D', par (1) et (8),

S T (@) (0D 132 (9) [ oo

uniformément par rapport & z,

2. pour toute valeur x fixée dans E,, par (5), et (7),

S T () | 19 [r< S0 oo

uniformément par rapport a y
SO, |2 Tara @) || ful3a) "= Tau O |1 fel) |
= 3 1T £y 7= (Ma /27— 5 (M /37"

= 3 (1/2)ee (o)

Donc, f(x,y) satisfait aux conditions demandées. C.Q.F.D.

De la proposition 1 et de 'exemple 1, nous obtenons ainsi le

Théoréeme 1.2. Pour que toute fonction f(zx,y) appartenant a la
famille F(z,y, D, D', E) soit holomorphe, il suffit que la capacité de
I'ensemble E soit positive. Au contraire, si E est une réunion dénombrable
d’ensembles compacts de capacité nulle, nous pouvons toujours construire,
par quelque légére modification de ’exemple 1, une fonction, qui appar-
tient & la famille F(x,y, D, D', E) mais qui n’est pas holomorphe dans
le domaine (D, D").

§2. Cas de p+v variables.

Considérons le cas de l’espace produit de l'espace de p variables
complexes X= (x1, 3, **x.) et de lespace de v variables complexes
Y= (31,52, ***y»). Maintenant, il s’agit d’étendre la notion de “capacité”
et celle d’ “ensemble de points ayant au moins un point d’accumula-
tion”. Leurs généralisations seront données dans le théoréme 2.1 et

dans la définition 2. Tout d’abord, définissons la famille de fonctions
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F(X,Y,D, D' E), comme dans le cas de deux variables.

Thécreme 2.1. Soit f(X, Y) une fonction bormée appartenant a
la {amille F(X,Y,D,D',E). Supposons que E soit un ensemble tel
que toute fonction holomorphe, définie dans le domaine D et s’annulant
en tout point de E, s’annule identiqument dans D, et que E ne soit
contenu dans aucune surface caractéristique définie par une fonction
holomorphe dans D. Alors, f(X,Y) est holomorphe dans le domaine
(D,D").

Il suffit de le démontrer dans le cas ou D’ est le produit de v
cercles unités. f(X,Y) étant continue par rapport a Y, elle est som-
mable par rapport & Y. Car, pour une suite quelconque {Y,}n=1,2, -
de points tendant vers Y,&D', la suite de fonctions {f(X, Y.)}n=1,
2,++ forme une famille normale. Et pour tout Xe&FE, la suite
{f(X, Y.)} converge vers f(X,Y,) quand n tend vers linfini. Donc
(X, Y)—f(X,Y)) (n—>o0) pour tout X< D, en vertu de la propriété
de I'ensemble E.

Les {onctions définies par lintégrale de Cauchy

PR ¢S f— S S SE Y12 g
|1l =p<1 |y =p<1

(2n1)” Y eyt
sont holomorphes. Car, f(X, Y) étant différentiable par rapport a X
et ses dérivées étant bornées dans Uintérieur de D, elles sont dérivables
sous le signe de lintégrale. Puisqu’on a, de lintégrale précédente,
I'inégalité

af,‘;)...,,v(x)g—mﬂ_—{—_m (avec M=sup | f(X, ) |)

0 (X.7)E(D.D7)

pour un certain nombre positif o plus petit que 1, la fonction

g (X, V)=

est holomorphe dans (D, |y:|<p, |y, [<p). f(X,Y) étant hol-
omorphe dans D' par rapport & Y pour toute valeur X fixée dans E,

_2"'2 ﬂf:ﬁ?---nu<X>y1"1yz"2'"yvm

1=0 #ny=0

on a, par l'unicité de la série de Taylor,

gP(X, V)=f(X,Y) (pour X€E et pour YED').
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Donc, par la propriété de E, on a

29X, VN=fX,Y) (pour (X, VEW, |nl<o-lnl<o)
CQFD.

Corollaire. Soit f(X,Y) une fonction appartenant & la famille
F(X,Y,D,D,E). Si ’ensemble £ satisiait 4 la condition ci-dessus,
il existe alors un domaine )y, dense dans D', tel que f(X,Y) soit
holomorphe dans (D, ).

La démonstration peut se réaiiser de la méme facon que celle du

théoréme 1.1 (dt 4 I. Shimoda).

Définition 2. Soient D un domaine sur I’ espace des X et soit
E un ensemble de points contenus dans D. Nous disons que I’ensemble
E jouit de la propriéié (P) par rapport a D, s’il n’existe pas de
fonction plurisousharmonique définie dans D, qui prend la valeur —oo
en tout point de £ mais qui ne se réduit pas a la constante —oo dans
D.

Nous montrerons une condition suffisante d’apres le corollaire précé-

dent et les lemmes suivants.

Lemme 2.1. Siune suite {#.(X)}n=1,2, -+ de fonctions plurisous-
harmoniques, définies et uniformément bornées dans un domaine D
sur ’espace des X, satisfait a

[im lim «,(X") =0,
X/>X n->co
on a presque partout lim z,(X)=0.
En effet, notons
P<X7 7‘) = {X’: [:c:—x. ] <7, = 1> 2: ﬂ}
et D= {X; P(X,r)cD}

Les u,(X) étant plurisousharmoniques, on a
LwOZ4\  w(XDdv (pour XED?),
V P(X,r)

ot V est le volume de P(X,r) et dv est 1’élément de volume de

Lebesgue. Puisque #,(X) sont plurisousharmoniques, on voit, du lemme
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de Fatou,
lim u, (X)givg lim 2, (X") dv<<0®

n->oco P(X.r) n>co

les u,(X) étant uniformément bornées, lim z,(X) l’est aussi; donc, le

n-—>co

deuxiéme membre est continu. Désignons-le par v(X). Alors v(X)=0.

Car, §'il existait un point X,&D® ou v(X) est négative, on aurait
P £

lim lim ., (X)<<0. Etant lim «,(X)<0 et » étant une valeur positive

X—>XQ n1->c0

arbitrairement petite, on a presque partout

lim 2,(X)=0

Lemme 2.2, Si E est un ensemble ayant la propriété (P) par
rapport & D, il n’existe pas de suite de fonctions plurisousharmoniques

définies dans D qui possédent les propriétés suivantes

1. limlim 2, (X)) =0 (pour X€D)
X!>X n->c0
2. 1,(XH)<-1 (pour X€E et pour n=n(X))
3. 2,(X)X0 (pour n>n(D,), ot Dy est un domaine

quelconque contenu dans lintérieur de D.)

En effet, supposons qu’il y ait une suite {&,(X)}2=1,2, -+ satis-
faisant aux conditions. D’aprés le lemme précédent, en considérant
max (2,(X),-1) au lieu de u,(X) et en faisant attention a la troisiéme

condition, on a, pour un point convenable X,= D,

E}. ﬂ,,(X@) = 0

Dong, il existe une suite partielle .., #.,, - telle que
—1/2"<u,, (X)) <0

Alors, la fonction
u(X) = u, (X)
1=1

est plurisousharmonique, car elle est la limite de ia série décroissante
dans le domaine quelconque comtenu dans Piatérieur de D, et elle

pread la valeur —oo en tout peint de E: mais elle ne la prend pas

9 &l existe un point tel que v(x)>0, le mesure de Vensemnble {X; Iim un(X)>0,}

n->o00

soit positif.
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en X,. Ceci contredit I'hypothése.

Proposition 2. Si une fonction f(X,Y) appartient & la famille
F(X,Y,D,D',E) et 'ensemble E a la propriété (P) par rapport au
domaine D, alors (X, Y) est holomorphe dans (D, D").

Il suffit de le vérifier dans le cas ol Y est une variable y et D’
est le cercle unité, car, si la proposition est démontrée au cas d’une
variable, f(X, ¥, s, -*¥,) est holomorphe par rapport a (X,y:) pour
toutes valeurs (y,,ys, -*+,¥») fixées, donc, elle l'est par rapport a
(X.y1,ys) pour toutes valeurs (ys, -+, y,) fixées, et ainsi de suite.

Par la méme méthode de la démonstration du théoréme 1.2, il
existe un nombre positif 7, tel que f(X,y) puisse se développer en
série

FX,9)=3a.(X)y"
qui converge uniformément dans lintérieur de (D,|y|<ly). D’apres
le théoréeme de Hartogs et d’aprés le lemme 1 étendu au cas de plu-

sieurs variables, on a

(D lim lim(1/2)logla.(X)|= —log R'(X)

X’>X a->co

= —log R=const. =0
ou<<0

Pour notre but, aboutissons & uns contradiction, en supposant que
—log R'(X)=—log R>0. Soit {D,}p=1, 2, -+ une suite croissante de
domaines, contenus dans lintérieur de D et tendant vers D, et soit
{2} p=1,2, -+ une suite décroissante de nombres positifs tendant vers
zéro. Par la définition de rayon de Hartogs R'(X) et daprés le
théoréme de Borel-Lebesgue, on voit que, pour tout nombre p, il existe
un nombre naturel m(p) (>p) tel gu'on ait
©) (1/2) llog a,(X) | < —log R+,

(pour XD, et pour n=m(p)).

Alors, les fonctions plurisousharmoniques
u,(X)=(—2/log R) [(1/n)log|a.,(X) | +log R—eul,

ol p, est un nombre entier quelconque tel que m(p,+1)=n=m(p,),

satisfont aux conditions suivantes:
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1. Iim im .(X") = (—2/log R)}:i’“rrg m[(1/2)logla.(X)]

X/>X n->co
+log R—e,,] =0,
2. f(X,y) étant holomorphe dans{|y|<Cl1} par rapport a 7y,

pour toutes valeurs X fixées dans E,

lim 2, (X)) < —2<<—1,

n->c0

3. u,(X)X0 pour X< D, et pour n=m(p), ot Dy est un domaine
quelconque contenu dans l'intérieur de D et p est un nombre tel que
D,DD,.

Ceci contredit le lemme 2. 2. C.QF.D.

Pour donner le contre-exemple, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.3. Soit V(X) une fonction plurisousharmonique qui
est définie dans un domaine D sur l’espace des X et prend la valeur
—oo en tout point de ensemble compact E, et soit {x,(X)}n=1,2,-
une suite de fonctions plurisousharmoniques définies dans D et supé-

rieurement bornées uniformément dans D’intérieur de D. Alors, si

V(X)=lim u.(X),

A—>o00

u,(X) convergent vers —oo uniformément pour tout point XEE.
En effet, soit X, un point quelconque contenu dans £. Pour tout
nombre négatif m, il y a, en vertu de la semi-continuité inférieure, un

voisinage U(X,) de X contenu dans l'intérieur de D, tel qu’on ait
V(X)<2m (pour XeU(Xw))
En posant #,(X) =max(2m, u,(X)) et

1

v,(X) = 4

S w(XNdv (XeUX)),»
»(X,r)

on a

(X)) S (XD =va (X)) (X UXD).

Car, u,(X) sont aussi plurisousharmoniques. Les #,(X) étant unifor-

mément bornées, v,(X) le sont aussi et elles sont, de plus, également

5) Quant aux notations, voir le lemme 2. 1.
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continues dans U(X,)“’. Donc, elles forment une famille normale,
quand on suppose que U(X,) est compact, sans perdre la géréralité.
D’aprés le lemme de Fatou et d’aprés les inégalités suivantes:

Tm o (X)) =Tm 2\ (XD do< L
Iim z,(X) =lim v Xa,,(X Vdr=<< % S

n->co n—->co

Iim v, (X" dv

n->co

g—%/—gmax (V(X), 2m)dv<2m,

on voit que la limite de toute suite partielle quelconque de {v.(X)},
qui converge uniformément, est plus petite que 2m. Donc, il existe

un nombre 7, tel qu’on ait
1, (X) <, (X)<<m (pour >,y et pour X< U(Xp)).

L’ensemble E étant compact, il existe. d’aprés le lemme de Borel-

Lebesgue, un nombre entier positif N tel qu’on ait
u,(X)<<m (pour XEE et pour n>N). CQFD.

Exemple 2. Soient D un domaine d’hclomorphie univalent fini,
{E}n=1,2,--- une suite d’ensembles comipacts contenus dans D, et
V7(X) une fonction plurisousharmonique définie dans D qui prend la
valeur —oo en tout point de E£=1|J £, mais qui ne se réduit pas a la

n=1

constante —oo dans 1. Alors, il existe une fonction f(X,7y) définie

dans (D, D"), et telle que
1. (X, y)eFX,y,D, ), E)

et que
2. f(X,y) ne soit pas hcolomorphe en tout point de (D, D"), ou

D' est un domaine univalent fini sur le plan des .

Comme le domeine sur lespace des (X, )
Di=A{(X,w); XE€D|w|<<e "}
est, d’aprés M. Bremermean, zussi un demaine dholomorphie, [1] il
existe une fonction

FX, w) =3 a,(X)w"

n=0

telle que son domaine d’hclomerphe scit ;. Quant au rayon de
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Hartogs, on a
—log R'(X)=V(X) :EE}( Im(1/n)logla.(X)| (Xe€D).

Par la méme méthode qui a été utilisée dans la démonstration de la
proposition 2, on peut démontrer que (1/72)logla.(X)| est supérieure-

ment borné uniformément dans l'intérieur de D. On a ensuite
(1/2) |log a,(X)|—>—oco (uniformént) (X€E,)

d’aprés le lemme 2.3. Doailleurs, on peut prendre un point X,, un

nombre %, et une suite partielle {a, (X)}i=1,2,---, de facon quon ait
lirfel(l/zz)logla,,,(Xo) | =k#oo.
Nous construisons une fonction par la série
£, ) =3 au (O fu(3)*,

suivant la méme méthode qui a été utilisée dans lexemple 1. Alors,
elle satisfait anx conditions demandées. C.Q.F.D.

Nous somimes ainsi arrivés au

Théoréme 2.2. (Conclusion). Pour que tcute fonction (X, V)
appartenant & la famille F(X, Y, D, D', E) soit holomorphe, il suffit
que ensemble £ jouisse de la propriété (P) par rapport au domaine
D. Au contraire, si 'ensemble E ne jouit pas de la propriété (P)
par rapport a [, qu’il est une réunion dénombrable d’ensembles com-
pacts et que D est un domaine d’holomorphie, la famille F(X, Y, D,
D', E) contient des fonctions qui ne sont pas holomorphes dans
(D, D).

BIBLIOGRAPHIE

[1] H. J. Bremermann, On the Conjecture of the Equivalence of the Plurisubharmonic
Functions and the Hartogs Functions. Math. Ann., 181 (1956). 76-36.

[2] F. Hartogs, Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhangiger Verin-
derlichen, insbesondere iiber die Darstellung derselben durch Reihen, welche nach
Potenzer ciner Verinderlichen fortschreiten. Math. Ann., 62 (1906), 1-88.

[3] M. Hukuhara, L’extension du théoréme d’Osgood et de Hartogs. (en Japonais)
Kaast-hoteisiki oyobi Ové-kaiseki (1930), 48-49.

[4] W. F. Osgocd, Mote iiber analytische Funktionen mehrerer Veranderlichen. Math.
Aim.. 52 (1899), 462-464.



396 Toshiaki Terade

[5] W. F. Osgood, Zweite Note iiber analytische Funktionen mehrerer Verénderlichen.
Math. Ann., 53 (1900), 461-464.

[6] I. Shimoda, Notes on the functions of two complex variables. J. Gakugei Tokushima
Univ., 8 (1957), 1-3.



