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Sur les équations fonctionnelles généralisées
de Cauchy et quelques équations
qui s’y rattachent

Par

Akira Kuwacakr*

§1. Généralites.

1.1. Définition de Péquation fonctionnelle.

Nous allons présenter ici quelques méthodes pour résoudre des équa-
tions fonctionnelles dérivées de ’équation de Cauchy, du point de vue
générale, en réunissant nos travaux antérieurs [5—11]. Nous nous born-
ons ici a4 considérer, en général, “équation fonctionnelle” qui contient
un nombre fini de relations fonctionnelles, sans opérations infinies cocmme
passage aux limites ou dérivations. Donc la définition, que nous donnons
ci-dessous, serait naturelle et raisonnable. L’équation aux différences
finies est une équation fonctionnelle d’aprés notre définition, mais I’équa-

tion différentielle ou 1’équation intégrale ne lest pas [4].

Définition. Eguation fonctionnelle est une égalité ou un systéme
d’égalités formé seulement par un nombre fini de fonctions inconnues,
fonctions connues et variables indépendantes. Natureilement par 1’é4qua-
tion fonctionnelle on entend qu’elle n’est pas une identité. J. Aczél[2]

et M. Kuczma [4] aussi 'ont défini de la méme maniére.

Exemple. Soient x et y des variables indépendantes, f une fonc-

tion inconnue et F et G des fonctions données. Alors

€)) flx+y)=f(x) +~f(y) (équation de Cauchy)
2) SAF(z, )} =G{f(x), f(3)}
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3 SUf(@}=F(x)

sont toutes des équations fonctionnelles.
Nous supposons en général que les variables et les fonctions sont
toutes réelles (ou complexes), et que les fonctions sont continues.
Si l'on pose
Flx,y)=G(z,y) =x+y
dans (2), on obtient (1) de sorte que le premier exemple est un cas

particulier du second. F(x,y) sera appelé argument de la fonction
FEF =, ).

1.2. Classification.

Pour examiner facilement tout le domaine de la théorie des équa-
tions fonctionnelles, nous définissons les types des équations fonction-
nelles 4 I'aide des nombres caractéristiques qui leur appartiennent.

Rang: Nombre des variables indépendentes contenues dans une
équation fonctionnelle.

Ordre: Le plus petit nombre des relations additionnelles qui sont
nécessaires pour remplacer par une seule variable chacun des arguments
des fonctions inconnues lesquels sont contenus dans une équation fonc-
tionnelle. (Dans le cas de I’équation aux différences finies cette défini-
tion coincide avec celle qui est employée ordinairement.)

Indice d’itération: Le plus grand nombre du duplicateur d’itération
relative aux fonctions inconnues dans une équation fonctionnelle. (Ce
nombre différe un peu de 'indice d'implication “the implication index”
de M. Kuczma [4].)

Nous appelons une équation fonctionnelle qui est du rang 7, de
lordre n et de lindice d’itération 7, équation fonctionnelle du type
(r,n,7). Mais, ces trois nombres caractéristiques, ne suffisent pas de
déterminer le nombre des constantes arbitraires ni celui des fonctions
arbitraires qui sont contenues dans la solution la plus générale d’une

équation fonctionnelle a laguelle ils appartiennent.

Exemple. Voici les types des égquations citées au numéro 1.1:
o @15, @ @11, @ AQ,1,2).
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1.3 Geénéralisation de I’éguation fonctionnelle de Cauchy.
L’équation fonction:elle de Cauchy

@ flz+y)=7f(x) +f ()

est fondamentale. Nous considérons les équations fonctionnelles géaéra-
lisées de Cauchy et examinons la condition pour qu'elles admettent des
solutions qui ne sont pas constantes.

1° Cas ol la multiplication est remplacée par l'addition.

@ flx+y)=f@)/,
®) flxy) =f(x)+f(5),
(6) Sflxy) =f@)f ().

Ces trois équations sont facilement résolues comme 1’équation (1),

et leurs solutions continues ou mesurables sont données sous les formes:

an f(x) =cx, (c: constante arbitraire),
4" f(x)=0, e, (c: constante arbitraire),
6)) flx)=cloglx|, (c: constante arbitraire),
(6" flx) =0, |zl |x|°sgnx, (c: constante arbitraire).

2° Cas ol le second membre est une fonction rationnelle de la
fonction inconnue.
Si R désigne une fonction rationnelle de deux variables, nous avons

I’équation généralisée [5]:

< flx+y) =R{f(0), f(3)}.

Pour que cette équation admette des solutions non constantes, la
fonction R ne peut étre arbitraire. Nous en montrerons le résultat
complet au §2, ot la fonction R jouera un réle de fonction inconnue.

3° Cas ou la fonction inconnue est de plusieurs variables. Par

exemple

(8> f(x1+x25 y1+y2) :F{f(xly y1>,f(-231, yﬂ):f(x!b y1>:f<x2; yz)}

est une équation du type (4, 2,1). L’équation (8) ainsi que les équations

en des variables vectorielles ou matricielles seront discutées au §3.
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4° Cas ou la fonction inconnue prend la valeur vectorielle ou
matricielle.

Dans ce cas, nous avons un systéme des équations fonctionnelles
par rapport aux composantes de la fonction inconnue vectorielle ou
matricielle. Il sera discuté au §3, méme dans le cas ou les variables
et les fonctions sont toutes vecteurs ou matrices [6].

5° Cas ot les variables et les fonctions sont des éléments d’une
algébre abstraite.

Récemment, 1'équation multiplicative de Cauchy est considérée par
W. Eichhorn [3], ot les variables ., y sont des quaternions de Hamilton
ou des nombres de Cayley et la fonction inconnue f est un nombre réel
ou un élément d'une algébre abstraite, compléte et normée. C’est une

généralisation d’une autre nature que la ndire.

§2. Léquation f(x+y)=R{f(x), f(y)}. [5]
2.1. Symétrie asscciative.

Pour que I’équation fonctionnelle

@ flx+y)=R{f(x), f(3)}

admette une solution continue et non constante dans un intervalle donné,
il {faut et il sufit que la fonction ratiornelle R(x,y) soit symétrique
et associative, c’est-a-dire, qu'elle doit satisfaire a deux équations fonc-

tionnelles:

€©) Sz, y)=f(y, x) (type (2,0,1)),
10) Az, fy, 20y =f{f(x,3), 2}  (type (3,2,2)).

Nous traiterons les équations (9) et (10) au §4.

Théoréme 1. La fonction rationnelle irréductible R(zx,y) qui
N

satisfait aux équations (9) et (10) se réduit a une constante ou. d

une fonction de la forme

_axy+blzx+y)+c
4) R(z,y) pry+qlx+y)+r
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ot a,b,c, p,q et r sont des constantes telles que a:b:c#p:q:r et

B le rang de (b e p>=1.
¢ b—r ¢

DEMONSTRATION. Soit 7 le degré de la fraction irréductible R(x,y)
en z. Alors le second membre de I’égalité (10) est de degré m® en x
tandis que le premier membre est de degré m en x, d’ou il résulte
m?*=m. On a donc m=0 ou 1.

De méme, le degré de la fraction R en y est 0 ou 1. Si donc
m=1, en vertu de la syméirie, R(x,y) doit étre écrit sous la forme
(A), ol a:b:crp:q:7.

Si T'on pose t=R(x,y) dans R(i,z), on aura

R{R(x, ), 2}

_(az+b){(ax+b)y+ (bx+c)} + (bz+c) {(px+qy+ (qz+7)}
(pr+@) {(ax+b)y+ (bx+)} + (g +r) {(pr+ @y + (gz+r)}

Cette fraction ainsi que la fraction (A) est irréductible, et symétri-
que par rapport & x, ¥ et z. A cause de la symétrie en x et z des

coefficients de y, dans le numérateur, on aura

b a—q bl
? =0 et - =0.
c q b—r «¢
La 1néme considération relative au dénominateur nous conduit aux
égalités
a— b
4 P' =0 et P =0.
b—r ¢ g c

On peut en conclure que

b a—
le rang de ( e P)gl.

c b—r ¢
Le rang n’étant pas égal a zéro, il est égale a 1.
2.2. Solution de P’équation (7).
Théoréme 2. Si lon a (A) et (B), la relation z=R(x,y) peut
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se ramener, par une transformation linéaire t—t*, ou bien a z*=zx"y*,
ou bien a z*=zx*+y*.

DEMONSTRATION. A cause des conditions relatives aux coefficients
de R(x,y), le systtme des équations algébriques en (§,7):
© at+pp=¢8, bé+gu=%&y, cE+ry=v

ont certainement des solutions (&,%) qui sont différentes de (0, 0).
Car, les deux premiéres et les deux derniéres des équations (C)

entrainent respectivement

bEt+qy &
cE+ry 7y

aé+py 5! B

=0
bé+aqn 7|

:O’

c’est-a-dire on a
b+ (g—a)én—pr=0 et &+ (r—>b)é&y—qgp*=0.

Grace a la condition (B) ces deux équations sont éguivalentes 'une
et l'autre et le systéme (C) a deux solutions qui sent différentes de (0, 0).

On doit distinguer deux cas suivant que le systéme (C) admet deux
solutions distinctes ou non.

1° Le cas ou le systtme (C) a deux solutions distinctes (&1, 71)
et (&a,72).

On a

&zt _ Sfaxy+b(x+y)+ct +mipey+q(x+y) +7}

E2+m  &laxy+b(x+y)+c} +pipxy+q(z+y) +7}

_Sxy+éamlz+y) +n
gxy+&m{z+y) +7

_ Sixtm §1Y +m
Sax+ &y + s

Cette équation se réduit & g*=x*y* par la transformation

r= Eit+m
$2t+772

2° Le cas ou le systéme (C) a une solution double (¢, 7).

Dans ce cas, nous considérons les trois courbes planes représentées
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par les équations (C). Comme ils ont une tangente commune au point
(¢,7), le systéme de leurs paramétres directeurs (€', %’) est la solution

(54(0,0)), du systéme des €quations homogéne
(D) af' 4+ py =28€", BE +qy =&y +€', c& +ry' =2y,
D’aprés le calcul analogue 4 celui du cas précédent, on a

Ez+y _ 26 xy+ (&7 +98) (x+y) +2m
Ex+y Exy+&plxz+y)+9°

_Gy+n) E'xty)+ (Exty) Ey+7)
(Ex+y) (Ey+m)
_ E’x'—}—??’ + E’y-}—')?’
sx+7y Ey+y

et par la transformatioa linéaire

*_ $’t+?7,
Et+y
Iéquation 2=R(x,y) se réduit a 2*=x*+y*. C.QF.D.

La transformation linéaire ¢=/(s)—z*=f*(s) améne 'équation (7)

a (4) ou a (1), cest-a-dire, on a
(x+y) =" (y) cu fH(x+y) =) +f*(y)
et leurs solutions continues (ou mesurables) sont
Frx)=ev ou [f*(x)=ax
respectivement, ol ¢; est une constante arbitraire.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme principal suivant.

Théoreme 3. Pour que Uéquation fonctionnelle (7) admette une
solution continue (ou mesurable) non constante, il faut et il suffit que

la fonction R soit de la forme (A) du théoréme 1.

De plus, la solution de (7) sécrit sous la forme

’ 7726[1‘_771 C177.23_7],
7 r=—2—2" ou flo)y=—I""_"_
7 f(2) —&eV+ & S —céx+E& 7

sutvant que le sysieme des équations (C) admet deux racines distincte;
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(&1, 7)), (&3,%5) ou une racine double (&,%), ot ¢ est une constante

arbitraire et (&',%") satisfait au systéme des équations (C').

2.3. Genéralisation de I'équation (7).

Soient R,(x,y) et Ry(x,7y) des fonctions rationnelles, symétriques
et associatives, et considérons I’équation
(11) SRz, )} =R {f(x), f(3)} (type (2,1,1))
qui est plus générale que (7).

D’aprés le théoréme 2, la relation 2=R;(x,?y) se raméne, par une
certaine transformation linéaire z—¢*, ou bien & 2*=z*y* ou bien a
2¥=x*+y* La relation (11) se transforme alors a

@™ =Re{f*(x®), f*(y*)},
ou a

SH@*+y%) =R {f*(x®), f*(3*)}.
En appliquant de nouveau le théoréme 2, ’équation (11) se réduit a
une des quatre équations (1), (4), (5) et (6). Donc, I’équation (11)

peut étre résolue & l'aide du théoréme 3.

§3. Fonctions inconnues de plusieurs variables.

3.1. Cas de deux variables. (7]
Dans le cas ol la fonction F de I’équation fonctionnelle (8) est

une fonction rationnelle, nous avons 1’équation

(12)  flart s, y1+y) =R{f (1, y1), f (21, ¥2) , f (22, 31), f (22, ¥2) } -

Cette équation admet une solution non constante, pour la fraction
R du degré arbitraire. Relativement au degré de R, il n’est nécessaire
de poser aucune restriction qui était nécessaire dans le cas d’une variable,

comme on le voit sur les exemples suivants.
Exemple 1. IL’équation
(13) St 20, 31+ 52)
= 3 (2, 92+ (2, 30) + f 2 30}
+ {f(n, 31) —f (20, y2) —f (0, 1) + (200, )} R{-++}
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admet la solution
13" flz,y) =azx+cy, (¢1, c3: constantes arbitraires)

quelle que soit la fonction

R{--} =R{f(x1, 31, f (@1, ¥2) » f (@2, Y1) » f (203, ¥2) } .
Exemple 2. 1’équation

(14) f(x1+x2, Y1 +y2>
=f(z1, y1) +f (21, y2) + (22, y1) + (23, 32)
+ {f(x, yl)f<-7ﬁz, ¥s) _f<$1, .%)f(»”fz: Yy} R{-}

admet la solution

(149 flz,y) =cxy, (c: constante arbitraire)
quelle que soit la fonction R{--}.

Exemple 3. L’équation

(15) f(xl + 23, Y1 +y2> :f<-r1, y1>f<$1, yz)f(xz, y1)f(l‘s, y:),)

admet la solution
(15" fx, ) =ke™, (¢: constante arbitraire, 4*=k).

Cela posé, nous dirons que nous pouvons résoudre complétement
I’équation (12) pourvu que chacune des variables i, s, ¥1 et y, se
trouve symboliquement au plus une fois dans chaque terme du numé-
rateur et du dénominateur de R. Dans ce cas, nous débarrassons le
dénominateur en le multipliant aux deux membres de I’équation (12)
et permutons a; et x; ainsi que y; et y,. Puis ajoutons les quatre égalités
ainsi obtenues et divisons la somme par quatre. Nous aurons, sans

erdre la généralité, 1’équation fonctionnelle symétrique suivante
p g q y

(16) f(x1+x2: y1+y2)

a{f(ay, yo) f(xays) +f (21, y2) f (22, y1) }
_ + 64 (zr, y1) +f (1, y2) +f (20, y1) +f (200, y2)} +2¢
A, y0) f (2, y2) + (21, y2) f (202, Y1) }
+q{f (20, y1) +f (21, y2) +f (22, y1) + (2, y2) } + 21




406 Akira Kuwagaki

ou a, b, c, p,q et r sont des constantes et a:b:cFEpiq:r.

Theoréme 4. Pour que l'équation fonctionnelle (16) admetie une
solution f(x,7y) uniforme et continue dans un voisinage du point (0,0)
telle que j(x,0)z%const. et f(0,y)5=const., il faut et il suffit que la
condition (B) du théoréme 1 soit remplie.

Théoréme 5. Sous la condition (B), les solutions de l'équation

(16) doivent étre égales aux fractions linéaires de cix+c;y ou de

ety o) et ¢, étant deux constantes arbitraires.

On peut démontrer ces deux théorémes tout ensemble, et on peut

trouver toutes les solutions de (16) par les procédés suivants.

DEMONSTRATIONS. Posons d’abord y,=y,=0 dans 1’équation (16).

Nous avons 1’équation fonctionnelle en f(x, 0):

_ af(x, 0)f(xs, 0) +6{f(x1,0) +j(x2,0)} +
St 0) = 2 0) Fam 09 + q (Ftn, 09 & Flam OO} 47 °

Puisqu’on suppose f(x, 0)=const., le théoréme 3 montre la nécessité
de la condition (B). ‘

Puis, si la condition (B) est remplie, le systéme des équations (C)
en (&,7) admet des solutions différentes de (0,0). Deux cas sont a
distinguer suivant que le systéme admet deux solutions distinctes ou une
solution double.

1° Cas ou le systtme (C) a deux solutions distinctes (&,7) et
(&, 772)-

Les relations (16) et (C) entrainent

(16%) &1 f(Z1t a0, y1+52) +
Ezf($1+$z,y1+yz> + 02

— {&1f (n, y1) + 71} {60 (0, 0) 90} + {60f (e, ¥o) 1y {E0f (2, Y1) + 10}
{€af (1, y1) 7o} {Eaf (2, y2) + e} + {Eaf (1, ¥2) +ma} {€af (2, y1) +pa}

En y posant y;=y,=0, on obtient

& f (it xs, 0) +m _ &1f (2, 0) +m &/ (20, 0) +m1

52f<x1+-732, 0) + 7, Ezf(xb O) + 72 52f<-rz> O) +p’
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ot la solution est donnée par

g—fpg—i—g%—}:%:e‘l‘, (c1: constante arbitraire).

De méme, en permutant les réles de x et y, on obtient.

Elf(()) y) +771 = gf2? (CZ

VA< AL , : constante arbitraire).
52f(0, y) =+ N2

On a ensuite

élf(0> 0) +m =1
Szf(0> O) Ty '

Alors, posons z;=y;=0 dans ’équation (16*). A l’aide de ces trois

relations ainsi obtenues, on obtient
$1f<x5 y) _'_‘01
$2f(‘r7 y) + N2

_ {6 f(x, y) +na} {6/(0, 0) +7} + {61/ (x, 0) +ma} {£0£(0, ) + 71}
{Szf(x; y) “+ 72} {52f<0: 0) +7: + {$2f<33> 0) + 72} {ézf(Oa ) 7y

— Elf(.’l:, O) +771 . 51f<0>y> +771
&f(x,0) +7n &f(0,5) +m

= %1% - €2 = gF17 Y

Donc, il en résulte que

clz+czy

16’ )=
(167 Sz, ) e

La fonction (16") satisfait strement a 1’équation (16).
2° Cas ou le systétme (C) a une solution double (¢,7).

Dans ce cas le systéme des équations homogénes (C') en (&,7")
admet une solution (&',%") différente de (0, 0).

D’aprés les relations (16), (C) et (C'), on a

<16**> E’.f(-rl_*_x% 3’1”‘3’2? +77/
Ef(xl &, Y1+ Ya) T

{5f<x1,y1> + 7} {57(552, ya) +opr} + {E,f(-rla y1) +9'} {$f<$2s y2) o}
_ H{ef (s, y0) ) {6 (e, y0) +7'y + {6 (aa v0) +7'} {6 (e, y0) + 7}
{Sf(xh Y1)t} {$f<$2,y2> +yp + {5f<x1,y2> +u} {€f (2 y1) + 7
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Celle-ci se réduit & 1’équation de Cauchy

&' f(x1+ 25, 0) +'
Ef(x1+ a5, 0) +

_ (2, 0)+7 | € (xs, 0)
Ef(x, O +n  6f(20,0)+7 ’

si on y pose y;=3y,=0. La solution est alors donnée par

£f(z,0)+o _
£f(z,0)+4 " (e

On a de méme

€100, y) +74" _
6f(0, ) g

: constante arbitraire).

£1(0,0) +% _ 0
££(0,0) +7 ?

(cy: constante arbitraire),

ou

en posant x;=x,=0 ou x;=x,=y:=y,=0 respectivement.
Puis, en posant x;=7,=0 dans 1’équation (16**) et en tenant compte

de ces trois relations, on obtient

Eflx,y)+7 _ £f(x, 0 +7  £f0,y)+7 _

+
Eflz,y)+7  &f(x, 00+  &f(0,y)+7n
Donc, on a enfin

6" _ 77(61.73+C2y>_77, .

1L+ CYy.

La fonction (16"") aussi satisfait sGrement & ’équation (16). Puisque
les relations (16") et (16") donnent les solutions les plus générales

dans les cas respectifs, on a établi le théoréme 5.

3.2. Formule d’addition algébrique.
Comme Iéxtension de la formule d’addition algébrique pour une

onction d’une variable:
fonct d

(17 P{flx+y), f(x), f(¥)} =0,
ou P désigne un polynome, nous considérons le cas de deux variables

[8j.
18) P{f(xrt 22, 31+ 32), [, y1), [ (21, ¥3) , [ (2, y1):f<x2’y2>} =0.
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Nous donnons une méthode pour résoudre 1’équation (18) en sup-
posant l’existence de la solution de (17).

La solution de (18) peut s’obtenir par les procédés suivants.

1° En posant x;=x;=2y,=y,=0, on obtient une équation algébrique
en

k=110, 0).
On prend pour % une de ses racines.

2° En posant y;=3y,=0, on obtient une formule d’addition relative

a la fonction d’une seule variable x:

F(zx)=f(z,0).
On prend pour F une de ses solutions.

3° En posant x;=ux,=0, on obtient une formule d’addition relative
a la fonction d’une seule variable y:

G(y)=f(0,3).

On prend pour G une de ses solutions.

4° Enfin, posons x;=7,=0. On a la relation

P{f(z,y), f(x,5), F(x), G(y), &} =0.

Si f(x,y) ne disparait pas dans cette équation, on résout algébriquement
cette équation par rapport a f(z,y).

5°  On cherche enfin la condition pour que la fonction ainsi obtenue
satisfasse a 1’éqation donnée (18).
3.3. Cas ou les variables sont des vecteurs ou des matrices.

L’équation fonctionnelle généralisée de (7):

(7 flx+y)=R{f(x), f()},

ol x et y sont des vecteurs ou des matrices, peut étre résolue par le
méme procédé que dans le cas ol les variables sont des nombres.

L’équation (7*) se réduit, par une transformation linéaire, a

(19 f*(x+y)=*(x)f* (),

ou a
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(20) SHax+y) =)+ ().
Les solutions de (19) ou de (20) sont
(191) f* <x> — ecx — e‘1‘1+‘2"2+'"+‘m’m,
(¢1, €3y **+, Cm: constantes arbitraires),
ou
(207 f*x)=cx=caxt+cixst - +CnZm,

(c1, €3y ***, Cw: constantes arbitraires),

respectivement. Par conséquent, toutes les solutions de ’équation (7%)

sont obtenues. Dans le cas de m Xn-matrices, on pose

cCx=cCnxn+t Xt + CunLuns
au lieu de

Cx=C1x1+C2x2+"‘+mem>
du cas de vecteur.

3.4. Cas ou les fonctions inconnues sont des vecteurs ocu des
matrices carrées.

Puisque l'on n’a pas pour le produit de deux vecteurs & dimension
quelconque un vecteur ayant la méme dimension, 'extension possible de

I’équation de Cauchy est seulement 1’équation
(2D Slx+y)=f(2)+ (),
dont la solution s’écrit sous la forme
219 f)=caxit+caxst+ - +cuntn,
(¢1, Csy **+, € vecteurs constants).

Scient X et Y des variables de # X m-matrices et F une fonction

inconnue de 7 X n-matrice, les quatre équations fonctionnelles:

(22) FX+Y)=FX)+F(Y),
(23) F(X+Y)=F(X)F(Y),
(24) FXY)=F(X)+F(Y),

(25) FXY)=FX)F(Y),
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ont été étudiées dant notre travail [6], ot1 nous avons donné les solutions
completes. Parmi elles la derniére est la plus essentielle. Elle est
recherchée aussi par O.Perron [12]. La premiére est évidemment
équivalente & (21).

§4. Symétrie et associativité.

4.1. Symétrie.

Considérons 1’équation fonctionnelle de la symétrie

€©) Sz, y)=f(y, z).

Sa solution rationnelle est une fonction rationnelle avec les coefficients
symétriques en x et y. Dans le cas général, il est clair que la solution

générale est

fily, ), (@>y),
Jolz, 3), (x=Zy).

ou fo(x,y) est une fonction arbitraire donnée dans le domaine x=<_y.

9 fan=|

4.2. Associativitée. [9]

Le but principal de §4 est d’étudier I’équation de ’associativité
p p

(10) Sz, [y, 2 =f{f(x,5), 2}

C’est un exemple de 1’équation a l'indice d’itération 2.
Nous allons maintenant étudier la fonction analytique de deux vari-
ables complexes: f(x,y) satisfaisant & 1’équation (10). Nous supposerons

qu’il y ait au moins un nombre complexe ¢, fini ou infini, tel que

(D) S, 0)=c,

et que f(x,y) ait un développement de Taylor & (¢,c). Mais, le
nombre ¢ peut étre réduit facilement a 0 par le moyen suivant, sans
altérer les relations (10) et (D).

1° Si ¢ est un nombre fini, posons

Sfilz,y)=f(x+c,y+c)—c.

Nous avons par (10)
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Sz, fily, 2} =fifx, fly+e, z+c) —c}
=flzx+c, f(y+c,z+c)} —c
=f{flx+c,y+c),z+ct —c
=fi{f(x+c,y+c)—c, 2}

=fi{filz, ¥), 2},
et par (D)

£1(0,0) =£(c, ¢) —c=0.

2° Si ¢ est infini, posons

_ 1
S CVZSVOR

Nous avons par (10)

_ 1
R O 2 V2w Vo vE)
_ 1
- U/, 1/3),1/2
=failfelx, 3), 2}
et par (D)
_ 1 _

4.3. Théorémes principaux.

Nous énoncons un théoréme principal sous la condition que 'on ait
(D*) Sf(0,0)=0,
au lieu de (D).

Théoréme 6. Si la fonction de deux variables complexes f(x,y)

est holomorphe a (0,0) et satisfait a I'équation (10) et a la condition

(D*), elle appartient a une des quatre espéces des fonctions suivantes:

D Sz, y) ==z,
2) flz,y)=y,
3) [l y)=z+y+zySi(z,y),

4) Sz, y)=zyS:(z,y),
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ot S; et S, sont holomorphes a (0,0), symétriques par rapport a x
et vy, et S;(0,0)540 ou S;(x,y)=0.

J. Aczél [1] a démontré un théoréme sur la fonction de deux vari-
ables réelles dont la valeur est aussi comprise dans (a,b) pour chaque
x et y de Pintervalle réel (a,b).

Théoréme (Aczél). Pour qu’il existe une fonction ¢(z) croissante,
continue, définie sur lintervalle réel (a,b) et permettant de mettre
flx, ) sous la forme

Sz, y)=¢o(x) +o(3)},

i faur et il suffit que la fonction f soit continue, associative et
monotonement croissante en x et en y.

Dans ce théoréme, lopération f(x,7y) définit un groupe continu,
grice a la monotonité et la continuité de ¢. Dans notre théoréme 6
Popération f(x,y) définit un groupe seulement si l'on a 3); si au cont-
raire on a 4) elle ne définit qu'un semi-groupe, parce qu’il n’y a pas
d’opération inverse. De plus, on pourra obtenir sans peine directement
le résultat suivant, & ’aide du théoréme 6.

Théoréeme 7. Un semi-groupe de dimension un, analytique au
point ¢ et tel que le produit de ¢ par lui-méme est égal a c lui-méme,

est commutatif (c’est-a-dire abélien).
4.4. Deémonstration du théoréme 6.

1° La fonction f(x,y) étant holomorphe, on a le développement
par (D*)

Sz, y) =2 Hi(z, )
ot H;(x,y) est un polynome homogéne du degré i de x et y. En
posant y=z=0 dans 1’équation (10), on obtient
(® Sz, 0) =f{f(z, 0),0}.

Puis, développons les deux membres de (E) a 1'aide du développe-
ment:
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flx, 0=k, 2f

i=p
et on peut supposer h.7-0 sauf le cas de f(x,0)=0. On a, en com-

parant les termes du moindre degré en z,
hox*=h*x"

d’ot p*=p, et puisqu’on suppose x>0, on a u=1, et puis
hu=h..

On a par suite 2;=1, et ensuite
Sz, ) =z+>h; x, (v=2).
En portant cette relation dans (E) on obtient

F(x, 0= f(z,0) + S h(z+ S bz’
ou

Shi(z+Dha)=0,  (=2).

Le coefficient du terme du degré v, étant h,, on a h,=0. On en conclut

flz, 0)==x.

Par conséquent, on a
f(x,0)=0 ou .

On a de méme,
J(0,y)=0 ou y.

On en conclut que les quatre cas suivants sont possibles;

) flz,3) =a+ 3 Hiz, 9),
b) F(z, ) =y+ S Hi(z,9),
> fla, ) =a+y+xy S H(,9),

&) Flz,9) =2y S Hi(, ),
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H;(x,y) étant un polynome homogéne du degré [ en x et y.

2° Le cas a). Supposons l'existence d'un nombre naturel i tei que

Hy=Hy=--=H, ;=0 et H=0, (1n=2).

On a, par la relation (10),
z+ 2D Hilz, y+ 2 Hi(y, 2}

=z+ > Hi(x,y) +iH.-{x+§fL(x, ¥),2}.

1=n 1=n
Par la comparaison des termes du degré n des deux membres, on
aurait
H,.(z,y)=H.(x,y) + H.(x, 2),
C’est-a-dire,

H,(z, z)=0,

contrairement & notre hypothése.

Donc, nous obtenons 1) du théoréme 6. Dans le cas b), nous

obtenons de méme 2) du théoréme 6.

3° Le cas ¢). En différentiant par rapport a x 1’équation c), nous
avons f.(0,0)=15=0. Par suite, I’équation en x: z=j(x,y) a une
solution unique x=¢(y, 2) dans un voisinage de {0,0). L’équation c)
est donc une représentation d’un groupe de Lie de dimension un, dont
le produit est la fonction f(x,y) et I'unité 0. On en conclut facilement
la symétrie f(x,y)=f(y, x) et 3) du théoréme 6.

4° Le cas d). L’associativité (10) est exprimée par
(F)  aye{Het S H(3, 2)} [Hot 3 Hilz, y2(Hot 5 Hi(9, 2))) ]
=xyz {Hy+ S Hi (2, 3)} [Hot 3 Hilay (Ho+ S Hy(%,9)), 2} ).

Nous distinguons deux cas suivant que: 1) Hy=0 ou ii) H5~O0.
i) H,=0. Supposons que
H=H,=-H,,=0 et H,7#0, (n=1).

La relation (F) devient
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iH.-(y, z) gH {z,yz %Hj(y, 2)}

EiI—L(x, y)éHi {zy glﬂ(x,y), 2}.

i=n

En y posant 2=0, on a
S H (3, 0% Hi(z, 0)

=>1H,(x, y) 3 H{xy> H;(x, y), 0},
1=n s=n 1=n
et en plus, en tenant compte du développement

i}H(xy 0) Eﬁhi'rc (mgn),
on a
S hiaf S hiy' =3 Hi(2, 5) S’y (S Hiz, ).

Le terme du moindre degré dans le premier membre de cette équation
est 2m, tandis que celui du deuxiéme membre est n+2m-+nm>2m. Il

faut donc que le terme-la s’evanouisse et on a nécessairement

>V Hi(z, 0) =33 hy2/=0.

On a de méme,

SVH (0, ) =O0.

1=n

Ces deux relations impliquent que f(x,y) s’écrit sous la forme

Flz,9) =2y 2 Gi(x,5),

G;(x,y) étant un polynome homogéne du degré .

Si 'on continue successivement ce procédé, on obtient enfin f(x, y)
=0 ou

Sz, ) Ex”y"%Ki (z,y), (n=2),

ot K; désigne un polynome homogéne du degré i avec Ky5<0.



Sur les équations fonctionnelles généralisées de Cauchy 417

La relation (F) sera réduit alors a
2y { Ko+ -} " [ Ko+ -]
="y 2" {Ko+ -} " [ Ko+ -]

ou -+ ne contient que des termes du degré=1. En comparant les

premiers termes des deux membres, on obtiendrait, si K70,
K3+1 xny ZznZ — Kg—i‘lxnzynzzn,
ce qui exigerait n*=n, contrairement a n=2. On a donc H,=0, ce

qui entraine le cas trivial: f(x,y)=0.

i) Hy0. Supposons encore que
Hi=H,=---=H,,=0 et H+0, (n=l).

L’équation (F) se développe comme suit
3 H(y, )+ HoS Hil, y2 31H, (3, 2))

TR Hiy, 2 S Hila, y2 S H(, )

t=n

= Hy3 Hi(,9) + HoX Hi ey S H (%, 9), 2}

+ 2 Hi(z, ) S Hiley 2 Hi (2, ), 23
Si Pon divise cette équation, par H et y pose z=ux, on aura
(&) 2 H(z,y) =3 Hi(y, x)

=3 Hilw, yx S H (v, @) — 3 Hilay S H, (2, 9), 4}

L1

iHi(y, x);iH {z, yx ]Z;H;(y, z)}

0 i=n

-1 f]H(x,y)ﬁﬂ{xy éoli(:c,y), x}.

0 i=n i=0

Alors, on se sert des polynomes nouveaux suivants J; et G; avec
comme degré commun

H(x,y)=a;,2'+ b,y +J.(z,y)
et
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Gi(x, y)=Ji(x,y) —J:(y, x),

Ji(0,y)=J,(x,0)=0 et i=nn+1, .
Nous considérons maintenant les termes du degré n du (G)
a, ' +b,y" —a,y' —b,x"+G,(x,y)=a,2"—b,x".
Nous avons 1’égalité
(by—an)y"+G.(z, y) =0.
Ceci entraine 1’égalité:
a,=b, et G,(z,y)=0.
D’une maniére générale, si les deux églités suivantes sont vraies
a;=b; et Gi(x,y)=0
pour n={i<{m, les termes du degré m+1 dans (G) seront
A1 "+ b1 Y = A1 V" = 01 2 G (z, )
= " — by "M,

car les autres termes du degré m+1 s’évanouissent en vertu de la
symétrie de H;(x,y) et de H;(x,y) pour Z,j<rm.

Par conséquent, nous avons seulement

<bm+1 - Clm+1>ym+1 + Gm+1 (-:C, y) EO,
ce qui entraine
Ami1= bm+1 et Gm+1<x7 y) EO
C’est-a-dire, on a vérifié que H;(x,y) est symétrique par rapport

4 z et y pour tous les entiers {(==7), ou, autrement dit,
> Hi (2, ) =3 Hi(y, ©).
Il s’ensuit que d) du théoréme 6, ot S,(z,y) est ou bien symétri-

que et s’annule en (0,0), ou bien S,(x,y)=0. C.Q.F.D.

4.5. Exemples et remarques.
D’abord il y a en effet la fonction de la forme 3) ou 4) du

théoréme 6.
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Exemple de 3).
__xty _
Sz, ) 1=y (z+y) A+zy+xy+--).
Exemple de 4).

Sz, ) :“1%3—}':963’ {1— (z+y)+ (x+y)*—-}.

Puis, dans le cas 3), on peut exprimer la fonction f(x,y) par la
forme

S, y) =0 o(z) +o(y)}

dans un voisinage de (0,0), d’aprés la théorie du groupe de Lie, ou
»(x) désigne une fonction continue, perce qu'on peut établiv qu’elle est
symétrique dans un voisinage d’un poiat, et on peut vérifier qu’zlie est
symétrique dans tout le domaine de la [onction analytique par le pro-

longement analytique.

§5. Solutions des éguations du rang un par Uintégration.

5.1. Une équation fonctionnelle du rang un. [10]

Comme un exemple d’équation du rang un, nous considérons 1’équa-
tion fonctionnelle suivante, qui n’est pas dérivée directement de I’équa-
tion de Cauchy.

@0 f@ = () (L) (L

n
(n=2).
Clest du type (1,7n,1). Appliquant la relation (26) a chaque terine

du second membre de la méme relation, nous obtenons une équation
qui est semblable a (26) et du type (1,7% 1):

i ) A5 e 2251

7t n 7

Aprés avoir répété m fois ce procédé, nous arrivons a la relation

s )L

7lm nm
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Si la fonction f(x) est continue (ou sommable) sur lintervalle fermé
[0,1], nous aurons, & la limite de m—>co, une intégrale définie dedans

le second membre et en méme temps la solution.
1

(26") f(x)=g JS(x)dx=c, (c: constante arbitraire).
0

Ceci remplit strement 1’équation (26).

L’équation dont le coefficient du second membre est égal a un est

@7) f(x)zf(%)nhf( z+1 )+...+f<x+n—1 )

n n

La différentiation par rapport & x, si ce soit possible, nous améne a la

méme équation que (26)

reom Hrg) sy er (=2

n n
Comme la solution est f'(x) =c;, f(x) est donné par
f(x)=cix+co, (co,ci: constantes arbitraires).

En portant cette expression dans ’équation (27), nous trouvons c;+2¢,
=0. On a donc

@7m flx)= c(x — %) ,  (c: constante arbitraire).

5.2. Solutions de I’équation d’une variable.

Dans le cas général d’une variable, nous avons obtenu le résultat

ci-dessous dont la vérification nous renverrons & notre article original [10].

Théoréme 8. Les solution de ’équation fonctionnelle

(28) f(@:ki"gf{ z+ (n—i)s+<i—1)b}

ou la fonction inconnue f(x) appartient a la classe C? sur [a,b] et
ow le nombre naturel p satisfait aux inégalités:

n?P<k<n',

sont données comme suit.
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1) Cas ol k est égal & n*™". Elles sont les polynomes du degré p

(28" flx)=clx?+crx’™t+ - +cyp)

ot ¢ est une constante arbitraire et ci,cy c,Cp les constantes

déterminées par le systéeme des p équations:
b
Gy [ ro@az=o, (g=0,1,2,,p—1).

2) Cas ou k n’est pas égal a n*™'. Elles sont triviales, c’est-a-dire,
elles sont identiquement nulles.
5.3. Solutions de I’équation de deux variables. [11]

Nous étendrons le théoréme 8 au cas d’une fonction inconnue de
deux variables, mais 'extension au cas de n(=3) variables est possible

sans aucune modification essentielle dans les raisonnements.

Théoréme 9. L’équation fonctionnelle du type (2, mn,1):

(29) f(x,y):kééf{x‘*‘(m—i)a—k(i—l)b,

m

y+n—pc+G—1)d }
n ’

ot la fonction inconnue f{x,y) admet les dérivées partielles continues
jusqu’'a Uordre suffisamment haut dans le rectangle I: [a,b] X [c,d],
admet une solution non triviale qui est un polynome de degré p en
x et q en y, avec un facteur constant et arbitraire, dans le cas seule-
ment oun le paramétre k est égal a m*n", p et q étant deux nombres

naturels ou nuls.

Dans le cas de deux variables, il y aura les conditions

0 f(x, ) _ vyt Bt

D SS( o0y dxdy=0, (m'n*<<m’n*)
pour déterminer tous les coefficients de la solution de (29).

Enfin nous remarquons que, employant les solutions f,(x) de (28)
pour £=n""!, nous pourrons représenter les solutions f,,(x,y) de (29),

pour chaque paire (p,q) telle que k=m*"'n"", sous la forme
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(29)

Akira Kuwagaki

Joo(z, ) =1 () fi (y)

puisque le produit du second membre remplit effectivement la condition

@.

[4]
L8]
[6]
7]
£8]

[9]

[10]
[11]
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