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Sur les équations fonctionnelles
de Cauchy et quelques équations

qui sfy rattachent

Par

Akira KUWAGAKI*

§1. Généralités.

1. 1. Définition de l'équation fonctionnelle.
Nous allons présenter ici quelques méthodes pour résoudre des équa-

tions fonctionnelles dérivées de l'équation de Cauchy, du point de vue
générale, en réunissant nos travaux antérieurs [5 — 11] . Nous nous born-
ons ici à considérer, en général, "équation fonctionnelle" qui coudent
un nombre fini de relations fonctionnelles, sans opérations infinies comme
passage aux limites ou dérivations. Donc la définition, que nous donnons
ci-dessous, serait naturelle et raisonnable. L'équation aux différences
finies est une équation fonctionnelle d'après notre définition, mais l'équa-
tion différentielle ou l'équation intégrale ne Test pas [4] .

Définition. Equation fonctionnelle est une égalité ou un système
d'égalités formé seulement par un nombre fini de fonctions inconnues,
fonctions connues et variables indépendantes. Naturellement par l'équa-
tion fonctionnelle on entend qu'elle n'est pas une identité. J. Aczél [2]

et M. Kuczma [4] aussi l'ont défini de la même manière.

Exemple. Soient x et y des variables indépendantes, / une fonc-

tion inconnue et F et G des fonctions données. Alors

(1) f(.x+y) =f(x) -r/(>0 (équation de Cauchy)

(2) f{F(x,y)}=G{f(x),f(y)}
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(3)

sont toutes des équations fonctionnelles.

Nous supposons en général que les variables et les fonctions sont

toutes réelles (ou complexes), et que les fonctions sont continues.
Si l'on pose

F(x, y}=G(x, y}=x+y

dans (2), on obtient (1) de sorte que le premier exemple est un cas

particulier du second. F(x, y) sera appelé argument de la fonction

1. 2. Classification.
Pour examiner facilement tout le domaine de la théorie des équa-

tions fonctionnelles, nous définissons les types des équations fonction-

nelles à l'aide des nombres caractéristiques qui leur appartiennent.

Rang: Nombre des variables indépendentes contenues dans une

équation fonctionnelle.

Ordre: Le plus petit nombre des relations additionnelles qui sont

nécessaires pour remplacer par une seule variable chacun des arguments

des fonctions inconnues lesquels sont contenus dans une équation fonc-

tionnelle. (Dans le cas de l'équation aux différences finies cette défini-

tion coïncide avec celle qui est employée ordinairement.)

Indice d'itération: Le plus grand nombre du duplicateur d'itération

relative aux fonctions inconnues dans une équation fonctionnelle. (Ce

nombre diffère un peu de l'indice d'implication "thé implication index"

de M. Kuczma [4] .)

Nous appelons une équation fonctionnelle qui est du rang 7-, de

l'ordre n et de l'indice d'itération z, équation fonctionnelle du type

(r, 7z, z) . Mais, ces trois nombres caractéristiques, ne suffisent pas de
déterminer le nombre des constantes arbitraires ni celui des fonctions

arbitraires qui sont contenues dans la solution la plus générale d'une

équation fonctionnelle à laouelle ils appartiennent.

Exemple. Voici les types des équations citées au numéro 1.1:

(1) (2,1,1), (2) (2,1,1), (3) (1,1,2).
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1. 3 Généralisation de l'équation fonctionnelle de Caechy.

L'équation fonctionnelle de

CD /(*+jO=
est fondamentale. Nous considérons les équations fonctionnelles généra-

lisées de Cauchy et examinons la condition pour qu'elles admettent des

solutions qui ne sont pas constantes.

1° Cas où la multiplication est remplacée par l'addition.

(4)

(5)

(6)

Ces trois équations sont facilement résolues comme l'équation (1),

et leurs solutions continues ou mesurables sont données sous les formes:

(!') f(x)=cx9 (c: constante arbitraire),

(40 y CE) = 0, ecx, (c : constante arbitraire),

(50 y CE) = c log \x\ , (c: constante arbitraire),

(60 y(.r)=0, \x c, .r|csgn:r, (c: constante arbitraire).

2° Cas où le second membre est une fonction rationnelle de la

fonction inconnue.

Si R désigne une fonction rationnelle de deux variables, nous avons

l'équation généralisée [5] :

(?) y c^+30 =^? (y CE) ? y (30} •
Pour que cette équation admette des solutions non constantes, la

fonction R ne peut être arbitraire. Nous en montrerons le résultat

complet au §2, où la fonction R jouera un rôle de fonction inconnue.

3° Cas où la fonction inconnue est de plusieurs variables. Par

exemple

(8) f(.xi + x,,yi+yà = F{f(.x1,yà,f(x1,yJ,f(x,,yJ,f(xt,yJ}

est une équation du type (4, 2,1). L'équation (8) ainsi que les équations

en des variables vectorielles ou matricielles seront discutées au §3.
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4° Cas où la fonction inconnue prend la valeur vectorielle ou

matricielle.

Dans ce cas, nous avons un système des équations fonctionnelles

par rapport aux composantes de la fonction inconnue vectorielle ou

matricielle. Il sera discuté au §3, même dans le cas où les variables

et les fonctions sont toutes vecteurs ou matrices [6] .

5° Cas où les variables et les fonctions sont des éléments d'une

algèbre abstraite.

Récemment, l'équation multiplicative de Cauchy est considérée par

W. Eichhorn [3] , où les variables je, y sonc des quaternions de Hamilton

ou des nombres de Cayley et la fonction inconnue f est un nombre réel

ou un élément d'une algèbre abstraite, complète et normée. C'est une

généralisation d'une autre nature que la nôtre.

§2. L9éqeaticn/(^+j)=H{/(^),/(j)}. [5]

2. 1. Symétrie associative.

Pour que l'équation fonctionnelle

(7)

admette une solution continue et non constante dans un intervalle donné,

il faut et il suffit que la fonction rationnelle R(x, y) soit symétrique

et associative, c'est-à-dire, qu'elle doit satisfaire à deux équations fonc-

tionnelles :

(9) f(.x9y)=f(y,x) (type (2,0,1)),

(10) f{x9 f(y, *) } =/{/(*, 30 , *) (type (3, 2,2)).

Nous traiterons les équations (9) et (10) au §4.

Théorème 1. La fonction rationnelle irréductible R (_x, y) qui

satisfait aux équations (9) et (10) se réduit à une constante ou][à
une fonction de la forme

(A) R(x,y)
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où a, b, c, p, q et r sont des constantes telles que a\b\c=^p\q\r et

f
(B) le rang de

\

b a—q p
*

c b—r q

DÉMONSTRATION. Soit m le degré de la fraction irréductible R.(x,y)

en x. Alors le second membre de l'égalité (10) est de degré mz en x

tandis que le premier membre est de degré m en x, d'où il résulte

m? = rti. On a donc m = Q ou 1.

De même, le degré de la fraction R en y est 0 ou 1. Si donc

7n=l, en vertu de la symétrie, R(x, y} doit être écrit sous la forme

(A), où a\b\c=f=p\q\r.

Si l'on pose t = R^x,y^ dans R(i,z), on aura

+ (bz + c) {(px + q)y+ (qx + r)}
+ b')y+ (bx + c)} + (qz + r) {(px + q)y+ (qx + r)} '

Cette fraction ainsi que la fraction (A) est irréductible, et symétri-

que par rapport à x, y et z. A cause de la symétrie en x et z des

coefficients de y, dans le numérateur, on aura

b p

c q
= 0 et

a — q b

b-r c
= 0.

La même considération relative au dénominateur nous conduit aux

égalités

a-q p

b — r q
= 0 et

q c
= 0.

b a-q

c b—r

On peut en conclure que

le rang de (
\ (

Le rang n'étant pas égal à zéro, il est égale à 1.

2.2. Solution de Péquation (7).

Théorème 2. Si l'on a (A) et (B), la relation z = R(x,y} peut
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se ramener, par une transformation linéaire t->t*, ou bien à z* = x*y*,

ou bien à z* = x*-r-y*.

DÉMONSTRATION. A cause des conditions relatives aux coefficients

de R(x,y^), le système des équations algébriques en (f, ??) :

(C) aS+& = £*, bÇ + qy = Ç7}, rf + r?=V

ont certainement des solutions (£, -y) qui sont différentes de (0,0).

Car, les deux premières et les deux dernières des équations (C)

entraînent respectivement

-0 et
d+m

c'est-à-dire on a

Grâce à la condition (B) ces deux équations sont équivalentes Tune

et l'autre et le système (C) a deux solutions qui sont différentes de (0, 0).

On doit distinguer deux cas suivant que le système (C) admet deux

solutions distinctes ou non.

1° Le cas où le système (C) a deux solutions distinctes (fi, TJ>I)

et (<?2? 172) •

On a

Cette équation se réduit à z* = x*y* par la transformation

2° Le cas où le système (C) a une solution double (?, 77).

Dans ce cas, nous considérons les trois courbes planes représentées
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par les équations (C). Comme ils ont une tangente commune au point

(?,#), le système de leurs paramètres directeurs (f ', ?/) est la solution

(7^(0,0)), du syscerne des équations homogène

D'après le calcul analogue à celui du cas précédent, on a

? z + y ç'jry + f^ Cr +3;) + T?2

_ (^ + v) (£'* + y 0 + (ftc + v) (S'y + y)

et par la transformation linéaire

l'équation z^J?(x, 3;) se réduit à 2:* = a:*+3;*. C.Q.F.D.

La transformation linéaire t=j\s~)-*-t*=f*(s) amène l'équation (7)
à (4) ou à (1), c'est-à-dire, on a

ou /*Gc+;y) =/*(*)+/* (30

et leurs solutions continues (ou mesurables) sont

*U)=*Cl* ou *(x)

respectivement, où o est une constante arbitraire.

Nous pouvons donc énoncer le théorème principal suivant.

Théorème 3. Pour que l'équation fonctionnelle (7) admette une

solution continue\(pu mesurable) non constante, il faut et il suffit que

la fonction R soit de la forme (A) du théorème 1.

De plus, la solution de (7) s'écrit sous la forme

suivant que le système des équations (C) admet deux racines distincte 'j
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(fi, tfi), (£2,%) ow w?2é? racine double (?,?), ow Ci es£ wwe constante

arbitraire et (f ', T/) satisfait au système des équations (C') .

2.3. Généralisation de l'équation (7).

Soient jRi(.r,30 et R^x.y} des fonctions rationnelles, symétriques

et associatives, et considérons l'équation

(11) /{^(^jy)} =#2 {/(*), /GO) (type (2,1,1))

qui est plus générale que (7).

D'après le théorème 2, la relation z = Ri(x,y) se ramène, par une

certaine transformation linéaire t->t*, ou bien à z* = x*y* ou bien à

z* = x* +y*. La relation (11) se transforme alors à

/*GcV)=W* (**),/* (**)},
ou

En appliquant de nouveau le théorème 2, l'équation (11) se réduit à

une des quatre équations (1), (4), (5) et (6). Donc, l'équation (11)

peut être résolue à l'aide du théorème 3.

§3* Fonctions inecmnees de plusieurs variables.

30 1. Cas de deux variables,, [7]
Dans le cas où la fonction F de l'équation fonctionnelle (8) est

une fonction rationnelle, nous avons l'équation

(12) f^ + x^y^y^=R{f^y^,f^y^,f(.x^y^9f^9y^}.

Cette équation admet une solution non constante, pour la fraction

R du degré arbitraire. Relativement au degré de R, il n'est nécessaire

de poser aucune restriction qui était nécessaire dans le cas d'une variable,

comme on le voit sur les exemples suivants.

Exemple 1. L'équation

(13) f&i + x*,yi+yj

z, y.) }
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admet la solution

(13') /te 30 = CiX-\-czy, (ci,cz: constantes arbitraires)

quelle que soit la fonction

R{—}=R {/te, yi) , /te, ;yO , /te, 3>0 ,/te, 30 } -

Exemple 2. L'équation

(14) f(x1 + x2)y1+y2)

=/te, 3>0 +/te> 3O +/te, yi) +/te, 3O
+ {/te, 30/te, 30 -/te, 30/te, yi)}R{-}

admet la solution

(140 f(x,y^)=cxy, (c\ constante arbitraire)

quelle que soit la fonction R {•••}.

Exemple 3. L'équation

(15) f(xi + x^ yi +3/2) =f(xl7 yjf(xi, y^)f(x^ yjftx*, y^

admet la solution

(15;) f(x, y} = kecxy, (c : constante arbitraire, k* = k).

Cela posé, nous dirons que nous pouvons résoudre complètement

l'équation (12) pourvu que chacune des variables x^ x2, yi et y2 se

trouve symboliquement au plus une fois dans chaque terme du numé-

rateur et du dénominateur de R. Dans ce cas, nous débarrassons le

dénominateur en le multipliant aux deux membres de l'équation (12)

et permutons Xi et x^ ainsi que yi et y2 . Puis ajoutons les quatre égalités

ainsi obtenues et divisons la somme par quatre. Nous aurons, sans

perdre la généralité, l'équation fonctionnelle symétrique suivante

(16) /Gci + ;ca,;yi+;yO

i, yi)f(x2 y 3) +f(xi, y2)f(x2, j/0 }
, 3^2) } + 2c

, y 'a)
, 3^i) +/te, 3^2) +/te, yj +/te,
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où a, b, c, p, q et r sont des constantes et a:b:c=r=p:q:r.

Théorème 40 Pour que l'équation fonctionnelle (16) admette une

solution f(x, 3>) uniforme et continue dans un voisinage du point (0, 0)

telle que f(x, 0)^const. et /(0?jO=const., il faut et il suffit que la
condition (B) du théorème 1 soit remplie.

Théorème 5o Sous la condition (B), les solutions de l'équation

(16) doivent être égales aux fractions linéaires de CiX + c2y ou de

ecix+c2y, ci et c2 étant deux constantes arbitraires.

On peut démontrer ces deux théorèmes tout ensemble, et on peut

trouver toutes les solutions de (16) par les procédés suivants.

DÉMONSTRATIONS. Posons d 'abord y± =y2 = 0 dans l'équation (16).

Nous avons l'équation fonctionnelle en f(x, 0) :

? Q) +&{/(*!, Q) +/U? Q)} +c

Puisqu'on suppose f(x, 0)^const.3 le théorème 3 montre la nécessité

de la condition (B).

Puis, si la condition (B) est remplie, le système des équations (C)

en (f , T?) admet des solutions différentes de (0, 0) . Deux cas sont à

distinguer suivant que le système admet deux solutions distinctes ou une
solution double.

1° Cas où le système (C) a deux solutions distinctes (fi, T?I) et

(fi,7i).
Les relations (16) et (C) entraînent

En y posant yi=y2 = Q, on obtient

0) +7;! _ ^/Çrx, Q)
? 0) + % f ,/(*!, 0) + 772 f 2/(^2, 0)
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et la solution est donnée par

_i-Li—L_^—?Zlz=£ci*? (Cll constante arbitraire).

De même, en permutant les rôles de x et y, on obtient.

£ / r n \ ̂  =eC2V> ^2"- constante arbitraire).

On a ensuite

Alors, posons ^2=3/2 = 0 dans l'équation (16*). A l'aide de ces trois

relations ainsi obtenues, on obtient

W {fi/(Q> Q) +yi) + {fi/te. Q)
, 0) +W + fe/(x, Q)

Donc, il en résulte que

(160 /Gc,30 =

La fonction (16') satisfait sûrement à l'équation (16).

2° Cas où le système (C) a une solution double (f , 77) .

Dans ce cas le système des équations homogènes (C;) en (?',

admet une solution (f ', ?/) différente de (0, 0) .

D'après les relations (16), (C) et (C')? on a

(16**) 2, 'i +3/2) + V
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Celle-ci se réduit à l'équation de Cauchy

„())+?'

i, 0)+ 7

si l'on y pose yi=yz = 0. La solution est alors donnée par

//v ' rv\ — — Ci-z:> (ci: constante arbitraire).

On a de même

ou
°u

(r«: constante arbitraire),

en posant Xi = x2 = Q ou ^1 = ^:2— .^i— 3^2 — 0 respectivement.

Puis, en posant X2=y2 = 0 dans l'équation (16**) et en tenant compte

de ces trois relations, on obtient

Donc, on a enfin

La fonction (16/;) aussi satisfait sûrement à l'équation (16). Puisque

les relations (16') et (16") donnent les solutions les plus générales

dans les cas respectifs, on a établi le théorème 5.

3. 2. Formule d'addition algébrique.

Comme l'extension de la formule d'addition algébrique pour une

fonction d'une variable:

(17) P{/U+jO,/GO,/(^)}=o,

où P désigne un polynôme, nous considérons le cas de deux variables

[8].

(18) P{f(xl + xz,y1+y^),f(.x-L,y^},f(_xï,yz),f(ix.,,y1),f(x^y^} =0.
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Nous donnons une méthode pour résoudre l'équation (18) en sup-

posant l'existence de la solution de (17).

La solution de (18) peut s'obtenir par les procédés suivants.

1° En posant Xi = x^=y^=y^ = Q, on obtient une équation algébrique

en

On prend pour k une de ses racines.

2° En posant y^ =y2 = 0, on obtient une formule d'addition relative

à la fonction d'une seule variable x\

On prend pour F une de ses solutions.

3° En posant Xi = Xz = 0, on obtient une formule d'addition relative

à la fonction d'une seule variable y:

G(30=/(o,:v).

On prend pour G une de ses solutions.

4° Enfin, posons x2=y2 = Q. On a la relation

P(f(x, 30 ,f(x, y) ,F(x) , G(30 ,k} = 0.

Si f(x, y} ne disparaît pas dans cette équation, on résout algébriquement

cette équation par rapport à f(x,y).

5° On cherche enfin la condition pour que la fonction ainsi obtenue

satisfasse à l'éqation donnée (18).

3. 3. Cas où ïes variables sont des vecteurs ou des matrices*

L'équation fonctionnelle généralisée de (7) :

(7*) /U+30=WU),/(30},

où x et y sont des vecteurs ou des matrices, peut être résolue par le

même procédé que dans le cas où les variables sont des nombres.

L'équation (7*) se réduit, par une transformation linéaire, à

(19) /*(

ou à
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(20) /*Cr+jO =/*(*)+/* (30-

Les solutions de (19) ou de (20) sont

(ci, ca, • • • , COT : constantes arbitraires) ,

ou

(200 f*(x)=cx

(ci, c2, • • • , cm : constantes arbitraires) ,

respectivement. Par conséquent, toutes les solutions de l'équation (7*)

sont obtenues. Dans le cas de m X ?z-matrices, on pose

CX — 6*11 Xn ~i~ Cl2 ̂ 12 + "' ° H~ Cmn Xmn j

au lieu de

cx = CiX1-t-c2x2-i ----- \-cmxm,

du cas de vecteur.

30 4o Cas où les fonctions inconnues sont des vecteurs ou des
matrices carrées»

Puisque l'on n'a pas pour le produit de deux vecteurs à dimension

quelconque un vecteur ayant la même dimension, l'extension possible de

l'équation de Cauchy est seulement l'équation

(21) f(.x+y)=f(.x)+f(y),

dont la solution s'écrit sous la forme

(21') /GO = ci X! + c, x, + • • • + cm xm ,

(cj, ca, • • • , Cm'- vecteurs constants).

Scient X et Y des variables de m X wî-matrices et F une fonction

inconnue de n X n-matrice, les quatre équations fonctionnelles:

(22) F(X + Y) = F(A" ) + F( F) ,

(23)

(24)

(25)
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ont été étudiées dant notre travail [6] , où nous avons donné les solutions

complètes. Parmi elles la dernière est la plus essentielle. Elle est

recherchée aussi par O. Perron [12] . La première est évidemment

équivalente à (21).

§4. Symétrie et associativité.

4. 1. Symétrie.

Considérons l'équation fonctionnelle de la symétrie

(9) f(x,y-)=f(y,x).

Sa solution rationnelle est une fonction rationnelle avec les coefficients

symétriques en x et y. Dans le cas général, il est clair que la solution

générale est

,Q,, „ .
(9) /Cr,3>)

où fv(x,y) est une fonction arbitraire donnée dans le domaine x<iy.

4. 2. Associativité. [9]

Le but principal de §4 est d'étudier l'équation de l'associativité

(10) fix,f(y, *)} =/{/(*, 30, *} -

C'est un exemple de l'équation à l'indice d'itération 2.

Nous allons maintenant étudier la fonction analytique de deux vari-

ables complexes: f(x,y) satisfaisant à l'équation (10). Nous supposerons

qu'il y ait au moins un nombre complexe c, fini ou infini, tel que

(D) f(c,c}=c,

et que f(^x, y) ait un développement de Taylor à (c, c) . Mais, le

nombre c peut être réduit facilement à 0 par le moyen suivant, sans

altérer les relations (10) et (D).

1° Si c est un nombre fini, posons

Nous avons par (10)
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et par (D)

2° Si c est infini, posons

A^
Nous avons par (10)

et par (D)

/,(0,0)= f f ,
/(oo, ex.)

40 3» Théorèmes principaex0

Nous énonçons un théorème principal sous la condition que l'on ait

au lieu de (D).

Théorème 68 Si la fonction de deux variables complexes f(x, y)

est holomorphe à (0, 0) et satisfait à V équation (10) et à la condition

(D*), elle appartient à une des quatre espèces des fonctions suivantes'.

2)

3)

4)
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où 5i et S2 sont holomorphes à (0,0), symétriques par rapport à x

et y, et S2(0,0)^0 ou S2(x,y^0.

J. Aczél [1] a démontré un théorème sur la fonction de deux vari-
ables réelles dont la valeur est aussi comprise dans (a, £) pour chaque

x et y de l'intervalle réel (a, è) .

Théorème (Aczél). Pour qu'il existe une fonction <p(z) croissante,

continue., définie sur l'intervalle réel (a, è) et permettant de mettre

f(x>y} sous la forme

il faut et il suffit que la fonction f soit continue, associative et

monotonement croissante en x et en y.

Dans ce théorème, l'opération f{x,y} définit un groupe continu,
grâce à la monotonité et la continuité de <p. Dans notre théorème 6
l'opération f(x, y) définit un groupe seulement si l'on a 3) ; si au cont-
raire on a 4) elle ne définit qu'un semi -groupe, parce qu'il n'y a pas
d'opération inverse. De plus, on pourra obtenir sans peine directement

le résultat suivant, à l'aide du théorème 6.

Théorème 7. Un semi-groupe de dimension un, analytique au

point c et tel que le produit de c par lui-même est égal à c lui-même,

est commutatif (je est-à-dire abélien).

4c 48 Démonstration du théorème 6.

1° La fonction f(x,y) étant holomorphe, on a le développement
par (D*)

où Hi(x,y} est un polynôme homogène du degré i de x et y. En

posant y = z = Q dans l'équation (10), on obtient

(E) /U,0)=/{/U,0),0}.

Puis, développons les deux membres de (E) à l'aide du développe-
ment:
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et on peut supposer h^=Q sauf le cas de f(x, 0)=0. On a, en com-

parant les termes du moindre degré en x,

h^x^h^x1*

d'où jj?=fji, et puisqu'on suppose /£>0, on a ^=1, et puis

h* = hS.

On a par suite hi=l, et ensuite

/Cr, 0) =.2: 4-2^.2:',
i= i>

En portant cette relation dans (E) on obtient

/O, 0) =/Cz, 0) 4- f] ^, (
l=-V

OU

Le coefficient du terme du degré v, étant 7zv, on a hv = Q. On en conclut

/UO)^.

Par conséquent, on a

/(^,0)=0 ou j:.

On a de même,

/(0,^)=0 ou y.

On en conclut que les quatre cas suivants sont possibles;

a) f^y

b) f(.x,y)

c) f(xyy

a) /u^
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i(^x,y) étant un polynôme homogène du degré i en x et y.

2° Le cas a). Supposons l'existence d'un nombre naturel n tel que

#aE=#8=...=H^=0 et H,=Q, 0^2.

On a, par la relation (10),

= x + S «i (*, 30 + SHi (^ + S Hj (x, ;y),*}.

Par la comparaison des termes du degré n des deux membres, on

aurait

Hn (x, 30 -a U 3;) + H. CT, *) ,
c'est-à-dire,

j£Cr,*)=o,

contrairement à notre hypothèse.

Donc, nous obtenons 1) du théorème 6. Dans le cas b), nous

obtenons de même 2) du théorème 6.

3° Le cas c). En différentiant par rapport à x l'équation c), nous

avons y*(0, ff) = 1=^=0. Par suite, l'équation en x: z=f(x,y^) a une

solution unique x = q>(y,z) dans un voisinage de (0,0). L'équation c)

est donc une représentation d'un groupe de Lie de dimension un, dont

le produit est la fonction f(x, y} et l'unité 0. On en conclut facilement

la symétrie f(x, 3;) =f(y, x) et 3) du théorème 6.

4° Le cas d). L'associativité (10) est exprimée par

(F) Xyz (H, +±Hi(y,z}}[H0 + ̂  H< {x, yz (H* + S H, (y, z) ) } ]

Nous distinguons deux cas suivant que: i) Ho = Q ou ii)

i) HQ = Q. Supposons que

H^H^-H.^0 et

La relation (F) devient



416 Akira Kuwagaki

En y posant z = 0, on a

£Gc,30,0},

et en plus, en tenant compte du développement

S Ht (x, 0) = S A, ̂ , (m^w),

on a

m-<f]^y^J^

Le terme du moindre degré dans le premier membre de cette équation

est 2m, tandis que celui du deuxième membre est n + 2m-}-nm>2m. Il

faut donc que le terme-là s'évanouisse et on a nécessairement

On a de même,

s #; (0,30=0.
I = M

Ces deux relations impliquent que f(_x,y^) s'écrit sous la forme

Gi(x,y} étant un polynôme homogène du degré z.

Si l'on continue successivement ce procédé, on obtient enfin f(x, y)

= 0 ou

f(x, y) ^x*yn | ̂  (*, ̂ ) , (»^2) ,
i = 0

où KÎ désigne un polynôme homogène du degré z" avec
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La relation (F) sera réduit alors à

où ••• ne contient que des termes du degré^l. En comparant les

premiers termes des deux membres, on obtiendrait, si

ce qui exigerait n2 = n, contrairement à ;z^2. On a donc HQ—Q, ce

qui entraîne le cas trivial: f{x, 30=0.

ii) HQ=^=Q. Supposons encore que

H^H^-'^Hn^O et £fcj£0,

L'équation (F) se développe comme suit

j=Q

Si Ton divise cette équation, par H0 et y pose z = x, on aura

(G) SfliGc^-SfliOy,*)
i = n i—n

= S Ht {x, yx S Hy (y,x) } - S H, tay S Hy U y) ,
i = n j = Q ,- = „ J = Q

i ( y,x) S H, fe y a: S ̂  (^, ̂ ) }
'

JLlQ t =

Alors, on se sert des polynômes nouveaux suivants J{ et d avec

comme degré commun

H, (x, y) =as x
l + hy* + Js (x, y*)

et
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Gi (x, y) = Ji O, y) — J,- (jy, x) ,

où

Ji(0,^)=J,(a:,0)sO et z = w,

Nous considérons maintenant les ternies du degré n du (G)

Nous avons l'égalité

Ceci entraîne l'égalité:

an = bn et G, (#,30=0.

D'une manière générale, si les deux églités suivantes sont vraies

at = bi et Gi (x, 3; ) = 0

pour n^i<*m, les termes du degré m + l dans (G) seront

a^^^ + b^y^-a^y^-b^^^ + G^x, y)

_ ~ ~»z+l L ,y,;rf+l— am+i x £?,„+! x ,

car les autres termes du degré m + l s'évanouissent en vertu de la

symétrie de Hi(x^y} et de Hj(x,y) pour i,j<Lm.

Par conséquent, nous avons seulement

(i«+l- am+1)^"2+1 + G.+I(J:, 30 =0,

ce qui entraîne

am+1 = bm+1 et Gm+1(x, y^ =0.

C'est-à-dire, on a vérifié que Hi(x,y^) est symétrique par rapport

à x et y pour tous les entiers z(S^?0? °u? autrement dit,

II s'ensuit que d) du théorème 6, où S>2(x,y') est ou bien symétri-

que et s'annule en (0,0), ou bien Sz(x,y)=Q. C.Q.F.D.

4e 5o Exemples et remarques,,
D'abord il y a en effet la fonction de la forme 3) ou 4) du

théorème 6.
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Exemple de 3).

/(*, 30= ^y =(^+30(1 + ̂  + ̂ +°°°).

Exemple de 4).

Puis, dans le cas 3), on peut exprimer la fonction f(x,y} par la

forme

/Cr, 30^-' {?(*)+«> (30)

dans un voisinage de (0, 0) , d'après la théorie du groupe de Lie, où

fpÇx) désigne une fonction continue, parce qu'on peut établir qu'elle est

symétrique dans un voisinage d'un point, et on peut vérifier qu'elle est

symétrique dans tout le dora aine de la fonction analytique par le pro-

longement analytique.

§58 Solutions des équations du un par l'intégration.

58 le Une équation fonctionnelle du un. [10]

Comme un exemple d'équation du rang "un, nous considérons l'équa-

tion fonctionnelle suivante, qui n'est pas dérivée directement de l'équa-

tion de Cauchy.

(26) /w

C'est du type (1, n, 1) . Appliquant la relation (26) à chaque terme

du second membre de la même relation, nous obtenons une équation

qui est semblable à (26) et du type (1, n2, 1) :

Après avoir répété m fois ce procédé, nous arrivons à la relation
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Si la fonction f(jx) est continue (ou sommable) sur l'intervalle fermé

[0, 1] , nous aurons, à la limite de m— >oo, une intégrale définie dedans

le second membre et en même temps la solution.

(26') f(x) = \f(x)dx = c, (c: constante arbitraire).
Jo

Ceci remplit sûrement l'équation (26).

L'équation dont le coefficient du second membre est égal à un est

(27) /(*) =

La différentiation par rapport à x, si ce soit possible, nous amène à la

même équation que (26)

Comme la solution est /' (x) = Ci , f(.x) est donné par

f(x) = d x + c0 , (c0, Ci : constantes arbitraires) .

En portant cette expression dans l'équation (27), nous trouvons

= 0. On a donc

(270 f(x)=clx — -y-}, (c: constante arbitraire).

5. 2. Solutions de l'équation d'une variable.

Dans le cas général d'une variable, nous avons obtenu le résultat

ci-dessous dont la vérification nous renverrons à notre article original [10].

Théorème 8, Les solution de V équation fonctionnelle

(28) /(*)=&:§/{ x+ ("-*>+ fr'-1)* }

où la fonction inconnue f(x) appartient à la classe Cp sur [a, b] et

où le nombre naturel p satisfait aux inégalités'.

sont données comme suit.
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1) Cas où k est égal à n^1. Elles sont les polynômes du degré p

(28') /U)=c(V + ̂ -1+--+o)

où c est une constante arbitraire et Ci, c2? • • • , cp les constantes

déterminées par le système des p équations'.

(H) /«(.r)^=0, (9=0,1, 2, -,p-î).

2) Cas où k n'est pas égal à np~l. Elles sont triviales, c'est-à-dire,

elles sont identiquement nulles.

5.3. Solutions de l'équation de deux variables. [11]

Nous étendrons le théorème 8 au cas d'une fonction inconnue de

deux variables, mais l'extension au cas de wQ^3) variables est possible

sans aucune modification essentielle dans les raisonnements.

Théorème 9. L'équation fonctionnelle du type (2, m??, 1) :

(29) /(*,:y) = *S £/( *+("-«>+ C
.-i 1=1 ( m

où la fonction inconnue f\x, y} admet les dérivées partielles continues

jusqu'à V ordre suffisamment haut dans le rectangle I: [a, b] X [ c , d ] ,

admet une solution non triviale qui est un polynôme de degré p en

x et q en y, avec un facteur constant et arbitraire, dans le cas seule-

ment où le paramètre k est égal à mp~lnq~~l, p et q étant deux nombres

naturels ou nuls.

Dans le cas de deux variables, il y aura les conditions

dxdy=Q, (;n'
oxoy

pour déterminer tous les coefficients de la solution de (29).

Enfin nous remarquons que, employant les solutions fr(x) de (28)

pour k = nr~1, nous pourrons représenter les solutions fp,q(.x, y} de (29),

pour chaque paire (p, q) telle que k = ?np~1n'i~1, sous la forme



422 Akira Kuwagaki

(29') ft..dx,y)=

puisque le produit du second membre remplit effectivement la condition

(I).
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