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Un theoréme d’existence pour une
équation aux dérivées partielles
parabolique non linéaire, II

Par

Masuo HUKUHARA

1. Introduction.

Dans notre article précédent [5], nous avons traité I’équation
parabolique non linéaire

*y/ox*=g(t, x,9,0y/0L).

Nous voulons maintenant étendre notre résultat au cas de 1'équation
suivante

1.1 *y/ox*=g(t, x,y,0y/0x,0y/0t),

dont le second membre dépend de dy/0x. La méthode s’appuie sur un
théoréme d’existence dfi & M. Nagumo [4], dont I’énoncé voici.
Considérons lequation difféerentielle ordinaive du second ordre

1.2) d’y/dx*=g(x,y,dy/dx),
dont le second membre est continu dans le domaine ferme
a<x<d, o(X)=Zy<a(x), 2(x, =<y <2(x,y);

o(x) et @(x) sont des fonctions €C* [, a'] telles que I'on ait

1.3) o(a)=é(a) =8, ola)=<p=ala),
1.4 0" () =g (%, 0(x), ' (%)),
149 " ($)=g(x,a(x),a'(x));

2(x,y) et 9(x,y) sont des fonctions appartenant &

CH{(x,3); a<r=<da’, 0(x) <y<a(2)}
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et satisfaisant aux inégalites

1.5) 2(a, <0 (@) <d' (@) <2(a, B), 2(x, ) <9(x, 3),
1.6 g(x,y,2(x,9)) —2.(x, y) — 2,(x, y) 2(x, y) >0,
1.6)  gxy 2(x9)—0.(x,3) —2,(x, ) 2(x, ¥)<0.

Sous ces hypotheses il existe au moins une solution de Iéquation
(1.2) satisfaisant aux conditions suivantes:

a.7 y(@)=p, y(a)=p,
1.8) o=y <Za(x),
(1.9 2(x, y(D)) <y (£)<0(x, y(x)).

Remarque. Comme nous avons remarqué dans l'article précédent,
@' (x) peut admettre la discontinuité de premiére espéce. Si elle est
discontinue en &, il suffit de supposer

@' (6—0)>a'(¢+0).

@' (x) aussi peut admettre la discontinuité de premiére espéce.
Si elle est discontinue en &, il suffit de supposer que @'(£+0) sont
au plus égales au second membre de (1.4), oll x est remplacé par &

Il en est de méme de o(x).

2. Enonce du théoréme d’existence.

Nous supposons que la fonction g(i, x,9,y',z) est continue et
admet les derivees partielles g., g,, g, 8. satisfaisant aux inégalites

(2. 1), lg:(, %, 9,5, 2) | <A,
2.1), lg,(t, %,9,5,2) |<B,

2. 1)y lg»(t, %, ¥, 2) |<B’,
2.1). 0<i<g.(t,%,3,5, D) =p,
2.2) |g(t, 5,3, ¥, 2) — 8.4, %, 5,5, 2) |

<H|t—1|+K|y-3|+K'|y' =¥ | +L]|z—Z]
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dans le domaine ferme
(2.3) 0<i<T,, 0=x<l, [y|=<B, [¥VI<H, l|zI=r,

ot w représente 'une quelconque des variables t, vy, y', z.

Sous ces hypotheses, si T(ZT,) est un nombre positif assez
petit, lequation (1.1) admet au moins une solution définie dans
un domaine ferme

2.4 0<i<T, 0<x1
et telle que
(2.5) ¥, x)=0, »(,0)=0, y(1)=0.

Si l'on considére (1.1) comme équation qui définit 9y/d¢ en fonc-
tion de ¢, x, y, 8y/0x, 0*y/0x* on obtient une fonction uniforme a
cause des inégalités (2.1).. Nous pouvons donc écrire 1’équation
donnée sous la forme

(2.6) oy/ot=f(t, x,y,0y/0x, 3%y /0x7).

3. Définition des fonctions y,, z., u,.

Nous définissons successivement les fonctions ., z., #. comme

dans larticle précédent, c’est-d-dire par les formules suivantes

t,=nh, T=Nh;
Yo=0;
( ) yn(o) :yn(1> :0:
3.1 _
a=2 18, 2, 9., 50, 90),
_ Zn_zn—-l
Mﬂﬁ—*h .

La valeur de T sera déterminée au n® 6. Nous désignons par Py la
fonction polygonale dont les sommets sont (Z,,%.), c’est-d-dire nous
posons

Pty == l‘m)yn; (ta— 1) Ys

peur £,,<t<t?,. On a alors
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(3.2) D*Py(t) =2z,

pour t,,<t<l{t,.
Nous appliquerons le théoréme d’existence de M. Nagumo 3 1’équa-
tion en z=2z, qui s’écrit

(3.3) h2"=g(t,, %, Yyout hz, v, + h, 2)
“g(tn—-l y x’ yn—l ] y:z—l ] Zn~—1) .

4. Limitation des z,.
La condition a laquelle doit satisfaire la fonction
@(x)=2,4+hu
pour qu'elle soit majorante pour I’équation (3. 3), s’écrit
Pu'<g(ty, X, Yos+ B2y + Wty Yo+ hzo s+ W20, 2, + hu)
—28(twss %, Yoty Yooty Zut) T8 (Bumsy X, Yusy Yaty Zue).
Si u>u, ., le second membre est au moins égal a

— W (H+K ||z,]| + K |[z5-a]] + Ll ttaea ) U+ 20| + ([ 20-a]] + 12001 ]D
—Br*u—B'l\u' | +2h(u—u,—).

Si nous supposons

(4.1 lz,all<ers, N2l ZC, ol <da,

la condition en # est remplie lorsque

4.2) b <—h(A+C'+cou+d,) (H+K'C'+Ke, s+ Ld, )

—Bh-u—B'h|u'| +2(%—th,—y).

Cette condition est aussi suffisante pour que la fonction
o(x)=2z,,—Uu

soit minorante pour I’équation (3.3). On aura donc

4.3) |2, — 2, | <.

Posons
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a,x—bx* pour 0<x=<3,,
u={ d. pour §,<<x<1,
ce qui exige que l'on ait
a,0,—bd:=d, ou a,=bd,+d,/s.,
a,—2b5,=20 ou a,=2b3,.
Ces deux conditions sont remplies si I'on prend
4.9 a.=v'2bd,, 8,=v'd,/b.
La condition (4.2) devient pour §,<x<1
i(d,—d,)
=h(1+C'+cyt+d, ) (H+K'C'+Kc, 4+ Ld, ) +Bhd,.

Cette condition est remplie lorsque

4.5 d.=d.,
B aA+C'+cpu+d,)(H+K'C' +Ke,,+Ld,.)) +Bd,,
A—Bh ’
Posons ensuite
(4.6) Ca=Coyt+hd,.

La croissance de la suite {d,} implique celle des suites {a,}. {c.} et
{6.} .
La condition (4. 2) est remplie pour 0=<x<(5, lorsque

20=(1+C'+¢ys+d,) (H+K'C'+Kc,s+Ld,~) + Bd,+B'a,.

Si nous supposons

4.7 c=<C, d,.<D,

il suffit que l'on ait

(4. 8) 2=1A+C+C'+D)(H+KC+K'C'+LD)
+BD+2BvVbD.

La fonction # est alors complétement déterminée et on a I'inégalité
(4. 3), qui implique
”Zn_zn—q”éhd”.
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5. Limitation de z,.

Nous prenons pour 2=¢(x) une fonction ne dépendant que de x.

La condition (1.6) peut alors s'écrire
ho' (%) >g(ts, %, Yas t 12, Yus+ ho (%), 2)
'—g(tn—i. ] x; yn—b y;,;—n Zn—l);

ol z parcourt l'intervalle
I z— zn—l l gdn .

On peut prendre pour ¢ la solution de I'équation différentielle
¢ (x)=B'o(x) + A+BC+uD
avec la condition initiale
¢(0) =2v'bD (>a.).
On obtient ainsi pour £ 'expression

6.1 o) =ABEED (e 1) 120D

On verra dans la suite que 'on peut supposer

(5.2) C'=e(1)

= Ai%g’:i‘&(e"’ —1)+2vVbD -e”.
On aura alors
(5.3) |2,] <C’

6. Légitimité des évaluations de z,.

Prenons une valeur positive C’ plus grande que A/B’ et puis une
valeur positive & telle que l'on ait

26>1+CHY(H+K'C).
Si l'on prend ensuite les constantes assez petites C et D, on aura les
inégalités (5.2) et (4.8).
Déterminons successivement les valeurs ¢, et d, par les formules
(4.5) et (4.6) avec les valeurs initiales ¢,=d,=0 et puis les valeurs
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b, et b, par
(6.1) b,=b,1+hc,, b,=b,+hC,,

avec les valeurs initiales d,=b;=0. Désignons par Yy (%), Zy(®), Ux(¥)
les fonctions polygonales dont les sommets sont (#4, b,), (nh, c,), (nh,
d,) respectivement. Les points (nh, b,) se trouvent sur la droite
qui est le graphique de la fonction linéaire #C’. Si l'on fait N—>oo,
les fonctions Xy(#), Zx(¢), Uy(f) convergent respectivement vers les
fonctions Y (&), Z(), U({) qui constituent la solution du systéme

différentiel
vy ., dZ
=L Y
(6.2) %:%{(1+C’+Z+U)(H+K’C’+KZ+LU)+BU},

Y(0)=2(0)=U(0)=0.

La convergence est uniforme dans un intervalle compact ol Y (¥),
Z(t), U(t) sont définies.

Prenons une valeur positive T(<T,) telle que

{ Y(T)<, TC'<g, U(T)<D,

(6.3) Z(T)<min{C’, +}.

Si alors N est assez grand, les fonctions Yx(2), Zy(f), Ux(¢) sont
définies certainement dans lintervalle 0</< T et on a

' OgZN (t) gmin {T’ C,} )
pour 0<¢<T.
Les inégalités
(6‘ 5)}’ lyk‘gbk)
(6.5), |yl <kRC,
(6.5). | 2| =c,
(6.5).r lz:] <C7,

(6.5). lu.| <d.
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sont évidemment satisfaites pour 2=0. Supposons donc gu’elles soient
remplies pour £=7n—1<N. Puisque # définie au n® 4 est non négative

et ne surpasse pas d,, I'inégalité |z—z,_,| <# implique

{ fzi§6n=ZN(nh)§T»

6.6
(6.6) | Yas Bz | <by— Yy (nh) <,

et on voit que z,,+# est une fonction majorante pour (3.3) tandis
que z,,—u est une fonction minorante pour (3. 3).

Grice a l'inégalité (5.2), la fonction ¢(x) définie par (5.1) ne
surpasse pas C’. Puisque l'on a

d,=Uy(nh)<D
et
| Yacs+ ho(x) | <bs s+ hC'=nhC'<p,
les fonctions
2(x)=—¢(®), 2(x) =0

satisfait aux conditions de M. Nagumo relatives 4 2 et 2. Le théoréme
d’existence cité au n° 2 est donc applicable et les inégalités (6.5)
subsistent pour 2=mn.

Par conséquent les fonctions y., 2., #, sont certainement définies
pour £2=0,1, -, N et on a les inégalités (6.5).

7. Parachévement de la démonstration du théoréeme d’existence.

Comme nous avons expliqué dans notre article précédent, il suffit,
pour comléter la démonstration du théoréme d’existence, de montrer la
compacité des suites {Pn} et {D'P,}, et pour démontrer la compacité
des suites, il suffit de montrer I’équicontinuité des suites et la compa-
cité des suite en chaque valeur de la variable indépendante £.

Puisque l'on a (3.2), (6.5), et ¢,<C, la suite {Py} est équi-
continue. Puisque l'on a (6.5),, (6.5), et b,<p, khC'<TC(C’, la suite
{Py(t)} est compacte si 'on fixe la valeur de ¢. Il en résulte la

compacité de la suite de fonctions {Py}.
Puisque l'on a (3.2), (6.5)., (6.5). et ¢,<y la suite {D"Py(%)}
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est comacte si l'on fixe la valeur de {. Puisque l'on a (6.5), et d,<<D,
ona |u,| <D, et la derniére des relation (3.1) montre ’équi-continuité
de la suite de fonctions {D'P.}.

La démonstration du théoréme d’existence est donc complétement

achevée.
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