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sur les équation différentielles dont D’intégrale
generale est uniforme

Par

Masuo HUKUHARA

Introduction

Dans ses recherches sur les équations différentielles ordinaires du
second ordre dont I'intégrale générale est uniforme (Bull. Soc. Math.
France, 28, 1900), il a réussi, 2 surmonter la difficulté qui semblait
insurmontable, comme ’insistait E. Picard. Pour parvenir aux résultats,
il a constitué une double méthode qui permet de former des condi-
tions nécessaires pour qu’'une équation ait ses points critiques fixes et
de décider si ces conditions sont ou non suffisantes.

La recherche des conditions nécessaires s’appuie sur un lemme qui
affirme l'uniformité des coefficients d’un développement dont la somme
est uniforme. En fait P. Painlevé l'a appliqué légitimement et in-
génieusement. Néanmoins on doit étre prudent lorsqu’on traite des
fonctions multiformes admettant des lignes singuli€res. Pour le com-
prendre nous donnerons dans la premiére partie un contre-exemple de
ce lemme.

Pour montrer que les conditions nécessaires trouvées par l'applica-
tion du lemme sont suffisantes, il a formé d’abord une solution formelle
qui admet un péle mobile (formel) et dépend d’'un autre paramétre
et puis il démontre la convergence de la série formelle. L’équation
traitée:

(F) Y’ =6y'+x

est la plus simple de celles qui sont dépourvues de points critiques
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mobiles. Dans la deuxiéme partie, nous montrerons qu’il en est de
méme de I'’équation générale du second ordre dont le second membre

est une fraction rationelle en x, y, '

I. Sur la fonction limite des fonctions multiformes
1. Le lemme qui joue un réle important.

Il s’énonce:
Supposons que les seconds membres H et K du systeme

dy dz _
(S) _d?_H(nyx Z), dx h K(nyy Z),

dépendent analytiquement d’un paraméetve t et soient holomorphes
pour t=0; si intégrale générale du systeme (S) est uniforme quel
que soit t (sauf peut-étre pour t=0), elle est uniforme encore pour
t=0 et les développements de y(x), z(x) suivant les puissances de
t ont comme coefficients des fonctions uniformes de x.

Ce lemme est bien intuitif et il n’y aurait aucun doute qu’il soit
vrai. Mais il y aurait lieu de préciser sa signification.

D’aprés le théoréme classique de H. Poincaré, la solution y(x),
z(x) du systéme (S) se développe suivant les puissances de t:

Y(x) =yo(x) +9.(x) + 29, (x) + -
2(x) = 2,(x) + 12, (%) + 22, (x) + -

et si y(x) et z(x) ainsi que ¥,(x) et 2z,(x) sont holomorphes en
chaque point d’une courbe fermée I' (et si 1'on suppose de plus que H
et K soient holomorphes en chaque point (x,y, 2 0) tel que x&r,
y=5(x), z=2,(%)), les y.(x) et les z,(x) sont holomorphes en chaque
point de I Si, aprés avoir parcouru le chemin I, on trouve pour
une des ¥,(x) une valeur différente de la valeur initiale, la fonction
y(x) ne saurait reprendre non plus sa valeur initiale pourvu que £
soit assez petite.

Cette démonstration du lemme suppose que H et K sont holo-
morphes en chaque point (&, y,(x), z,(x), 0) tel que y,(x) et 2z,(x)
soient holomorphes. Il faut donc, pour appliquer le lemme, tenir
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compte de ce fait. Car, il y aurait lieu de se proposer si y(x) et z(x)
sont uniformes sans que les y,(x) et les z,(x) le soient. Si les y,(x)
admettent des points critiques qui se trouvent sur une ligne L, ne
peut-il pas arriver que la somme y(x) admet L comme ligne singuli€ére
et devient uniforme dans son domaine d’existence?

Nous montrerons que cette circonstance se réalise si l'on ne se
restreint pas aux solutions des systémes differentiels.

2. Contre-exemple.

Considérons la série de puissances en t:

(1) Ft(x):tf1<x)+t2_f-2(x)+"'
Nous prenons pour f,(x) la fonction

(X)) =cv'x—a,,
ol {a,; est une suite de nombres rationnels: 1; 1/2, 2/2, 3/2, 2; 1/3,
2/3, 3/3, 4/3, 5/3, 6/3, 7/3, 8/3, 3; 1/4, ---, 4; 1/5, ---, 5; ---. Si
I’'on pose

=1 4224+ k*

=%<k+1)<zk+1>,
on aura

—m_ = 2
aﬂﬁ-m k+1 ) m 17 2» ’ <k+1> .

Nous prenons pour {c,} une suite de nombres positifs qui s’évanouit
assez rapidement. Nous dirons alors que F,(x) est, quelle que soit
la valeur ¢ différente de 0, une fonction analytique uniforme pour
laquelle le demi-axe réel positif est une ligne singuliére.

En effet, soit D le plan de nombres complexes coupé suivant le
demi-axe réel positif L. Puisqu’on a

n,=0(k"), a,=0(k) =0n'?),
et
vV i—a,=0n'"),

le second membre de (1) est une série qui converge uniformément a
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lintérieur de D, si la série Jc,n'®|f]|" est convergente. F,(x) est une
fonction holomorphe dans D et sa dérivée F;(x) est donnée par

Fi(x) =3 tf1(5).

Pour montrer que L est une ligne singuliére, il suffit de montrer que
l'on a F;(x)—>co pour x=is+p/q s—>+0, ol p/q est une fraction
irréductible telle que p<g? car I'’ensemble de ces fractions est dense
sur L.

Soit v le plus petit des indices # tels que @,=p/q. La somme

v-—-1
Sf(x)
est une fonction de x holomorphe en p/q. On a d’autre part

11/vV 2—a,|<|1/vV %—a, |

pour tous les # si x=is+p/q. Par suite

2

S PR S altl/1vVE—a, .

n=v+

Supposons donc, quelque grand que soit R>0, que l'on a
60, =3 €y R
k=1

pour v assez grand, oll ¢ désigne un nombre positif moindre que 1. Si

I'on prend par exemple ¢,=1/%#!, on a

- R = R+ Re*
CESY) k2=1 +2)(y+3) - (v+k) = +D!

ECqukRk
=1

et la condition ci-dessus est remplie si o(v+1)=Re"
Si alors |#|<R, on a

2

S0 =A-oelt/ |V E—p/a |,
de sorte que
SHTHEEES

pour x=is+p/q, s—>+0. C.Q.F.D.
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II. Sur la convergence d’une série formelle qui
satisfait 4 une équation différentielle
ordinaire du second ordre

3. Traitement de I’équation (F) d’aprés P. Painleve.

Pour démontrer que la solution générale de I'’équation différentielle
(F) est méromorphe, P. Painlevé utilise la transformation

2 _xz_ 2
y = e 2 2 +uz'.

(T) y=-—"%

z

On a pour z et u# les équations différentielles

4 6

(1. %2 2 uz
) £ e I R
S Er B R (5, 8
Lu—8+8+4 xz+4u+2uz.

Ce systéme différentiel admet une solution holomorphe telle que z(a)
=0, u(@)=h, a et h désignant des valeurs arbitraires. En portant
cette solution dans la transformation (T), on obtient la solution qui
admet un podle moile ¢ et dépend d’une autre constante arbitraire #4.
La transformation est obtenue comme il suit.

On détermine d’abord une série

4

_c
Y (x—a)*  x—

p +ea(x—a) fe.(x—a) + -,

qui satisfait formellemant a I'équation (F) et on trouve
c=1, =c=c=0, c.=—a/10, c¢;=-—1/6,
ca=h, ¢;=0, c;=a?/300, .
On transforme la solution formelle en une série de puissances de x—a

dont les coefficients sont indépendants de @ (mais dépendent naturelle-
ment de x). On obtient ainsi pour y et 3’ les séries formelles

1
N CETL

' 2 x(x—a)
y=- (x—a)® 5 B

X e a)— L (g D)t
10(x a) 15(x a)}+h(x—a)*+--,

3 (o) @)
1O(x a)+4h(x—a)*+---.
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Eliminant x—a entre ces deux relations, on obtient une relation for-
melle

2
ym— 2 TR Z L qpepgen (o= 1),

ezt 2 2

ol la variable z est liée & y par y=1/z°. La transformation est ob-
tenue, en supprimant du second membre les termes des degrés supé-
rieurs a 3 et en prenant e=1, h=u.

On obtient ainsi pour # et z des équations différentielles dont les
seconds membres sont des fonctions holomorphes pour x=a, z=0, #
=h. On en conclut la convergence de la solution formelle et I'existence
du pole mobile est démontrée.

4. Explication du probléme.

Proposons-nous maintenant la question suivante.
Considérons I’équation dijférentielle

(E) y'=R(x,5,%),

ou
R(x,9,y)=P(x,9,5)/Q(x,5,5)

est une fraction rationnelle irréductible en x, y, y' et supposons
Pexistence d’une solution formelle

(4.1) y= (x—a)‘”‘%oc,,(x—a)”, (m=>0, ¢,s%0).

Si les coefficients ¢, dépendent en outrve de a d’un autre parametre
h, est-elle convergente pour x—a assez petit, lorsque h appartient
a un certain domaine?

On peut écrire

P(t,9,5) =3 4iu(a) (x—a)'yy",
Q(x,9,3) =X Biu(a) (x—a)'y’y"
et pour déterminer ¢,, on obtient une relation
4.2) —>2V(—m)"(m+1) B (a)ci*'**
=>"(—m) Ay (@) ci*',
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ol la sommation > est étendue pour toutes les combinaisons (¢, 7, 1)
telles que les ordres —i-+jm-+I(m+1)+m+2 des termes corre-
spordants sont les plus élevés et la sommation > a la signification
analogue, les ordres correspondants des deux membres étant égaux.

Deux cas sont a distinguer suivant que (4.2) est une identité
ou une relation algébrique en c¢,.

Dans le premier cas ¢,=c est une constante arbitraire. Dans le
second cas ¢, est une fonction algébrique du paramétre a.

D’une maniére générale, pour déterminer c,, on obtient une rela-
tion

4.3) ¢V (—m) {m(m+1) —I(m+1) (n—m)
+m—m)(n—m—1)} B, (a)cit
:c"Z”(_m>l—l {—jm+l(%—m)}A,~,~k(a)C{,”"1—l— e

ol les termes non écrits ne dépendent que de ¢, €1, ***, Cuy. SUPpPO-
sons que ces coefficients aient été déja définis comme fonctions al-
gébriques de a. La relation (4.3) détermine en général ¢, d’une
maniére unique comme fonction de a. Si elle ne détermine pas ¢,
d’une maniére unique, on trouvera une identité ou une impossibilité.
Si elle est une identité, ¢, est une constante arbitraire. Si elle est
une impossibilité on ne pourra obtenir la solution formelle (4.1).
Cette hypothése doit donc étre rejetée.

Supposons qu’un des coefficients ¢, ¢;, -+, ¢,, peut prendre une
valeur quelconque c¢. En général la relation (4.3) détermine ¢, d’une
mani€re unique comme fonction algébrique en ¢ et rationnelle en c.
Si elle est une identité, ¢,=c’ est aussi une constante arbitraire. On
peut considérer encore un cas possible: ¢, disparait dans la relation
mais la somme des termes non écrits ne s’évanouit pas. Alors on
doit déterminer le paramétre ¢ de maniére que la somme des termes
non écrits s’évanouisse. ¢ est alors une fonction algébrique de a et
¢,=c' est un nouveau paramétre.

On pourra ainsi déterminer de proche en proche les coefficients
¢, algébriquement, et 'un d’eux, soit ¢,=#, est un paramétre; les
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coefficients qui le précédent sont des fonctions algébriques d’une seule
variable @ et ceux qui lui succ€dent sont des fonctions algébriques

en a et rationnelles en 4.

5. Le cas ou le premier coefficient ¢, est une constante arbitraire
h.

Posons
5.1 y=u/z", y'=—mu/z"",
On aura alors pour 2z et # les équation différentielles

muz' =z""*R(x, u/z", —mu/z"") —mu,
.2) { (x, u/ /2"

zu'=z"2R(x, u/z", —mu/z""*) —m(m-+1)u.

En résolvant les équation (5.1) par rapport a z et #, on obtient
(5.3) z=—my/y, u=(—m)"y""/y".
En portant les séries formelles

y=G@-0"Se-a, ¥=GE—a " Bh-—me(r-a)"

n=0
dans les seconds membres de (5.3), on obtient une solution formelle
du systéme différentiel (5.2):
(5. 4) 2=Sla(x—a), u=>4(x—a)",
n=0 n=0

oll fo="h, ay=1 et en général «, et B, sont des polynomes en 4, ¢,
--.,c, et 1/h. Par suite, ils sont des fonctions rationnelles en % et

algébriques en a.

6. Le cas ou ¢,(>>0) est une constante arbitraire h.

La solution formelle peut se transformer en une série formelle de
puissances en ¥—a dont les coefficients ne dépendent que de % et de

xX:
6.1) yz(x—a)""‘gor,,(x—a)"

et on voit immédiatement que l'on a
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r () =6 () — (@ + o+ D e (),
ol ¢ désigne la dérivée j*™ de c¢; considéré comme fonction de a.
On a en particulier
r,=h-+fonction algébrique de x.

Les 7, sont des fonctions rationnelles en % et algébriques en x,
ceux qui précé€dent r, étant indépendants de %. En différentiant la
relation (6.1) par rapport & x, on obtient

6.1)’ y = (x— a)—m—lgo(r;_l +(n—m)1.) (x—a)".

L’élimination de x—a entre les deux relations (6.1) et (6.1)’
nous améne a une relation

6.2 Y =3 )™ (0"=),

en posant y=1/z".
On a en effet

vz= (-0 [Er—ar}

d’oli I'on obtient pour x—a une série formelle de puissances en wz:
_ 1/m rn(x> n
x—a=c(x)'""(w2)| 1+ -+ — = et (02)"+ -+ .
me,(x) ™
En portant cette expression dans le second membre de la relation

(6.1)', on obtient la relation (6.2), et on voit sans peine

o= — m/co(x)”"‘,

et
n—1
(n—m)co(x) = "
= . n+...’n%1,
? co(x) T
ol les termes non écrits ne dépendent que de 7o, **+, Tw.
Effectuons maintenant la transformation
v-1
(6.3) y=1/z", y’=z""‘“1{2p,,z"+uz”}.
n=0

On obtient pour z et # des équations différentielles de forme normale

dont les seconds membres sont des fonctions rationnelles en 2z, # et
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algébrique en x. Nous disons qu’elles admettent une solution formelle
(5.4).
En effet, I’élimination entre les deux relations

1y’= (x—a)""é]o(ri_mL n—m)r.) (x—a)"
nous améne 4 la relation
y'= goan”"”‘”’.
Cette relation est donc satisfaite si 'on prend
(6.5) u =gpnz"*".

En portant la premiére des expressions (6. 4) dans cette relation et en
développant # et z ainsi obtenues suivant les puissances de x—a, nous
obtenons les expressions (5.4), les «, et les B, sont des fonctions
algébriques de @ et on a en particulier

ar=7.(a)7", Be=G+1D1.(a)/c(a)!"+ .

L’assertion est donc vérifiée. 1,(¢) dépendant de %, B, aussi peut
prendre des valeurs arbitraires. Les autres «, et 8. sont des fonctions

rationnelles en % et algébriques en a.

7. Un lemme.

Avant de démontrer la convergence des séries (5.4), établissons

un lemme.

Lemme. Considérons un systeme de deux équations differ-
entielles

(7' 1) x)\"%?x)_:f(x;y, Z)) x,\'%i_:g(x)yy Z):

o A est un entier et les seconds membres sont des fonctions holo-

morphes de x,y, z dans un voisinage de (0,0, 0) et telles que 'une

an moins des valeurs f(0, ho, ko), g(0, ho, ko) est différente de 0:
S’il admet une solution formelle
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(7 2) y:ipnx”; Z:’%Chx",

n=0

dont les coefficients sont des fonctions de deux constantes arbitraires
po=h, qo=Fk holomorphes pour h=h,, k=Fk, on a nécessairement
2X0.

Si 2<0, le systéme différential (7.1) admet, d’aprés un théoréme
bien classique, une solution telle que y(0)=%; z2(0) =k et elle est une
fonction de x, h, £ holomorphe dans un voisinge de (0, %, k,). Par
suite les séries (7.2) convergent lorsque les valeurs x, h—h,, k—Fk,
sont assez petites.

La démonstration est immédiate.

En effet, si 'on porte les séries (7-2) dans les équations (7-1),
les deux membres se développent formellement en des séries de
puissances de x et si 1>>0, les premiers termes seraient 0 dans les
premiers membres et f(0, 2, k) g(0, k, k) dans les seconds membres.
On aurait donc une contradiction puisque I'une au moins des deux
valeurs f(0, ko, k) et g(0, &, k) est différente de O.

8. Convergence de la solution formelle.
Revenons au systéme différentiel en 2z, # lequel nous écrivons

dz _ du _
<8 1> —H‘“_chy Z, u); W_

P G(x,z,u).

Les seconds membres sont des fonctions rationnelles en z, # et al-
gébriques en x. Si lon prend z pour variable indépendante, on
obtient

dx 1 du  G(x,2z,u)
(8.2) dz  F(x,z,u)’ dz F(x,zu)’

D’autre part, puisque a;#0, la premiére des relations (5.4) nous
permet de résoudre x comme série entiére de z et en la portant dans
la deuxi€éme des relations (5.4), on obtient pour # une série entiére
de z; soient

(8.3) x= %0 2", u= i q.2"

n=0
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les séries formelles ainsi obtenues. Les coefficients sont des fonctions
algébriques en po=a et gq,=Fk. Les systémes des valeurs (@, k) ol
les p. et g, deviennent singuliers forment un ensemble au plus dé-
nombrable. Si (a;, k) n’appartient pas a cet ensemble, le lemme
établi au n° précédent est applicable et les séries (8.3) sont conver-
gentes lorsque les valeurs z, a—a, et k—k, sont assez petites.

Les variables z et # considérées comme fonctions de x sont holo-
morphes dans un voisinage de &, et on a les développements (5. 4)
qui convergent lorsque a—a, et 21—k, sont assez petites. En les portant
dans (5.1) nous trouvons une solution qui admet un péle mobile @
et dépend de la constante arbitraire k. Le probléeme posé au n°4
est donc résolu affirmativement.



