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Concernant le problème aux limites pour l'équation différentielle
ordinaire du second ordre

(1) dzx/dt2

on sait de beaux résultats de M. Nagumo [4, 5, 7] et de H. Okamura [1].
J'ai traité le système de deux équations différentielles

(2) dxldt=f& x, jO, dy/dt=g(t1 x, y)

avec la condition aux limites

(3) *GO=A ^ («0=13',

où a, al, j9, /3' sont des valeurs données [6]. Comme nous avons re-
marqué plusieurs fois, l'équation différentielle (1) avec une condition
aux limites peut se transformer au système différentiel (2) avec la
condition (3).

Supposons que les fonctions / et g soient définies dans un compact
35 limité par deux plans t = a, t = d et que les ensembles

(4) <£={(«, fcjOe®}, <£'={(«',*, 00e 35}

soient des segments de droites. Alors le problème s'énonce: Trouver
une courbe solution de (2) qui joint G? à ©'.

Donnons au lieu de (3) deux relations

(5) ?(*,JO=0, iK*,jO=0

et proposons-nous de trouver des solutions satisfaisant à ces relations
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respectivement pour t = a, t = ol. On prend alors sur les plans t = a, ol

les deux courbes Cf, Gc' sur lesquelles les relations (5) sont satisfaites
et le problème s'énonce comme tout à l'heure.

1. Familles de caractéristiques.

Soient / et g des fonctions définies respectivement dans G? et Cf'.
Si Gr est une partie de Gf ' et si / et g coïncident dans Gr, nous dirons
que / est une partie de g et que g est une extension de /. Dans la

suite nous supposerons toujours que le domaine de définition est un

intervalle compact.
F étant un ensemble dont les éléments sont des fonctions, un

élément / de F sera dit maximal s'il n'y a dans F aucune extension

de / autre qu'elle même.

Définition 1.1. Famille de caractéristiques est l'ensemble de

fonctions continues à valeurs dans Rn (ou courbes dans J?X J?B) satisfai-
sant aux conditions suivantes et ses éléments sont appelés caractéris-

tiques :

1° Chaque caractéristique est une fonction continue à valeurs dans
Rn définie dans un intervalle compact (qui peut se réduire à un point) ;

2° Une partie d'une caractéristique est aussi une caractéristique,
c'est-à-dire si une fonction coïncide avec une des caractéristiques dans
l'intervalle où elle est définie, elle est une caractéristique;

3° La famille est un ensemble compact dans l'espace distancié

B = D(J?"+1), où la distance Dist(SÏ,93) est définie par

Dist(8r,§B)=inf{«;

Os (G?) désignant le £-voisinage de G? :

OS(@) = {P; distCP,

4° Si deux caractéristiques coïncident en une valeur OL de la
variable indépendante t, la fonction qui coïncide avec l'une d'elles pour
t<ja. et avec l'autre pour f^a est aussi une caractéristique;

5° Les extrémités des caractéristiques maximales se trouvent sur
la frontière de l'ensemble engendré par les caractéristiques.
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Définition 1» 2. Si F est une famille de caractéristiques, l'ensemble
(dans J*?Xj??K) rempli par les caractéristiques de F est appelé domaine
fondamental de F; il est désigné par ® = ®(F).

On a immédiatement la

Proposition 1. 1. Le domaine fondamental d'une famille de

caractéristiques est un ensemble compact dans RxRn.

Définition 1.3. Soit ®' une partie fermée de S(F). L'ensemble
des caractéristiques de F contenues dans ®' est appelée sous-famille

de F restreinte à ®'. Nous la désignons par F(®').

On voit sans peine que l'on a les propositions suivantes.

Proposition 1. 2. Si ®' est une partie fermée de ®, la sous-
famille de F restreinte a ®' est aussi une famille de caractéris-

tiques.

Proposition 1.3. Soient {Gc* ; À^À} un ensemble de parties

compactes de 3). Si leur intersection G?=n@\ n'est pas vide, on a

c'est-à-dire la sous-famille de F restreinte à G? est l'intersection des

sous-familles de F restreintes aux G?*.

Définition 1. 4. G? étant une partie quelconque de R X Rn, l'ensem-
ble des points de Gf dont les abscisses sont au plus (moins) égales à r
est appelé ensemble G? tronqué a droite {gauche) par l'hyperplan

t = r. Nous le désignons par 6

Définition 1. 5. F étant une famille de caractéristiques,
est appelé sous-famille de F tronquée à droite par l'hyperplan t = r,

et nous le désignons par F£. Nous définissons de même sous-famille
tronquée a gauche; elle est désignée par F;.

2. Classification des points frontières.

Définition 2. 1. Les extrémités gauches des caractéristiques maxi-
males sont appelés points extrêmes gauches de ® et l'ensemble des
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points extrêmes gauches frontière gauche de 35; îa frontière gauche
est désignée par SB* = 33*(F). On définit de même points extrêmes
droits et frontière droite; celle-ci est désignée par Sd = Sd(F).

Définition 2. 2. Une caractéristique x est applée demi-caractéris-
tique gauche maximale si son extrémité gauche appartient à 93*. On
définit de même demi-caractéristique droite maximale.

Nous désignons par F+(@) l'ensemble des parties des demi-carac-
téristiques droites maximales dont les extrémités gauches se trouvent
dans Gr. La famille F+(Gf) tronquée à droite par Fhyperplan t = r est
désignée par F/(@). On définit de même l'ensemble des caractéris-
tiques F~((£) et F-(<£).

On a immédiatement la

Proposition 2.1. Si © est une partie compacte de S), F*(G?)
et F? (G?) s0w£ des familles de caractéristiques.

Remarque. La réunion F+(Gc) LJF~(Gf) n'est pas une famille de
«caractéristiques.

Définition 2.3. Considérons un point frontière A qui n'est pas
un point extrême droit. Chaque caractéristique maximale de F+(A)
•est définie dans un intervalle avec une longueur positive. On peut
•distinguer deux cas suivant que les points de 3+G4) = S(F+(Gf)) assez
voisins de A se trouvent à l'intérieur de S) sauf le point A ou non. Dans
le premier cas A est un point isolé de 33n3+G4) tandis que dans le
•second cas A en est un point d'accumulation. Désignons par 33+

l'ensemble des points frontières tels que l'on ait le premier cas, et par
18+ celui des points frontières tels que l'on ait le second cas. On
définit de même les ensemble S3~, 33_.

3. Zone d'émission.

Définition 3.1. Le domaine fondamental ®(F+(Gr)) de la famille
F+(G?) est applé zone d'émission à droite de G?; il est désigné par

3+(@)=3+(@; F). L'ensemble 3+(©î F) tronqué à droite par l'hyper-
plan t = T est désigné par 3* (@) =àï (Gc; F). On définit de même
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zone d'émission à gauche de G? et la zoiie d'émission à gauche de G?

tronquée par l'hyperplan t = r et on les désigne par 3~(®)=3~(®; -F)

et 3r (E)=3T (®; F). La réunion 3(©) = 3+(®) U3~(©) est applée
£0H£ d'émission de S.

Il est clair que l'on a les propositions suivantes.

Proposition 3. 1. La sous-famille de F restreinte à 3+((£)

coïncide avec FH(Gc),

Rem arque. Il est clair que si l'on a une proposition relative à la

famille F+(@), on a une proposition analogue relative à la famille

F~(Gc). Par exemple, l'analogue de la proposition 3.1 s'énonce comme

il suit:

La sous-famille de F restreinte à 3"(®) coïncide avec F~(GO.

Dorénavant, nous n'énoncerons pas, pour être court, l'analogue

d'une proposition, si on l'obtient par simple intervertissement du sens.

Proposition 3.2. Si Gfi et Gf2 sont deux parties compactes de

35, o^ a

Proposition 3. 3. Si ©' ̂ s^ ̂ ^^ partie compacte de Z+(@),

4. Familles knesériennes.

Définition 4.1. Un point ^4e® d'abscisse a est appelé

knesërien a droite dans les cas suivants:

2° ^4 appartient à 33+ ou à l'intérieur de 2) et la section de

par l'hyperplan t = r est un continu pourvu que la différence r— a est

positive et assez petite;

3° AÇEÎS+ et la réunion de 3îCA)n33 et de la section de 3+(^4)

par l'hyperplan t = T est un continu pourvu que la différence r — a soit

positive et assez petite.

On définit de même point knesërien a gauche.
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Définition 4. 2. Si tout point de 2) est knesérien à droite et si

de plus 33 + est une partie ouverte de 33 et est contenue dans 33*, F

est appelée famille knesérienne a droite. On définit de même famille

knesérienne a gauche. Une famille knesérienne à droite et à gauche

est appelée famille knesérienne.

Proposition 4. 1. Si F est une famille knesérienne a droite,

les familles Fd
ri FJ le sont aussi.

1° FJ est knesérienne à droite, car (F?) + (P) coïncide avec F"(P)

pour PeS*.

2° F* est knesérienne à droite, car (F*)-r+(P) coïncide avec FT
+(P)

sauf pour les points qui se trouvent sur l'hyperplan t = r et ceux-ci

appartiennent à 33* (F*).

Proposition 4. 2. Soit F une famille knesérienne a droite. Si
@ est une partie continue de S, l'intersection

est un continu.

En effet, £ est un compact. Supposons que E soit une réunion

de ses deux parties fermées (£1 et K2- Les ensembles

sont des parties fermées de 3+(©) et leur réunion coïncide avec

Celui-ci est un continu parce que tout son point est joint à G? par une

caractéristique. Par suite l'intersection 3l P $2 n'est pas vide. Soit A

un de ses points ayant la plus grande abscisse a..

Si A n'appartenait pas à S3rfUS3+, la section @ de 3+(-<4) par

l'hyperplan t = r serait un continu non vide pourvu que la différence

r — CL soit positive et assez petite. © serait alors la réunion de ses deux

parties fermées

L'intersection @in@2, qui est une partie de 3iH32, contiendrait donc

au moins un point ayant une abscisse plus grande que a contrairement

à la définition de a.
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A appartient donc à S>dU2B+. Si ^4e23d, A appartient évidemment
à £inE2. Considérons donc le cas de A^î&+.

@ ayant la même signification que plus haut, l'ensemble

est un continu pourvu que la différence r — a soit positive et assez
petite.

sont des parties fermées de 31 et leur réunion coïncide avec §1. Donc
l'intersection SIiR^ n'est pas vide. Mais elle ne peut contenir aucun
point d'abscisse plus grande que OL. Donc elle ne contient que le point
A.

Si A n'appartenait pas à K!, on pourrait supposer, en prenant r— OL

assez petite, que & 04) ne contienne aucun point de ^. On a alors

A appartenant à SIi, @ contiendrait des points de §1! . Alors 3Ii = 3
et 2I2 seraient des parties fermées non vides de §1 et leur réunion

coïnciderait avec SI. Donc SliPlSk ne serait pas vide et SliflSk
contiendrait des points autres que A. C'est absurde.

A appartient donc à l'intersection (£inK2. On en conclut que £
est un continu.

5. Familles F+(g).

Définition 5» 1. Soit F une famille de caractéristiques. L'ensemble
des caractéristiques de F~(G?) qui joignent G? à S3dLJ35+ se désigne par
/\ /\
F+(C5). La notation F~(G?) a la signification analogue.

/\
Proposition 5.1. F+(T) 0s£ ^ ensemble ferme qui dépend de

P d'une manière semi-continue supérieurement.

Considérons en effet une suite {Pk} extraite de ® et convergeant
/\

vers P et supposons qu'une suite fc} telle que ickŒ:F+(Pk) converge
^\

vers J. Il suffit de montrer que T, appartient à F+(P).

L'extrémité droite Q* de 5» appartient à 2MUSB+ et la suite {Qk}
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converge vers un poiat Q qui appartient nécessairement à 83dU33-r. Les
/\

extrémités de £ sont évidemment P et Q, g appartient donc à F+(P).
xx

La de iionstration montre aussitôt que F+(P) est un ensemble fermé.
x\

Car si l'on prend Pk = P, fe} est une suite extraite de F"~(P) et alors
x\

sa limite £ appartient aussi à F+(P).

Proposition 50 2* Si F est une famille kneserienne à droite,
x\

F+G4) est un continu quel que soit ^4e®.
/\

li suffit de montrer que F+C4) est bien enchaîné. Pour cela, nous
/\

prenons deux éléments quelconques £ et P de F+(^4) et nous montrerons
/\

que l'on peut les joindre par une chaîne d'éléments de F+(A) à chaînons
inférieurs à un nombre positif arbitraire s.

D'après la compacité de F, on peut faire correspondre à p>0 an
nombre /do)>0 de manière que l'on ait

pour 3^F, \t — 1'\ </(p). Soit a l'abscisse de A et /5 la plus grande

des abscisses des points de 3+(^4). Prenons une suite croissante a = a0,

MI, • ' • , <^Ar_i , OLN = $ telle que

et désignons par (£é la réunion de la section @A de 3+(^4) par l'hyper-
plan if = ̂  et de l'ensemble

D'après les propositions 4. 1 et 4. 2, (£* est un continu.
/s

Désignons par £F k = F£k (^4) l'ensemble des caractéristiques de
limitées par A et (£A. Nous voulons montrer par récurrence que deux

éléments quelconques de 3"* peuvent se joindre par une chaîne d'éléments
de 3k à chaînons inférieurs à e telle que les extrémités droites forment
une chaîne à chaînons inférieurs à pk; les conditions auxquelles doit
satisfaire la suite {pk} seront données dans les lignes suivantes.

Soient 5 et 9 deux éléments quelconques de G^, et P et Q leurs
extrémités droites. Gt^ étant un continu, on peut les joindre par une

chaîne d'éléments de (£1 à chaînons inférieurs à p1;P=P1, P2, • • • , Pm = Q.
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Prenons un élément & de 3l dont l'extrémité droite est P,, (z = l, 2,

• • • , m). Nous posons en particulier & = £, sm = ç.

Puisque l'on a &GO=s(aD et ^ — «</(e/2), on a

d'où

Dist(rf.,£y)<e.

ïi» Ï2, • • • , &n forment donc une chaîne à chaînons inférieurs à s.

Considérons maintenant le cas de k quelconque. Nous prenons

deux éléments quelconques r et l) de Efk, et désignons par j' et t)'

les arcs partiels de £ et de 1) limités par A et (£*_!. Par l'hypothèse

de récurrence, on peut construire une chaîne d'éléments de £?A_i à

chaînons inférieurs à e : £' = t£, £j, • • • , £,'w = t)' telle que leurs extrémités

droites PI, P2', • • • , P« forment une chaîne à chaînons inférieurs à pk^.
x*x

D'après la proposition 5. 1, F^k (P) dépend de P d'une manière

semi-continue supérieurement lorsque P parcourt (£^i . Si donc on prend

P£_! assez petit après avoir défini pliy on aura

dist (F£ (PO ,F^ (P;+1) ) <min {P,/3, /U/3} .

On peut donc choisir ij'/^F^^P'^ et jî+i^F^C^'+O de manière que

l'on ait

Dist (t)!', CO <min {P,/3, /(^/3) } .

Soient Q'/, P-'+i les extrémités droites de 1)|', j '+i- Nous prenons pour

PI et Qn les extrémités droit ss de x et t) et pour j:J' et ^'«' les arcs

partiels respectifs de £ et i) dont les extrémités sont PI, P" et Q',,, Q'n'.

Si aucun des points P' et P't+l n'appartient à Fhyperplari t = ak-i,

ils appartiennent à G";. Alors on prend pour £', nj' les points Pz', P^i
eux-mêmes de sorte que Q't' = Pr,, P[^i = P'l+l.

Considérons le cas où un au moins des points Q( et P'1+I appartient

à l'hyperplan t = ah-i- Soient r et T les abscisses des points P'+i? Q"

et supposons par exemple que l'on ait r'^r. Soit r" une valeur telle

que

où ft-(rr;, i);'(r")). On a alors
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ïî'+1)

<mmW3,/(ft/3)}.
On a donc

dist(Q'/, Pi'«)

r^dist ( Q'i , Q,0 + dist (<2, , P,"

La réunion (£« de la section de 3+(-P') par l'hyperplan t=a.t et
de l'ensemble

est un continu qui contient P" et 07. Si donc P7=^=Qï9 on peut les
joindre par une chaîne de points de (£,-* à chaînons inférieurs à pk:

x\

{-P«vî ./ = 1> 2, • • • , *wf-}. Soit JÎJ une caractéristique de F£k(P't} dont
l'extrémité droite est P^-. Puisque l'un au moins de P'J et 07 est

différent "de PI-, l'abscisse & de P- est au moins égale à ak^ — çk^.
L'abscisse $(] de P-;- est au plus égale à ak . Si donc pk^ est assez petit
de sorte que

on a

dist(s;(ft),

pour Pi^t^p'j'j. On en conclut que l'on a

En joignant £'• à ji-y bout à bout, on obtient une caractéristique x{j
x\

de Fak(A) et les caractéristiques fe/; j = l, • • • , ?w,-; i = l, • • • , w} forment
une chaîne à chaînons inférieurs à e joignant S et t) et les extrémités
droites forment une chaîne à chaînons inférieurs à pé joignant les
extrémités droites de £ et t).

Nous voulons maintenant établir une proposition réciproque dont

l'énoncé voici.

Proposition 5. 3. Soit F une famille de caractéristiques satis-

faisant aux conditions suivantes-.
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1) F+(P) est un continu pour tout

2) 95+ est une partie ouverte de $8 telle que 35+

Alors F est une famille knesèrienne a droite.
/x

Considérons le cas de >l$$BrfU33+. Toute caractéristique de F+(A)
existe dans un intervalle assez petit [a, r] , où a. désigne l'abscisse du
point A.

Si la section @ de 3 + C/l) par l'hyperplan t = r est une réunion de
/x

ses deux parties fermées @i, @2, F
+(A) est la réunion de ses deux

parties fermées

F+(,4)nF(@f), £ = 1,2,
x\

et, puisque F+(^4) est un continu par hypothèse,

n'est pas vide. On en conclut que SiRS^ n'est pas vide. Par suite
est un continu.

On peut démontrer de même que si

est un continu pourvu que -c — a. soit positive et assez petite, OL désignant
l'abscisse du point A. Si l'on fait correspondre à une caractéristique

/s>

de F+(^4) son extrémité, on obtient une application continue. Par suite
un point quelconque de 35+ est aussi knesérien à droite.

6. Familles proprement knesériennes»

Définition 6. 1. Soit F une famille de caractéristiques. Nous

désignons par F l'ensemble des caractéristiques maximales de F. Si P

appartient à ®, F+(P) représente l'ensemble des caractéristiques maxi-
males de F+(P). G? étant une partie compacte de ®, nous posons

Nous définissons de même F"~(Gf). Nous désignons en particuliers par
F* les ensembles F±(®).
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Proposition 6.1» Les trois conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) F+ est un compact]

(11) F+(P) dépend de P d'une manière semi-continue supérieure-
ment ;

(iii) $Sd est un compact.

(i) ^> (il). Considérons une suite {Pk} extraite de ® et convergeant

vers F et une suite {&} convergeant vers £ et telle que £;ieF+(jPA).

Il suffit de montrer que £ appartient à F+(P).

D'après la compacité de F+, l'extrémité droite de £ est un point
extrême droit de S). L'extrémité gauche de £ est évidemment P. £
appartient donc à F+(P).

(ii) => (ni). Considérons une suite {Bf} extraite de $8d et conver-
geant vers B. Il suffit de montrer que B est un point extrême droit
de ®.

Il existe une caractéristique & dont l'extrémité droite est Bk.

Soit Ah l'extrémité gauche de f f t . j*ft appartient à F+(Ak). En prenant,
s'il est nécessaire, une suite partielle, nous pouvons supposer que la
suite {£*} converge vers une caractéristique £„ Alors les suites {Ak}.

{Bk} convergent respectivement vers l'extrémité gauche A et l'extrémité

droite B de £ et la semi-continuité supérieure de F+(P) implique que
£ appartient à F+(A). B est donc un point extrême droit.

(iii)=>(i). F+ étant une partie d'un ensemble compact F, il suffit

de montrer que F+ est fermée. Par suite il suffit de montrer que si
une suite (rj extraite de F+ converge vers £, £ appartient à F+.

Si 3^ est l'extrémité droite de y f t , {B.} converge vers l'extrémité

droite B de £. rft appartenant à F+, Bfi est un point extrême droit,

et l'hypothèse (iii) implique que B est aussi un point extrême droit.

): appartient donc à F+.

60 2o Un point A de ® d'abscisse a. est appelé point

proprement knesérien à droite si l'une des conditions suivantes est

remplie :
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1D

2° Chaque caractéristique F+(A) perce l'hyperplan t = r et la

section de 5+(4) par lui est un continu pour r — <x>0 assez petite.

On définit de même point proprement knesèrien à gauche.

Remarque. Un point knesèrien à droite est un point proprement

knesèrien à droite et réciproquement, si le point appartient à S3dU33+

ou à l'intérieur de SX On n'a plus l'équivalence des deux conditions

si le point appartient à 33+.

Définition 6. 3. Une famille de caractéristiques est appelée famille

proprement knesërienne a droite si tout point de SD est point propre-

ment knesèrien à droite. On définit de même famille proprement

knesërienne a gauche. Si F est à la fois famille proprement knesérienne

à droite et à gauche, elle est appelée famille proprement knesërienne,

Proposition 6. 2* Si F est une famille proprement knesërienne

a droite 3+(-4)n^ est un continu pour chaque ^4eS).

Supposons le contraire. 3 + (^4) R^ e$t alors une réunion de ses

deux parties fermées disjointes Si et (£2- 3 + (-4) est la réunion de ses

deux parties fermées

Soit Ar un des points de âifl^ ayant la plus grande abscisse a.

est la réunion de ses deux parties fermées

Puisqu'on a les inclusions 3îc3i, 3^32, l'intersection SiR-Si ne

contient que le point A'. Donc la section de 3 + (-4') P^r l'hyperplan

t = r ne peut être un continu quelque petite que soit la différence

Proposition 6* 3» Soit F une famille de caractéristiques satis-

faisant a l'une des trois conditions de la proposition 6. 1. Si F+(P)

est un continu pour chaque Pe2)3 F est une famille proprement

knesërienne a droite, et réciproquement.

En effet, supposons la condition de la proposition remplie. Soit
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.4e® un point d'abscisse a qui n'appartient pas à 33*. ^&d étant fermé,
la distance dist(yl, S3d) est positive. Si donc r — a est positive et assez
petite, toute caractéristique de F+(A) perce l'hypeplan t = r. En faisant
correspondre à £eF+(^4) le point de recontre de j avec Fhyperplan
t = r, on obtient une application continu de F+(^4) sur la section ©de
3 + G4) par l'hyperplan t = r, et puisque F+(A) est un continu, @ l'est
aussi. A est donc un point proprement knesérien à droite.

La réciproque sera démontrée si l'on montre que F+(A) est bien
enchaîné.

Soit ]9 la plus grande des abscisses des points de 3 + G4). Si
l'abscisse de B^$+(A~) est 0, F+CB) ne contient que B.

Supposons que si l'abscisse d'un point Pe3+G4) est supérieure à
r, deux éléments quelconques de F+(P) peuvent se joindre par une
chaîne d'éléments de F+(P) à chaînons inférieurs à e et considérons
un point P<=£+(A) d'abscisse r- Si P est un point extrême droit de

35, F+(P) ne contient que P. Sinon toutes les caractéristiques de F+(P)
existent dans un intervalle assez petit [r, r], et la section @ de ,3+(P)
par l'hyperplan t = r est un continu.

Prenons deux éléments quelconques % et t) de F+(P). Ils percent
l'hyperplan £ = r en des points P' et 0'. Désignons par j' l'arc de j
limité par P' et S" et par t/ celui de t) limité par Q' et 58d. On peut
former, comme dans la démonstration de la proposition 5. 2, une chaîne

d'éléments de F+(@) à chaînons inférieurs à e; £/ = ïi, ï£, • • • , ï».^/.
En joignant les extrémités gauches de ces caractéristiques au point P
par des arcs de caractéristiques, on obtient une chaîne d'éléments de
F+(P) à chaînons inférieurs à s.

Prenons une valeur / telle que r~ r est positive et assez petite.
Soit P un point de B+(-4) dont l'abscisse est égale à r '• Si deux carac-
téristiques £ et ç de F+(P) percent l'hyperpîan t = r, on peut construire
de la même manière une chaîne d'éléments de F+(P) à chaînons
inférieurs à s joignant % et t). Si les extrémités droites de j et t) ont
des abscisses au plus égales à r, la distance Dist(ï, t)) est inférieure
à e.
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II nous reste à examiner le cas où une seule des extrémités a une

abscisse plus grande que 7% Alors, puisque ,3+GP)n^J es^ un continu,
il existe une caractéristique JŒF+(P) dont l'extrémité droite a une
abscisse égale à 7- On peut joindre J à g et 5 à t) respectivement par

une chaîne d'éléments de F+(P) à chaînons inférieurs à e.
D'après ce qui précède, nous pouvons conclure que pour tout

Pe3+(^4) deux éléments quelconques de F+(P) peuvent être reliés

par une chaîne d'éléments de F+(P) à chaînons inférieurs à e. F+(A~)
est donc bien enchaîné.

Les propositions 6. 1 et 6.2 entraînent immédiatement la

Proposition 6.4» Soit F une famille proprement kneserienne

a droite telle que ^8d est une partie fermée de 35. 3 + (®)n33d est
alors un continu si G? est une partie continue de SX

Soit Gr une partie fermée de SX Si G = F + (Cf), on a évidemment

pour Pe^ + (©). On a donc la

Proposition 6. 5. Soit F une famille proprement kneserienne

à droite et © une partie fermée de SX Alors F+(@) est une famille

proprement kneserienne à droite.

7. Section transversale.

Définition 7. 1. Une partie compacte @ de S) est appelée section

transversale de S) si chaque caractéristique maximale rencontre @ en
un point et en un seul.

Il est clair que si S3d est compacte, elle est une section transversale.

Proposition 7. 1. Soit @ une section transversale de 3) et 3

l'ensemble des caractéristiques qui contiennent des points de @.
Alors r application qui fait correspondre à une caractéristique de £F
son intersection avec @ est continue.

Considérons en effet une suite de caractéristiques {rj extraite de
£F et convergeant vers £. j appartient évidemment à 3. On a d'autre
part
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d'où résulte la continuité de l'application.

Puisqu'une image continue d'un continu compact est aussi un continu

compact, on a la

Proposition 7. 2. Soit F une famille proprement knesérienne
a droite. Si G? est une partie continue de ®, une section transversale

de 3 + (®) est un continu.

Définition 70 2. Soit @ une section transversale de 2). Si un point
A de 2) n'est pas sur @, il existe au moins une caractéristique dont
l'une des extrémités est A et l'autre A1 se trouve dans @. Nous dirons
que A est a gauche ou à droite de @ suivant que l'abscisse de A est

plus petite ou plus grande que celle de A .

Remarque, Considérons deux caractéristiques £1 et ïz dont A est

une de leurs extrémités. Les autres extrémités P± et P2 qui se trouvent

sur @ sont situées d'un même côté de A. Car sinon, on obtiendrait,
d'après la propriété 4°, une caractéristique dont les extrémités sont P±

et Pô. C'est impossible puisque (£ est une section transversale.

Définition 1. 30 Soit @ une section transversale de ®. L'ensemble

des points de ® situés à gauche de @ ou sur @ est appelé ensemble

S) tronqué a droite par @ et nous le désignons par ®@. Nous définis-

sons de même ensemble S) tronqué à gauche par S et nous le désig-
nons par ®@ .

La famille F(2)@) est appelée famille F tronquée à droite par @
et nous la désignons par FQ. Nous définissons de même famille F

tronquée a gauche par @ et nous la désignonos par F@.

Les domaines fondamentaux des familles F@ et F& sont ®4 e* 2)s-

Nous désignons les frontières de ®@ et ®| par a?@=-S(Fs) et ^@ =

On obtient immédiatement la proposition suivante, qui est une
généralisation de la proposition 4. 1.

Proposition 7. 30 Soit F une famille knesérienne à droite. Si
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S est une section transversale de S), les familles F^ et F$ sont aussi

knesériennes à droite.

8» Un lemme.

Lemme. Soit F' une famille de caractéristiques dont le domaine
fondamental est ®' et ® une partie compacte de S)'. Soit A un

point de 23+(F), où F=F'(©), et supposons que A soit un point
intérieur de S' ou un point de 33+(F'). Nous supposons de plus
que les conditions suivantes soient remplies:

1° Toute caractéristique de F'+(A) existe dans un intervalle
assez petit [<*,<*+ 5], a. désignant l'abscisse de A\

2° ff^F^+sC^l) est une famille proprement knesérienne à
droite ;

3° Une caractéristique de F'^^A) issue d'un point extérieur
de ® ne peut atteindre a la frontière S de S).

4° ;V+sG4; F) ne contient aucun point de S+(F).

A est alors un point knesérien à droite de la famille F.

Supposons en effet que la réunion de ^a
+

+ô(^4; F)nSS(F) et de la
section de 3+(^4; F) par l'hyperplan t = a + d fût une réunion de ses
deux parties fermées disjointes (£1 et (£2.

Désignons par 3 l'ensemble des caractéristiques £ de F'^+^A) telles
que si l'on prend convenablement une valeur fiŒ [a, a-\-d\9 on ait
(ASC^))^^! et (*, S(0)*® dans Fintervale (/3,a + d]. £F est une

partie fermée de 3f = Fl+
+5(A).

En effet, considérons une suite fe} extraite de £F convergeant
vers g. Il existe une valeur &e [a, a + d] telle que l'on ait (&, £(&)) e@i
et (£, ïGO]£# Pour pk<t^/x-\-ô. En prenant une suite partielle, s'il
est nécessaire, on peut supposer ft->/5'. Le point (£', s(/3')) appartient
à EL Soit j9 la valeur telle que l'on ait (ft £(£)) eS3(F) et (f, j ( j f )) $®
pour j9<^a + 5. On a alors /3'<i/3 et d'après l'hypothèse 3° Tare de
S dont les extrémités sont (A ïGs)) et (jS', E(/3')) est contenu dans
33(F), de sorte qu'il est contenu dans (£iU£2. EI et E2 étant des
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ensembles fermés disjoints, il est contenu dans Si et la caractéristique
£ appartient à £?.

La même considération nous montre que £F' — 9" est aussi une partie
fermée de £F. £?' étant une famille proprement knesérienne à droite,
£?' est un continu dans CompCftx^*), car la frontière droite de £*+ôG4)

est la section de 3 + C^4) par l'hyperplan t = a. + d. Donc l'intersection

fJnCS7 ' —20 ne serait pas vide. C'est évidemment impossible.

Par suite l'un des ensembles £? et £F' — £F est vide. Supposons par

exemple S = (f>. Alors Si ne peut contenir de points d'abscisse a+ d

et la plus grande des abscisses de ses points a une valeur /5<C<£ + <5.
Les points de Si ayant l'abscisse égale à /3 ne peuvent appartenir à
S3+(F). D'après l'hypothèse 4°, ils appartiennent à S3d(F) et d'après
l'hypothèse 3° les caractéristiques de Ff+(A) passant par eux appartien-

nent à £?.
Or, c'est impossible, parce que nous supposions £F = $. Le lemme

est donc établi.

99 Problème aux limites.

Soit F une famille knesérienne à droite. Le problème aux limites

s'énonce alors comme il suit:

Trouver une caractéristique dont les extrémités se trouvent

dans des parties continues @ et S' données respectivement dans

33*US_ et 33*1 .̂
D'après la proposition 4.2, l'ensemble @==,3+(S) fl (S3dUS+) est un

continu. Si donc l'intersection @=©n(^US3+) se décompose en deux

parties fermées Si et S2 séparées par S' dans 53dU3B+, @ contient des
points de S'. Si Q est un point de l'intersection @HS', ,3+(S) contient
une caractéristique dont Q est l'extrémité droite. Nous obtenons donc la

Proposition 9» 1. Soit F une famille knesérienne à droite et

soient S et (£' des continus donnés respectivement dans S*U3L et

33dU35+. Si l'intersection Sn08dU33+) se décompose en deux parties

fermées séparées par S' dans SBrfUS+, il existe au moins une carac-

téristique dont les extrémités se trouvent respectivement dans S et S'.
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10. Théorème d'existence de M. Nagumo et celui de H. Okamura.

Considérons l'équation différentielle du second ordre

(10.1) *"=/(*,*,*').

La fonction / est supposée continue dans le domaine fermé ®:

(10. 2) O^^l, «(f)^*^5(f), Q(t, x)^y^/Q(t, *),

où co et Ta sont des fonctions deux fois continûment dérivables dans

l'intervalle [0, 1] et £ et £ sont des fonctions admettant des dérivées

continues dans le domaine fermé

(10.3) O^^l, «(0^*^5(0-

Supposons de plus que l'on ait les inégalités

(10.4)

(10.5)

dans l'intervalle [0, 1] et les inégalités

^o 6)

dans le domaine (10.3).

Théorème d'existence de M. Nagumo s'énonce alors:

Sous ces hypothèses, si l'on a

(10. 7) «(0) =ô = 5(0), ffl(l)^ô'^5(l),

z7 existe au moins une solution telle que Von ait

(10.8) X0)=é, J> (!)=*'•

H. Okamura suppose les mêmes hypothèses relatives à ja> et &. La

fonction /(£, je, jy) est supposée continue dans le domaine non borné

(10.9)
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Soit i/f une fonction lipschitzieime telle que j»<^</r<^âj dans l'intervalle

[0, 1] . Il suppose l'existence des fonctions continues 0j, 02, ¥lt ¥2, qui

sont positives respectivement dans les domaines

(10.10)

et admettent les dérivés continues dans leurs intéiieurs, où K est une

certaine constante positive. Elles convergent uniformément vers 0 lorsque

[j;[--»oo. H suppose de plus les inégalités suivantes remplies:

(10. 11)

Théorème d'existence de H. Okamura s'énonce alors:

// existe au moins une solution telle que Von ait

(10.12)

11. Examen de la condition d'existence de M. Nagumo.

Désignons par F l'ensemble des solutions du système différentiel

(11.1) x'=y, yf=f(t,x,y),

•qui est équivalent à l'équation (10. 1).

On sait que tout point intérieur du domaine ® est knesérien. On

voit aussi sans peine que tout point de S^UST est knesérien à gauche.

Les points de SB qui se trouvent sur l'hyperplan t = 0 appartiennent
à ^g
•CL '<J .

Le point (r, f, v) tel que l'on ait

(11.2) r = l, ^(l)<f<5(l),

appartient à ^T.

Le point (r, ?, T?) tel que l'on ait
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(11.3)

OU

(11.4)

appartient à 33*. C'est ce que l'on voit sans peine à l'aide des inégalités

(10.6).

Le point (r, f, ?) tel que Ton ait

(11.5)

ou

(11.6)

appartient à S* et le point (r, ?, 17) tel que l'on ait

(10.7)

ou

(10.8)

appartient à S". On obtient ces conclusions en comparant ? avec Û/(T),

5'W.

Nous allons montrer à l'aide du lemme que le point A (r, £, T?) tel

que l'on ait

(11.9)

est knesérien à gauche.

3

nfo M

0(0, b)

?

ii

y=fl(r f

!y = 0(2,x)
X 0 (y( Tj ûj( T) 0 ^21

0<r<l
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Supposons l'existence d'une solution x = q>(f), y = v(f) prenant les
valeurs f , y pour t = r. Si la solution existe dans un intervalle [/, r] ,
on a <p(f)<^ô(f) dans l'intervalle et

p(0 = 5(0, <P (0 =®'(0,

ce qui implique l'existence d'une suite de valeurs {rj telle que l'on ait

On en déduit

OU 5

Si donc on a l'inégalité stricte

le point (r, f, T?) appartient à 33*.

Il suffit donc de considérer le cas où l'on a l'égalité

Z5"(r)=/(r,5(r),5'W).

Si l'on avait

5 /(r)=5(r>5(r)),

la dérivée de Zô'OO — ̂ (f, cô(0) aurait la valeur négative

5"(r) -S(r, S(r)) -5",(r, ffl(r))ôï'(r)

=/(r, 5(r), 5'(r)) -Â(r, 5(r)) -fi,(f, »(r))^(r, 5(0)

pour t = r, d'où résulterait l'inégalité

dans un intervalle assez petit [rr, r] contrairement à notre hypothèse.
On a donc nécessairement

pour 0<^1. On a de même

5' (*)>£(*, 5(0).

Posons
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Q(t, x) =Q(t, 3(0), ~Q(t, x) =®(t, 3(0)

pour

0<t<l, 3(0<*<°°
et

/a x, 30 =/(*, 3(0, y) +r [*-3(0]
pour

où 7- est une constante positive.

Nous voulons appliquer le lemme, en intervertissant droite et
gauche. Dans notre présent cas, la famille F' sera l'ensemble des
solutions du système différentiel (11. 1) dont le domaine fondamental
®' est

(11.10) O^^l,

où À est une constante positive quelconque.

Si ô est un nombre positif assez petit, $â-s(Am, F') se trouve à
l'intérieur de ®' et les deux premières conditions 1° et 2° sont évidem-
ment remplies.

Considérons le domaine

(11.11) 0<r~t<d. e^*-

où s est un nombre positif. Si JV = 3'(0,

t, x, yï^fV, 3(0, 3'(0)

s pouvant être supposer aussi petit que l'on veut, on peut en conclure

que si l'on marche vers gauche le long d'une caractéristique, on ne

peut pénétrer dans le domaine

(11.12) O^r-f^», 0;£*-3(0^l, 3'(0;£j^(f, 3(0),

en franchissant la frontière où l'on a j; = 3'(0-

Si #=3(0 +e, l'inégalité y>lôr(f) montre que l'on ne peut pénétrer

non plus dans le domaine (11. 11) en franchissant la frontière où l'on

a # = 3(0 4-e.

Par conséquent, Sï+s(A, F') ne contient aucun point du domaine
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(11.12) sauf les points (t,x,y) où l'on a x=~â(t~), y=lûr(f}.
Considérons maintenant le domaine

(11.13) G<r

Comme nous avons vu, on a l'inégalité

pour y=~â)f(t}. Si x =!»(£) +e, on a l'inégalité y<3ûr(f) sauf au point
(£, â)(0+e, û)'(O)- Par suite si l'on marche vers gauche le long d'une

caractéristique issue d'un point du domaine (11. 13), on ne peut en
sortir, en franchissant la frontière où l'on a y = '&'(£) ou x = m>(f)+e.

D'après ces considérations nous pouvons conclure que la condition
3° du lemme est remplie.

S~-S(A; F) ne contient aucun des points frontières de ® tels que
l'on ait

car ils appartiennent à S3d(F). D'après ce que nous avons déjà re-
marqué, si l'on a

le point (Jt, x, y) appartient à 33*.

La condition 4° du lemme sera donc vérifiée, si l'on montre que le
point où l'on a * = â(0, y = â'(f) appartient à SB* (F) U SB- (F). Il
suffit pour cela de montrer que si A&588 (F), A appartient à SB- (F).

L'hypothèse ^4$ SB* (F) implique que si ô est assez petit, FT"_Ô(^4)
contient au moins une caractéristique % définie dans l'intervalle [r—d, r] .

Grâce aux inégalités qui sont vérifiées aux points frontières du
domaine (11. 13) situés assez voisins de A, le domaine

contient une caractéristique i) issue de A et définie dans l'intervalle
[T — Ô,T]. La section de 3+(A; F') par un hyperplan t = r est un
continu si r— Ô<^T<^T. Puisqu'elle contient les point (T', ï(r')) et
(/, t)(O)> elle contient un point P de 33 (®). D'après la condition 3° que
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nous avons vérifiée ci-dessus, une caractéristique de F'~(A) nF'+

appartient à F~(A). On en conclut que A appartient à 5LCA; F).

Appliquons maintenant la proposition 9. 1, en intervertissant droite

et gauche. On prend pour Gc le segment

* = 0, x = b,

et pour G?' le segment

G? et G?' sont contenus respectivement dans 33* et 33rf. Les extré-

mités (1, b',ûi(l, è')) et (0, br, £~(1, £')) du segment ®' se trouvent

dans 33*. Ils sont séparés par Gf dans 93*U93_.

La proposition 9. 1 est donc applicable et l'existence de solutions

satisfaisant à la condition aux limites (10. 8) est établie.

12. Examen de la condition d'existence de H. Okamura.

On prend pour S le domaine tel que la section de ® par un

hyperplan t = r soit limitée par les quatre courbes

(12. 1) ^(r)^^^^(r), ^(r, X, y") =e,

(12. 2) «(r)^*^Kr), ^(r, X, jO =e',

(12. 3) <oM<X<^&, ft(r, JC, y) =e,

(12. 4) ^

et les segments qui les joignent bout à bout comme le montre la figure

ci-dessous; e et e' sont des nombres assez petits ainsi que le rapport

£/e'.

Il est clair que:

1° les points de 2) sur l'hyperplan £ = 0 appartiennent à 23*;

2° les points de ® sur l'hyperplan t = l appartiennent à S3d;

3° les points intérieurs de la section de ® par l'hyperplan t = Q

appartiennent à S+;

4° les points intérieurs de la section de ® par l'hyperplan f = l

appartiennent à 33~.



268 Masuo Hukuhara

•*E

f t) tf>( r} <y(

Considérons un point frontière (r, f, T?) de la section de ® par Phyper-

plan £ = r, r désignant une valeur quelconque telle que 0<lr<L En

raisonnant comme au n° précédent, on voit que:

5° les points de la ligne LABC et ceux de la ligne EFGH (les

extrémités L, C, E, H exclues) appartiennent à S+;

6° les points de la ligne CDE et ceux de la ligne HKL (les ex-

trémités E, L exclues) appartiennent à S3rf;

7° les points E et L appartiennent à ^d'U^8+.

D'après ces considérations, on voit que la famille F des solutions

est knesérienne.

Pour appliquer la proposition 9.1 nous prenons pour G? et G?' les

segment HC située respectivement dans les hyperplans t = 0 et t = l.

Ils sont situés respectivement dans $dg et $Sd. Les extrémités H et C

de © appartiennent à 33*. Elles sont séparées par G?' dans 33dUS3+.

Donc la proposition 9.1 entraîne le théorème d'existence de H.

Okamura.
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ERRATA

Au lieu de Lire

Pigure à la page 263: y = û(2,x) -> y = Q(

Figure à la page 268: y = 0i -» y = W2


