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Familles knesériennes et le probiéme aux
limites pour ’équation différentielle
ordinaire du second ordre

Par

Masuo HukuHARA

Concernant le probléme aux limites pour I'équation différentielle

ordinaire du second ordre
@)) d*x/dt*=f(t, x, dx/dt)

on sait de beaux résultats de M. Nagumo [4, 5, 7] et de H. Okamura [1].

Jai traité le systéme de deux équations différentielles

@) dx/dt=f(, x,5), dy/dt=g(t, x,y)
avec la condition aux limites
3) x(a)=p, y()=g,

ol «, &, B, i sont des valeurs données [6]. Comme nous avons re-
marqué plusieurs fois, I'équation différentielle (1) avec une condition
aux limites peut se transformer au systéme différentiel (2) avec la
condition (3).

Supposons que les fonctions f et g soient définies dans un compact
® limité par deux plans {=a, {=a’ et que les ensembles

@ C={(a, B, 1) ED}, E={(,x,8)ED}

soient des segments de droites. Alors le probléme sénonce: Trouver
une courbe solution de (2) qui joint G a &'

Donnons au lieu de (3) deux relations

©) o(%,9)=0, v (x,35)=0

et proposons-nous de trouver des solutions satisfaisant a4 ces relations
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4

respectivement pour f=a, t=a'. On prend alors sur les plans t=a, «
les deux courbes &, @ sur lesquelles les relations (5) sont satisfaites
et le probléme s’énonce comme tout a I'heure.

1. Familles de caractéristiques.

Soient f et g des fonctions définies respectivement dans € et G
Si & est une partie de ' et si f et g coincident dans &, nous dirons
que f est une partie de g et que g est une extension de f. Dans la
suite nous supposerons toujours que le domaine de définition est un
intervalle compact.

F é&tant un ensemble dont les éléments sont des fonctions, un
élément f de F sera dit maximal ¢'il n’y a dans F aucune extension

de f autre qu’elle méme.

Définition 1.1. Famille de caractéristiques est lensemble de
fonctions continues 4 valeurs dans R” (ou courbes dans R X K*) satisfai-
sant aux conditions suivantes et ses éléments sont appelés caractéris-
tiques:

1° Chaque caractéristique est une fonction continue a valeurs dans
R définie dans un intervalle compact (qui peut se réduire a un point);

2° Une partie d’'une caractéristique est aussi une caractéristique,
c’est-d-dire si une fonction coincide avec une des caractéristiques dans
Pintervalle ol elle est définie, elle est une caractéristique;

3° La famille est un ensemble compact dans l'espace distancié
D=D(R""), ol la distance Dist(U,B) est définie par

Dist(A, B) =inf {5; Os;(A) DB, O:(B) D),
05(E) désignant le -voisinage de G:
0;(G) = {P; dist(P, &)<s}.

4° Si deux caractéristiques coincident en une valeur « de la
variable indépendante #, la fonction qui coincide avec I'une d’elles pour
t<a et avec l'autre pour {=a est aussi une caractéristique;

5° Les extrémités des caractéristiques maximales se trouvent sur
la fronti€re de I'ensemble engendré par les caractéristiques.
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Définition 1.2. Si F est une famille de caractéristiques, ’ensemble
(dans RX R*) rempli par les caractéristiques de F est appelé domaine
fondamental de F; il est désigné par D=D(F).

On a immédiatement la

Proposition 1.1. Le domaine fondamental d’une famille de
caractéristiques est un ensemble compact dans RX R".

Définition 1.3. Soit ®© une partie fermée de D(F). L’ensemble
des caractéristiques de F contenues dans ' est appelée sous-famille
de F restreinte 3 ®'. Nous la désignons par F(?).

On voit sans peine que l'on a les propositions suivantes.

Proposition 1.2. Si ®' est une partie fermée de D, la sous-
famille de F restreinte & ' est aussi une famille de caractéris-
tiques.

Proposition 1.3. Soient {C.; 14} un ensemble de parties
compactes de D. Si leur intersection =&, nw'est pas vide, on a

Cest-a-dire la sous-famille de F restreinte a G est 'intersection des
sous-familles de F vestreintes aux G,.

Définition 1.4. © étant une partie quelconque de R X R*, 'ensem-
ble des points de & dont les abscisses sont au plus (moins) égales 4 ¢
est appelé ensemble G tronqué @ droite (gauche) par T'hyperplan
t=7. Nous le désignons par GZ(E%).

Définition 1.5. F étant une famille de caractéristiques, F(D2)
est appelé sous-famille de F tronquée a droite par Uhyperplan f=r,
et nous le désignons par FZ. Nous définissons de méme sous-famille

N

tronquée a gauche; elle est désignée par F%.

2. Classification des points frontiéres.

Définition 2.1. Les extrémités gauches des caractéristiques maxi-
males sont appelés points extrémes gauches de D et 'ensemble des
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points extrémes gauches frontiere gauche de D; la frontiére gauche
est désignée par Be=VB(F). On définit de méme points extrémes
droits et fromtiere droite; celle-ci est désignée par B'=B(F).

Définition 2.2. Une caractéristique x est applée demi-caractéris-
tique gauche maximale si son extrémité gauche appartient a 5% On
définit de méme demi-cavaciéristique droite maximale.

Nous désignons par F*(€) l'ensemble des parties des demi-carac-
téristiques droites maximales dont les extrémités gauches se trouvent
dans & La famille F*(§) tronquée & droite par I'’hyperplan f=r est
désignée par F} (). On définit de méme l'ensemble des caractéris-
tiques F~ (&) et F7(E).

On a immédiatement la

Proposition 2.1. Si & est une partie compacte de D, F*(E)
et FX(G) sont des familles de carvactéristiques.

Remargque. La réunion F*(E)UF (&) n’est pas une famille de

caractéristiques.

Définition 2.3. Considérons un point frontiére A qui n’est pas
un point extréme droit. Chaque caractéristique maximale de F*(A4)
est définie dans un intervalle avec une longueur positive. On peut
distinguer deux cas suivant que les points de 3"(A) =D(F*(E)) assez
voisins de A se trouvent a l'intérieur de ® sauf le point 4 ou non. Dans
le premier cas A est un point isolé de BN B*(A) tandis que dans le
second cas A en est un point d’accumulation. Désignons par B*
Iensemble des points frontiéres tels que l'on ait le premier cas, et par
B, celui des points fronti€res tels que l'on ait le second cas. On

définit de méme les ensemble B, B_..

3. Zone d’émission.

Définition 3.1. Le domaine fondamental (F*(E)) de la famille
F*(€) est applé zone d’émission @ droite de &; il est désigné par
B7(E)=3"(¢; F). Lensemble 3*(E; F) tronqué a droite par I'hyper-
plan f=r est désigné par B} (E)=37(E; F). On définit de méme
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zone d’'émission & gauche de § et la zone d’émission & gauche de &
tronquée par Uhyperplan f=rt et on les désigne par 3 (C)=3(C; F)
et 37 (G)=37(¢; F). La réunion 3(€¢)=3"(€)UZ (&) est applée
zone d’émission de .

Il est clair que l'on a les propositions suivantes.

Proposition 3. 1. La sous-famille de F vestreinte & 3(&)
coincide avec F*(E).

Remargue. Ii est clair que si Pon a une proposition relative a la
famille F*(&), on a une proposition analogue relative 4 la famille
F~(€). Par exemple, I'analogue de la proposition 3.1 s'éncnce comme
il suit:

La sous-famille de F restreinte & 3 () coincide avec F~(E).

Dorénavant, nous n’énoncerons pas, pour étre court, l'analogue

d’'une proposition, si on l'obtient par simple intervertissement du semns.
Proposition 3.2. Si &, ef &, sont deux parties compactes de
D, on a
FH(& UG =F*(&) UF*(&).

Proposition 3.3. Si G est une partie compacte de Z*(§), on a

F* (€)= (F7(€))" (€.

4. Familles knesériennes.

Définition 4.1. Un point AcD d’abscisse « est appelé point
knesérien a droite dans les cas suivants:

1° Ae®Bd;

2° A appartient & B"* ou a lintérieur de D et la section de 3(A4)
par T'hyperplan f=+< est un continu pourvu que la différence r—a est
positive et assez petite;

3° Ae®B, et la réunion de 37 (A) L et de la section de 37(A4)
par I'hyperplan {=r est un continu pourvu que la différence r—a soit
positive et assez petite.

On définit de méme point knesérien a gauche.
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Définition 4.2. Si tout point de D est knesérien & droite et si
de plus B* est une partie ouverte de B et est contenue dans B¢, F
est appelée famille knesévienne a droite. On définit de méme famille
knesérienne a gauche. Une famille knesérienne a droite et 4 gauche

est appelée famille knesérienne.

Proposition 4.1. Si F est une famille kneseriemne a droite,
les familles FZ, F% le sont aussi.

1° Ff est knesérienne A droite, car (F%)*(P) coincide avec F*(P)
pour Pz,

2° F? est knesérienne 4 droite, car (F2)*(P) coincide avec F} (P)
sauf pour les points qui se trouvent sur 'hyperplan f=rt et ceux-ci
appartiennent 4 B¢(F7).

Proposition 4.2. Soit F une famille knesérienne a droite. Si
G est une partie continue de D, I'intersection

C=3"(E&)N (B, UBY)
est un continu.
En effet, € est un compact. Suprosons que € soit une réunion

de ses deux parties fermées €, et €,. Les ensembles
3i= {P68+<@); 8+(P) NE,#¢}, i=1,2,

sont des parties fermées de 57(€) et leur réunion coincide avec 37(&).
Celui-ci est un continu parce que tout son point est joint 2 ¢ par une
caractéristique. Par suite lintersection 8;N3, n’est pas vide. Soit A
un de ses points ayant la plus grande abscisse a.

Si A n’appartepait pas & B'UDB,, la section & de 37(A4) par
Vhyperplan f=rt serait un continu non vide pourvu que la différence
r—a soit positive et assez petite. & serait alors la réunion de ses deux

parties fermées
&, ={Pe; ' (P)NC,#¢}, i=1,2.
L’intersection ©;(1&,, qui est ure partie de 3,(13., contiendrait donc

au moins un point ayant une abscisse plus grande que « contrairement

a la définition de a.
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A appartient donc A B‘UDB,. Si A=B?, A appartient évidemment
a €,NE,. Considérons dorc le cas de AED,.

© ayant la méme signification que plus haut, Pensemble
A=B:(AHNB)US

est un continu pourvu que la différence r—a soit positive et assez
petite.
AU={PeU; 3'(PINEC,#¢}, i=1,2,

sont des parties fermées de U et leur réunion coincide avec 2. Donc
Pintersection A, U, n'est pas vide. Mais elle ne peut contenir aucun
point d’abscisse plus grande que «. Donc elle ne contient que le point
A.

Si A n’appartenait pas 2 €, on pourrait supposer, en prenant r—a

assez petite, que 27 (A) ne contienne aucun point de €,. On a alors
3: <A> B C@z .

A appartenant 4 ,, & contiendrait des points de ;. Alors A;=A,NS
et A, seraient des parties fermées non vides de A et leur réunion
coinciderait avec U. Donc WY, ne serait pas vide et AN,
contiendrait des points autres que A. Clest absurde.

A appartient donc 4 lintersection €;N€,. On en conclut que €
est un continu.

5. Familles ﬁ*(@f).

Définition 5.1. Soit F une famille de caractéristiques. L’ensemble
des caractéristiques de F~(C) qui joignent G a BB, se désigne par
A\ PN
F*(E). La notation F~(¢) a la signification analogue.

N
Proposition 5.1. F*'(P) est un ensemble ferme qui depend de
P d’une maniere semi-continue superieurement.

Considérons en effet une suite {P,} extraite de D et convergeant
A\
vers P et supposons qu'une suite {r,} telle que r,=F*(P,) converge
N\
vers ¢. Il suffit de montrer que » appartient & F*(P).

L’extrémité droite @, de r, appartient & BUB, et la suite {@.}
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converge vers un poiat § qui appartient nécessairement a B'UB,. Les
extrémités de ¢ sont évidemment P et .  appartient donc 2 ﬁ*(P).
La demnonstration montre aussitdt cue ]ﬁ*(P) est un ensemble fermé.
Car si l'on prend P,=P, {x,} est ure suite extraite de ﬁ*(P) et alors

sa limite ¢ appartient aussi & F*(P).

Proposition 5.2. Si F est une famille kneserienne & droite,
F*(A) est un continu quel que soit A=D.

Ii suffit de montrer que F\*(A) est bien enchainé. Pour cela, nous
prenons deux éléments quelconques t et 1y de i”\ *(A) et nous montrerons
que P'on peut les joindre par une chaine d’éléments de ﬁ *(A) a chainors
inférieurs & un nombre positif arbitraire e.

D’aprés la compacité de F, on peut faire correspondre a p>>0 un
nombre f(p)>>0 de maniére que l'on ait

[3() —3@) <o

pour 3€F, [#—1t'|<f(p). Soit a labscisse de A et g la plus grande
des abscisses des points de 3*(A). Prenons une suite croissante a=ay,,

@y, o, ana, ay=f telle que
ak—ak_1<min{s/2, f<€/2)}, k:l’ 2, ey N’

et désignons par €, la réunion de la section &, de 37(A4) par I'hyper-
plan f=a, et de 'ensemble

Ba (AN B UBL.

D’aprés les propositions 4.1 et 4.2, €, est un continu.

Désignons par EF,,zﬁ(A) I'ensemble des caractéristiques de F(A)
limitées par A et €,. Nous voulons montrer par récurrence que deux
éléments quelconques de &, peuvent se joindre par une chaine d’éléments
de &, a chainons inférieurs a ¢ telle que les extrémités droites forment
une chaine & chainons inférieurs 3 p,; les conditions auxquelles doit
satisfaire la suite {p,} seront données dans les lignes suivantes.

Soient ¢ et v deux éléments quelconques de €,, et P et @ leurs
extrémités droites. €, étant un continu, on peut les joindre par une
chaine d’éléments de €, a chainons inférieurs a p,: P=P,, P,, ---, P,=0Q.
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Prenons un élément &, de &, dont l'extrémité droite est P, (=1, 2,
.-, m). Nous posons en particulier £, =%, Ln=0.
Puisque l'on a 1;(a) =1(a) et ay—a<f(s/2), on a

(@) —ta) | <<e/2,
d’oli
Dist(x;, ;) <<e.
%1, L2, -+, Im forment donc une chaine A chainons inférieurs 2 .
Considérons maintenant le cas de %2 quelconque. Nous prenons
deux éléments quelconques r et Y de &,, et désignons par r et Y’
les arcs partiels de 3 et de v limités par A et €,;. Par hypothése
de récurrence, on peut construire une chaine d’éléments de <, a
chainons inférieurs & e:3 =11, 13, -+, L=y  telle que leurs extrémités
droites P;, P;, -+, P, forment une chaine & chainons inférieurs d p,.;.
D’aprés la proposition 5.1, ﬁj,,(P) dépend de P d'une maniére
semi-continue supérieurement lorsque P parcourt €,. Si donc on prend

o1 assez petit aprés avoir défini p,, on aura
s s
diSt(F;k(P;),ng<P:+1>><min {0:/3, f(pk/3}-

On peut donc choisir V'€ F; (P)) et v, Fi (P..1) de maniére que
T'on ait
Dist(v:’, t.%1)<<min{p,/3, £ (0./3)}.
Soient @), P, les extrémités droites de v, r/%;. Nous prenons pour
Pl et @, les extrémités droitss de t et 1 et pour 2 et Y, les arcs
partiels respectifs de z et 1) dont les extrémités sont P;, Py et @, Q..
Si aucun des points P et P, raprartient 4 Thyperplan f=a,,
iis appartiennent 4 G,. Alors on prend pour &, v les points P, P..,
eux-mémes de sorte que @, =P, F!',=FP.,,.
Considérons le cas ol un au moins des points &) et F,., appartient
a T'hyperplan {=a,,. Solent r et ¢’ les abscisses des points PL., Q.
et supposons par exemple que I'on ait <r. Soit 7 une valeur telle
que
dist(Q,, Pl\) =dist(v}, P!\,
oll @ =(<",/(<")). On a alors
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Og_z_l _ ‘L'Hgf— z_N
<dist(y?, Pi1)
gDiSt(‘):’ 251;1
<min {pk/3, f(pk/3)} .
On a donc
dist(Q7, Pi.y)
<dist(Q7, Q,) —{—diSt(Q;, P/L)<<ps.
La réunion €, de la section de 3"(P;) par 'hyperplan f=a, et
de l'ensemble
Ba (PHNB'USB,)
est un continu qui contient P} et Q). Si donc P +#Q7, on peut les
joindre par une chaine de points de €, & chainons inférieurs a p,:
s
{P;;; j=1,2, ---, m;}. Soit z.; une caractéristique de F, (P.) dont
lextrémité droite est P;;. Puisque I'un au moins de P, et @) est
différent 'de P, l'abscisse B, de P est au moins égale & w_i— ps.
L’abscisse B, de Pi; est au plus égale 4 a,. Sidonc p,, est assez petit
de sorte que
at— oty + 0pr<<min {€/2, f<5/2>};
on a
dist(z:(8,), £.;())<<e/2
pour B;<t<{Bi;. On en conclut que l'on a
Dist(1i;, 11 1) <le.
En joignant ; & %i; bout & bout, on obtient une caractéristique x;;
A\
de F,; (A) et les caractéristiques {x;; j=1, ---, m;; i=1, ---, m} forment
une chaine A chainons inférieurs & ¢ joignaut £ et Y et les extrémités
droites forment une chaine 3 chainons inférieurs a o, joignant les

extrémités droites de ¥ et Y.
Nous voulons maintenant établir une proposition réciproque dont

I’énoncé voici.
Proposition 5.3. Soit F une famille de caracteristiques satis-

faisant aux conditions suivantes:
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1)) 1/7'\+(P) est un continu pour tout Pe=D;
2) B est une partie ouverte de B telle que B CBF;

Alors F est une famille knesérienne @ droite.

Considérons le cas de AER/UDB,. Toute caractéristique de F*(A)
existe dans un intervalle assez petit [a, ¢], ol a désigne l'abscisse du
point A.

Si la section & de 3*(A) par 'hyperplan =< est une réunion de
ses deux parties fermées &,, &,, ﬁ”(A) est la réunion de ses deux
parties fermées

F+<A>HF<@J7 i:]-’ 2)
et, puisgue F *(A) est un continu par hypothéss,
N
Fr(ANF©G)NF(&,)
n'est pas vide. On en conclut que &,(1&, n'est pas vide. Par suite &

est un continu.

On peut démontrer de méme que si AN,
C=8U @ (A NEB.UB)
est un continu pourvu que r—a soit positive et assez petite, « désignant
Pabscisse du point A. Si l'on fait correspondre & une caractéristique

N\
de F*(A) son extrémité, on obtient une application continue. Par suite
un point quelconque de B, est aussi knesérien a droite.

6. Familles proprement knesériennes.

Définition 6.1. Soit F une famille de caractéristicues. Nous
désignons par F Pensemble des caractéristioues maximales de F. Si P
appartient 4 D, F*(P) représente I'ensemble des caractéristigues maxi-
males de F*(P). & étant une partie compacte de D, nous posons

FH (&) =U{F*(P); PG},

Nous définissons de méme f’(@f). Nous désignons en particuliers par
F* les ensembles F* (D).
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Proposition 6.1. Les trois conditions suivantes sont equiva-
lentes :

(i) F* est un compact;
(ii) f*(P) depend de P d’une maniere semi-continue supeérieure-
ment;

(iii) B? est un compact.

(i)=>(i). Considérons ure suite {P,} extraite de © et convergeant
vers P et une suite {I,} convergeant vers : et telle que 5,EF*(P,).
Tl suffit de montrer que ¢ appartient & F*(P).

D’aprés la compacité de f*, Pextrémité droite de % est un point
extréme droit de ®. L’extrémité gauche de ¢ est évidemment P.
appartient donc a F H(P).

(ii)=>(ii). Considérons une suite {B,} extraite de B¢ et conver-
geant vers B. 1l suffit de montrer que B est un point extréme droit
de D.

Il existe une caractéristique ¥, dont lextrémité droite est B,.
Soit A, I'extrémité gauche de 1,. ¥, appartient a ﬁ*(Ak). En prenant,
s’il est nécessaire, une suite partielle, nous pouvons supposer que la
suite {3} converge vers une caractéristique . Alors les suites {4,}.
{B,} convergent respectivement vers 'extrémité gauche A et 'extrémité
droite B de ¥ et la semi-continuité supérieure de %*(P) implique que
T appartient 3 F *(A). B est donc un point extréme droit.

(i) = (). F* étant une rartie d’'un ensemble compact F, il suffit
de montrer que F* est fermée. Par suite il suffit de montrer que si
une suite {r,} extraite de F converge vers I, I appartient a F.

Si B, est lextrémité droite de v,, {£B,} converge vers lextrémité
droite B de . ¥, apparterant & f*, B, est un point extréme droit,
et Phypethése (iii) implicue que B est aussi un peint extréme droit.

% appaitient donc 4 .

Deéfinition 6.2. Un point A de © d’abscisse « est appelé point
proprement knesérien & droite si l'une des conditions suivantes est
remplie:
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1° Ae®,;

2° Chaque caractéristique F*(A) perce 'hyperplan f=c et la
section de B"(A) par lui est un continu pour r—a>0 assez petite.

On définit de méme point proprement knesérien a gauche.

Remargue. Un point knesérien 2 droite est un point proprement
knesérien 4 droite et réciproquement, si le point appartient 4 B*UB*
ou A lintérieur de ®©. On n’a plus Péquivalence des deux conditions
si le point appartient 4 98,.

Définition 6.3. Une famille de caractéristiques est appelée famille
proprement knesérienne a dvoite si tout point de D est point propre-
ment knesérien & droite. On définit de méme famille proprement
kneserienne o gauche. Si F est A la fois famille proprement knesérienne
a droite et d gauche, elle est appelée famille proprement kneserienne.

Proposition 6.2. Si F est une familie proprement kneserienne
a droite 3*(A) B! est un continu pour chaque AcD.

Supposons le contraire. 37(A4)NB¢ est alors une réunion de ses
deux parties fermées disjointes €, et €,. 3*(A) est la réunion de ses
deux parties fermées

Bi={Pe3"(4); 8" (P)NC;+#¢}, 1=1,2.
Soit A’ un des points de 3,/ 3. ayant la plus grande abscisse o’. 3*(A4")

est la réunion de ses deux parties fermées
3i={PeJ*(4); 3" (PHNE#¢}, i=1,2.

Puisqu'on a les inclusions 3:C3:, 3:C3.. lintessection BiN3: ne
contient que le point A’. Donc la section de 37(A4") par 'iyperplan
t=¢ ne peut étre un continu quelque petite que soit la différence
r—a>0.

Proposition 6.3. Soit F une famille de caracterisiiques satis-
faisant & Pune des trois conditions de la propositicn 6. 1. Si F+(P)
est un continu pour chaque PED, F est une famille proprement
kuneserienne & droite, et reciproqueinent.

En effet, supposons la condition de la proposition remplie. Soit
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AED un point d’abscisse & qui n’appartient pas a B¢, B? étant fermé,
la distance dist(A4, B*) est positive. Si donc r—a est positive et assez
petite, toute caractéristique de F+ (A) perce I'hypeplan f=<. En faisant
correspondre a teF*(A) le point de recontre de t avec hyperplan
{=r, on obtient une application continu de F *(A) sur la section & de
B3%(A) par I'hyperplan =7, et puisque F*(A) est un continu, & lest
aussi. A est donc un point proprement knesérien a droite.

La réciproque sera démontrée si 'on montre que f*(A) est bien
enchainé.

Scit B la plus grande des abscisses des points de 3*(A4). Si
Tabscisse de B 3"(A) est p, F'(B) ne contient que B.

Supposons que si I'abscisse d'un point PE37(A) est supérieure a
r, deux éléments quelconques de ﬁ*(P) peuvent se joindre par une
chaine d’éléments de F~+(P) a chainons inférieurs a ¢ et considérens
un point Pe B*(A) d’abscisse r. Si P est un point extréme droit de
®, F*(P) ne contient que P. Sinon toutes les caractéristiques de F+(P)
existent dans un intervalle assez petit [r, ¢], et la section & de 37(P)
par 'hyperplan =7 est un continu.

Prenons deux éléments quelconques I et 1) de ’ET“(P). Ils percent
I'hyperplan f=r en des points P’ et @'. Désignons par ' larc de &
limité par P’ et B’ et par v celui de vy limité par @ et B’. On peut
former, comme dans la démonstration de la proposition 5. 2, une chaine
d’éléments de ﬁ*(@} a chalnons inférieurs a e; 1 =11, &2, **-, L=V .
En joignant les extrémités gauches de ces caractéristiques au point P
par des arcs de caractéristiques, on obtient une chaine d’éléments de
F*(P) a chainons inférieurs 2 e.

Prenons une valeur ¢’ telle que y—7 est positive et assez petite.
Soit P un point de 37(A) dont I'abscisse est égale 3 y'. Si deux carac-
téristiques ¢ et y de f*(P) percent 'hyperplan =1y, on peut construire
de la méme maniére une chaine d’éléments de 7J.’F“(P) a chainons
inférieurs 2 ¢ joignant ¥ et y. Si les extrémités droites de % et Y ont
des abscisses au plus égales a ¢, la distance Dist(z, 9) est inférieure
a e.
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Il nous reste A examiner le cas oll une seule des extrémités a une
abscisse plus grande que y. Alors, puisque 37(P)NB? est un continuy,
il existe une caractéristique z,EFN"(P) dont lextrémité droite a une
abscisse égale 4 y. On peut joindre r 4 3 et 5 2 b respectivement par
une chaine d’éléments de F*(P) a4 chainons inférieurs 2 e.

D’aprés ce qui précéde, nous pouvons conclure que pour tout
Pe 3"(A) deux éléments quelconques de f*(P) peuvent étre reliés
par une chaine d’éléments de f*(P) A chainons inférieurs 4 e. F*(A)
est donc bien enchainé.

Les propositions 6.1 et 6.2 entrainent immédiatement la

Proposition 6.4. Soit F une famille proprement kneserienne
& droite telle que B est une partie fermee de B. 3*(E)NB¢ est
alors un contini si G est une partie continue de D.

Soit ¢ une partie fermée de . Si G=F*(F), on a évidemment
G (P)=F"(P)
pour P 53%(€). On a donc la

Proposition 6.5. Soit F une famille proprement knesérienne
& droite et & une partie fermee de D. Alors F*(&) est une famille

proprement knesérvienne a droite.

7. Section transversale.

Définition 7.1. Une partie compacte © de D est appelée szction
transversale de D si chaque caractéristique maximale rencontre & en
un point et en un seul.

Il est clair que si B¢ est compacte, elle est une section transversale.

Proposition 7.1. Soit © une section transversale de D et F
Pensemble des caracteristiques qui contiennent des points de ©.
Alors lapplication qui fait corvespondre & une carvaciéristique de F
son intersection avec & est continue.

Considérons en effet une suite de caractéristiques {1} extraite de
f et convergeant vers . % appartient évidemment 4 &. On a d’autre
part
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lim sup(r,N&) CrNG,

d’oul résulte la continuité de l'application.
Puisqu’une image continue d'un continu compact est aussi un continu

compact, on a la

Proposition 7.2. Soit F une famille proprement knesérienne
a droite. Si G est une partie continue de D, une section transversale

de 37(E) est un continu.

Définition 7.2. Soit & une section transversale de ©. Si un point
A de ® n'est pas sur &, il existe au moins une caractéristique dont
l'une des extrémités est A et l'autre A’ se trouve dans &. Nous dirons
que A est & gauche ou & droite de & suivant que I'abscisse de A est

plus petite ou plus grande que celle de A'.

Remargue. Considérons deux caractéristiques 1; et ¥, dont A est
une de leurs extrémités. Les autres extrémités P, et P, qui se trouvent
sur & sont situées d'un méme cO6té de A. Car sinon, on obtiendrait,
d’aprés la propriété 4°, une caracteristique dont les extrémités sont P,

et P,. Clest impossible puisque € est une section transversale.

Beéfinition 7.3. Soit & une section transversale de ®. L’ensemble
des points de D situés a4 gauche de & ou sur & est appelé ensemble
D trongué a droite par & et nous le désignons par Dg. Nous définis-
sons de méme ensemble D tronqué ¢ gauche par S et nous le désig-

nons par D .

La famille F(Dg) est appelée famille F tronquée & droite par &
et nous la désigaons par Fg. Nous définissons de méme famille F
tronguée a gauche par & et nous la désignonos par Fg.

Les domaires fondamentaux des familles Fg et Fg sont D et D&.
Nous désignons les frontiéres de Dg et Df par Vg=B(Fg) et LE=
B(F%).

Cn obtient immédiatement la proposition suivante, qui est une

généralisation de la proposition 4. 1.

Proposition 7.3. Soit F une famille knesévienne & dvoile. Si



Fawmilles knesériennes et le probleme aux limites 259

. .r d — .
C est une section transversale de D, les familles Fi et F§ sont cussi
knesériennes a droite.

8. Un lemme.

Lemme. Soit F' une famille de caractéristiques dont le domaine
fondamental est O et D une partie compacte de ®'. Soit A un
point de B, (F), o F=F'(D), et supposons que A soit un point
interieur de ' ou un point de B(F'). Nous supposons de plus
que les conditions suivantes soient remplies:

1° Toute caractéristique de ﬁ’*(A) existe dans un intervalle
assez petit (o, a+9), a désignant 'abscisse de A;

2° G=F:;(A) est ume famille proprement knesérienne a
droite;

3° Une caracteristique de F..5(A) issue d’'un point exterieur
de T ne peut atteindre a la fronticre B de D.

4° 2 Hs(A; F) ne contient aucun point de B (F).

A est alors un point knesérien a droite de la famille F.

Supposons en effet que la réunion de 34hs(A4; F)NB(F) et de la
section de 3°(A; F) par 'hyperplan {=«+4 flit une réunion de ses
deux parties fermées disjointes €, et @,.

Désignons par & I'ensemble des caractéristiques g de FN;’LE(A) telles
que si l'on prend convenablement une valeur B< [a, a+4d], on ait
3, t(p))eC, et (¢ r(t))&ED dans lintervale (B, a+d]. < est une
partie fermée de F'=F.%;(A).

En effet, considérons une suite {r,} extraite de & convergeant
vers L. Il existe une valeur 8, [w, a+4d] telle que 'on ait (B, £(B.)) €6,
et (¢, ()] &ED pour B,<<t<a-+d. En prenant une suite partielle, s’il
est nécessaire, on peut supposer 8,—j5. Le point (8, £(8")) appartient
a €,. Soit g la valeur telle que 'on ait (B, t(B))EB(F) et (t,1(1))&ED
pour f<t<a-+d. On a alors g'<B et d’aprés I’hypothése 3° l'arc de
¢ dont les extrémités sont (B, x(B)) et (F,t(B)) est contenu dans
B(F), de sorte qu'il est contenu dans €,UC,. €, et €, étant des
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ensembles fermés disjoints, il est contenu dans §; et la caractéristique
L appartient a <.

La méme considération nous montre que ¥’ —< est aussi une partie
fermée de &'. &’ étant une famille proprement knesérienne a droite,
&' est un continu dans Comp (R X R"), car la frontiére droite de 27,;(A4)
est la section de B7(A) par I'hyperplan {=a&+d. Donc lintersection
N (G '—F) ne serait pas vide. Clest évidemment impossible.

Par suite 'un des ensembles & et ' —< est vide. Supposons par
exemple F=¢. Alors €, ne peut contenir de points d’abscisse a-+0
et la plus grande des abscisses de ses points a une valeur p<<a-+o.
Les points de €, ayant l'abscisse égale 4 3 ne peuvent appartenir a
B,(F). Daprés 'hypothése 4° ils appartiennent 4 B(F) et d’aprés
I'hypothése 3° les caractéristiques de F'*(A) passant par eux appartien-
nent 3 .

Or, c’est impossible, parce que nous supposions ¥ =¢. Le lemme

est donc établi.

9. Probleme aux limites.

Soit F une famille knesérienne a droite. Le probléme aux limites
s'énonce alors comme il suit:

Trouver ume caractéristique dont les extrémités se trouvent
dans des parties continues G et G domnées respectivement dans
BEUB_ et BUDB,.

D’aprés la proposition 4.2, 'ensemble &=3"(E) N (B*UB,) est un
continu. Si donc lintersection &= (B?*UB,) se décompose en deux
parties fermées G, et &, séparées par ¢’ dans BUB,, & contient des
points de &'. Si @ est un point de lintersection &N E’, 37(E) contient
une caractéristique dont @ est 'extrémité droite. Nous obtenons donc la

Proposition 9.1. Soit F une famille knesérienne & droite et
sotent G et G’ des continus donnés respectivement dans BB et
BUB,. Silintersection &N (B'UB,) se décompose en deux parties
fermées séparées par & dans B'UB,, il existe au moins une carac-
téristique dont les extrémités se trouvent respectivement dans € et @'
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10. Théoréme d’existence de M. Nagume et celui de H. Okamura.
Considérons I'équation différentielle du second ordre

(10.1) x"=f(t %, x").

La fonction f est supposée continue dans le domaine fermé 9:

(10. 2) 0=<I<1, o(HD=2=<6(), 2(¢, ©)<y=<2(t, %),

ol w et w sont des fonctions deux fois continfiment dérivables dans
lintervalle [0,1] et £ et £ sont des fonctions admettant des dérivées

continues dans le domaine fermé

(10.3) 0<t<1, o(®)=Zx=ow(t).

Supposons de plus que l'on ait les inégalités

2, o) <o' (=0, o(D),

2, aM)=<w' (H=e(t,5(t));
o"O=fU o), o' (D),
o"MO=fU @), ()

dans lintervalle [0, 1] et les inégalités

(10. 4)

(10.5)

' £t 2, 80, 1)~ 2.t ) — 8.3, ©)B(E, £)<0
dans le domaine (10.3).

Théoréme d’existence de M. Nagumo s'énonce alors:
Sous ces hypotheses, si l'on a

(10.7) 0(0)=b=5(0), o(D)=b<a(D),
il existe au moins une solution telle que l'on ait
(10.8) y(0)=b y(A)=0.

H. Okamura suppose les m&mes hypothéses relatives 4 o et ». La
fonction f(f, x,y) est supposée continue dans le domaine non borné

(10.9) 0<t<1, o()<x<5(f), —oo<<y<_+oo.
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Soit +» une foaction lipschitzieane telle que o<+r<w dans l'iatervalle
[0,1]. II suppose l'existence des fonctions continues @, @, ¥, ¥, qui
sont positives respectivement dans les domaines

0<I<1, w(H<r<a(D), y=K;

0=<i<1, o(MH=a=y(1), y<—K;
(10-10) 0<I<l, o(O=r<y(), y=K;

0=<i<1, v(OH=x=u(), y<—K
et admettent les dérivés continues darns leurs intéiieurs, ol K est une

certaine constante positive. Elles convergent uniformément vers 0 lorsque

|y|—>oo. Il suppose de plus les inégalités suivantes remplies:

00; 00, 00, .
i i ¢ = =
ot et 3y i, x,9)=0, i=1,2,
(10.11)

o, v, o, .
ot e )T 2y @@, %,y)<0, i=1,2.

Théoréme d’existence de H. Okamura s’énonce alors:

Il existe au moins une solution telle que lon ait

(10.12) (0 =y(0), y(@)=vy(1).

11. Examen de la condition d’existence de M. Nagumeo.
Désignons par F l'ensemble des solutions du systéme différentiel
(11.1) =y, ¥y'=f %),

qui est équivalent & I'équation (10.1).
On sait que tout point intérieur du domaine ® est knesérien. On
voit aussi sans peine que tout point de B¢UB~ est knesérien & gauche.

Les points de % qui se trouvent sur 'hyperplan {=0 appartiennent

a Be
Le point (z, & ») tel que l'on ait
(11.2) =1, o(1)<e<w(1), 2,8 <y<e(l,8),

appartient a 8.
Le point (r, &, 7) tel que l'on ait
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(11.3) 0<r<l, o(0)=<e<a(x), 7=2(%&)
ou
11.4) 0<r<1, w()=tZo(), 7=2(,8)

appartient 4 B¢ Clest ce que l'on voit sans peine a l'aide des inégalités
(10. 6).
Le point (z, & ») tel que l'on ait

(11.5) 0<c<1, é=0(s), o ()<y<<2(r,$
ou
(11.6) 0<t<1, é=w(r), £(r,&<y<<w'(v)

appartient 4 B¢ et le point (z, & ) tel que l'on ait

(10.7) 0<eXl, é=o0(r), L2(g,&)<y<<o'(r)
ou
(10.8) 0<<c<1, é=w(r), o (r)<y<<2(r,&)

appartient a B~. On obtient ces conclusions en comparant » avec o'(z),
o' (7).

Nous allons montrer 4 'aide du lemme que le point A (z, &, 7) tel
que lon ait

(11.9) 0<«<1, ¢=a(c), =0(c)

est knesérien 4 gauche.

y
S Te & (1
! @ (7)
| ,
: @ (7) )
(0, b) oo ! ! G}
E ,EYZ_Q(?-.X:) X {YZQJLX).? .
0 b x 0 o(r) w(7) 0 @(1) b w(l)

«
i
o
(=)
A
N
A
-
Aat
I
—

— B*UB. -——- B-
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Supposons l'existence d’une solution x=¢(¢), y=¢'(¢) prenant les
valeurs & 3 pour f=r. Si la solution existe dans un intervalle [7, 7],
on a ¢()<w(?) dans lintervalle et

o(x)=uv(z), ¢'(z)=0'(s),

ce qui implique l'existence d’une suite de valeurs {r,} telle que l'on ait
nln ¢ ()= (w).

On en déduit
¢ (£)=<0"(z)

ou 0" (D=f(x, 0(e), ¢’ ().

Si donc on a l'inégalité stricte
0" (0)<f(r,a(z), o' (7)),

le point (z, €, %) appartient & Be.

Il suffit donc de considérer le cas ol l'on a I’égalité
8" (0) =f(z,0(x), &'(z)).
Si I'on avait
&' (0)=2(s, a(),
la dérivée de &' (¢) —2(¢, ®(t)) aurait la valeur négative
0" (1) = 2:(r, 5(e)) —2.(r, 3())a' ()
=f(5,3(0), ' (1)) —(r, 3()) —2:(5, (=) 2(r, a(x))
pour f=r, d’ol résulterait I'inégalité
o' ()=t ()

dans un intervalle assez petit [7/, r] contrairement 4 notre hypothése.

On a donc nécessairement
o (1)<, a(t))

pour 0<(<1. On a de méme
o' (H>2, o).

Posons
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20, x)=20a@), 2@ x)=2(t5@)

pour
0<t<L1, o(H)<<x<<oo
et
ft 2,9 =f¢ (@), y) +rlx—o@)]
pour

0<I<1, B(H)<r<<eo, Q(t, X)Xy=<0(t x),

ol 7 est une constante positive.

Nous voulons appliquer le lemme, en intervertissant droite et
gauche. Dans notre présent cas, la famille F’ sera l'ensemble des
solutions du systéme différentiel (11.1) dont le domaine fondamental
D est

(11.10)  0<i<l, o(H=<x<o()+i 20 »H=<y<el 1),
oll 1 est une constante positive quelconque.

Si & est un nombre positif assez petit, 3i-s(A; F') se trouve a
I'intérieur de ' et les deux premiéres conditions 1° et 2° sont évidem-
ment remplies.

Considérons le domaine
(11.11)  0<r—t<6. e<z—a()<2, o (O)=<y<o(t,a(1)),

oll ¢ est un nombre positif. Si y=u'(#),
fx,)=fta@),a @) +re=>0" (D).

e pouvant €tre supposer aussi petit que l'on veut, on peut en conclure
que si 'on marche vers gauche le long d’une caractéristique, on ne
peut pénétrer dans le domaine
(11.12)  0<r—1<3, 0<r—a()=) @ (BOH=<y<e(, (),
en franchissant la frontiére ol 'on a y=o"(%).

Si x=w(%) +e¢, I'inégalité y>u'(¢) montre que I'on ne peut pénétrer

non plus dans le domaine (11.11) en franchissant la frontiére ol I'on
a x=o(f) +e.

Par conséquent, 37.;(A4, F') ne contient aucun point du domaine



266 Masuo Hukuhara

(11.12) sauf les points (¢, x,%) oll I'on a x=w(?), y=0'(2).
Considérons maintenant le domaine

(11.13) 0=r—I<3, e=<x—0()X2, 20 o(®)=<y<o (1.
Comme nous avons vu, on a l'inégalité
f@@, x,)>0"(),

pour y=o'(#). Si x=o(f) +e, on a l'inégalité y<o'(f) sauf au point
(t, (t) +¢, @' (t)). Par suite si 'on marche vers gauche le long d’une
caractéristique issue d'un point du domaine (11.13), on ne peut en
sortir, en franchissant la frontiére oll I'on a y=o'(¢) ou x=w(f) +e.

D’aprés ces considérations nous pouvons conclure que la condition
3° du lemme est remplie.

2:_s(A; F) ne contient aucun des points frontiéres de ® tels que
Pon ait

0<e—t<p, x=w0(), @' (OH<y<e(,,

car ils appartiennent & B(F). D’aprés ce que nous avons déja re-
marqué, si 'on a

0<r—1<9, zx=0(d), 2 y)<y<ao'(D),

le point (¢, x,y) appartient 4 ¢

La condition 4° du lemme sera donc vérifiée, si 'on montre que le
point oll 'on a x=w(t), y=o'(¢) appartient & B(F)UB_(F). 1l
suffit pour cela de montrer que si A¢B(F), A appartient a B_(F).

L’hypothése A& B*(F) implique que si § est assez petit, F,_;(A)
contient au moins une caractéristique ¢ définie dans l'intervalle [r—3d, ].

Grice aux inégalités qui sont vérifiées aux points frontiéres du
domaine (11.13) situés assez voisins de A, le domaine

0<r—1<s, 0<z—3(D=<1, 90t B(D)=<y<& (D),

contient une caractéristique vy issue de A et définie dans lintervalle
[r—d,7]. La section de 3*(A4; F') par un hyperplan {=<" est un
continu si t—0<¢'<r. Puisqu’elle contient les point (<, t(<")) et
(<, 9(z")), elle contient un point P de B(D). D’aprés la condition 3° que
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nous avons vérifiée ci-dessus, une caractéristique de F'~(A) NF"*(P)
appartient & F~(A). On en conclut que A appartient & B_(A4; F).
Appliquons maintenant la proposition 9.1, en intervertissant droite

et gauche. On prend pour & le segment
et pour @' le segment

t=1, x=¥, 8(1,5)<y<9(1,b).
¢ et &' sont contenus respectivement dans B¢ et B Les extré-
mités (1,8, 2(1,0")) et (0,0, 2(1,0)) du segment G se trouvent
dans B¢ Ils sont séparés par & dans BFUB_.

La proposition 9.1 est donc applicable et I'existence de solutions

satisfaisant 4 la condition aux limites (10.8) est établie.

12. Examen de la condition d’existence de H. Okamura.

On prend pour ©® le domaine tel que la section de ® par un
hyperplan f=+ soit limitée par les quatre courbes

(12.1) P(O=x=Zo(r), 0.(r, x,9)=¢,
(12.2) 0Oy (), Zi(r, %,3)=¢,
(12.3) (@)=Y (0), 0.(r, x,9) =¢,
(12.4) P(D=Zx=<6(r), (s, %,5)=¢,

et les segments qui les joignent bout & bout comme le montre la figure
ci-dessous; ¢ et ¢ sont des nombres assez petits ainsi que le rapport
e/e.

Il est clair que:

1° les points de ®© sur I'hyperplan =0 appartiennent a B¢;

2° les points de © sur I'’hyperplan {=1 appartiennent & B¢;

3° les points intérieurs de la section de ® par l'hyperplan =0
appartiennent a B*;

4° les points intérieurs de la section de ® par I'’hyperplan {=1

appartiennent a B~
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@(7)

@{7)

Considérons un point frontiére (x, & ) de la section de ® par I'hyper-
plan f=r, © désignant une valeur quelconque telle que 0<r<<1. En
raisonnant comme au n° précédent, on voit que:

5° les points de la ligne LABC et ceux de la ligne EFGH (les
extrémités L, C, E, H exclues) appartiennent 4 B7;

6° les points de la ligne CDE et ceux de la ligne HKL (les ex-
trémités E, L exclues) appartiennent & 8¢;

7° les points E et L appartiennent a B4U3B..

D’aprés ces considérations, on voit que la famille F des solutions
est knesérienne.

Pour appliquer la proposition 9.1 nous prenons pour & et G’ les
segment HC située respectivement dans les hyperplans =0 et {=1.
Ils sont situés respectivement dans 8¢ et B¢ Les extrémités H et C
de @ appartiennent 4 B¢. Elles sont séparées par ¢’ dans BUB,.

Donc la proposition 9.1 entraine le théoréme d’existence de H.
Okamura.
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ERRATA

Au lieu de Lire
Figure a la page 263: y=2(2,x) — y=2(, x)

Figure 2 la page 268: y=0, — =0,
y=20, g y=0,
y=¥, g y=0,
y=9; - y=v,



