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Sur les systemes differentiels hypoelliptiques
a coefficients variables

Par

Yoshio Karto*

0. Introduction

Soit 2 un ouvert de R* et P(x, D) une uXy-matrice d’opérateurs
différentiels linéaires P;; (x,D) (x = (xy...,%,), D=(—10/0x,...,—10/0x%,),
eti=y/ —1 )a coefficients C~(2).” Le systéme P(x,D) est dit
hypoelliptique dans 2 si toute solution du systéme d’équations

Px, D)u=f

est indéfiniment dérivable dans tout ouvert ol f lest.
Le critére d’hypoellipticité des systémes a coefficients constants
a été établi par Hérmander [2], Lech [5], Matsuura [8] et Malgrange
[6]. D’autre par M. Volevic a donné dans [10] une classe de sys-
témes déterminés (i.e. u=v) hypoelliptiques a coefficients variables,
c'est-d-dire la classe de systéemes P(x, D)= [P,;(x,D)] (1<i, j<v) a
coefficients C™(R2) qui possédent la propriété suivante: le polynome
Q(x &) =detP(x, &) (€ R") est formellement hypoelliptique dans 2% et
il existe des nombres non-négatifs os,...,0v, T1,..., v, tels que _ﬁ(r,—a,-)
—1 et
| Py(x,8) | <C.A+[|Q(x,8) )77, x€8, (R,

C. étant une constante indépendanie de &.
Dans cet article nous donnerons une classe de systémes surdéter-

N

minés (i.e. x>>v) hypoelliptiques a coefficients C~(82), qui contient
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1) Nous désignons par C*(2) l'espace des fonctions complexes indéfiniment dériva-
bles sur £.

2) Le polyndme Q(x,¢{) est dit formellement hypoelliptique dans £ si Q(%o,§) est
hypoelliptique pour tout #.€£ et quel que soient les points %o et yo de 2, Q (%o, £)
et Q(3o,%) sont équivalents au sens d’Hérmander (voir Hérmander [3]).
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tous les systémes elliptiques (voir remarque 1) et la classe donnée
rar M. Volevic (voir la remarque 2). Dans le cas g=v=1, notre
classe se réduit & celle défini pour la premiére fois par Malgrange
[7] et Hormander [4] (i.e. opérateurs différentiels formellement

hypcelliptiques).

1. Condition (FH)

Soit P(x,D)=[P,;(D)] QA<i<p,1<j<y, u=>v), oll chaque
P;(x,D) est un opérateur différentiel linéaire 3 coefficients C~(£).
Le systéme P(x,D) est dit satisfairve la condition (FH) dans
s'il existe des nombres non-négatifs S;,..., Sy, 1, ..., by (iltj>0) et des
polynémes formellement hypoelliptiques A(x, ¢), B(x, EJ)— qui possédent
les propriétés suivantes:

(FH), det(Q(x, £)P(x,6))¥=|B(x,8) |, x€8,¢ER", O(x, &) étant
la »Xpmatrice dont le (7, 7)-élément est P;(x,£&)|A(x, &), et
q:éti-

(FH),, pour tout x= 2 il existe une constante C,>0 telle que

[Py, &) (1+ A, 8) 1) P<C. (1+ | B(x, &) D" 6E R

Nous pouvons alors établir le théoréme suivant:

Théoréme. Soit P(x, D) une uXxv-matrice (u>>v) d’opérateurs
différentiels linéaives P,;(x,D) a coefficients C~(2). Si le systéme
P(x,D) vérifie la condition (FH) dans 2, il est hypoelliptique
dans 2.

La condition (FH) est inspirée de [10].

Remarque 1. Soit P(x, D)= [P,;(x, D)] A<t <p, 1< j<y, p=>v)
elliptique, c’est-a-dire on suppcse qu’il existe des nombres entiers non-
NEQALifS 61 ..y 0y Tay .-y 7w tels que Dovdre de P,;(x, D)<t;—o;
(P.;(x,D)=0 si r;—0;<<0) et P(x,&)=[P3(x,€)] est une application
linéaive injective de C” dans C* pour tout x=Q et £x0 (on désigne
par C Pespace des nombres complexes), ou PY(x, D) est la part de
P,;(x,D) qui est homogéne de degrée v;—q,. Alors P(x, D) vérifie
la condition (FH) avec s;=g;, t;=17;/|7| si |v|=rs+ -+ +0,>0,=1/v si

3) La matrice P(x,£) est obtenue en remplagant—:8/2x; par £;.
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7] =0, A(x, &) =1[£]* (=&+-+8&) et B(x, ) =det(O(x,£)P(x,£)),
ol [Q(x,8)],=P,(x,8)|&]™.

Remarque 2. Soit P(x, D) appartenir a la classe de Volevic.
Alors P(x, D) vérifie la condition (FH) avec s,=o,t;=1; A(x,&)=
B(x,8)=|detP(x, &) |~

Dans le paragraphe 2 nous préparerons trois lemmes. Et le
théoréme est briévement démontré dans le paragraphe 3. ol nous
avons adapté le raisonnement de M. Peetre, exposé dans [9].

2. Préliminaires

Nous allons d’abord intreduire un ensemble des fonctions poids:
Définition 1. K, =k(¢) si

(i) k@®eH®

(ii) il existe des constantes C>0, N>0 et k' ()X tels que

[ 1RE) -k | <CA+ 6= k' (), &71ER",

VE(8) [R(E)—0 (§—00).

Lemme 1. 1) Si & ef k, appartiennent ¢ K,, alors ki-+k,, b ks,
sup(ky, ko) et inf(ky, k) sont aussi dans K,

(1

2) Si keX, on a kK, pour tout s réel.

La démonstration n’est pas difficile. Seulement on remarque ici
que {1+ &[®'PA+P(E))eK, (I est a sont réels) si P(&) est un
polyndme hypeelliptique, puisque 1+ |£]? et 1+ |P(¢)| appartiennent
a K.

Lemme 2. (¢f. [9]). Soit p=S® et ke K, Il existe alors une

constante C>0 telle que

4)  H3ER() si et seulement si £2(¢) est une fonction positive sur R? et il existe des
constantes C>0, N >0 tells que
EE+m) <A+ ClEDYR(). & neR™
(cf. Chap. II de Hormander [2]).
5) &S est I'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur R® et ‘décroissant pour
| %|—>o0. plus rapidement que toute puissance de 1/|x|, ainsi que chacune de leurs
dérivées.
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(2) loull,<<suplo(x) | [+ Cllull®, ucS.
Démonstration. Soit #=S. Posons gu=wv. D’aprés (1) on a
3) [k®)eE—n)u(n) —k(eE—n)i(y) |

<CAH+e—9DVE () |E—nd(n) |, & nER"
En intégrant deux membres de (3) par rapport & 7 on obtient

k@ \oe—nat) dr— (ks il

<c (16— @) 16—t 1dn
d’ou résulte

[R(£)D(&) lé(Zn)””lXé(é‘—n)k(n)ﬁ(v)dvl

+ eyt 1e—aD) g 1K () 1) | dn, e R~
De 13, en utilisant l'inégalité de Young et la formule de Parseval, on
déduit
1< (| o) UCx) 15dmy -+ C

ol U(x) est la transformée réciproque de Fourier de k(&)ua(s), C
une constante indépendante de #, ce qui montre (2). c.q.f.d.

Lemme 3. (c¢f. le lemme 3.4.1 de [1]). Soient P(&) et Q&)
deux polynomes hypoelliptiques et a=>0, b>>0. Si un polynéme R(&)
vérifie Uinégalité
€)) IRE A+ |PE)N)<CA+|QE) ), ¢eR,
avec une constante C>0, il existe alors un nombre d>0 tel que
pour tout a= (ay, -+, ,) EN" (N désignant 'ensemble des entiers >>0)

IR L+ [P DA+ [6DM<C.(A+Q(E) )Y, R,

avec des constantes convenables C,>>0, ot |a|=a1+ - +a, et

SR

R®= .0

as(lxl b .aglla"

Démonstration. Soit m un entier positif. Notons d’abord que

8) Pour # €S on pose
[ (CORVIOREIGIT O

#(g) étant transformée de Fourier de u(a()= Se“"‘f u(%)dx, xE=x81+"+ Xnkn).
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Pon peut trouver les vecteurs € R" et les polynOdmes M, (&) (1<i
<r) tels que

SE+n) =SSE+1 M), & 1€ R,
pour tout polynéme S(&) d’ordre <<m. On peut en facilement déduire
(5) t""’R"‘(E)=2R(S—!—l‘v(‘))M?‘(O), t réel, &R
(on a suppos€ que Tordre de R(§)<m). De (4) et (5) on déduit
(6) tH R |1+ P& e

1+|P(5>| @ ANERY]
< PO aviee s

C, étant une constante positive indépendante de €.
Maintenant rappelons que l'on peut trouver un nombre d>0 et
des constantes C,>0(a=N") tels que
{IP“(S)I(1+ EDC.A+PB ),
QO 1A+]eDHM<C.A+1Q® ), R

)

(on n’a qua remarquer que P(£), @(&) sont hypoelliptiques).
Prenons f#=e(1+ |€])%(0<e<{1) dans (6). Daprés (7) et le

développement de Taylor, on a alors

[1+1QE+HP) [<A+eO) A+ (R D,

(8)
14+ 1P+t |>1—eC)(1+ | P(&) |), € R*

oll C est une constante positive. De (6) et (8) on peut conclure le
lemme 3 si 'on prend e assez petit pour que 1—eC>0.
c.q.f.d.

3. Démonstration de théoréme
Supposons que P(x, D) vérifie la condition (FH) dans £ avec
31; ) SIJ-’ tl; ) tv et A<x7 E)! B<x! é)' POSOHS A(E) :A<O7 S) et B(S> =

B(0,£), ol on a supposé 0=9. Soit 4 un ensemble de uXy-matrices
R(E)=[R;;(6)] de polyndmes tels qu’il existe une constante C vérifiant

[R;(E) A+ [AE) DNZCA+ 1B )", ce Ry

pour tout ¢, J.
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Définition 2. (a) F'>f (I réel) si
(i) f:Cflv"'vfll)’ fiES”) <i:1;”';ﬂ>s
@ Ela+enaria@nafie s (=1fle<e.

(b) U'su (I réel) si
<i) u:(ul:“')MIJ) qu(S,(j:].,"‘,V>,

G i+ ien a+B@DyIae 1o = julvy <o,

(@) GL..(2)2f si ,€D(R2) (G=1,---,n) (i.e. f; est une distribu-
tion sur 2) et of €F' pour tout o=C=(2) & support contenu dans
2 (ie. o=C5s(2)).

) Ubl®u si ;D' () (j=1,-+,v) et pusU' pour tout
0= Ci (0.

D’abord on va énoncer deux propositions suivantes:

Proposition 1. Soit x,€2 et I',] (I'<<]) deux nombres réels. Il
existe alors un voisinage U,, de x, contenu dans 2 et une constante
C>0 tels que

[vll<C(|P(x, D)v|lg:+ o), velF(U.,)"

Démonstration. D’abord on note que le systéme P(x,&) est
s’écrit sous la forme
9 P(x,8)=Po(&) +Xa.(x)Pu(8),

ol P(e)=P(x,8), LPuE4, a.=C"(2) et a,(x,)=0.

Soit u=S” et posons Po(D)u=f. D’aprés I'égalité

Fi©)=31Pus(©);(8)
on aura
SPu(®) | ACx, ) 1f:(8) =205, O P (2, )]t (©),
ol Py;(&)=[Py(&)];;. Par conséquent, grice & (FH), on a
{10) ?;Q""(E)Pm(é) | ACx,, ©) |7£:(8) = | B(x,, &) |4, (&),

QY (¢) étant le (A, j)-cofacteur de la yXymatrice Q(x,&)P(x,,£).

7) Nous désignons par S’ l'espace des distributions tempérées.
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D’autre par, de (FH), on déduit
| LO(x0, ) L(x, O] | <G+ [ B )2, s€ R,
d’ot
|Q4(&) | <C(1+ | B(&) i, g€ R,
Il vient donc, d’aprés (10) et (FH),,
|B(&) 114, (6) | <CaZi(1+ |BE )1+ AE D] £:(9)], ¢ R~
Comme
A+ 161D+ |BE D"
<CAQ+[EDEIBE "+ A+ 6D A+]BE )Y
pour tout £ R*, il en résulte
A+ 11D A+ [ BE) )" 14;(8) |
<G+ (£ A+ A@ D1/
+ @A+ 1A+ 1BE DY )1},
ce qui montre qu’il existe une constante C>0 telle que
(1) [l C(ILo(Dullg+ljulv), nsS.

Ici C,,---,C;s sont des constantes indépendantes de &.
Maintenant en appliquant le lemme 3 & P(&)=A(&), Q(&)=B(g)

et az—g‘—, b=—t2’—, on obtiendra immédiatement

12) [ R*(D)uljgraa<Collulv, nucS”
pour tout a=N" si Re4, ol 1>d>0, R*(D)=[R%(D)] et C, est
une constante positive indépendante de u.

En effet, en posant R*(D)u=f, on a

f:(©) =SIRi(&)s(8),
d’ol
(1+ &1L+ A D1 £ |
S+ (DA 1A DRI RO (),

donc
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L+ (€] eE2(1+ | A®) 2] £,(8) |
<CSA+[EMHPA+IBEO DY )], s Ry,
avec une constante convenable C,>0, d’oli résulte (12).

Finalement, en appliquant le lemme 2 a k;(&)=(1+ &)1+
A )" et k(&) =1+1£]H)" (A +]AE D" (I'=I—d), on obtient,
grice 4 (9) et (12)

1L(D)ollg<[|P(x, D)vl|gt+ Sl a.Pu(D) vl g

<[|P(x, D)vl.‘s”+§(E,Hamfm.-ﬂi,-)”2

<|[L(x, D)vllﬂlﬂij{‘Z(’g}gﬂl @o () | foillia+Cill Fuille)?}

<[P (x, D)U”EFH—SHD Ssupla.(x) |2 Lu(D)v]g
+CSI LDl

<[P (x, D)vafleCz(sllp sup/ a.(x) ||l +llvllu), veCs (U,,)”

ol U,, est un voisinage de x,, Lo(D)v=fus, ", fu) €t C; et C, sont
des constantes indépendantes de v. Si l'on prend U,, suffisamment
petit, on peut conclure la proposition 1 pour ['=[/—d d’aprés (11).
D’oll résulte la proposition 1 pour tout I'</.

Remargue. La proposition 1 est valable pour ve<’ 4 support
contenu a U,,, puisque C7(R")” est dense dans U’ et I'inégalité (12)
est vrai pour u= U (cf. (2) et (9)).

Proposition 2. Soit [ réel. Une distribution vectorielle u=
(ty, -, u,) sur 2 appartient ¢ U,,.(Q) si P(x, D)ucsF.,.(2).

Démonstration. Soit £ un ouvert d’adhérence contenue dans 2
et relativement compact. Il existe alors un réel 1 tel que u& U, (2").

Supposons que 1+d<Il. D’aprés (9), (12), le lemme 2 et la formule
de Leibniz et I'hypothése sur #, on a

(13) P(x, D) (pu) e Fr*

pour o= C7(2"). Car on voit facilement que

P(x, D) (u)
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~oP(x, Dut 3 —-D*6(P5(D) + Ta.Pa(D)) (yu) »

ol « est une fonction appartenant & C;(®') et égale 1sur le support
de o.

Maintenant soit %, un point arbitraire de £ et U,, le voisinage
figurant dans la proposition 1. En appliquant la proposition 1 (I=2+
d—1,I'=2—1) a

v=A,(pu) = u<x+h>¢<xTh}L[>—u<x>¢<x) (heR™),

on déduit de (13) que oues UM pour tout ¢=Ci(U,), puisque
[P (x, D)A(ou) ||gi+a-+ et |[A(ou)||ar- sont uniformément bornés pour
|h]—0, de sorte que ||A,(pu)l||as+e Vest (voir [7]).

En répétant le processus ci-dessus, si nécessaire, on aura gue U’
pour tout ¢=C;(U.,). Donc ucsU,.(2). Dol résulte la proposi-
tion 2, puisque £  était arbitraire.

II est immédiat que la proposition 2 entraine notre théoréme.
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