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Sur les systèmes différentiels hypoelliptiques
à coefficients variables

Par

Yoshio KATO*

0. Introduction

Soit ti un ouvert de Rn et 3*(x, Z?) une p. X y-matrice d'opérateurs
différentiels linéaires P{j (x, D) (x = (*i..., #„), D = (
eti = -/-l )à coefficients C00^)/0 Le système $(x,D} est dit

hypoelliptique dans Q si toute solution du système d'équations

est indéfiniment dérivable dans tout ouvert où / l'est.
Le critère d'hypoellipticité des systèmes à coefficients constants

a été établi par Hôrmander [2] , Lech [5] , Matsuura [8] et Malgrange
[6] . D'autre par M. Volevic a donné dans [10] une classe de sys-

tèmes déterminés (i. e. fi = v) hypoelliptiques à coefficients variables,
c'est-à-dire la classe de systèmes 3*(x, Z))= [Pu(x, Z))] (l<z, J<v) à
coefficients C°°00) qui possèdent la propriété suivante: le polynôme
Q(x ,f) =det5>(jc, f) (f e/2") est formellement hypoelliptique dans £2) gf

V

il existe des nombres non-négatifs < j l 9 . . . , a v , T l 9 . . . , T v tels que S(ry— ai)

constante indépendante de <?.
Dans cet article nous donnerons une classe de systèmes surdéter-

minés (i. e. fj£>v) hypoelliptiques à coefficients C°°(£), qui contient
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1) Nous désignons par C°°(^) l'espace des fonctions complexes indéfiniment dériva-

bles sur Q.
2) Le polynôme Q(x, £) est dit formellement hypoelliptique dans Q si Q(XO,£) est

hypoelliptique pour tout X0Ç® et quel que soient les points xa et y0 de Q, Q (x0, £)
et QG>o, S) sont équivalents au sens d'Hôrmander (voir Hôrmander [3]).
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tous les systèmes elliptiques (voir remarque 1) et la classe donnée
par M. Vole vie (voir la remarque 2). Dans le cas ju = v = l, notre
classe se réduit à celle défini pour la première fois par Malgrange

[7] et Hôrmander [4] (i. e. opérateurs différentiels formellement
hypoelliptiques).

1. Condition (FH)

Soit 5>U,Z?)=[P / y(Z?)] (l<i<M,Kj<v, *^0, où chaque
PU(X, D*) est un opérateur différentiel linéaire à coefficients C°°(J2)0

Le système £P(#, Z?) est dit satisfaire la condition (FH) dans Q
V

s'il existe des nombres non-négatifs S1} ... , SM, t1} ... ,tv (S(/>0) et des
j=i

polynômes formellement hypoelliptiques A(x, ?), J5(^r, f) qui possèdent
les propriétés suivantes:

(FH)/ det(<2(*, f)S>(*, f))3)== |5(*, f) K *efl,f eR", <2U, f) étant
la v X /^-matrice dont le (f , /) -élément est Pn (x,$)\A (#, f ) [ *> , et

? = S*/.7=1
(FH)// pour tout ^ŒJ2 il existe une constante Cx>0 telle que

Nous pouvons alors établir le théorème suivant:

Théorème,, Soit &(x> D) une juX v-matrice (/^v) d'opérateurs

différentiels linéaires Ptj(x, D) ^ coefficients CDO(J2). Sf /g système
ÇP(x, D) vérifie la condition (FH) dans £, z7 ^5^ hypoelliptique
dans Q.

La condition (FH) est inspirée de [10] .

Remarque 1. Soit 3>(*, D) = [P,-,(*, D)] (!</<A 1<;<^, A^rO
elliptique, c'est-à-dire on suppose ^w^7 existe des nombres entiers non-

négatifs tfi, . . . , <JM, r1? . . . , TV tels que l'ordre de Pi} (x, D*) <TJ — ̂

(Pittx, D) =0 si r;-tff.<0) et &\x, f) = [P,Qj(x, f)] est une application
linéaire injective de Cv dans C* pour tout x^Q et Ç5pQ (on désigne
par C l'espace des nombres complexes), où P,, (#,/)) est la part de

P{j(x, D) qui est homogène de degrée r,- — <r:-. Alors <?(#,/)) vérifie

la condition (FH) avec si = (fi, t1 = TJ/\'c\ si | r | = r i H ----- hrv>-0, =l/^« si

3) La matrice <?(.£,!) est obtenue en remplaçant — fà/dxj par
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| r |=0, A(x,Ç)=\Ç\2 ( = f ï + - + f î ) et

où
Remarque 2. Soit <P(#, Z?) appartenir à /a £/#ss£ J^ Volevic.

Alors £P(#, D) vérifie la condition (FH) avec sl=ai,tj = rj

Dans le paragraphe 2 nous préparerons trois lemmes. Et le

théorème est brièvement démontré dans le paragraphe 3, où nous
avons adapté le raisonnement de M. Peetre, exposé dans [9] .

2. Préliminaires

Nous allons d'abord introduire un ensemble des fonctions poids:

Définition 1. JC0e&(?) si

( i ) *(f)eJC*>
(ii) il existe des constantes C>0, JV>0 et k'(£)^<K tels que

Lemme 1» 1) Si k± et kz appartiennent à JC0, alors k1-i-k2j k^ k2f

kz) et i

2) Sî ^eJf0, ow c ksŒ:J£0 pour tout s réel.

La démonstration n'est pas difficile. Seulement on remarque ici

que ( l+ i^ ] 2 ) / / 2 ( l+ i^ (e ) i ) c eJC 0 (/ est a sont réels) si P(f) est un
polynôme hypoelliptique, puisque 1+]£ | 2 et l-!-lP(?)| appartiennent
à JC0.

Lemme 2. (c/. [9]). Soit y^S^ et ^eJC0. // existe alors une

constante C>0 telle que

4) J<.3k(£) si et seulement si &(0 est une fonction positive sur R^ et il existe des
constantes C>0, N>0 tells que

(cf. Chap. II de Hôrmander [2]).
5) <5 est l'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Rn et "décroissant pour

\x\— >oo. plus rapidement que toute puissance de \/\x , ainsi que chacune de leurs
dérivées.
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(2) M,<sup!^00 [ |i«|[, + C||«

Démonstration,, Soit u^S. Posons <pu = v. D'après (1) on a

(3)

En intégrant deux membres de (3) par rapport à *q on obtient

<C

d'où résulte

De là, en utilisant l'inégalité de Young et la formule de Parseval, on

déduit

où U(x) est la transformée réciproque de Fourier de &(f)râ(£), C'
une constante indépendante de ^, ce qui montre (2). c.q.f.d.

Lemme 3. (cf. le lemme 3.4.1 de [1]). Sw>«* P(f) rf
rf^MA; polynômes hypoelliptiques et a^>0, b^>0. Si un polynôme

vérifie l'inégalité

(4) ]J?(^) i( l+!P(f) l ) a<C(l+[(?(?)!) 0 , fe/e-,
û^c ^^^ constante C>Q, il existe alors un nombre d>0 tel que

pour tout a= G^i, • ••,«„) e]VM (i¥ désignant l'ensemble des entiers ;>0)

constantes convenables Ca>0, o^ |« |=aiH ----- (-<*

Démonstration8 Soit M un entier positif. Notons d'abord que

8) Pour M 6 S on pose

ll«lu=((2^)
M(£) étant transformée de Fourier de M(£(£) = \e~ix*u(x)dx, xè=x&-{ f-^w).
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l'on peut trouver les vecteurs ^eJE" et les polynômes M£(?) (!<>'
<r) tels que

r,(*), f,

pour tout polynôme S(f) d'ordre <Çw. On peut en facilement déduire

(on a supposé que l'ordre de J?(f)^m). De (4) et (5) on déduit

|P(0!

Ca étant une constante positive indépendante de f .
Maintenant rappelons que l'on peut trouver un nombre d>Q et

des constantes CaXK^eJY") tels que

(on n'a qu'à remarquer que P(f)> G(f) sont hypoelliptiques).
Prenons * = e(l+ |e|)d(0<e<l) dans (6). D'après (7) et le

développement de Taylor, on a alors

où C est une constante positive. De (6) et (8) on peut conclure le
lemme 3 si l'on prend e assez petit pour que 1 — eC:>0.

c.q.f.d.

3. Démonstration cîe théorème

Supposons que £P(#, D) vérifie la condition (FH) dans Q avec

Si,-,Svtl9-,tv et A(x,&, 5(*,f). Posons ^4(f)=^(0,f) et 5(f) =
5(0, f), où on a supposé OeJ2. Soit yf un ensemble de /^ X y-matrices

de polynômes tels qu'il existe une constante C vérifiant

pour tout f , j.
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Définition 2. (a) 3'3f (l réel} si

(i) /=(/i, -,/J,/,

(ii)

(b) <U'3« (/ réel) si

( i ) «=(«!,••-,«„),

(ii)
y-i

(a') £?/oc(^)3/ sifi^3ï(û) (i = l,-~,/jî) (i.e.fi est une distribu-
tion sur j?) et (pf^3l pour tout ç?ŒC°°(^) à support contenu dans

Q (i.e. ̂
7b7) Wioctû^u si u^g)\ti} (y = l,-",v) rf (pu^V1 pour tout

D'abord on va énoncer deux propositions suivantes:

Proposition 1. Soit x0^ti et /', / (/'</) rf^^^: nombres réels. Il
existe alors un voisinage UXo de x0 contenu dans Q et une constante

C>0

Démonstration. D'abord on note que le s^^stème ^(JK:,?) est

s'écrit sous la forme

(9) 3>(*, f) =^0(f) +Sfl« W^-Cf),

où S)o(f)=5>(^,f),3)«e^ffl(BeCBO(10) et ^U0=0.
Soit ^ecSv et posons £)

0(D)u=f. D'après l'égalité

on aura

où -P0i,-(f)= [ffo (?)],•;• Par conséquent, grâce à (FH), on a

10) S^(f)Pi^(Ô I ̂ (*« « I "(O = I B(xn f) ] %(f),
*,*

étant le (*, ;)-cof acteur de la vXv-matrice

7) Nous désignons par 6' l'espace des distributions tempérées.
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D'autre par, de (FH)// on déduit

d'où

IQ"(
Il vient donc, d'après (10) et (FH)/;,

Comme

I2)' ' '2

pour tout Ç^R", il en résulte

ce qui montre qu'il existe une constante C>Q telle que

(11) H«||v^C(|jS)o(^)«ll^+ INII^O, ^^cS^.
Ici d, -sCs sont des constantes indépendantes de f.

Maintenant en appliquant le iemme 3 à P(£) =-4(f), Q(?) =
9 /

et a = —~—, b = —^-y on obtiendra immédiatement
/_> ^6

(12) !|5la(Z))w||3r^.ai^Ca||«||v, «ej"

pour tout ^eIV* si 5îe^, où l^â?>0, 5la(Z?)= [Je5(Z3)] et Ca est

une constante positive indépendante de u.

En effet, en posant !Ra(D*)u=f, on a

d'où

donc
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avec une constante convenable Ca>0, d'où résulte (12).

Finalement, en appliquant le lemme 2 à *f.(f) - (1+ |f ]2) / / 2(l +

|^(f)|)" /2 et *î(f) = (l+ |f |2) l / / 2(l+|^l(f) |) ' ' / 8 (/' = /-rf) , on obtient,

grâce à (9) et (12)

où C7,B est un voisinage de #0, £)
ia(D^v=(f(ai,--',f<*J et Ci et C2 sont

des constantes indépendantes de v. Si l'on prend UXo suffisamment

petit, on peut conclure la proposition 1 pour l' = l—d d'après (11).

D'où résulte la proposition 1 pour tout /'</.

Remarque. La proposition 1 est valable pour v^V1 à support

contenu à UXg, puisque Cr(-K")v est dense dans CU1 et l'inégalité (12)

est vrai pour UŒ^' (cf. (2) et (9)).

Proposition 20 S0zY / r^/. C7w^ distribution vectorielle u =
(«i, • • • ,«v ) 5^r £ appartient à ^ULG*?) 52 ^(x,D^u^3lioc(^.

Démonstration,, Soit J2' un ouvert d'adhérence contenue dans $

et relativement compact. Il existe alors un réel À tel que Me^LCS')-

Supposons que A + d<J,. D'après (9), (12), le lemme 2 et la formule

de Leibniz et l'hypothèse sur u, on a

(13) &(x,D)(<pu)ç=9*+'

pour ç?ŒCr(^;)- Car on voit facilement que



Sur les systèmes différentiels hypoelliptiques à coefficients variables 359

=?S>Ot, Z))«+ S ~£>>(SW)+IX5>S(I>))GMO«
|cc|>0 ÛJ/ w

où i/r est une fonction appartenant à Cr(£') et égale 1 sur le support

de (p.

Maintenant soit X0 un point arbitraire de Q' et UXo le voisinage

figurant dans la proposition 1. En appliquant la proposition 1 (/ = ̂ 4-

d-i, /'=;i-i) à

on déduit de (13) que y>u^cUx+d pour tout ç?ŒQ°(K0), puisque

H^POr, Z^AftCç?^)!!^^'1 et IJA/iOzOll^-1 sont uniformément bornés pour

|A|-»0, de sorte que ||A*(p20||cU'+rf-1 l'est (voir [7]).

En répétant le processus ci-dessus, si nécessaire, on aura ç^e^U'

pour tout peCr (£/«„)• Donc Me<U/oeC0'). D'où résulte la proposi-

tion 2, puisque £' était arbitraire.

II est immédiat que la proposition 2 entraîne notre théorème.
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