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III. Resultats de H.-W. Knoblocli

Concernant Fequation differentielle ordinaire

(1) dzx/dt2=f(t,x, dx/dt)

Knob loch a obtenu des theoremes d'existence qui coincident a peu

pres avec ceux de Nagumo. Nous voulons montrer que ses resultats

se deduisent aussi de notre theorie.

Soit / un intervalle compact, qui peut etre suppose [0, 1] sans

perdre la generalite. / est decompose en un nombre fini d'intervalles

[tf, ti+1], Soit £) un compact dans IxR2 et posons

Knobloch a suppose que

( i ) /eC(^);
( ii ) f(t, x, 30 satisf ait a la condition de Lipschitz par rapport

a x et y dans chaque 3)t.

Knobloch prend pour le domaine 3) ou / est definie le domaine

non borne ©x^?1. Nous prenons pour S) le domaine compact

Car notre theorie n'utilise point les valeurs de / en des points ou Ton

a y<Q(t, x) ou y<JI(t, x).

La condition (i) est evidemment plus generale que la condition
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Mais cette generalisation n'est pas importante. On pourra

generalise! encore; par exemple on pourra traiter de la meme maniere

1'equation du type de Caratheodory. Dans la suite nous supposerons

pour la simplicite que /eCC®).

Quant a la condition (ii), elle est une des conditions d'unicite.

Elle joue un role important lorsqu'on montre 1'existence d'une solution

jouissant d'une propriete que Knobloch appelle propriete (B). Mais

s'il ne s'agit pas de cette propriete, il me semble que la condition ne

joue aucun role essentiel. Pourtant pour le voir, il serait necessaire de

faire quelques etudes preliminaires sur les applications semi-continues

superieurement a valeurs compactes.

13. Rappel des Resultats de Knobloch,

Citons quelques-unes des propositions que Knobloch a obtenues.

Soient

3)={(jt,xty); a

ou o) et co sont des fonctions C2[I] telles que Ton ait

(13. 1)
, s'(O)

dans I, et Q et 7^ sont des fonctions C1 [®] telles que

(13.2) f(jt,x,a)-aa,-al

garde une signe constante dans <£) = D — E pour Q = Q, Q, ou

E= {(t, jc)e

Proposition 1. Si I' on a

(13.3)

pour

(13.4) Q(t, x}<Q(.t, x)
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pour t=0, 1, <a(t}<zX<^<o(t} et

(13. 5)

= 0, 1, r equation (1) admet une solution q> satisfaisant aux

inegalites

(13.6)

as. ?)

Une fonction <p est dite p'eriodique par rapport a / si <p et <^x

prennent les memes valeurs aux extremites de 7. Dans un de ses
articles anterieurs Knobloch a obtenu un theoreme d'existence, dont

1'enonce voici:

Proposition 2. Supposons remplies les inegalites

(13.8)

(13. 9)

et la condition de periodicite

(13.1) ia(0) =«(!), 5(0) =5(1),

(13.11) fl(0, JP) =fl(l, jc), S(0, *) =B(1, ^).

Uequation (1) admet alors une solution p'eriodique par rapport a
I.

M. Nagumo n'a pas traite la condition de periodicite. Nous vou-
lons montrer comment on peut traiter la condition de periodicite a

1'aide de notre theorie.

En utilisant la proposition 2, Knobloch a etabli un theoreme d'exis-
tence de solutions ayant une propriete qu'il a appelee propriete (B).

Par definition, une solution <p jouit de la propriete (B) s'il existe
une suite de solutions {<pv} telles que

(Bi) (pv-><p, (p'v-+<pf uniformement dans /;
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(B2) la difference Av = (p — (pl/^Q a la meme signe pour tout nombre
naturel v et toute valeur t^I;

(B3) !4|<l£| Av\ pour tout nombre naturel v et toute valeur t^I
avec une constante c independante de v et de t.

Le theoreme d'existence s'enonce alors comme suit.

Proposition 3. Supposons remplies toutes les hypotheses de la

proposition I. II existe alors une solution <p jouissant de la pro-

priete (B) et satisfaisant aux inegalites

(13. 12)

(13. 13)

pour

Nous montrerons que Ton peut remplacer les inegalites (13. 12),
(13. 13) par les inegalites strictes (13. 6), (13. 7) et la condition (B3)

par la condition plus forte:

(BO On a

(13.14) sup{|4(0i, fe/}^cinf (|4,(OI ; fe/}

pour tout nombre naturel v et toute valeur t^I avec une constante

c independante de v et de t.

149 Reflexions sur les Inegalites Relatives a o) et &*

Considerons par exemple le cas oil 1'expression (13. 2) est positive

pour Q = Q et supposons F existence des valeurs /e<0, 1> telles que
Ton ait

Si r est la borne inferieure de telles valeurs, on a Tinegalite

d(f)>Q (t, « (0 )

et 1'egalite
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Si done on pose f ^oj(r), ?? = £>/(r), on a

On obtient ainsi une impossibility L'inegalite

subsiste done dans tout Fintervalle.

Par consequent, les inegalites (13. 5) sont verifiees non seulement

pour £ = 0,1 mais meme pour toutes les valeurs f e/.

Si r ensemble E n'est pas vide, il est ferine. Soit r la plus
petite des abscisses des points de E. Un point (r, Q^E appartient
a Finterieur de 3) et on a necessairement

Q(T, f) =S(r, f), fl.(*, f)^^(r, f), S,(r, f)=2*(r, f)-

On a done

/(r, f, S(r, 0) -fl(f, f)S,(T, 0 -fli(r, f)

On ne peut avoir cette inegalite si Fexpression (13. 2) est positive

pour Q = Q et negative pour £ = &. L'ensmeble E est done vide.

Par consequent, si I' expression (13.2) est positive pour Q = Q et

negative pour £ = !?, on a V inegalite (13.4) dans D. II en est de
meme du cas ou I' expression (13.2) est negative pour Q = Qet posi-

tive pour Q = £.

Si I1 expression £ a le meme signe pour & = Q, J2, 1' ensemble E

peut etre non vide, auquel cas il se trouve a Finterieur du domaine
® limite par les quatre lignes

La frontiere de D se compose de ces quatre lignes et de la frontiere

de E.



136 Masuo Hukuhara

15. Demonstration de la Proposition 1.

Soit F Fensemble des solutions du systeme differentiel equivalent
a F equation (1) :

(15. 1) dx/dt=y, dy/dt=f(t, x, y).

Comme nous avons remarque dans notre article precedent, tous les
points de 3) sont kneseriens sauf les points (t, x} ou 1'on a 1'egalite

Q(t, x)=~Q(t, x).

Mais on voit sans peine que si Fon a cette egalite, le point (t, x)
appartient a 1'intersection SBdf}3}8.

Par suite, F est une famille knes'erienne dont le domaine fonda-
mental est 3).

Considerons d'abord le cas ou 1'expression (13. 2) est positive pour
Q = Q et negative pour Q = Q.

La section <50 de 3) par le plan t = 0 est evidemment contenue
dans &*. Les points de S$d dans <50 forment deux segments

BC: * = »(())

EF: jc = ffl(0)

Les points B et H appartiennent a £Bd{J-£}+ et les autres points de la
section appartiennent a J3+

0

La section <5i de 3) par le plan t = l est evidemment contenue
dans J$d. Les points de £B8 forment deux segments

AB: * = «(!), ^

DE: ^ = 5(1

Les points B et E appartiennent a J$g(JJ$- et les autres points de la
section appartiennent a ST.

Dans la section Sr de 3) par le plan t = r (0<r<l), ^U^- se
compose de deux parties

FAB :
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CDE:
i'/O;

se compose de deux segments

BC: # = fl,(r), Q(

EF: x = aM, &'

Prenons pour G une courbe GH joignant les segments BC et EF

dans la section <50 et pour G' une courbe KL joignant les segments AB

et DE dans la section <5i.

Fig. 1, 2, 3.

On pourra appliquer notre theoreme d'existence 9. 1. F contient

une courbe x = <p(f), y = <p'(f), qui joint G et G'. L'extremite gauche

de cette courbe ne peut coincider avec G ni avec H, car G et H ap-

partienne a 3¥. On a par suite les inegalites strictes (13. 6) pour

£ = 0. On a de meme ces inegalites pour t = l.

Jusqu'ici nous n'avons pas utilise la condition d'unicite (ii). On

peut done affirmer, sans cette hypothese, 1'existence d'une solution <p

telle que Ton ait

(15.2)

dans /, les inegalites strictes ayant lieu aux extremites.
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cp satisfaisant a la condition de a), il existe une solution ty telle

que Ton ait

dans /, les inegalites strictes ayant lieu aux extremites. Si Ton a

1'egalite <p(0=^(0 en une valeur r, on aura necessairement

p(0 = ̂ (0 = S(0, p'(0 = ̂ '(0 =3/(r).

Si done on suppose la condition d'unicite (ii), on doit avoir <p(r)<i

5(0-

Par consequent, si Ton suppose la condition d'unicite (ii), on a
les inegalites (13. 6). C.Q.F.D.

On pourra traiter les autres cas sans aucune modification essenti-

elle quoique Fensemble E defini au n° 14 ne soit pas vide si 1'expres-
sion (13.2) a le meme signe pour Q = Q et ^ = 5.

16. Demonstration de la Proposition 2.

Considerons le cas ou Fexpression (13.2) est positive pour ti = Q

et negative pour &=Q.
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Considerons les sections SQ, <Si de Fensemble 3) par les plans

= 0, 1:

tf(0), 0(0, *)<3>

Prenons un point (0, ?,•>?) ^£0- Grace a la condition d'unicite, il

n'existe qu'une courbe solution issue du point (0, ?, •?) . Soit (r, ?", 7?77)

son extremite droite.

Si r=l, posons $' = £", tf = ifff.

Si r<l, ?/x est egale a w(r) ou a lw(r). On a necessairement

w (r) <C w (r) , car 1'egalite « (r) = a) (r) impliquerait w7 (r) = to7 (r) . On

pourrait en deduire, comme au n° precedent, une contradiction avec

1'unicite de solution. Posons

OU

+ fl(0,5(0)) ̂ , "''^

suivant que f/7 = o)(0 ou o)(r). En faisant correspondre a un point

(0, f, ^)e<50 le point (0, f7, T?7), nous obtenons une application continue

T de S0 dans le plan t = Q. Si (0, £, 77) est un point fixe de cette

transformation, la solution telle que

est periodique par rapport a /. Soit T7 la transformation qui fait

correspondre au point (0, ?, T?) le point (0, f7 — f, y'—q).

Pour montrer Fexistence des points fixes, il suflfit de calculer le

degre topologique rf(0, T7, cS0) a I'origine O.

Soit P7(0, f7, /) le point correspondant de P(0, f, ?). Nous voulons

calculer la variation de Targument arg PP7 du vecteur PP7 lorsque
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P decrit le contour ABCDEFA de SQ.

Lorsque P est sur le segment

BC:

PP' est le vecteur unite parallele

a 1'axe des x et de sens oppose.

Lorsque P est sur le segment

EF:

PP' est le vecteur unite parallele

a Faxe des x et de meme sens.

La variation de arg PP' est nulle F. „

lorsque P decrit le segment BC

ou EF.

Lorsque P decrit la ligne

CDE:

P' decrit une ligne C'D'E' qui se trouve au dessus de la ligne C'CDEE'

et la variation de arg PP' est egale a — n. Lorsque P decrit la ligne

FAB:

P' decrit une ligne F'A'B' qui se trouve au dessous de la ligne

F'FABB' et la variation de arg PP' est egale a -TT.

La variation totale de arg PP' est done egale a — 2n de sorte

que le degre topologique de Fappication T' a Forigine O est egal a

-1. C.Q.F.D.

On pourra traiter de la meme maniere le cas ou Fexpression

(13.2) est negative pour Q = Q et positive pour Q = ~Q.

Considerons maintenant le cas ou Fexpression (13. 2) est negative

pour @ = Q et ti = ~D. II est clair que Fon peut traiter de la meme
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maniere le cas ou F expression (13.2) est positive pour Q = Q et Q = S.

Comme precedemment, nous designons par (r, f", ?") 1'extremite
droite de la courbe solution issue d'un point (0, f, T?) de S0. Si r = l.
nous posons f' = f", T/ = V". Si r<l, trois cas sont a distinguer:

Si £" = !O(T), nous definissons f;, ^ comnie plus haut;

Si ?" = a)(r), nous posons

OU

U V / / r> /^ N n( f \\ *Z o) (r) —S^r, (Jl(r))

Si o)(r) <Cfx/^ a) (r), y/f = ,Q(r, ft2(r))> nous posons

En definissant 1'application Tf comme plus haut, il suffit encore
de montrer 1'existence d'un point fixe de la transformation T7.

Or on verra dans ce cas aussi
que le degre topologique de la
transformation Tr est egal a —1.
La proposition est done etablie.

Remarque. La premiere des
~~ i -\ F'

egalites (13.11) peut etre rem- / f '"
B' B

placee par -1 tv^jX

ou
r\ff\ «S\--~^ r\f~l ~.\ \ \

D'

suivant que Texpression (13.2)
est positive ou negative pour Q

= Q, et la deuxieme des egalites
(13.11) peut etre remplacee par

V,
1 c- fl-r

_^1
I



142 Masuo Hukuhara

5(0, *)^S(1, *) ou S(0, *)^

suivant que 1'expression (13.2) est positive ou negative pour @ =

La demonstration reste valable sans aucune modification essentielle.

17. Demonstration de la Proposition 3 et Son Amelioration.

Supposons 1'existence d'une suite de solutions {<pv} telles que Ton

ait

(17.1) «wi(0-^(0>0

dans /. On voit immediatement que la suite {q>'v
r} est bornee. Par

suite, les suites {<pv} et {cp'v} convergent respectivement vers une solu-

tion <p et sa derivee q>' uniformement dans /. Les conditions (BO et

(B2) sont evidemment remplies.

Considerons la fonction \\rv definie par

ou

On a evidemment

(17.2) sup { | ̂ (01,^(0; t <=!}=!

et iK est une solution de 1'equation differentielle en u\

(17. 3) d2u/dt2=c;l{f(t, ^(0, ̂ (0) ~/a ?(0 -cvu, <p'(j

Si Ton en designe le second membre par gv(t, u, u'\ on a

(17.4) \gv(t,u,uf)\^L\u\+L'\ur\

puisqu'on suppose (ii). Par suite, on a

On peut done supposer, sans perdre la generalite, que les suites {tyv}

et {^} convergent respectivement vers une fonctions ty et sa derivee

i/r7 uniformement dans /.

Si o|r s'annulait identiquement, ty' s'annulerait aussi identiquement

puisque ^ est la derivee de ̂ . C'est absurde puisque (17. 2) entrame
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(17.5)

Par suite, ty ne s'annule pas identiquement.

Soit p. la racine positive de r equation en p:

p*-LP-L' = Q.

D'apres un theoreme de comparaison bien connu, on a

pour t, T^I, ou

Si done {tK(r)} et {^(r)} convergeait vers 0, ^ deviendrait iden-

tiquement nulle. Par suite, il riy a aucune valeur r^I ou Von a a

la fois i/r(r)=0, i//(r)=0.

Puisque ^v(0>0 pour fe/, ̂ (r)=0 exigerait i/r /(r)=0 si 0<r<

1. Par suite ^(f) ^s^ positive pour 0<£<1.

II nous reste a montrer que Ton peut choisir la suite {#>„} de

maniere que les deux suites

(4(0) M(0)}, {-4(DM(i)}
restent bornee superieurement.

Soit OQ une fonction lineaire de x qui prend les valeurs

fl»-ig(0,m(0)) gi
, 5(0)) -fl(0, 5(0))

respectivement pour Ar = ^(0), 5(0) et posons

ou /30 et $> sont des valeurs telles que

£(0, ^(0))<&<V(0), 57(0)<^0(0, 5(0)).

On a evidemment

0<^W<1 , fl(0,

pour a) (0)^^:^5(0) et
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Nous definissons de merne une fonction k^C1 telle que Ton ait

pour m(l)<^#<i<»(l) et

ou &, $ sont des valeurs telles que Ton ait

o/(i)< &<£(!, «(!)), fld, tf
Prenons d'autre part une suite decroissante {sy} convergeant vers

0. Nous supposons ei assez petit de sorte que Ton a

pour

pour «(l)^^^o)(l), et

Posons ensuite

Soit <?! la courbe

et <5[ la courbe

D'apres notre theoreme d'existence, il existe une solution <?i dont le

graphique joint <?x a <Si'.

Soit <?2 la courbe

et <?a la courbe

Nous pouvons appliquer notre theoreme d'existence, en remplagant (o
par <PL II existe done une solution <p2 dont le graphique joint G2 a Q^.
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Soit <?3 la courbe

et <?3 la courbe

Nous pouvons appliquer notre theoreme d'existence, en remplaQant a)

par <?2. II existe done une solution <p3 dont le graphique joint G3 a £3,

et ainsi de suite.

Soit 6 la courbe

et <5' la courbe

^ est une solution dont le graphique joint 6 a G'.

Nous obtenons ainsi une suite de solutions {<pv}, et les conditions

(BO et (BO sont remplies.

Si Ton pose

on a

On a done

On verra de meme que la suite { — Jy(l)/Jv(l)} est bornee. La

solution <p jouit done de la propriete (B3) et la proposition 3 est de-

montree.

<p etant une solution dont le graphique joint G a <5', on a non

seulernent les inegalites (13.12), (13.13) mais aussi les inegalites

strictes (13. 6), (13. 7).

1/r ne s'annulant jamais dans 7, sa valeur minimum d est positive.

JT/ / I ne pouvant surpasser 1, on a la condition (BO-

On a done la proposition 3 amelioree:

Si toutes les hypotheses de la proposition 1 sont remplies, il
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existe une solution <p satisfaisant aux conditions (BO, (B2) et (BO
et aux inegalites strides (13.6), (13.7).
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Errata a la partie precedente

Page Ligne Au lieu de Lire
247 18 Z+(£) 3+(£)

6 en remontant est soit
249 15 appartenant a SIi appartenant a §I2

250 3 demonstration demonstration
251 18

10 en remontant Q'mj QZ P^ QZ

6 en remontant Q'< et P/+1 P- et /V+1

258 11 en remontant S @

4 en remontant 5(F|) S3(F|)

259 6 en remontant (it, s(OJ (t, z(0)

260 9 en remontant @ - © R (Sd U 33+) E H (^ U S3+)
7 en remontant

262 11 ^0

12 ^0

265 1 en remontant 3?+«
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Page 263. Remplacer la demonstration de la proposition 5.3 par

la suivante:

II suffit de montrer qu'un point A&$Qd est kneserien a droite.

Soit r une valeur quelconque plus grande que Fabscisse de A. Si
XX.

1'extremite droite de %^F+(A) est a gauche de 1'hyperplan t = T, nous

posons <?(&)='&. Sinon nous designons par <p(;c) la partie de £ limitee

par les hyperplans t = ay t = r. <p est alors une application continue

de JP+(^4) sur FT
+(^4), ensemble des caracteristiques limitees par A et

etant un continu, FT
+(^4) Test aussi.

Si Ton fait correspondre a une caracteristique de FT
+(^4) son ex-

tremite droite, on obtient une application continue de FT
+(^4) sur (£.

Par suite (£ est un continu et A est un point kneserien a droite.

Page 268, Remplacer la figure par la suivante.




