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Die vorliegende Arbeit untersucht das approximationstheoreti-
sche Verhalten von Summationsprozessen von Reihen von Kugel-
funktionen, sogenannten Laplace-Reihen. Zunichst wird die Theorie
der besten Approximation auf der Kugel, also die Erweiterung der
Sitze von D. Jackson und S. Bernstein, skizziert. Nimmt man nun
spezielle Verfahren zur Summation von Laplace-Reihen, dann lassen
sich auch hier Sitze vom Jacksonschen und Bernsteinschen Typ
beweisen. Dariiber hinaus zeigen viele Verfahren ein Saturations-
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verhalten, d.h. es gibt eine nur vom Verfahren abhingige optimale
Approximationsordnung. Das Saturationsproblem besteht nun darin,
diejenige Klasse von Funktionen (Saturationsklasse) zu bestimmen,
welche genau von der optimalen Ordnung approximiert werden. Die
Abelschen und Cesaroschen Summationsverfahren von Laplace-Reihen
haben zum Beispiel solch ein Verhalten, beide Verfahren sind dar-
stellbar als singulidre Faltungsintegrale auf der Kugel mit “zonalen”
Kernen. So dienen allgemeine Saturationssitze fiir eine Klasse von
singuldren Integralen als Grundlage zu dieser Theorie. Die Charak-
terisierungen der Saturationsklassen erfolgen einerseits mit Hilfe
von Mittelungen auf der Kugel, die dem Integralmittelwert in E*,
den sphirischen Mitteln in E* oder auch Lipschitzbedingungen
entsprechen, andererseits lassen sich die Funktionen aus den Satura-
tionsklassen als Integrale von verallgemeinerten Ableitungen (z.B.
als Rieszpotentiale) darstellen. Detailliertere Charakterisierungen
werden fiir “zonale” Funktionen auf der Kugel, d.h. fiir Funktionen,
die invariant bei Drehungen um eine feste Achse sind, iiber “kon-
jugierte” Funktionen im Sinne von Muckenhoupt und Stein ge-
wonnen.

Die Theorie der Funktionen auf der Kugel ist in den letzten
Jahren entscheidend weiterentwickelt worden. Die Theorie der
Laplace-Reihen wird fiir die Kugel im dreidimensionalen Raum
ausfiihrlich von G. Sansone [62], in hoheren Dimensionen von C.
Miiller [51] dargestellt. Die Summation von Laplace-Reihen unter-
suchten w.a. W. Rudin [617] und V. L. Shapiro [ 64, 65, 66]. Der zentrale
Begriff der Faltung auf der Kugel stammt von A. P. Calderon und
A. Zygmund [27], er wurde ausfiihrlich von C. F. Dunkl [30]
behandelt. Fraktionierte Integrale wurden von R. Askey und St.
Wainger [ 3, I] untersucht, und der Begriff der konjugierten Funktion
wurde von B. Muckenhoupt und E. M. Stein [49] von periodischen
Funktionen einer Veridnderlichen auf zonale Funktionen auf der
Kugel erweitert. Dagegen muBte die Saturationstheorie fiir singu-
lidre Integrale auf der Kugel ganz aufgebaut werden. Hierzu standen
den Verfassern die wohl ausgebaute Theorie auf dem Einheitskreis
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in der Ebene, sowie die auf dem k-dimensionalen Euklidischen Raum
bzw. auf dem k-dimensionalen Torus zur Verfiigung. Hier sind die
Arbeiten von P. L. Butzer [14, 15, 18], H. Buchwalter |11, 12], G.
Sunouchi und C. Watari [69, 70], H. Berens [5] und weiter die von
R. J. Nessel [52,53], R. J. Nessel und P. L. Butzer [23], R. ]J. Nessel
und A. Pawelke [54], E. Girlich [35] u.a. zu nennen.

Die Arbeit entstand am Lehrsthl A fiir Mathematk an der
Rhein.-Westf. Technischen Hochschule Aachen. Der Beitrag des
letztgenannten Verfassers—ihm oblag auch die Ausarbeitung-wurde
im Rahmen eines Forschungsvorhabens der DFG unterstiitzt.

1. Funktionen auf der Kugel

Mit S* bezeichnet man die Oberfliche der Einheitskugel im k-
dimensionalen euklidischen Raum E*, k>3, mit Mittelpunkt im Null-
punkt; #, x, y, --- sind Punkte auf S* und (x, y) ist das Skalarprodukt
von x und y, betrachtet als Vektoren in E* Es werden nun einige
Klassen von komplexwertigen Funktionen auf S* definiert. Mit C(S¥%)
bezeichnet man den Banachraum der auf S* definierten stetigen
Funktionen mit der Norm

1 flle = sup | f(x)] ,

wobei die Stetigkeit beziiglich der euklidischen Metrik des Raumes
S* definiert ist. L?(S%), 1<p< oo, ist der Banachraum der auf S*
definierten und dort beziiglich des Oberflichenelements ds zur p-ten
Potenz integrierbaren Funktionen mit der Norm

Wi, = {2 (L r@irds)” asp<oo)
und Q,, die Oberfliche der Einheitskugel im E¥*, ist geben durch
272)\—»‘—1
1.1 Q, = 2r=k-2).
(1.1) £ D @x 2)

Mit L=(S*¥) wird der Banachraum der auf S* definierten und dort
wesentlich beschrinkten Funktionen bezeichnet. Die iibliche Norm
ist
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I fll« = wes sup | f(x)].
r=sk

Falls f€L?(S*) ist, dann ist fEL?'(S*) mit 1<p/'<p< oo,

Als Untermengen dieser Riume treten Funktionen auf S* auf,
die invariant bei der Drehung um eine gegebene Achse durch einen
fest gewidhlten Nordpol p=S* sind. Man nennt sie zonale Funk-
tionen. Es besteht ein Isomorphismus zwischen den zonalen
Funktionen und den Funktionen f(8) auf 0<6<x ([30]). Zonale
Funktionen sind auf den Mengen %,= {x; x=S*, (p, x)=cos 0} fiir
ein festes [0, =~ ] konstant. Ist der Nordpol p durch p=(1,0, -+, 0)
und der Punkt x'S* durch x'=(cos 4, sin 6, 0, ---, 0) gegeben, dann
ist A(x)=n(x") fiir alle x=¥,, d.h. A(x)=h,(cos 8, sin )= (), 0<O <.

Man erhilt in diesem Fall die Rdume der zonalen Funktionen
C,CC(S*) mit der Norm [1/llex= sup 1/O)1, L,»CL*(S*), 1<p< oo,
2n=Fk—2, mit

Yy
)

1110 = {22 {710y 12 dmy(0)]
k 0
dm,(0)= (sin 9)*d6

und L3 CL>(S¥) mit || f||.=wes sup | /(§)|. M, bezeichnet die Menge
<g<™
der BorelmaBe p auf [0, =], fiir die gilt

allin = % [ 1@ <+
Mit X wird von jetzt ab immer einer der Ridume L?(S*), 1<p< oo,
oder C(S*) bezeichnet.

Harmonische Polynome sind wie folgt definiert. Sei z ein Punkt
in E*, Q,(2) ein homogenes Polynom vom Grade #z in E*, das harmo-
nisch in E* ist, d.h. V’Q,(z)=0 (V* ist der Laplace-Operator in E*),
dann heiBt Q,(z/2]), |z|=(z, 2)¥%, x=2z/|z|, eine Kugelfunktion
vom Grade # und wird mit Y,(x) bezeichnet.

Man definiert den Laplace-Beltrami-Operator A auf der
Kugel S* wie folgt. (s. z.B. [65, S. 2137o der [26, S. 34]). Ist f(x) auf
S# definiert und z= E*, dann ist die Funktion F(2)=f(z/|z|) auf ganz
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E* auBer z=0 definiert. Der operator A wird dann definiert durch
Af(x) = |z2|’V*F(2),

falls F(z) zweimal differenzierbar auf E* ist. Man sieht, daB
|2|?*V?F(2) unabhingig vom Abstand des Punktes z vom Nullpunkt
ist. Driickt man V® in Kugelkoordinaten (s. [32, II, S. 233]) aus,
dann erhdlt man eine explizite Gestalt von A (s. [32, II, S. 235]).
Auf eine andere Art wird der Operator A in [51, S. 38] eingefiihrt.
Fir Y,(x) gilt die bekannte Beziehung (s. z.B. [51, S. 39])

(1.2) AY, (x) = —n(n+21)Y,(x) (x=S5).

Die Anzahl der linear unabhidngigen Kugelfunktionen vom Grade #
auf S ist

3!
Hn, k) = @n+k—2) k=3
tn, k) = ( )n! (k—2)!
Ein enger Zusammenhang besteht bekanntlich mit den Gegenbauer
(ultrasphirischen) Polynomen P,¢), die definiert sind durch die
erzeugende Funktion

(1. 3) (1—2rt+79) = i 7" PNE) (—1<t<1)
oder

1—7° 2y nEA
1.4 = P Mt —1<t<1
(1.4 A oipn &2 oy 0 (-l=i<D)

fiir 0<7<1 und A>—1/2, A+0. Fiir A=0 gilt wegen

(1.5) lim AP, Mcos §) = 2 cos nf (n>1, t=cos 0)
A>0 n
die Formel
1 __7,2 oo
AT 1423 cosub.
1-2rt+7* Z_,‘lr cos

Wichtig ist die Abschitzung

n
— O (n—> oo).

1.6 I1PMley = sup |PXeos )| < [PAD) = (7O
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Die Gegenbauer-Polynome {P,2*(cosf)} bilden ein vollstédndiges
Orthogonalsystem auf [0, ] mit der Gewichtsfunktion (sin 8)*. Es
gelten die folgenden Sidtze und Formeln:

Satz 1.1 (Additionstheorem). Ist {Y,(x); /=1,2, ---, H(n, k)}
die Menge der H(n, k) linear unabhingigen Kugelfunktionen vom Grade
n und {Y,(x)} orthonormiert auf S¥, dann gilt fiir alle x, y=S*

A _ 27" Z 14 13 — b
1.7 P (x, )] = Ty 2 Y,/ Y, (y) @r=k—2).

Satz 1.2 (Funk-Hecke). Ist f€L,!, dann gilt fiir alle n=0,1, -
.8 | I 9Y@ds)

B Az TN T +1) (* . o
= V) S F(O)P,Xcos 6)(sin )4 .

Fiir n=0 gilt speziell (mit Formel 15 in [32, I, S. 5])
.9 [ /L a5 = ., [ F@)sin 0 a0

Mit Hilfe des Additionstheorems folgt hieraus fiir x, y, u=S* die
Formel

.10) |, FTCn HIPLG, 0]ds()

= P,[(x, u)] (4”)}1“(;” :2172)1“(7”) [ 7@)Pcos 6)(sin 0)do .

Die Menge {Y,'(x), 1=1,2, ---, Hn, k) ; n=0, 1,2, ---} bildet ein voll-
stindiges Orthogonalsystem auf S*in den C(S*) und L2(S*), 1<p< oo.
In L*(S¥) gilt auBerdem die Parsevalsche Gleichung und der Satz
von Riesz-Fischer. Ist f=L'(S*), dann kann man f in eine Reihe
von Kugelfunktionen entwickeln, d.h.

S(F; )~ 2 Ya(f3 ),

wobei Y, (f; x) gegeben ist durch

(110) Y,(f5 ) = TN e, )17 (ds(s) 1=0,1,2, -,

2”}\+1
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Man nennt S(f; x) auch die Laplace-Reihe von f.

Driickt man den Punkt y auf S* durch Kugelkoordinaten mit
den Winkeln 4,, 0,, -+, 0,_,, » aus (fiir die Bezeichnungen siehe
[32,II, S. 233]) und ist die Funktion g(y) nur vom Winkel 6, (=6")
abhingig, dann folgt mit Formel (1.10) und x=(,0, ---, 0), y=
(cos @, --+), u=(cosd, ---), g(M=h[(x, y)]=h(cos 0") =10
1.12) Y. (g;u) = P,*cos 0)c(n, \) S: f()P,(cos 0")(sin ) db’

= f(n) P,cos )
mit
227\ (r+ M) T(r+1) _ TOUIEN)#+MT(r+1)

c(m \) = ZT(7+2)) V7 T(A+1/2)T(n+20)

Die zonale Funktion g(y)=f(¢’) ist also in eine Reihe von Ge-
genbauer-Polynomen entwickelbar. Die Zahlen f(n) n=0,1,2, --)
heiBen die Gegenbauer-Koeffizienten der Funktion f.

Diese Eigenschaften der Kugelfunktionen findet man z.B. in
[32, II, Kap. XI], [51] oder [26, Kap. 6], den Satz von Funk und
Hecke in dieser Formulierung auch in [63]. Eine ausfiihrliche
Darstellung fiir k=3 gibt G. Sansone [62].

Mit diesen Hilfsmitteln kann man auf S* den Begriff der Falt-
ung einer Funktion auf S* mit einer Funktion auf [0, =] (also einer
zonalen Funktion) definieren, wie es zuerst A. P. Calderén und A.
Zygmund [ 27, S. 2187 1955 getan haben. Die Faltung zweier zonaler
Funktionen hat S. Bochner [8] eingefithrt und 1. I. Hirschman, Jr.
[38] hat sie ausfiihrlich behandelt.

Definition. Ist f=L'(S¥) und geL,', 2n=k—2, dann heiBt die
Funktion #=fxg, definiert durch
(1.13) W@ = = | A9 el 9)1ds()
Q,Js
die Faltung der Funktionen f und g.
Sie hat die folgenden Eigenschaften.

Satz 1.3. a) Ist feL?(S*) und g L,?, 1<p, g< oo, dann existi-
ert die Faltung fxg fast iiberall auf S* und es gilt die Youngsche
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Ungleichung
(1.14) I fogl, < fllplglen (=14 3—120),
Speziell gilt
1 fgll, < I1F1, gl (a=1),
1 £eglla < 11711 1gllen (6=1).

b) Ist feC(S*) und g=L,', dann existiert die Faltung fxg iiberall
auf S*, ist wieder aus C(S*), und es gilt

1 fxglle < [ fllellgllin-
c) Die Entwicklung nach Kugelfunktionen von fxg hat die Form

(1.15) Y, (frg; %) = ,ﬁéw Y.(f; %),

wobei g(n) und Y,(f; x) durch (1.12) und (1.11) gegeben sind. Falls
f eine zonale Funktion ist, so auch f*g.

Dieser Faltungsbegriff wurde kiirzlich ausfiihrlich von C. F. Dunk!
[30] behandelt. Dort wird u.a. die Faltung einer Funktion mit
einem zonalen MaBl bzw. einer zonalen Funktion mit einem MaB auf
S* eingefiihrt. Ist M(S*) der Raum aller endlichen, reguldren Borel-
mafBe auf S* mit der Norm

1
lllr = - [ o 141

dann kann man jedem MaB p < M(S*) eine Reihe von Kugelfunktionen
zuordnen, die durch

Sdp; ) ~ 33 V(dp; %)
mit

(1.16) V(s 5) = TOCIN( e p)ldu)  @-0,1,-)

27[)\4—1

gegeben ist. Fiir die Faltung eines solchen MaBes p mit einer zo-
nalen Funktion hat man

Satz 1.4. Es sei fEL,?, 1<p< oo, oder aus Cy und p<M(S?),
dann definiert das Integral
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(L.17) (Frd)(@ = - FTGx ) 1du()

k

ein Element aus L*(S*) bzw. C(S*) mit || frdull ,<I||fll 2\l und

Y,(fedu; %) = (MmN )Y ,(dps 2) .-
Ist auperdem u zonal, so auch f*du.

Es bleibt noch die Faltung einer Funktion auf S* mit einem
zonalen MaBl zu definieren. Nach [30] geschieht dies wie folgt.
Das MaB ist zonal, also invariant bei Drehungen um den Nordpol
p=S*. Wir drehen nun den Punkt p auf S* so, daB das dadurch
definierte MaB ,u invariant bei Drehungen ist, die den Punkt x
fest lassen (fiir Einzelheiten siehe [30, S. 2527]). Damit kommen wir
zu der Definition einer Faltung mit einem zonalen MaB.

Satz 1.5. Es sei f=L?(S*), 1<p<oo, oder C(S*) und p=M,,
dann definiert die Formel

(1.18) (Frdn)@ = 1| F(9)dp.us)

k

ein Element aus L?(S*) bzw. C(S¥) mit || f+dpll,<I|fll,llnllm, bzw.
[ fdulle<I|fllclipllmy. Auperdem gilt

Y, (fxdp; x) = W (n+ 1)) Y, (f 5 x) (n=0,1, )
mit den Gegenbauer-Stieltjes-Koeffizienten
(1. 19) i) = 2 [P Ncos 6)du(®)

(siehe [30, S. 252 u. 2547]).

Bemerkung. Faltet man eine Funktion geL',, 2r=k—2, mit
einer Funktion feX, dann folgt aus der Definition der Faltung und
Ungleichung (1. 14), daB die Faltung eine lineare, beschrinkte Opera-
tion von X in sich bildet.

Die Faltung fiihrt nun zum Begriff eines singuldren Integrals.
Es sei feX und K,eL,}, p>0, mit den Eigenschaften

(1. 20) c(0, %) qu K,(cos 0)(sin 0)*df = 1;
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(1. 21) c(0, 2) Ssk | K, (cos 8) | (sin 0)*d9 <M

(gleichméBig in p>0 mit einer Konstanten M>1);
1.22) lim sup |K,(cos )| =0 (fiir jedes feste 6>0).

P> §<O<T

Dann bildet

1.23) I3 0 = - | SO 9)]ds(0) (p>0)"

k

ein singuldres Integral mit dem Kern K, und Parameter p>0.
c(0, A) ist in (1.12) gegeben und c¢(0, \)=Q4_,/Qs.
Das singuldre Integral I,(f; x) hat die folgende Eigenschaften.

Satz 1.6. Ist das singulirve Integral I,(f; x) vom Typ (1.23)
und geniigt sein Kern den Bedingungen (1.20), (1.21) und (1.22), dann
gilt fiir alle feX
(1.24) LAl < MIIfIl;

(1.25) lim |7,/ —£1| = 0.
Der Beweis verlduft wie iiblich. (1.24) folgt direkt aus Satz 1.3
und (1.21). Ist D(x, h)={y; y=S* (x, y)>cos k, 0<h<=}, dann ist

LU 0= = 2 [, KL 9ILA0) - A0)]ds()
*ai Sm,, K[, DL —f@)1ds(9) = L+ 1,.

Nach der Holder-Minkowski-Ungleichung und (1.9) ist
I < 21110, | 1K,(cos 0) | sin 0)*db <2 £ sup | Ki(cos 0)] <é,
Q, h B<O<7

falls p>p,(€), €>0 vorgegeben.
Ebenfalls nach der Holder-Minkowski-Ungleichung und der
Stetigkeit bzw. Stetigkeit im Mittel von f gilt

=] KL DA —f @ ds)<e-M, falls h<s.

1) Wir schreiben der Einfachheit halber oft Ipf an Stelle von Iw(f, X).
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Also ||Lf—fll <L+ LI<(M+1)g, falls p>p,(6), womit (1.25)
bewiesen ist.

Beispiele von singuldren Integralen werden im nichsten Ab-
schnitt vorkommen, in dem die Konvergenz und Summation in der
Norm von Reihen von Kugelfunktionen behandelt wird.

2. Konvergenz und Summation von Kugelfunktionen

2.1. Allgemeines.
Entwickelt man eine Funktion feC(S¥) in eine Reihe von Kugel-
funktionen und bezeichnet man die Teilsummen der Reihe mit

(2.1.1) Su(f 5 1) = 2 Y(f3 9),

dann stellt sich die Frage nach der Konvergenz von Syf gegen f
fiir N—oco. Da die Teilsummen S, eine Folge von beschrinkten
linearen Operatoren bilden, und da fiir ihre Normen ||Sy|| (d.h.
Lebesgue-Konstanten), im Raum C(S*) gilt 1]\71.1;2 [ISyll= +oo ([28],
[407), folgt nach dem Satz von Banach-Steinhaus die Existenz einer
Funktion f,=C(S*), fiir die die zugeordnete Reeihe S(f,; x) an min-
destens einem Punkte x,=S* divergiert. Die Teilsummen Sy(f; %)
konvergieren also nicht in der C-Norm gegen f(x).

Im Raume L*(S*¥) folgt die Normkonvergenz der Teilsummen
nach dem Satz von Riesz-Fischer. Komplizierter wird es in den
L?-Raumen fiir 1<p<oo, p=+2. Fiir zonale Funktionen, also Ent-
wicklungen nach Gegenbauer-Polynomen hat man Normkonvergenz
fur Ca+1)/A+1)<p<@r+1)/n, siehe [59]. Das Ergebnis ist
falsch fiir die anderen Werte von p [56]. Hieraus kann man sch-
lieBen, da 2n=%—-2, daB keine Normkonvergenz von (2.1.1) fiir
p>2+2/(k—2)) und p<2—(2/k) vorliegt. Die Normkonvergenz fiir
p mit 2—2/k)<p<2+(2/(k—2)) wird vermutet (s. [3, S. 812]).

Man kann nun Konvergenzfaktoren benutzen und die Summier-
barkeit der Reihe S(f; x) untersuchen. Als erstes sollen die
Cesaro-Mittel (C, ) einer Reihe definiert werden. Die Summen

(2.1.2) o =AD" AR LYo 5 2)
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mit den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten

2.1.3) A% — (”j; 0‘) — (_“i_l)-n,ﬂﬂ) (@>0),

heilen N-te (C, a)-Mittel der Reihe S(f; x). Ist a=1, so werden
die o die arithmetischen oder Fejérschen Mittel der Reihe S(f; x)

genannt. Mit (1.11) kann man oy in der Gestalt (1.13) schreiben,
d.h.

(2.1.4) wifi 0= 2| Kl 91F (9)ds0)
k

mit dem Kern

a a\—1 T, @ n+ A’
(2.1.5) Kyt = (A% Z(])AN_,,TP,}(L‘) (—1<e<).
Es gelten die folgenden Eigenschaften.

Satz 2.1.1. Ist f€X, sind of(f; x) und K,*(t) durch (2.1.2)
bzw. (2.1.5) gegeben, dann gilt

2.1.6) 1K = ‘;{: S | K(cos 0)| (sin 0)*d9 <M,

(a>n; N=0,1, --+);
@.1.7) K&(t) >0 (—1<t<1; a>on+1=k—1);
(2.1.8) lim lonf—fIl=0 (fEX, a>).

(2.1.8) wurde in [287] und [40] bewiesen. Dort wurde auch gezeigt,
daB (2.1.6) fiir o<\ nicht mehr giiltig ist. (2.1.7) wurde ebenfalls
in [40, S. 179] bewiesen. Die Beziehung (2.1.8) folgt aus (2.1.6) mit
dem Satz von Banach-Steinhaus.

Als néchstes soll das Summationsverfahren von Abel-Poisson
auf S* betrachtet werden. Es ist gegeben durch

2.1.9) A(f; %) = gr”Y,,(f ; %) 0<r<1)

oder wegen (1.4) und (1.11) in der Form

1—7
s* (1—2r(x, y)+r

2.1.10) A(F; 2) = Qi { sy S s(9).

Setzt man 7-x=z und A(z)=A,(f; x), dann ist A(z) Losung der
Laplace-Gleichung
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(2.1.11) V?A(z) = 0 (lz]<1)

fiir das Innere der Einheitskugel in E* wobei A eine dort be-
schrinkte Funktion ist, die der Randbedingung

(2.1.12) }ulri A(z) = f(x) (z=rx, |2|=7)

geniigt, wobei der Grenzwert in einem bestimmten Sinne zu verstehen
ist (siehe z.B. [57,S.9]). Es gilt

Satz 2.1.2. Ist feX, dann gilt
a) A,(f; x) ist harmomisch, d.h. V’A(2)=0, fir |z|<1;
b) ist f>0 auf S* so ist auch A,(f; x)>0;
c) weiter gilt

(2.1.13) A, fli <IIfIl
und
(2.1.14) 11111} A, f—fFll=0.

Beweis: Teil a) folgt daraus, daB »*Y,(f; x)=@,(2) harmonisch
fir |z!<1 und alle #=0,1,2, .- ist, und daB die Reihe (2.1.9)
gliedweise differenziert werden kann. Dies folgt aus

@.115)  [|YV,(f; Dlle < TOEEN poy el = 0@ (n—>oo)

27[}\+1
wegen (1. 6).
(2.1.13) ergibt sich aus der Positivitit des Kerns

177
2.1.16 )= 1" 5o, —1<t<1).
(2.1.16) 2O = gy 2 0 ( )

Wegen (1.4), (1.9) und der Orthogonalitit der Gegenbauer-Polynome
gilt ndmlich

2.1.17) % S 5,0 (x, )]ds(3) = 1 0<r<1).
E S

Um (2.1.14) zu beweisen, kann man Satz 1.6 anwenden. Es gilt
nimlich

=0 (8>0),

: . 1—7°
2.1.18) lim su Jcosf)| <1
( ) o amote |2-(cos 0)] - (1—27 cos §+r"
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und daher ist A,(f; x) ein singulidres Integral vom Typ (1.23) mit
den Eigenschaften (1.20), (1.21) und (1.22), wenn man p=1log (1/1—7),
r—1— setzt. Damit ist der Satz bewiesen.

Die Bedingung b) in Satz 2.1.2 sagt aus, daB A, fiir jedes 7 mit
0<7r<1 ein positiver Operator ist. Positive Operateren auf X sind
wie folgt definiert.

Definition. Ein Operator T heifit positiv, falls aus f(x)>0 fiir
jedes xS* folgt T(f; x)>0 fiir xS~

Positive Operatoren sind von besonderem Interesse, da fiir sie
einfache Konvergenzsitze gelten. Die folgende Menge JI(S*) von
stetigen Funktionen auf S* ist gegeben durch

(2.1.19) TUSH) = {1, e,(x), 1<j<kE},

wobei ¢,(x), 1<j<k, die Komponenten des Einheitsvektors x€E* in
Kugelkoordinaten sind.

Als Anwendung eines Satzes iiber positive Operatoren fiir stetige
Funktionen, die auf kompakten Hausdorffriumen definiert sind [47,
S. 7], erhidlt man

Satz 2.1.3. Essei {T,, 0<p< oo} eine Menge von positiven Ope-
ratoren von C(S*) in sich. Aus der Bedingung

lim | T,f~f1i =0 (fETUSH)

folgt
lim [|T,f—f1l =0 (fEC(SH)).

Bemerkung. Im Falle #=2 hat man den Raum der auf der
Einheitskreislinie in E? definierten stetigen Funktionen und JI(S?)
ist die Menge der Funktionen 1, sin@, cos@, 0<@<2z. Dies ist
der bekannte Satz von H. Bokman [10] und P. P. Korovkin [41].

2. 2. Sitze vom Bernsteinschen und Jacksonschen Typ.

Bei der Approximation von Funktionen durch Approximations-
verfahren taucht die Frage auf, mit welcher Genauigkeit eine gegebene
Funktion durch ein solches Verfahren (z.B. die Teilsummen einer
Reihenentwicklung, Summationsverfahren einer solchen Reihe oder
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ein singuldres Integral) approximiert werden kann. Man kann von
gewissen Eigenschaften der Funktion (z.B. einer Lipschitzbedingung)
auf die Approximationsordnung durch das Verfahren schlieBen
(sogenannte direkte Sdtze) oder von der Approximationsordnung auf
Eigenschaften der Funktion (indirekte Sitze cder Umkehrsitze).

Wir definieren den Stetigkeitsmodul einer Funktion feC(S*)
durch

0(8) = o(f; 8) = sup | f(x) I,

wobei |x—y|=(x—y, £—»)"* der euklidische Abstand zwischen x
und y in E* ist.

Man sagt, f erfiillt eine Lipschitzbedingung der Ordnung o,
O0<ax<l, falls

o(f;8) < Ms* (M positive Konstante ; §—>0+)

ist, und schreibt f€Lip a. Wir wollen zuerst zwei Sitze iiber die

Approximation durch Polynome angeben. Mit &, bezeichnen wir

die Menge aller Polynome P,(x) vom Grade < Die Polynome

bester Approximation P,*(x) der Funktion f sind definiert durch
If~PAllc= inf ||f—P,ls.?

Ein Analogon zum Satz von Jackson fiir trigonometrische Polynome
([74, S. 115]) lautet (s. [55, S. 212] o. [60, S. 197]).

Satz 2.2.1. Ist f=C(S¥) und besitzt den Stetigkeitsmodul o(S),
dann existiert ein Polynom P,=<P, mit

If=Pile < Co(£).

Ist speziell o(8)<M8®, (5—0+), 0<a <1, dann folgt ||f—P,)||-<C,n™"
(n—>o0).

Eine Umkehrung dazu wurde fiir trigonometrische Polynome von
S. Bernstein ([74, S. 1197]) bewiesen. Hier lautet sie (s. [60, S. 33])

2) Die Existenz der Polynome bester Approximation ist gesichert (s. z.B. [47, S. 17]).
Sie sind allerdings nicht eindeutig (s. [47, S. 25, Sec. 2.5 u. 3. 347).
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Satz 2.2.2. Ist f=C(S*) und gilt fiir die Polynome bester Appro-
ximation {P,*} (n=0,1,2,---) und fiir ein a mit 0<a<1

IP,*—fllc = O(n™®) (n—>c0),
dann folgt feLip a.

In der Approximationstheorie auf S* wurden die Mittel S,(f; x)
untersucht, die in Abschnitt 4.2 durch (4.2.8) definiert sind. Hier
(k=23) haben sie die Form

i)
27 sin & (x,y)=cos I

Si(fix) = f(y)at(y),

wobei df das Bogenelement der Kurve (x, y)=cos z auf S* ist. Diese
Definition stammt von W. Rudin [61, S. 288]. Fiir sie gilt der
folgende Satz (s. [43]):

Satz 2.2.3. Ist feC(S®) und 0<a<2, dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent .

a) sup 1Spf—fllc = O(8%) (8—0+);
b) I|P*—fllc = O(n™®) (n—> o).

Ahnliche Aussagen gelten auch fiir o>2 (siehe [317] und [43]). Die
Lipschitzbedingung in den Sdtzen 2.2.1 und 2.2.2 ist hier durch die
Aussage a) ersetzt worden.

Nimmt man an Stelle von Polynomen das singuldre Integral von
Abel-Poisson, definiert durch (2.1.9), als Approximationsverfahren,
dann gilt ein sehr dhnlicher Satz (s. [58]).

Satz 2.2.4. Eine notwendige und hinveichende Bedingung, damit
feC(S¥ zur Klasse Lip a fiir ein festes a mit 0<a<1 gehort, ist

1A, f=flic = O((1—7)%) (r—1-).

Fir S* ist dieser Satz auch mit Halbgruppenmethoden in [5] be-
wiesen worden. In S®ist auBerdem der Fall a=1 gelost. Hier gilt
I|A,f—flle=0(1~—r) (r—1-) genau dann, wenn f<Lip1 ([11], [13]),
wobei f die zu f konjugierte Funktion bedeutet.



Limitierungsverfahren von Reihen von Kugelfunktionen 217

Bemerkung 2.2.5. Ersetzt man die Bedingung O(1—7) durch
o(1—7), dann folgt, daB die Funktion f konstant ist. Es werden
also auch solche Funktionen wie sin ¢ und cos ¢ nicht besser als mit
der Ordnung O(1—7) approximiert. Diese “optimale” Approximations-
ordnung durch das Abelsche Summationsverfahren bestimmt eine
Klasse von Funktionen. Solche Funktionenklassen auf der Kugel
sollen in den nichsten Abschnitten dieser Arbeit untersucht werden.
Die meisten bekannten Summationsverfahren besitzen ein entspre-
chendes Verhalten.

3. Ein Allgemeiner Saturationssatz

Wie aus der Bemerkung 2.2.5 zu ersehen ist, kann bei gewissen
Summationsverfahren die Approximation nicht iiber eine bestimmte
Ordnung hinaus verbessert werden, wenn auch die Funktion z.B.
beliebig oft differenzierbar ist. Diese Ordnung nennt man Satura-
tionsordnung des Verfahrens und die Klasse von Funktionen,
die genau mit dieser Ordnung approximiert werden kann, heiBt
Saturationsklasse oder Favard-Klasse. Diese Begriffe wurden
von J. Favard [33] eingefiihrt.

Definition 3.1. Es sei @(#) eine positive, nicht wachsende Funk-
tion in 0<#<oo mit 11}5 @(u)=0. Ist I,f ein durch (1. 23) gegebenes
singuldres Integral und existiert eine Klasse X CX von Funktionen
f, so daB fiir p—oo gilt:

a) aus [|[[,f—fll=o0(p(p)) folgt I,f=f (p>0),
b) aus ||I,f—fI|=0(p(p)) folgt fE X,

c) fiir jedes feX gilt [|[[f—fIl=0(x(p)),

dann heiBt I, saturiert mit der Ordnung ¢(p) und K die Satura-
tionsklasse.

Es wurde zuerst fiir periodische, also auf dem Einheitskreis in
E? definierte Funktionen fiir die Cesaro-Mittel von G. Alexits [1],
dann fiir weitere spezielle polynomiale Verfahren von M. Zamansky
[72] gelost. Die ersten allgemeinen Sitze stammen von P. L. Butzer
[131, [14], J. Favard [ 341, H. Buchwalter [11], [12] und G. Sunouchi
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und C. Watari [69], [70]. Eine ausfiihrliche Literaturangabe findet
man z.B. in [20].

Es sind nun mehrere allgemeine Methoden zur Bestimmung der
Saturationsklasse eingefithrt worden. Die Integraltransformations-
methode geht zuriick auf P. L. Butzer [14] (siehe auch [18]. Mit
ihrer Hilfe kann man z.B. das Saturationsproblem bei singuldren
Integralen fiir 2z-periodische Funktionen (die Fourierkoeffizienten-
methode) und fiir Funktionen auf E* (Fouriertransformationsmethode)
losen. Auch fiir andere Probleme in der Analysis ist diese Methode
geeignet [15]. Die Fouriertransformationsmethode kann nicht in
den Riumen LZ?(EY), p>2, angewandt werden, da dort keine Fourier-
transformation im klassischen Sinn definiert werden kann. Fiir alle
Funktionenrdume LZ?(E'), 1<p< oo, (und fiir andere) erweist sich die
Funktional- oder Distributionenmethode als niitzlich, die in einer
Arbeit von E. Gérlich und R. J. Nessel [36] behandelt und aus-
fiihrlich ertrtert wurde.

Bildet das Summationsverfahren eine stark stetige Halbgruppe
von Operatoren der Klasse (C,) (im Sinne von E. Hille-R. S. Phillips
[37]; fir die Definition siehe auch Abschnitt 4.1 dieser Arbeit),
dann gibt es eine weitere Moglichkeit, das Saturationsproblem zu
behandeln. In [13] hat P. L. Buizer gezeigt, dal Halbgruppen von
Operatoren (auf Banachrdumen) ein Saturationsverhalten haben, und
die Saturationsklasse fiir reflexive Rdume bestimmt. Fiir den dualen
Fall siehe K. de Leeuw [46]. Eine ausfiihrliche Behandlung findet
man in [19].

Hier soll nun das Saturationsproblem fiir singulidre Integrale auf
auf S* (£>3) untersucht werden. Im Falle zonaler Funktionen auf
S* (Entwicklungen nach Legendre-Polynomen) wurde das Problem in
[167], [18] angeschnitten. Fiir das singuldre Integral von Abel-Poisson
auf S% k>3, wurden vor allem indirekte Sidtze mit Hilfe der
Transformationsmethcde in [21] angegeben.

An die Stelle der Fourierkoeffizienten tritt in [21] die Folge
der Kugelfunktionen {Y,(f; x), #n=0,1,2, ---}. Diese Methode wird
hier zum Beweis eines allgemeinen indirekten Satzes fiir singulire
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Integrale auf S* benutzt. Der direkte Satz, der fiir jedes Beispiel
getrennt verifiziert wird, folgt in mehreren Fillen mit Hilfe der
Halbgruppenmethode. Die Saturationsklasse K wird hier durch die
Glieder Y,(f; x) der Laplace-Reihe von f charakterisiert. Fiir die
auftretenden Funktionenklassen wird zuerst eine Definition gegeben.
X ist dabei immer einer der Rdume L?(S%), 1<p<oco oder C(S*).

Definition 3.2. +(xn) ist eine Funktion, die auf den nichtnegati-
ven ganzen Zahlen definiert ist, und hochstens fiir =0 verschwindet.
Die Klassen (X, ¥+(n)) in X sind gegeben durch

{f=C(S%); es existiert ein geL~(S¥),
3.1) so daB v(m)Y,(f; x)=Y,(g; %)}
{fEL'(S*); es existiert ein u=M(S¥),
so dab y(m)Y,(f; x)=Y,(du; x)}
{feL?(S%, 1<p<co; es ex. ein geL?(S¥),
so dab y(n)Y,(f; x)=Y,(g; »)}
fiir alle ganzen n>0.

X, () =

Hiermit soll nun ein Satz bewiesen werden, der mit den Teilen a)
und b) der Definition 3.1 in Beziehung steht. Der Beweis verliuft
entsprechend dem periodischen Fall (vgl. auch [23, S. 523-527] und
[54]). An den Kern K, des singuldren Integrals wird noch die
folgende Bedingung gestellt. Es existiert eine Funktion (n), wie
oben definiert, so daB} fiir alle ganzen n>0 gilt

- S N
' e @)

wobei IA{,,(n) durch (1.12) gegeben ist und @(p) in der Definition 3.1
erklidrt wurde.

Wir bezeichnen (3.2) als Favard-Bedingung. J. Favard [34]
hat als erster fiir S® gesehen, daB die Kenntnis des Verhaltens von
|0 () Ky()— 1| fiir feste # und p—>oo ausreicht, um die Existenz
der Saturationsklasse zu zeigen und die zugehorige Saturations-
ordnung zu bestimmen (siche dazu auch [117]). Bedingungen der
Form (3.2) an einen Kern K, wurden zuerst von H. Buchwalter
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[11], G. Sumnouchi und C. Watari [70, I] und P. L. Butzer [14]
gestellt.

Bemerkung. Erfiillt ein singulires Integral vom Typ (1. 23) die
Bedingung (1.20), (1.21) und an Stelle von (1.22) die Beziehung
(3.2), dann folgt daraus wieder die Aussage (1.25) von Satz 1.6.
Aus (1.21) ergibt sich nimlich die gleichmiBige Beschrinktheit der
Normen der Operatoren I, beziiglich p (d.h. (1.24)). In (3.2) ist
die Aussage

lim A/ (m+ AN Ky(m) = 1 (n>1)

enthalten und es ist K,(0)=1 wegen (1.20). Daraus folgt die Norm-
konvergenz von I,f gegen f, p—>oo, fiir jedes Polynom P,(x) (die
Laplaceentwicklung von I,P, besitzt nur endlich viele Glieder). Da
die Menge der Polynome dicht in X ist, folgt (1.25) fiir alle feX
nach dem Satz von Banach-Steinhaus.

Dies ist in den Fillen wichtig, in denen die Bedingung (1.22) an
den Kern K, schwerer nachzuweisen ist als die Eigenschaft (3.2).
Es wird nun der allgemeine indirekte Satz bewiesen.

Satz 3.1. Ist f€X, ein singulires Integral I,f durch (1.23)
gegeben, und erfillt der Kern K, die Bedingungen (1.20), (1.21) und
3.2), dann gilt :

a) Existiert eine Funktion g X, so daf

3.3) lim

p>oo

S =g =0

ist, dann folgt

v(m)Y,(f; %) = Y,(g; %) (n=0,1,2, ).
Ist speziell g=0 in X, dann folgt f=const. in X.
b) Aus
(3.4 I f =71l = O(e(p)) (p—>o0)

folgt fe X, ¥(n)).
Beweis: a) Fiir die Glieder der Laplace-Reihe des Ausdrucks
in der Norm gilt mit dem Faltungssatz 1.3
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Ry —1
I ; :’EL__Y %)~ Y (g; %)
VU S8 2 = T 0 Yalg )

AuBerdem folgt

[ vl s —r1a)| < e || 11
< N1

wobei die rechte Seite nach Voraussetzung fiir p—oc gegen Null
konvergiert. Also ist wegen (3. 2)

Y)Y, (f; x) = Y,(g; %) (n=0,12,---).
b) Hier benutzt man wie in [21] den Darstellungssatz fiir stetige,
lineare Funktionale auf den Riumen C(S*¥) und L4(S*) [48, S. 211,
2187, welcher fiir L7(S¥) und 1<¢g< oo die folgende Form hat: Jedes

auf L7(S*) definierte beschrinkte, lineare Funktional F 148t sich in

der Form

(3.5) Fi) = & S0 h)ds() (he L7(S")

darstellen, wobei die Funktion f=L?(S¥) durch das Funktional F
eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt ist jedes durch (3.5) definierte
Funktional auf L%(S®) ein stetiges, lineares Funktional. Fiir die
Norm von F gilt

— 1 1 4., = oo
(3.6) IFN = 1171, (Gro=1sa=1 =)
Ist nun 1<p< oo, dann ist nach Voraussetzung (3.4)
3.7 L)1 1L f—Fll, = O) (p—>o0)

fiir ein festes feL?(S%). Ist f=C(S¥), dann gilt nach (3.4) auch
(3.7) fiir p=oo. Also ist

F) = o oV A 9SO s() - 0<p<ee)

fiir jede Funktion 2=L?(S¥) (1/p+1/q=1) eine Menge von stetigen,
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linearen Funktionalen auf L?(S*) mit

IF = L)1 I f —fll, = OD) (p—>o0).

Daher folgt aus dem Satz iiber die schwache*-Kompaktheit ([37,
S. 37]), daB eine Funktion g=L?(S*) und eine Teilfolge p; mit 1152 Iy
= oo existieren, so daB J

tim L[ Lo, (75 9 —ronmast) = L enasy

= Qy IsEp(p;) Qp Js
fiir alle Funktionen A< L?(S*) gilt.

Wihlt man nun speziell 2(y)= ((n-+A)/ AP M (x, )] #=0,1,2,---)
fiir ein festes x=S* dann folgt wie im Beweis von Teil a)

1 o I%p (n)—1
tim Y,{ L (1, f—f); 2 = lim "2y (£ ) = Vit )
= "o(p;) ire ?(p;)

und mit (3. 2) ist daher
Y)Y, (f; x) = Y,(g; x) (n=0,1,2, ).
Der Satz ist also fiir die Rdume X=C(S*) und X=L2(S*) (1<p< =)

bewiesen.
Zu beweisen bleibt noch der Fall p=1. Aus einem Satz der
Integrationstheorie [48, S. 177] folgt, daB fiir 0<p<oo

v(E) = [p(e)1™ | [L(f 3 5)—F(5)1ds()

fiir jede Borelmenge E auf S* eine Familie von MaBen bildet, die
absolut stetig beziiglich des MaBes auf S* sind. Weiter gilt (siehe
z.B. [29, S. 114, S. 1807])

3.8) wolle = Lo(p) 1 1L, f—F 1l = O1) (p—>o0),
wobei die Beschrinktheit aus der Voraussetzung dieses Satzes folgt.
Nun bildet das Integral
BB = = | #3)dv()
P Q, Jsk p

k

fiir jedes 2=C(S*) und jedes p>0 ein stetiges lineares Funktional
auf dem Raum C(S*) nach dem Darstellungssatz von F. Riesz.
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Die Norm des Funktionals ist gegeben durch [|F,||=|lv,||». Also
bilden nach (3.8) die F,(%) eine Menge von stetigen linearen Funk-
tionalen, die gleichgradig beziiglich p (0<p<o0) beschrinkt sind.
Daraus folgt nach dem Satz iiber die schwache* Kompaktheit auf
dem Raum M(S¥) (bekannt als Satz von Helly-Bray), daB eine
Teilfolge p, (wie oben definiert) und ein (endliches) MaB p<M(S*)
existiert, so daB fiir alle Funktionen A=C(S*) gilt

.1 1
lim - B0V () = o

jreo

[ o) du().

k

Da v,, absolut stetig beziiglich ds ist, folgt hier

&, ) = & L LD D gy,
Wihlt man nun #(y)=((+\)/A)PM(x, )] n=0,1,2, - ; x=S*),
dann folgt wieder wie im ersten Teil dieses Beweises mit (3.2) die
Relation

Y)Y, (f; x) = Y, (du; %) (n=0,1,2, ),

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. Die Methode wurde schon
in [68] benutzt.

Dieser Satz bestimmt nun eine Klasse K, die der Aussage b) der
Definition 3.1 geniigt. Um den Saturationssatz fiir die Operatoren
{I,; 0<p< oo} zu beweisen, bleibt noch zu zeigen, daB diese Klasse
K auch die Bedingung c) der Definition erfiillt. Diese Problem ist
weitaus schwieriger als das erste. Stellt man nun zusitzlich die
Bedingung, daB fiir #=1,2, -+, 0<p<oo, gilt

X N
T Ko(n)—1
(3.9) dp,m) =" qj;p) Yoy nian) und  d(p, 0)=1,

wobei {7,} eine Menge von zonalen Funktionen ist, die der Beding-
ung |[7,/l, x<M, 0<p< oo, geniigen, dann erhdlt man den Saturations-
satz.

Bedingungen in dieser Form wurden zuerst von H. Buchwalter
[127] und P. L. Butzer [14,S. 400], dann auch von G. Sunouchi [69,
S. 1297 gestellt.
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Satz 3.2. Ist f€X und das singulive Integral I.f vom Typ
(1. 23) mit dem Kern K,, der die Bedingungen (1.20), (1.21), (3.2)
und (3.9) mit ||n,il, <M, 0<p<eoo, erfiillt, dann folgt fiir alle
feHX, ¥(n)) die Aussage

L f—f 1l = O(e(p)) (p—o0).

Beweis: Ist z.B. X=L'(S%), dann ergibt sich aus der Voraus-
setzung f< (L' (S*), y(n)) mit Hilfe des Faltungssatzes 1.4 und der
Bedingung (3. 9)

Le() ] 1L f —fil = lnpxdull, <Ml|pll: = OQ) (p—0°)

und damit die Behauptung. In den anderen Riumen verliuft der
Beweis analog.

Die Klasse X erfiillt also die Bedingung c) der Definition 3.1
und ist damit die Saturationsklasse des Verfahrens I,.

Bemerkung 3.1. Um diese Methode auzuwenden, muf man
hinreichende Bedingungen kennen, damit eine Zahlenfolge {#(%);
n=0,1,2, ...} eine Folge von Gegenbauer-Koeffizienten einer Funktion
7€ L, ist. Solche Bedingungen findet man in [4, I, S.198]; sie sind
allerdings recht kompliziert.

AuBerdem hingt in dem hier untersuchten Full die Folge {#(n)}
von einem Parameter p ab, und wenn also fiir jedes p gilt 7,&L,},
also [[7,l|,»<M,, dann muB} die Konstante M, noch zusitzlich unab-
hingig von p sein. Fiir S* werden hinreichende Bedingungen dafiir
u.a. in [6] angegeben.

Bemerkung 3.2. Der direkte Satz ist im Raum L’(S¥) einfach
zu l6sen, da jede beschrinkte Zahlenfolge einen Multiplikator in
L*(S*) bildet. (Multiplikatoren werden ausfiihrlicher in Abschnitt 5.3
untersucht). Setzt man voraus, daB fiir die Folge {d(p, n)}, in (3.9)
definiert, gilt

(3.10) id(p, m)| <M (n=0,1,2, - ; 0<p<o0),

wobei die Konstante M unabhingig von # und p ist, dann folgt aus
dem Satz von Riesz-Fischer, dal die Glieder d(p, n)Y ,(g; x), n=0,
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1, .-+, die Glieder der Laplace-Reihe einer Funktion /,&L*(S%), 0<p
< oo, sind, falls fe H(L*(S¥), V(n)) ist, also d(p, )Y ,(g; x)=Y ,(ls; %),

n=0,1,2, ---. Die Parsevalsche Gleichung ergibt mit (3.11) und der
Beziehung (1) Y,(f; x)=Y,(g; %)
(3.11) [g’(P)]_lH[pf_sz = |||, <M|l|gll, (P_)oo)

Die Bedingung (3.10) ist in allen bekannten Beispielen erfiillt. Es
ist hier leicht einzusehen, daB (3.10) nicht nur hinreichend, sondern
auch notwendig dafiir ist, daB (3.11) in der L*-Norm gilt.

Wie schon gesagt, sind in allen Ridumen auBer L*(S*) keine
einfachen Bedingungen an die Folge {d(p, #)} fiir die Losbarkeit
dieses Problems bekannt. Im nichsten Kapitel, wo Satz 3.1 auf
spezielle Beispiele angewandt wird, erhilt man auch die Umkehrung

zu Satz 3.1, b) fiir jedes hier untersuchte singulidre Integral.

4. Spezielle Singulire Integrale

4.1. Das singulire Integral von WeierstraB.

Als erstes Beispiel wird das singulire Integral von Weierstral
(oder von GauB oder von GauB-WeierstraB) untersucht. Es ist de-
finiert durch

(4.1.1) WA 0) = 5 [l 91A0)ds()

fiir alle f€X, wobei ¢ ein reeller, positiver Parameter ist, und die
Funktion w,(cos ) fiir #>0 durch die absolut und gleichmiBig auf
S* konvergente Reihe

(4.1.2) w, (cos §) = X e-"<"+2m%m (cos 6) 0<0<7)

gegeben ist. Der Kern w,(cosf), t>0, hat die folgenden Eigen-
schaften :
(4.1.3) w, (cos ) >0 0<o<n),

@1y [ wl]dso) -1 (x=S"),
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@15 w910l 1d50) = w5 )]
* (x, z€S%; ¢, t,>0).

Diese drei Eigenschaften wurden von S. Bockner in [9, S. 36] bewie-
sen. Wichtig ist die Positivitit des Kerns. Wegen der absoluten
und gleichm#Bigen Konvergenz der Reihe (4.1.2) kann man fiir
W.(f; x) auch schreiben

(4.1.6) W(f; x) = ge—mmzmyn(f; x).

AuBerdem hat man

Lemma 4.1.1. Fiir alle feX gilt

(4.1.7) WA <IN (t>0),
(4.1.8) lim || W, f—£1| = 0.

Man erhilt (4.1.7) mit dem Faltungssatz und den Eigenschaften
(4.1.3) und (4.1.4.). (4.1.8) folgt fiir X=C(S*) aus dem Satz 2.1.3
iiber positive Operatoren mit der Bemerkung (3.1). Da || fl|x<|fllc
fiir alle f=C(S¥) ist, folgt auch (4.1.8) in jeder X-Norm fiir alle
feC(S*), und da C(S*) dicht in L?(S*), 1<p< oo, ist ([29, S. 170]),
gilt mit (4.1.7) und dem Satz von Banach-Steinhaus auch (4.1.8) fir
alle feL?(S*) 1<p< o).

Die Funktion W,(f; x) ist auBerdem fiir >0 und jedes fE€X
beliebig oft differenzierbar auf S* und sie ist Losung der Wirmeleit-

ungsgleichung
(4.1.9) %U(x, £) = AUz, £) (>0, xE S5,

die der Anfangsbedingung
(4.1.10) li1;n Ulx, t) = f(x) (fex)

geniigt.

Die Menge von Operatoren {W,, 0<t< oo}, die durch das singu-
ldre Integral von Weierstral3 gebildet wird, hat noch eine wesentliche
Eigenschaft. Sie bildet eine Halbgruppe von Kontraktionsoperatoren
der Klasse (C,) auf X,
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Eine Menge von Operatoren {7,, 0<#< oo} auf X besitzt diese
Eigenschaft, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

(4.1.11) T, ist ein beschrinkter, linearer Operator von X in
sich fiir jedes #=(0, ) und 7,=7 (Identitit);
(4.1.12) Tir, = T4, T, 0<t,, t,<o0);
(4.1.13) Hm {7,/ —fll =0 (feXx);
(4.1.14) NT. /1 <A t=0; feX).

Unter diesen Voraussetzungen ist 7T,f fiir jedes f=X eine stark
stetige, vektorwertige Funktion mit Definitionsbereich 0<¢< oo und
Wertebereich in X.

Hier sollen noch einige Eigenschaften iiber die Integration
vektorwertiger Funktionen auf einem Intervall [a, &] der reellen
Achse angegeben werden. Eine vektorwertige Funktion #(f) von
[a, b] in X heift Bochner-integrierbar, falls sie dort stark messbar

b
ist und das Integral S [|~(£)!|dt im Sinne von Lebesgue existiert.

Jede stark stetige Funktion A(#) ist stark messbar. Diese Defini-
tionen und Eigenschaften sind z.B. in [37, S. 71-80] zu finden.

Die Menge von Operatoren {W,; 0<#< o}, gegeben durch W,f
fiir jedes feX, bildet nun wegen (4.1.5), (4.1.7) und (4.1.8) eine
Halbgruppe von Kontraktionsoperatoren der Klasse (C,). AuBerdem ist
die vektorwertige Funktion W,f fiir jedes f stark stetig auf 0<# < oo,
also auch Bochner-integrierbar auf jedem endlichen Intervall.

Der folgende Satz hingt eng mit dem Teil a) von Satz 3.1
zusammen. (Fiir die Beweismethode vgl. [52, S. 56| und [53, II,
S. 56] fiir Funktionen im E*; siehe auch [17] fiir EY).

Satz 4.1.2. Fiir zwei Funktionen f, geX sind die folgenden
Aussagen dquivalent ;

(4.1.15) —n(n+20)Y,(f; x) = Y,(g; %) (n=0,1,2, )

(4.1.16) lim ‘_@;——f—gl\ —0.

>0+

Ist g=0 in X, dann gili f=const.
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Bemerkung. Ist speziell f zweimal stetig differenzierbar auf S*
([65, S. 213]), dann ist —u®m+20)Y,(f; x)=Y (Af; x) und (4.1.16)
hat die Gestalt

lim

t>0+

miLaf]-o

Beweis des Satzes: Als erstes soll gezeigt werden, daB (4.1.16)
aus (4.1.15) folgt. Dazu bildet man das Integral

[[wgar,

welches wie oben angegeben im Sinne von Bochner fiir jedes #>0
und alle ge X existiert. Die Kugelfunktion Y,(%; x) (k€ X) ist fir
jedes n=0, 1, --- und jedes feste x=S* ein lineares, beschrinktes
Funktional auf dem Raum X. Die Bildung des Funktionals kann
nach [37, S. 83] mit der Integration vertauscht werden. Mit (4.1.6)
gilt daher

(4.1.17) Y, { g’ W.gdr; x} _ S’ Y,{W.g; x}dr

_ Ste_n(n+2)\)’r Yn<g ; x) dT

0

= (e =1)Y,(f; %) -

Die letzte Zeile gilt nach der Voraussetzung (4.1.15) fiir alle #=1,
2, .-+ (und auch fiir n=0).

Andererseits ist
(4 1 18) Yn{Wtf_fr x} = (e—n(n—ZA)t_l) Yn(fr x) (nzoy 1) 2) "')'

Aus diesen beiden Gleichungen folgt mit dem Eindeutigkeitssatz fiir
Laplace-Entwicklungea fiir alle x=S* im Raume X=C(S%) und fiir
fast alle x=S* in den Rdumen X=L?(S¥) (1<p< ) die Beziehung

(4.1.19) W91 - L P g myar.

(Fir die Interpretation des Integrals siehe [37, S. 69]). Man erhalt
mit den Eigenschaften des Bochner-Integrals und mit (4.1.8)



Limitierungsverfahren von Reihen von Kugelfunktionen 229

- | fows-aae

SosggtHWTg—g[I -0
o (t—0+).

Damit ist (4.1.16) giiltig. Diese Beweismethode wurde in [52, S.
56/57] entwickelt.

Setzt man umgekehrt (4.1.16) voraus, dann kann man Teil a) von
Satz 3.1 anwenden. Ersetzt man in w,f den Parameter f (f(—0+)
durch 1/p (p—>o0), dann erfiillt W,,f und der Kern w,, die Vor-
aussetzungen von Satz 3.1 wegen (4.1.2), (4.1.3) und (4.1.4). Es
ist noch zu zeigen, daB (3.2) erfiillt ist. Wegen (4.1.2) ist
w,(m)=((m+N)/\) exp {—nn+2)\)¢}, n=0,1,2, -,

eIt ]

(4.1.20) lim & ————= = —n(n+22) (n=0,1, --)

t>0+

mit yr(n)= —u(n-+2)). Nach Satz 3.1 Teil a) folgt daher aus (4.1.16)
die Aussage (4.1.15), womit die Aquivalenz von (4.1.15) und (4.1.16)
gezeigt ist.

Ist nun g=0 in X, dann ist Y,(g; x)=0 fiir alle #=0, 1, --- und
wegen (4.1.15) auch Y (f; x)=0 fiir alle » bis auf #=0. Wir haben
also Y, {f—Y,f; x}=0 fiir alle »=0,1, --- und daher f(x)=Y,(f; x)
=const. in X. Der Satz ist jetzt vollstindig bewiesen.

Wir kommen nun zur Anwendung von Satz 3.1, Teil b).

Satz 4.1.3. Fiir ein f< X sind die folgenden Aussagen dquivalent

(4.1.21) IW.f—fll = O@F) (t—=0+);
(4.1.22) fEIX, —n(n+2n).

Beweis: Die Aussage, daB aus (4.1.21) folgt f= H(X, —n(n-+2N)),
ergibt sich als Anwendung von Teil b) des Satzes 3.1. Im Beweis
zu Satz 4.1.2 wurde schon gezeigt, daBl alle Voraussetzungen dazu
erfullt sind. Damit gilt (4.1.22).

Wird umgekehrt (4.1.22) vorausgesetzt, dann ist im Falle X=
L?(S*) (1<p<co) leicht auf (4.1.21) zu schlieBen. Denn aus fe&
HAX, —nn+27) dh. —nm+20)Y,(f; x)=Y,(g; x) mit f, g&L?(S*)

t

folgt aus (4.1.19) die Beziehung W,f— fzg W.gdr und damit
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W f—Fll,<ilgll,t = 0@ #—0+).

Wir untersuchen nun den Raum X=L'(S*¥). Es existiert wegen
(4.1.22) ein MaB p= M(S*), so daB gilt —n(n+20)Y,(f; x)=Y,(du; x).
Die Faltung des Kernes w, mit einem MaB p ist durch (1.17) in
der Form

[odn)x) = - { (5 971

gegeben. Der Faltungssatz 1.4 besagt, daB w,xd,=L'(S¥) fiir jedes
>0 ist und

(4.1.23) llwexdpll, < lwllalellar < llwlls

Wegen (4.1.3) und (4.1.4). Wir wollen zeigen, dal auch hier eine
dhnliche Formel wie (4.1.19) gilt. Als erstes wird behauptet, daB
die vektorwertige Funktion A(f)=wi+du definiert auf 0<#<oo mit
Wertebereich in L'(S¥) fiir jedes p=M(S*) stark stetig auf dem
Intervall [§, o) (6>0) ist. Es gilt fiir ein ¢>¢ A()=w,_Hwxdu=
w,_xh(€). Damit ist fiir zwei Zahlen {,, {, mit 0<&<?, <4,
WA(t) — RN, = llw,, +h(€) —w,, xR ()|,
S NW,ell 1W, o, 1 (E) — REI, < || W, 1(E) — H(E

wobel wir die Schreibweise w,_#a(&)= W,_ k(&) und || W,_||<1 wie
in (4.1.7) benutzt haben. Der letzte Ausdruck konvergiert wegen
(4.1.8) gegen Null fiir £,—#,. Also ist die Funktion A(¢) stark stetig
auf [, oo) fiir jedes €>0. Weiter gilt

S:Hh(-r)HldT < S:Hul!MdT<|m|th,

wobei die rechte Seite unabhingig von & ist. Damit existiert das
Integral St/z(r)degt[wT*dy]d'r im Sinne von Bochner fiir jedes
wE M(S*), 0und es giolt wieder wie in (4.1.17) mit —n(n+20)Y,(f; x)
=Y, (du; x) die Formel

V| ( Twsduar; o} = @ m-0v,(£5 )

und mit (4.1.18) folgt W,f— f:S’[w,*d,L]dT, und damit gilt die
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Behauptung. Der Satz ist also fiir X=L'(S¥) bewiesen.
Es bleibt noch der Fall X=C(S*) zu behandeln. Entsprechend
dem Raum L'(S¥) 148t sich hier zeigen

W f —flic<llgll.-? (FEIHC(SH), —n(n+2)\)),
womit der Satz vollstindig bewiesen ist.

Folgerung 4.1.4. Das singulive Integral von Weierstrafy ist in
den Réumen L?(S®), 1<p< oo, bzw. C(S*) saturiert mit der Ordnung
O@) (t—0+) und die Saturationsklasse ist gegeben durch die Menge
H(LA(S®), —n(n+2\)) bzw. H(C(S®), —n(n+20)).

Wie wir in der Bemerkung zu Satz 4.1.2 gesehen haben, sind in
der Saturationsklasse alle Funktionen f enthalten, die zweimal stetig
differenzierbar sind. Sicher sind mehr Funktionen darin enthalten.
Im Raume C(S*) z.B. besitzt die Funktion g& L~(S¥) dieselbe Laplace-
Entwicklung wie Af, wenn die Ableitungen existieren. Die Funktion
g ist nur wesentlich beschridnkt, also braucht Af nur fast iiberall
zu existieren und wesentlich beschridnkt zu sein, jedoch nicht stetig.
Dies ist im Falle S* (bei eindimensionalen Fourierreihen) giiltig.
Dort folgt aus (4.1.22), daB} f einmal stetig differenzierbar, die zweite
Ableitung wesentlich beschriankt und f”=g ist. Siehe [25] oder
[19, Ch. II].

Als nichstes werden die Funktionen der Klassen (X, —n(n+
2\)) als Faltungsintegrale mit einem Kern 2 dargestellt.

Lemma 4.1.5. Fiir ein f€X sind die folgenden Behauptungen
dquivalent :
a) feIHX, —nn+21)),
b) Es gilt fast iiberall fiir f<L?(S*) mit g=L?(S*) (1<p< o), iiber-
all im Falle f=C(S*) mit g=L=(S*) die Darstellung

@12) S = Y92 R D) e(0)dst)
k
oder fast iiberall fiir f€LS¥) mit einem Maf p<=M(S¥)

(4.1.26) flx) = Y(f; x)—% Sskk(l, (%, 3))du(y) -
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Hierbei ist k(1, t), —1<t<1, gegeben durch

1—7* 1—7°
4.1.27 k1, 1) = —1\d
( ) &8 = ZAS r [(1—27t+72)“1 ] g

mit ||k(1, cos Ol < oo filr 1<q<(@r+1)/2x—1) im Falle \>1/2
und 1<g< oo, falls n=1/2.

Beweis: Als erstes sollen die Eigenschaften der Funktion k2
bewiesen werden. Man benutzt die Formel (1.4) in der Gestalt

neph A p tz[i—l] O<r,<1:8>-1
SAPERPN) = [ 1] Osn<lifz D,

Man erhilt durch Integration beziiglich », von 0 bis <1, die auf
der linken Seite gliedweise wegen der gleichmiBigen Konvergenz
der Reihe durchgefiihrt wird,

oo rnLBJ—l NN rf 1 7’ }
S BT Ap g Pdy, .
= () = S 1(1 27t + 1) e

Wihlt man zuerst 8= —1 und multipliziert die Gleichung mit »*,
dann B=2r—1 und subtrahiert beide Ausdriicke voneinander, dann
erhilt man

- _:L 1 v> . an"‘xpht _ SrrzA_rle{ 172 _1}d
n2=1<n n+ 2\ 4 A ® = o 7, \(A—=2rt+r)H T

Es ist also fiir 0<7<1 und —1<¢<1

1 (77— 1—pf
4.1.28)  k(rt) = L~ : { : —1}d1
( ) .0 xgo 7 A—2rt+rH g

o S
P D).
E (n+27\) A 2

Aus dieser Integraldarstellung folgt direkt, da (1—27f+7*)>0 fiir
0<r<l1, —1<t<1, daB der Grenzwert lim k(r, f) fiir jedes ¢ mit

r>1-—

—1<t<1 existiert und die dadurch definierte Funktion k(1, ¢#) eben-
falls fiir —1<¢<1 stetig ist. Um zu zeigen, daB k(1, #) beziiglich
t auf (0, 1) integrierbar ist, gehen wir genau wie in [49, S. 81] vor,
wo eine sehr Zhnliche Funktion untersucht wurde. An Stelle der
Folge n(n-+2)) untersucht man dort die Folge »”, a>0.
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Wir haben hier also die Darstellung (4.1.27). Spaltet man das
Integral in (4.1.27) in zwei Teile auf, von O bis 1/2 und von 1/2
bis 1, dann sieht man aus der Summendarstellung (1.4), daB das
erste Integral gleichmiBig in ¢ beschridnkt ist. Im zweiten kann das
konstante Glied (1/2)) S;/Z[(1~r)“/r]dr weggelassen werden. Es
bleibt das Integral

i L[ Q=ra-r dr

20 Jie (L —2¢E+ 7)1 7

zu untersuchen. Fir —1<#<3/4 ist I() gleichmiBig beschrinkt.
Fiir 3/4<¢<1 spaltet man des Integral I(f) auf in ein Integral, wo
(1—7»Y>1—t, und ein anderes, wo (1—7)*<1—¢ ist. Aus der Bezie-
hung (1—27¢t+7*)=1—7r)"+2r(1—t) folgen die Ungleichungen (s. [49,
S. 81]))

A=2rt+7r"" > (1—r)>**
und

A—=27t+7" > 1=t (r>1/2).

Man erhélt mit 1—7)=0—»r)A+7r+#+ -+ <201A—7)

1-(1-p1/2

(5| < 4 Sl/z (1—7) ™ dr+2(1— )~ Sl_( =y
{Cl(?\)%*Cz(?\)(l—l‘)_M am (A>1/2),
<
C,+C,|log(A1—1)] A=1/2).

Daraus folgt also, daB das ganze Integral k(1, cos ), ¢=cos 6,
beschrinkt ist in 0<E<O<z und fiir -0+ gilt

O(sin 0/2)~»+ (\>1/2),

|k, cos )| = {
O'llog (sin §/2) | (A=1/2).

Es ist also

|11, cos O)I|2 A = % S | (1, cos 6) | (sin 6)™df < o
0

k

fur alle ¢ mit 1<g<@r+1)/@r—1) A>1/2) und 1<g< oo fiir
A=1/2.

Damit sind die Eigenschaften der Funktion % aus Lemma 4.1.5
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bewiesen. (Ersetzt man n(n-+2)) durch #° so stimmen diese Ergeb-
nisse mit denen in [49, S.81] iiberein. Noch allgemeinere Koeffii-
zienten als #®, «>0, wurden in [4, I] untersucht).

Wir kommen nun zum Beweis der Darstellungen (4.1.25) und
(4.1.26). Nach (4.1.28) gilt, daB die Gegenbauer-Koeffizienten der
Funktion k(1, cos 8) durch

4.1.29 b1,y = ntA 1 —1,2, -, h(1, 0)=0
( ) k(1, n) IRy (n , ), k(1,0)

gegeben sind. Also ist, wenn wir fe (X, —n(n-+2))) voraussetzen,

(4.1.30) Y, (f; %)= S EQ, m)Y,(g;x) (n=1,2,-; X=L?,
ntA 1<p< oo, oder X=0C)
oder
4.1.31)  Y,(f;%) = ——% EQ, m)Y,(dp; %)
n
(n=1,2, --- ; X=L'(S*)).

Daraus folgt mit dem Faltungssatz 1.3 fiir X=L?, 1<p< oo, oder
X=C

) = Y F5 0= 2 Lk, G 30 2(9)ds(0)

fast iiberall, und die rechte Seite existiert iiberall fiir die Werte von
p, fir die keL,?, 1/p+1/g=1. Fiir q gilt 1<g<@r+1)/@1—1)
nach (4.1.27) und damit existiert die rechte Seite von (4.1.25)
iiberall fiir f=L?(S*) mit p>2rn+1)/2=(k—1)/2.

Ist nun f=L'(S* und gilt a), dann folgt wie oben die Darstel-
lung (4.1.26) fast tiberall. Aus a) folgt also b). Der SchluB von
a) nach b) ist genau eine Aussage der Faltungssitze 1.3 und 1.4,
womit Lemma 4.1.5 bewiesen ist.

Bemerkung. Im Falle S° besitzt (4.1.25) die Gestalt (s. [61,
S. 293])

£ = Yi£ 3 9+ | log [1—(x, 3)1g(5)ds().

Fiir Funktionen auf S* erhilt man an Stelle von (4.1.25)
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1 * 7 ’ 1 * 4 / ’
@) = 1|7 ey =5 [ kL, cos (69 a(6)ds

Kl cosg) = 31908 = Lyp migp m o (rcp<a),
=1y 4 2 6

4.2. Mittelbildungen von Funktionen auf der Kugel.

Ziel dieses Abschnittes ist eine weitere Charakterisierung der
Klassen H(X, —n(rn+2))) aus Abschnitt 4.1. Hierzu werden zwei
Mittelwerte der Funktion auf S* definiert. Das erste Mittel ents-
pricht auf S? (dem Einheitskreis) dem Integralmittelwert

fid) = o " faruyu )

dessen Fourierreihe von Lebesgue zur Summation der Fourierreihe
von f benutzt wurde. (s. [74, S. 71, S. 321]). Die Fourierreihe des
zweiten Integralmittelwertes bildet das Summationsverfahren von
Riemann (s. [74, S. 319]). Wir definieren hier die Mittel M,(f; x)
fir jedes f=L*S¥ durch

1

(4.2.1) M,(f; x) = m

[ A»ads) (h>0),

wobei die Kugelkappe D(x, #) mit Mittelpunkt x gegeben ist durch
D(x, k)= {y; y=S* und (x,y)>cosh}. |D(x, k)| ist ihre (k—1)-
dimensionale Oberfliche und (siehe z.B. [42, S. 3197])

(4.2.2) \D(x, B)| = Q. Sh(sin 0y do .

Wir schreiben immer D(%) an Stelle von |D(x, %), da die Ober-
fliche unabhingig von x ist. Man kann M,(f; x) auch als singulires
Integral in der Form (1.23) schreiben, wenn man p=1/% setzt und
den Kern k,[(x, »)] durch

Q
k-, yeD(x, h)
(4.2.3) kL(x, 9] = | P
o , sonst

definiert.

Lemma 4.2.1. Fir alle feX gilt



236 H. Berens, P. L. Butzer und S. Pawelke

(4.2.4) ML < NIFII (r>0);
(4.2.5) hlgﬂ IM,f—fIl =0.

Weiter hat man ([64, S. 518, 521, 5237)

(4.2.6) Y.(M,f; x) = B,)WY,(f; x) (n=0,1,2, )
mit

4.2.7) B = — =i " p a(cos 0)(sin 6)2d0 .

P,*(1)D(R) Jo

Man kann andere Mittel definieren, indem man die Integration nur
itber den Rand (x, y)=cos # von D(x, k) ausfithrt. Diese Mittel sind
definiert durch

1

(4.2 8) Sh(f’ x) = m S(x,y):cos

S3)a),

wobei df das (k—2)-dimensionale Oberflichenelement der Fliche

(%, y)=cos & ist. Zwischen den Mitteln M, und S, besteht die Be-

ziehung

-1
D(n)

— 'Qk—1 e 2X .
= D0 SO (sin u)*S,(f; x)du .

(429 M) [ Ands)du

Wir wollen nun die Laplace-Entwicklung von S,(f; x) bestimmen.
Es gilt mit (4.2.9)

Y,(M,f; x) = ‘;'E;) [[ sin 0 V,(S.f3 2)du.

Setzt man auf der linken Seite (4.2.6) ein, dann folgt
3

Y, (f; %) g P, (cos 0)(sin 0)*d6 = P,*(1) Sh(sin w)?Y, (S,f; x)du
und durch Differentiation nach %

4.2.10) Y. (S,f; %) — P_'};ﬁf.?ls)—”)y,,( £ %) (=0, 1, ).

Fir S,f gilt ebenso wie fiir M, f
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Lemma 4.2.2. Fiir alle f aus X gilt

(4.2.11) IS 1 < 1Al (r>0),
(4.2.12) lim 1S, f—f1l = 0.

Bemerkung 4.2.13. Die Mittel M, werden von V. L. Shapiro
([64]) bei Untersuchungen iiber die Summierbarkeit von Laplace-
Reihen benutzt. In [66] definiert er mit Hilfe von M, einen ver-
allgemeinerten Laplace-Operator ([66, S. 16]) auf S° und eine sogen-
annte Lipschitzbedingung auf S* [66, S. 6], die er zum Beweis der
absoluten Konvergenz von Laplace-Reihen benutzt. In die Theorie
der partiellen Differentialgleichungen hat C. Herglotz (vgl. [50, S. 2487
und [57, S. 38]) diese Mittel eingefiihrt.

Fiir #=3 findet man die Mittel S, bei W. Rudin [61], der
dadurch einen verallgemeinerten Laplace-Operator auf der Kugel und
die Riemann-Summierbarkeit von Laplace-Reihen definiert hat. (Seine
Ergebnisse hat A. Siege! [67] erweitert).

In der Approximationstheorie definieren G. G. Kusnirenko ([43],
[447]) und A. S. Dzafarov [31] durch diese Mittel Funktionenklassen,
die Lipschitzklassen in den Sitzen vom Bernsteinschen und Jackson-
schen Typ ersetzen (siehe auch D. L. Ragozin [60]). In der Appro-
ximationstheorie im E* werden Mittel analog zu S, in [71, S. 421]
untersucht und im Fall der nichtsaturierten Approximation mit
Lipschitzbedingungen verglichen. Ebenfalls im E* hat R. J. Nessel
die den Integralen S,f und M, f entsprechenden Mittel genau unter-
sucht und sie zur Bestimmung der Saturationsklasse einiger singuldrer
Integrale herangezogen (s. [52, Abschn, 4.3 und 4.4] und [53, Abschn.
6, 7, 8]). Entsprechende Sitze werden wir auf der Kugel fiir die
beiden Mittel beweisen. Dazu benétigen wir das folgende Lemma
(vgl. [52, S. 71, S. 80]).

Lemma 4.2.3. Besteht zwischen den Funktionen f und g aus X
die Beziehung (4.1.15), dann gilt fast iiberall (und iibevall fiir X=
C(S%)
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(4219 S(f; ) f() = 2 ("Mig; ) Dr)(sin ) dr

Qp_y Jo
=Jug; )
und
.._.zﬂk—lh .. in 2 dTr
(4.2.15) M, (f; -)—f(+) 0 SOL(g, )(sin 7)™ dT .

Beweis: Der Ausdruck fiir B,*(%) in (4.2.7) kann in anderer
Form geschrieben werden. Mit Hilfe der Formel von Rodriguez
(s. [32, 1, S. 175]) erhilt man

(4.2.16) ShP,) (cos 0)(sin 0)™d — (sin )™+ PA*1(cos /)

21
n(n+2n)
(siehe auch [50, S. 2487]) und damit

(4.2.17) 1 Sh B, () D(v)(sin 7)"* dr
k-1 Y0
= _‘_.ﬁ_z.z\‘_— k A+l .
= o B J PRcos ) sindr

Nach der Substitution cos r=# fiihrt die Formel (sieche [32, II,
S. 176]

(4.2.18) g& P ) = 210 PA"()

zu

(4.2.19) 01 ShB”"(T)D(T)(Sin P Rdr —

k-1V0

1 { 1— P, cos h)}
n(n—+2x) P1)

Wir untersuchen nun die rechte Seite von (4.2.14). Genau wie bei
der Gleichung (4.1.17) kann man auch hier zeigen, daB das Funk-

tional Y, mit der Integration von O bis % vertauscht werden kann.
Daher gilt mit (4.2.6) und (4.2.19)

Y,{ug; 7} = P80 ("B 2o Dr)sin ) 2 ar
P Mcosh) 1}

V(e 0| =

T T n(m2n)
= Yn{shf—f; x} .
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Die letzte Umrechnung folgt aus der Voraussetzung (4.1.15) und
(4.2.10). Dies gilt auch fiir n=0, da Y,(g; x)=Y,(S,f—f; x)=0 auf
S# jst. Daraus folgt (4.2.14) mit dem Eindeutigkeitssatz. Zum
Beweis von (4.2.15) integriert man (4.2.19) und erhilt

(4.2.20) Sn (sin 2)* dh ShB,,*(r) (sin )" D(r)d~
= 1 s 2) _ 1 K A . 27
B m{ So (sin k) dh PA(1) SO P,cos k)(sin &) dh}

_ D(’?) _ R A
—m(l B, (’7))

mit (4.2.7). Dividiert man die letzte Gleichung durch D(»), multi-
pliziert mit Y,(g; x), benutzt (4.2.6) und die Voraussetzung (4.1.15),
dann erhilt man
Y.(g5%) (" /e 2 koA : -z
S S (sin k)’ dh SOB,, (r)(sin )" D(+) dr
= [B,))—11Y,(f; %) = Y, {M,f—f; x} .

Auf der linken Seite ist Y,(g; x)B,M7)=Y,(M.g; x) und die Integra-
tion von O bis » kann wieder mit dem Funktional Y, vertauscht
werden ; daher folgt nach dem Eindeutigkeitssatz die Formel (4.2.15).

Die Beziehungen (4.2.14) und (4.2.15) sind grundlegend in den
Beweisen der nichsten Sitze. Sie ersetzen hier die Relation (4.1.19)
im Beweis von Satz 4.1.2.

Satz 4.2.4. Fir zwei Funktionen f und g aus X sind die folgen-
den Aussagen dquivalent :

_n(n+2x) Ca) C Y.
(4.2.21) 5Gns ) Y.(f;x)=Y,(g;%);
(4.2.22) 1 M_h;: =/ g” — o(1) (h—0+).

Beweis: M,(f; x) erfiillt die Bedingungen, die in Satz 3.1 an
das singuldre Integral I,(f; x)=M,(f; x) mit p=1/k gestellt werden.
Zu berechnen ist

. BMNk)—1 _ . Qp, keba _ pa .
lim 2 G0 = lim o e S [P, (cos §)— P,1)](sin )*d8 .
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Mit der Beziehung ([9, S. 27) und [8, 1142])
lim P1)—PMcos h) _ n(n+21)

(4.2.23)

o+ P Y 1)(1—cos A) 2v+1
folgt dann
(4.2.24) lim Br W) =1 _ _n(n+2))

P 2@n+3)°

Daher folgt die Gleichung (4.2.21) aus (4.2.22) mit Teil a) von
Satz 3.1.

Ist umgekehrt (4.2.21) vorausgesetzt, dann folgt aus der Gleichung
(4.2.15)

(4.2.25) W;_}'Zz)_ﬂ_g(.)

= 2L (Ysin pynay [ M (g5)— g(Y1 D) sin 7y dr

mD(h)
+g(-)Lim)—1],
wobei

4.2.26)  jo (k) — 2222]’3—&5’) S:(Sin ) dn S:D(T)(sin ) dr

und lim j,(k)=1. Daraus folgt fiir 2—0+
h>0+

womit der Satz bewiesen ist.

%Ji;_f—g” < (k) Sup 1M.g—gll+ )~ 11 ligll = 0(1),

Bemerkung. Ist die Funktion f aus S° iiberall in einer Um-
gebung des Punktes x=S°® definiert und f=L'(S®), dann definiert
V. L. Shapiro ([66, S. 167]) den verallgemeinerten Laplace-Beltrami-
Operator A, im Punkte x durch

i 2{M(f 5 %) —f(%)}
(4.2.27) A = Im =5 a2

’

falls der Grenzwert existiert. A, ist eine Verallgemeinerung des
Laplace-Beltrami-Operators A, denn fiir jede zweimal stetig in
D(x, k), k>0, differenzierbare Funktion existiert A, f(x) und ist gleich
Af(x) ([66,S. 18]). Es gilt, wie man sofort sieht,
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lim MAS D =S _ L\ iy,

B0+ /4 3
Der Grenzwert auf der linken Seite der letzten Zeile unterscheidet
sich also nur um einen konstanten Faktor von A, f(x). Die linke
Seite definiert also (bis auf einen konstanten Faktor) ebenfalls den
Operator A,. Diese Definition kann man nun fiir hohere Dimen-
sionen (£>3) beibehalten. Die Formel (4.2.22) im Satz 4.2.4 sagt
dann aus, daB der verallgemeinerte Laplace-Operator A,f in der
Norm des Raumes X existiert.

Wir kommen nun zu den Mitteln S,, die durch (4.2.8) definiert

sind. Analog zu Satz 4.2.4 gilt hier

Satz 4.2.5. Sind die Funktionen f und g aus X, dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent :

_ n(n+2)) N )
(4.2.28) Do) VAL 3 = Yol 2
(4.2.29) tim Shi_j_f—g“ _0.

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir noch einiges iiber die
Mittel S,f zusammenstellen. Die Mittel S,(f; x) bilden kein singu-
ldres Integral vom Typ (1.23). Die Integration in (4.2.8) wird nur
iiber den Rand des Gebietes D(x, ) ©S* durchgefiihrt und der Rand
besitzt auf der (k—1)-dimensionalen Fliche S* das Maf Null.
S,(f; x) besitzt aber die wichtigen Eigenschaften (4.2.10) bis (4.2.12).
Nach (4.2.11) ist S, fiir jedes >0 eine beschrinkte, lineare Trans-
formation von X in X. Erfiillt eine beliebige, beschrinkte, lineare
Transformation 7 von X in sich die Bedingung Y (Tf; x)=1,Y,,(f; x),
n=0,1, .-, wobei {¢,} eine Folge von komplexen Zahlen ist, dann
heiBt T eine Multiplikatoren-Transformation oder auch Faktorfolgen-
Transformation. Der Begriff eines Multiplikators wird hier in
Abschnitt 5.1 genau diskutiert. Es gilt die Aussage, daBl jede Mul-
tiplikatoren-Transformation von L'(S¥) in L'(S¥) fiir jedes f=L'(S¥)
als Faltung von f mit einem zonalen MaB p< M, dargestellt werden
kann ([30, S. 261]). Die Faltung ist durch (1.18) gegeben.
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Wegen (4.2.10) ist S,f fiir jedes 2>0 eine Multiplikatoren-
Transformation und daher darstellbar als Faltung (1.18) fiir alle
fELS*. Da alle feL?(S%), 1<p<oo, oder f=C(S%) ebenfalls in
L'(S*) enthalten sind, gilt fiir alle f=X, daB S,f als Faltung dar-
gestellt werden kann. Dies ist eine Verallgemeinerung des Begriffs
eines singulidren Integrals vom Typ (1.23). Dort wurde die Faltung
mit einer zonalen L'-Funktion durchgefiihrt, also mit einem absolut
stetigen zonalen MaB, wihrend S,f die Faltung mit einem nicht
absolut stetigen zonalen MaB aus M, bedeutet. S,f besitzt auBer-
dem die Integraldarstellung (4.2.8).

Beweis von Satz 4.2.5: Aus den Eigenschaften (4.2.10), (4.2.11)
und (4.2.12) der Mittel S,(f; x) ist sofort ersichtlich, daB man bei
dem Schluff von der Aussage (4.2.29) auf (4.2.28) so vorgehen kann
wie im Teil a) von Satz 3.1. Man erhilt dann hier

. PMcos h)—P,M1 . . B
%Eﬂ P,,)\(;-)hz ( )Y"(f’ x) = Yn(g’ x) (11—0, 1, 27 )

Nun gilt wegen (4.2.23)

4.2.30)  lim PCOSH—PX1) _  n(n+2))

o PN 2(2n+1)

und hieraus folgt (4.2.28). Setzt man umgekehrt (4.2.28) voraus,
dann folgt mit Hilfe der Gleichung (4.2.14) #dhnlich wie im Beweis
des Satzes 4.2.4 die Beziehung

SIS gy = 2ESD) P rag (g ) — ()] D (sin 7y dr

Q.
) +g(-)Lis(h)—11,
wobei

o) = 2er+1) j"D(T)(sin D *dr, lim jgh)=1.
hzﬂk_l 0 h>0+

Damit folgt wie im Beweis von Satz 4.2.4 die Aussage (4.2.29).

Bemerkung. Der Grenzwert (S,f—f)/k* ist im wesentlichen
wieder eine Verallgemeinerung des Laplace-Operators auf der Kugel.
Fir k=3 definiert W. Rudin [61, S. 288] einen verallgemeinerten
Laplace-Beltrami-Operator A, im Punkte x€S® durch
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S x)—f(®)
Af @) = lim =2y

b

falls der Grenzwert existiert. Man sieht, daB dieser Operator auch
fiir hohere Dimensionen definiert werden kann und mit }1»1011 [S.(f; %)
—f(x)]/#* bis auf eine Konstante iibereinstimmt. Der Operator A,
ist ein Analogon zur Riemann-Ableitung zweiter Ordnung (siehe [15]
und [19, Ch. IT]) fiir Funktionen, die auf der reellen Achse definiert
sind.

Entsprechend dem Satz 4.1.3 erhilt man hier

Satz 4.2.6. Fiir ein f€X sind folgende Aussagen dquivalent :

(4.2.31) M, f—fil = OW) (h—0+);
4.2.32) IS, f—rf1 = O (h—0+);
(4.2.33) fEHAX; —nln+2N)).

Beweis: Der Satz wird durch RingschluBl bewiesen. Mit Teil
b) von Satz 3.1 schlieBt man von (4.2.31) auf (4.2.33). Im Beweis
von Satz 4.2.4 erhielten wir (sieche Gleichung (4.2.24)) +(n)=
—n(n+2\)/(2@2n+3)), dh. fFEIH(X; —n(n+20)).

Aus (4.2.33) soll auf (4.2.32) geschlossen werden. Dies soll hier
nur fiir den Raum L'(S¥) durchgefiihrt werden. Die Beweise fiir
die anderen Riume sind #hnlich, jedoch einfacher. Die Mittel eines
MaBes p= M(S%) sind definiert durch

(4.2.34) M.(dp ; %) — ’13% Smx _du() (+>0).

Es folgt, daB sie iiberall existieren, zu L'(S¥) gehoren und ||M,dull,

<||ullp ist. AuBerdem ist M.du eine stark stetige, vektorwertige

Funktion von 0<r<= in L'(S*). Weiterhin gilt dhnlich (4.2.6)
Yn(MTd:u/; x) = BnA(T) Yn(dﬂ' H x) (ﬂ=0, ]-, "')

und, falls —u®E+2M)Y,(f; x) =2@2n+3)Y,[du; x) (d.h fedAL';
—n(n+220))), folgt wie in Lemma 4.2.3 fast iiberall

Slfs )—f() = gi%—i—_:%) S:MT(d,L; <) D(7)(sin 7)"*dr,

k-1
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wobei das Integral im Bochnerschen Sinne existiert. Man erhilt

180 = Ih <Z2ED iy (" D@sinn e - o) (-0,
k-1
womit (4.2.32) fiir X=L'(S*) bewiesen ist.
Setzt man (4.2.32) voraus, dann erhilt man nach (4.2.9)

IMfFI = |

Q,(ZT; (sin B[S, f —f] dhll — 0 (r00),

womit der Satz ganz bewiesen ist.
Die Ergebnisse der Abschnitte 4.1 und 4.2 lassen sich zusum-
menfassen in der

Folgerung 4.2.7. Fiir ein f€X sind folgende Aussagen dquiva-
lent :
a) feHX; —nn+21));
b) fiir f gilt die Darstellung (4.1.25) bzw. (4.1.26) ;

¢) [IW.f—f11=0@) ¢—=0+);
d) 1S f—flI=0) (h—0+);
) |IM,f—fl=0) (r—0+).

Der Beweis ergibt sich aus einer Zusammenfassung der Sitze
4.1.3 und 4.2.6 und Lemma 4.1.5. Analoge Ergebnisse erhilt man
bei Entwicklungen in mehrdimensionalen Fourierreihen fiir Funk-
tionen, die auf T*={x; x€E* —#»<x;<=, j=1, 2, ---, k} definiert
sind (s. [54]).

4.3 Das singulire Integral von Abel-Poisson.
Dieses Integral wurde schon im Kapitel 2 (2.1.10) definiert durch

1—7
Q Ss"mﬁ)xﬂf(y) s(y)

fiir alle feX und 0<r<1. Der Kern

(4.3.1) A(f; %) =

. 1-7° .
(4.3.2) D, (u) = A= 2t rph (—1<tL1)

ist nicht negativ (siehe (2.1.16)), besitzt die Darstellung (1.4) und
die Eigenschaft (2.1.17). Das Analogon zu (4.1.5) lautet hier mit
r=et
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@33 2,800 916,00 21d50) = bryo (3 2]
* (x, 2&8*%; 0<r,, 7,<1).
Weiter gelten (siehe Satz 2.1.1) fiir alle feX die Beziehungen
A, FII<lfll, 0<r<1, und lim ||A4,f—f||=0. Aus der Darstellung

2.1.9) folgt
(4' 3'4) Yn(Arf! x) = r”Yn(f; x) (n:O’ 1’ "')-

A,(f; x) bildet ein singuldres Integral vom Typ (1.23), wenn man
p=1/A—7r), r—>1—, setzt. Setzt man r=e¢"* und A,(f; x)=(V,f)(x)
fir alle feX, dann bildet {V,; 0<{< oo} eine stark stetige Halb-
gruppe von positiven Kontraktionsoperatoren des Klasse (C,) von X
in sich im Sinne von Abschnitt 4. 1.

Satz 4.3.1. Fiir zwei Funktionen f und g=X sind die folgenden
Aussagen dquivalent

(4.3.6) lim &i“_f—g” ~0.
1—7

r>1-—

Beweis: Eine Anwendung des Satzes 3.1, Teil a), zeigt, daB
wegen

(4.3.7) 1im’1~1 — (n=0,1, ---)
71— —7

aus (4.3.6) die Aussage (4.3.5) folgt.

Aus (4.3.5) ergibt sich wie im Beweis von Satz 4.1.2 (es ist nur
—n(n+2\) durch —# zu ersetzen) die Beziehung (vgl. Abschnitt 4
in [5] fiir S?

(4.3.8) A f—f = S:A,,gd_f O<r<1)
und damit
Af—f ,_ 1 (° B @_<1+logr
1, & 1—rSr[A"g g]P —1_r)g-

Daraus folgt fiir »r—1—
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|

womit (4.3.6) gilt.
Eine weitere dquivalente Aussage zu (4.3.5) oder (4.3.6) bildet

LSS gl| < L sup l14.g—gli+ [1+1%87] ligil = o),
1—7’ 7 r<e<1 1—7'

Lemma 4.3.2. Sind f und g aus X, dann gilt die Beziehung
(4.3.5) genau dann, wenn f darstellbar ist durch

@39 A=Y 09— A [ ) De()ds()
mit
4.3.100 AL f) = S [(1_—515%)"—“—1]6177

und
H —2XA
(4.3.11) |£(1, cos 0) I'SA[sm ©/2)] 0<0<x),
[IR(L, cos O)|jg <o fiir 1<q<(@r+1)/2x.

Dieses Lemma wurde von P. L. Butzer und Cl. Miiller [21]
bewiesen. B. Muckenhoupt und E. M. Stein [49, S. 80/817] haben
gezeigt, daB die Funktion 4(1, #), definiert durch (4.3.10), die Beding-
ungen (4.3.11) erfiillt und die Gegenbauerentwicklung
@312 wL,nH~L 7“;_7‘19,)(:)

=1 9

besitzt. Daher folgt aus (4.3.5) die Darstellung (4.3.9) nach dem
Eindeutigkeitssatz. Die Umkehrung gilt auf Grund des Faltungs-
satzes. Fiir 2z-periodische Funktionen f(¢), 0<¢ <2z, geht (4.3.9)
iiber in

@) = 3= |7 s@nay— |7 tog[1—cos (o —¢)al@)dy’.

Entsprechend zu Satz 4.1.3 und Lemma 4.1.5 hat man
Satz 4.3.3. Fiir ein festes f€X sind die folgenden Aussagen
dquivalent :

a) fEHAX; —n);
b) A, f—fll=0(1—r) (r—1-);
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¢) im Falle X=C(S*%) besitzt f(x) iiberall die Darstellung (4.3.9)
mit geL>(S*),
im Falle X=L?*(S%), 1<p<oo, besitzt f(x) fast iiberall die Dar-
stellung (4.3.9),
ist X=L'(S*), dann existiert ein MafB psM(S¥), so daB fast
tberall gilt

1

@) = Y f 0= | i [ 9D au().

k

Beweis: Aus b) folgt a) nach Teil b) des Saturationssatzes 3.1,
wenn man (4.3.7) beriicksichtigt. Fiir fEL?(S¥), 1<p< o, folgt b)
aus a) mit der Identitit (4.3.8). Ist f=C(S*), dann gilt (4.3.8) mit
geL~(S%. Fir X=L'(S*) kann man aus a) wie im Beweis von
Satz 4.1.3 zeigen, daB fast iiberall gilt

AG )= 10) = | i) ()%
mit

[opvdid(®) = 2, LG 3)1du(s)

Damit folgt b) aus a) auch fiir X=C(S¥) und X=L'(S¥. Die Aqui-
valenz von a) und c) folgt in allen Riumen X wie im Beweis von
Lemma 4.3.2, womit Satz 4.3.3 bewiesen ist.

Folgerung 4.3.3. Die Saturationsordnung des singuldren Inte-
grals A,(f; x) ist O(1—7) fiir r—1— und seine Saturationsklasse ist
gegeben durch H(X; —n).

Im Falle der Funktionen, die auf dem Einheitskreis definiert
sind, ist die Saturationsklasse des singuliren Integrals gegeben
durch alle Funktionen, deren konjugierte Funktion f (s. [74, Ch. III])
einer Lipschitzbedingung geniigt d.h. ||f(§+ k) —f(0)|=0%), h—0+,
([13], [11], [70, I7, [19, Sec. 2.4]). Ahnliche Charakterisierungen
gelten fiir zonale Funktionen auf S% was im Abschnitt 5. 4. dieser
Arbeit bewiesen wird.

Als weitere Anwendung betrachten wir ein singulidres Integral,

welches dieselbe Saturationsklasse wie A,(f; x) besitzt.
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4.4. Das Summationsverfahren von Cesaro.

Dieser Summationsproze wurde in Abschnitt 2.1 in Formel
(2.1.2) definiert durch

(4.4.1) o83 1) = (A9 2 AR Y(f5 %)

und dort schon ausfiihrlich untersucht. Daher beginnen wir hier
mit dem Saturationssatz fiir die Mittel on.
Setzt man p=N und @(p)=N"’, dann gilt wegen (s. [74, S. 77])

A = I‘(ivjl) {HO(%)} (N=>o0)

die Beziehung (s. [20, S. 3887])
(4.4.2) lim N 1-A% ,/(AN)] = —an (n=0,1, --+).
Falls nicht anders angegeben, wird von jetzt ab immer a>X\ vor-
ausgesetzt.

Satz 4.4.1. Fiir ein f aus X gilt
(4.4.3) lloxf—FIl = OWN™) (N—c0)
genau dann, falls fe H(X; —an) ist.

Beweis: Aus (4.4.3) folgt wegen (4.4.2) mit Teil b) des Satzes
3.1 wieder feH(X; —an). Um die Umkehrung zu beweisen, be-
nutzen wir die Identitdt (z.B. [74, S. 269])

(4.4.4) on(f; x)—onti(f; x)

= atl S Az w¥,(f; ) (reS").
NN+a+1) =0

Nehmen wir speziell den Raum X=C(S%), dann existiert nach Vor-

aussetzung eine Funktion geL~(S%), so daB gilt —anY,(f; x)=

Y, (g; %), n=0,1,2, ---. Hiermit folgt aus (4.4.4)

(a+1)

m‘ﬁv(g; x),

(4.4.5) on ' (f; ) —onti(f; x) = —

und daraus
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@46) of (Do () = 3 [ 0 - el 2]
- _a21:=§l}+lz(z+i+1)"7(g; %)
Also gilt
lof fai Flle <S03 zlmrl—l)uafgnc
<M gl [ = 0w,

wobei M, die Konstante aus (2.1.6) und die rechte Seite unabhingig
von N, ist. Daher kann man dort den Grenziibergang lim durch-

N >oo

fithren und man erhilt wegen (2.1.8) die Beziehung
(4.4.7) Nf—an™fllc = O(N™Y) (N—o0).

Damit ist (4.4.3) mit (¢+1) an Stelle von « bewiesen. Mit der
folgenden Identitidt kann man leicht von a+1 auf a schlieBen. Es
gilt (s. [74, S. 2697)

4.4.8)  ox(f; %) = on'(f; x)+ Niat (AN) Z‘AN MY, (f %)

und damit nach Voraussetzung

al £, @+l _ 1 oo
(4.4.9) on(f; %) = o (S5 %) ——(N+a+1) Mg x) .
Mit (4.4.7) erhilt man dann
@f Y 1 1 oo
Honf—Fflle<llon™f fHC+0((N+a )H oxglle = OWNT) IV )

womit (4.4.3) fiir X=C(S*) bewiesen ist. Der Beweis in den anderen
Riumen verlduft Zhnlich. Diese Beweismethode wurde schon in
[73], [2], [34] und [24] benutzt. Satz 4.4.1 folgt auch aus den
Ergebnissen in [24].

Eine Grenzwertbeziehung wie in Satz 4.3.1 ist auch hier giiltig.
Man erhilt hier

Satz 4.4.2. Fiir zwei Funktionen f und g=X sind die folgenden
Aussagen dquivalent :
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(4.4.10) —anY,(f; x) =Y, (g; x) (n=0,1, -+);
(4.4.11) INLonf—f1-gll = o(1) (N—>c0).
Beweis: Der SchluB von (4.4.11) auf (4.4.10) ist klar. Zum

Beweis der Umkehrung geht man wie im Beweis des Satzes 4.4.1
vor. Aus (4.4.10) folgt mit (4.4.6) und N,—oo

@+1 a+1 1
Ny - f]‘_N—;Hz(H w7

wobei die unendliche Reihe in der Norm konvergiert. Fir die Folge
{en} %=, definiert durch

- 1

N 1
N R e

gilt nun }rim cy=1. Daher folgt aus

N[aﬁ“f—f]——oiﬂg

a+1 = 1 a+1
SNCEES D) IS PR 1
a l=;4-1 l(l‘+‘a+1) [o—l g g] o [cN ]g

sofort filr N—oo

(4.4.12)  IN[o2"f— f]—‘“1

<@y sup llo"g—gli+ 2% ey —111lgll = o(1)

wegen (2.1.8). Weiter folgt aus (4.4.9)
Nloif~f1-g = [NLoif 1= )

N o a+1
—m {ong—g}+ m
Dies ergibt mit (4.4.12) und (2.1.8) Aussage (4.4.11).

Fiir die Cesarc-Mittel von Fourierreihen wurde die Grenzwert-
ziehung (4.4.11) in [20, S. 388] fiir alle a>x=0 bewiesen. Das
Ergebnis wird dort durch eine Anwendung eines allgemeinen Satzes
fiir singuldre Integrale gewonnen.

Wir formulieren hier noch den Saturationssatz als
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Folgerung 4.4.3. Das singuldre Integral o3(f; x), a>\, von
Cesaro besitzt in den Riumen X die Saturationsordnung O(N™),
N—oo, und die Saturationsklasse H(X; —an).

Man sieht an den Ergebnissen der Abschnitte 4.3 und 4.4, daB
die Saturationsklassen der singuliren Integrale von Abel-Poisson und
Cesaro iibereinstimmen und daB die Klassen gleich sind, die eine
Grenzwertbeziehung fiir eins der Integrale zulassen.

5. Funktionenklassen auf der Kugel

5.1. Das verallgemeinerte singulire Integral von WeierstraB.
Das verallgemeinerte singulidre Integral von Weierstral wurde
von S. Bochuner |7, S. 84] eingefiihrt. Fiir f= X ist es definiert durch

G.1.1) WS %) = 26‘[”‘”””]K’Yn(f ; %) (xeSk; 0<x <),

wobei die unendliche Reihe absolut und gleichmiRig auf S* fiir jedes
t>0 konvergiert. Eine andere Schreibweise ist

G.12)  WASiw = 2wl A0 ds)
Qk S
mit dem Kern w,“(cos @), der dargestellt wird durch die Reihe

(5.1.3) w,(cos §) — z“j e'["‘””"’]"’ﬁ?PJ‘(cos 9) 0<0<n).

Fiir k=1 fallt dieses Integral mit W,(f; x) zusammen, welches in
Abschnitt 4.1 behandelt wurde. Sehr viele Eigenschaften von W,
sind auch fiir W) giiltig. Fiir w,*, 0<x<1, an Stelle von w, gilt
wieder (4.1.3) (s. [7] und [9, S. 47]), 4.1.4) und (4.1.5). Weiter
hat man fiir alle feX, 0<«<1,

G.14) WS @0, lim |[Wef—F]l = 0.
Der Beweis 148t sich direkt aus Abschnitt 4.1 iibernehmen. Fiir

den Grenzwertsatz und den Saturationssatz benétigt man noch die
Faktorfolge

(5.1.5) {v(m) = —[n@+20)]; »=0,1,2, -},
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die die 4-Klassen bestimmt. Zu bemerken ist noch, da die Menge
von Operatoren {W,,, 0<t<oo} filr O<x#<1 eine Halbgruppe von
Kontraktionsoperatoren der Klasse (C,) bildet.

Das Analogon zu den Sitzen 4.1.2 und 4.1.3 lautet

Satz 5.1.1. a) Fiir zwei Funktionen f und g aus X sind folgende
Aussagen dquivalent

(5.1.6) —[n(n+20)]Y,(f; x) = Y,(g; %);

5.1.7) lim E%——Z—g“ _0.

t>0+

b) Ist feX, dann gilt fe H(X; —[nn+27\)]") genau dann, wenn
(5.1.8) WS f—fll = O@) t—0-+).

Es bleibt noch iibrig, Eigenschaften der Klassen (X ; —[n(n+
20) 1) anzugeben, und die Klassen der Funktionen f zu untersuchen,
die durch (5.1.6) oder (5.1.7) bestimmt sind und in den Fillen
L'(S*) und C(S%) in H(X; —[n(n+21)]") enthalten sind. Da dhnliche
Funktionenklassen bei der Behandlung des verallgemeinerten singu-
liren Integrals von Abel-Poisson auftreten, wird diese Frage dort
untersucht.

5.2. Das verallgemeinerte singulire Integral von Abel-Poisson.

Als Spezialfall der allgemeinen Untersuchungen von S. Bochner
([9, S. 43-47]) definieren wir das verallgemeinerte singulidre Integral
von Abel-Poisson fiir 0<y<1 durch

(5.2.1) VAfix) = Nexp[-wtlY,(f55)  (fEX, t>0).

Der Fall y=1 ist wieder das spezielle Integral von Abel-Poisson,
das wir in Abschnitt 4.3 eingefithrt haben. Es wurde r=e™* gesetzt;
diese Bezeichnungsweise wurde hier beibehalten. Man kann V,’(f; x)
ebenfalls als Faltungsintegral mit einem Kern »,” schreiben, der
gegeben ist durch

v,%(cos 0) = Z: exp [ —n't] Z?P,,"(cos 0) (0<o<x).

Auch fiir diesen Kern gilt wieder v,"(cosf)>0, 0<y<1, £>0,
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0<f0<=. Diese wichtige Eigenschaft wurde in [9, S. 43-47] und
[45] bewiesen. Sie folgt aus der Positivitdt fiir y=1 (Formel (4.3.2))
und der Tatsache, daf die Funktion 3" ‘“vollstindig monoton” auf
(0, ) fiir 0<y<1 ist. Fiir den Kern », gilt auch (2.1.17) und
(4.3.3). Die Operatoren V.’ bilden ein Summationsverfahren, denn
fiir alle f aus X gilt

(5.2.2) IVAAI<IAIL - ¢>0); lim [[V,F—fl| = 0.

Die Familie {V,”, 0<f< o} bildet ebenfalls eine Halbgruppe von
Kontraktionsoperatoren der Klasse (C,). Die Faktorfolge {y(n)} aus
(3.2) ist hier gegeben durch

(5.2.3) W) = —n', »=0,1,2}.

Satz 5.2.1. a) Sind f und g Funktionen aus X, dann sind fol-
gende Behauptungen dquivalent :
(5.2.4) 'Y, (f; %) =Y,(g; x) (n=0,1, --+);

(5.2.5) lim @;i—g“ 0.

>0+

b) Fiir ein f€X sind die folgenden Aussagen dquivalent :

(5.2.6) fedx; —n);

(5.2.7) WVf—fll = O) t—=0+).
Wir untersuchen nun die Klassen J{(X; —#") fiir alle y>0 und

(X ; —[n(m+20)]9), «>0. Unter anderem erhalten wir, daB diese

Klassen fiir y=2« iibereinstimmen, d.h. die Saturationsklasse von

V.2, 0<k<1/2, ist gleich der Saturationsklasse von W,* fiir diese
Werte von «.

5.3 Klassen von Funktionen auf S%

Die Klassen H(X; —#n’), v>0, und H(X; —[n(#r+21)]9), «>0,
werden hier untersucht. AuBerdem betrachten wir die zugehorigen
Unterklassen von Funktionen, die in den Sidtzen 5.1.1 a) bzw. 5.2.1
a) fiir die singuldren Integrale W, bzw. V,” auftreten. Es sind dies

(.31 IAX; () = {fEX; geXmit y(M)Y,(f; x) = Y, (g; 0},
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wobei J(n)= —n", y>0, bzw. ¥r(n)= —[nn+2\) ], «>0, ist. Defini-
tionsgemiB gilt J,(L?; (n))=HL?; y(n)) im Falle 1<p<oo. In
den Riumen X=L'(S*) und X=C(S* sind die H,(X; r(n)) echte
Unterklassen von (X ; r(n)).

Wir benétigen nun den Begriff eines Multiplikators. Sind ¥ und
Z zwei Riume von Funktionen auf S* (hier die Ridume C, L#(1<p
< o0), M, die sonst mit C(S*¥), L?(S*) oder M(S*) bezeichnet wurden),
dann definiert man einen Multiplikator wie folgt (siehe [4, II, S.
24070) :

Definition. Eine Folge von reellen oder komplexen Zahlen {a, ;
n=0,1, 2, ---} heiBt ein Multiplikator ven Y in Z, falls gilt: Hat
feY die Laplaceentwicklung

(5.3.2) S(fim) ~ D Y.(f5 ),
dann existiert ein g Z mit der Entwicklung
o A
5.3.3 S 5 ~ nYn > .
(5.3.9) (g0 ~ 5} 2=a,Y,(f; 5)

Ist ¥ oder Z gleich M (oder beide), dann ersetzt man in den For-
meln (5.3.2) bzw. (5.3.3) f durch dp oder g durch dv (oder beide).
Man schreibt {a,} (¥, Z).

Bemerkung. Im Unterschied zu [4] wurde hier der Faktor
A/ (m+n) in S(g; x) hinzugefiigt. Dies geschah wegen der Eigen-
schaft (1.15) der Faltung.

Ist Y=Z=C oder L', dann gilt {¢,} =(C, C) oder {a,} (L', L")
genau dann, wenn die Folge {a,} die Gegenbauer-Stieltjes-Koeffizi-
enten eines MaBes p= M, sind, d.h. es existiert ein MaB} pEM,, so
daB gilt (vgl. Formel (1.19)): a,=u(), n=0, 1, 2, --- (siehe [30, S.
254 u. 2617]). Satz 1.5 ergibt (C, C)c(L?, L?), 1<p<o. Nach
dem Satz von Riesz-Fischer ist jede Folge {a,} mit |ra,/(n+7\)| <M,
n>0, in (L% L%).

Wir wollen noch den Fall ¥=Z= M untersuchen. Hier gilt das
gleiche Ergebnis wie bei € und L', wie es auch bei Fourierreihen
giiltig ist (s. [74, S. 176] und [37, Sec. 20. 2]).
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Lemma 5.3.1. Eine notwendige und hinreichende Bedingung da-
fir, daf eine Folge {a,, n=0,1,2, -} zur Klasse (M, M) gehort, ist
dafi die a, die Gegenbauer-Stieltjes-Koeffizienten eines zonalen Mafes
w(0) sind (d.h. a, besitzt die Darstellung (1.19)).

Der Beweis beruht auf der folgenden Aussage: Die Glieder der
Folge {a,} besitzen die Darstellung (1.19) genau dann, falls
a) fiir die Cesaro-Mittel

oA() = (AR 31 A% .2, P,cos 0) (a>n)
gilt
(5.3.4) HO'J?IHLA <M, (NZO: 1, ),

oder b) fiir die Abel-Mittel

V.(x) = i‘é r*a, P, (cos 0)
die Bedingung
(5.3.5) IVollix < M, 0<r<1)

erfiillt ist.

Der Beweis verlduft wie bei Fourierreihen (siehe [74, S. 137 u.
148] fiir a) und [74, S. 149] fiir b), und zwar die Notwendigkeit von
(5.3.4) oder (5.3.5) aus dem Faltungssatz, die Hinldnglichkeit wie
im Beweis von Satz 3.1, Teil b) fiir den Raum L'(S¥). (Fir die
Fejér-Mittel und A=1/2 wurde dies schon in [16] bewiesen).

Beweis von Lemma 5.3.1: Ist {a,} (M, M), dann transformiert
{a,} die spezielle Reihe

ﬁo n ; A P,Mcos9),

die wegen (1.4), (2.1.17) und der obigen Aussage eine Stieltjes-
Reihe ist, in die Stieltjes-Reihe
i} a,P,Mcosb),

woraus folgt, daB jedes «,, =0, 1, ---, die Darstellung (1.19) be-
sitzt, womit die eine Richtung der Aussage bewiesen ist. (Die
Funktionen Y,(dp; x) in (5.3.2) und (5.3.3) sind hier die zonalen
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Funktionen [(#+X\)/A]P, cos 9)).

Existiert umgekehrt ein zonales MaB u(d), so daff (1.19) gilt,
dann bildet man die Cesaro-Mittel o(dv; x) = (Ky*dv)(x) eines belie-
bigen MaBes » aus M. Die Faltung dieser Cesaro-Mittel mit dem
zonalen Maf3 p besitzt die Entwicklung

A
n+n

~ M A’?””Y dv; x
+x”(n) Az Adv; %),

d.h. [(Ky*dv)xdu](x) sind die Cesaro-Mittel der Entwicklung

Y, {[Kixdv)rdp]; 2} = Y, [Kixdv; x]- i)

o A v .
(5.3.6) ”Z_o m,u(n) Y, (dv; x),

und es gilt
(K nyxdv)xdpil, < [|Kyxdvll | pil, < Moll2llnllulln <€ (N21)

wegen Satz 1.5, Satz 1.4 und (2.1.6). Aus der obigen Aussage folgt
direkt, daB (5.3.6) die Entwicklung eines MaBes aus M ist.
Es gilt also (vgl. auch [39, S. 222-231]).

6.3.7 (M, M) = (C,C)= (L, LYC(Lt, L)L, L")  (1<p<eo).
Als Anwendung von Lemma (5.3.1) beweisen wir

Lemma 5.3.2. Die Folge

{C"K _ n+7\< n )"; }’l:l, 2’ s COK:O}
A \m+2n .

bildet fiir jedes reelle k die Koeffizienten eines zonalen Mafes aus M.

Beweis. Die Methcde ist [71, S, 465] entnommen. Es ist fiir
n=1,2, .-
n \* 1 >" t(re, N) |tk N)
_— = i 3 AN T/ _|____._ + oo
<n+27x> <1+(2?»/n) N n n
2)‘)2?\—%—2
g € )(27x—|—2)! e

da die Funktion f,(f)=(1+%)"" beliebig oft differenzierbar ist fiir
t>—1. Man multipliziert die letzte Gleichung mit (z+2\)/Ar. Das

(0<&,<2x/n),
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erste Glied der rechten Seite: (m-+2\)/\, bildet die Koeffizienten
eines beschrinken MaBes, wie oben gezeigt wurde und die Glieder
(n+2)/n® (e >0) sind die Gegenbauer-Koeffizienten einer L,'-Funktion
(siehe [4, 1, S. 202/203]). Der letzte Ausdruck bildet wegen

B [ T Pieos )

SN < e $

die Koeffizienten einer absolut konvergenten Reihe (es wurde (1. 6)
und £ P2F) | <K'(k, 1), 0<t<2x, benutzt). Daher sind ¢, die
Gegenbauer-Stieltjes-Koeffizienten eines zonalen MaRes.

Dieses Ergebnis fiihrt zu

Satz 5.3.3. Die Klassen H(X; —n™) (baw. H(X; —n™)) und
X5 —[n(n+20)]9) (bzw. I, (X ; —[nn+21)]9)) («>0) sind gleich.

Beweis: Wir untersuchen zuerst den Fall X=L'(S® fiir die
Klassen #H. Ist f aus H(L'; —#»™), dann existiert nach der Definition
ein MaB p, aus M, so daB gilt

—n*Y,(f; %) = Y, (dp,; x) (n=0,1, -).

Daraus erhilt man fiir n=1, 2, -

~[nn+ 20TV ) = (2 Vs )

A

I

'Y, (du, s x) .
. (dp, 5 x)

Nach Lemma 5.3.2 sind die ¢;* die Koeffizienten eines zonalen MaBes
und aus Lemma 5.3.1 folgt, daB ein MaB u, aus M(S*) existiert,
so daB} gilt

A
Y (dpns ©) = Y (dpos 1,2, ),
PG Y (s ) = ¥ ldps 2) (n )

Mit Y, (du,; x)=0nach Voraussetzung folgt, daB f in H(L'; —[n(n+
2019 enthalten ist.
Ist umgekehrt fe H(L' ; —[n(n+271)]), dann erhilt man aus
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—[ﬂ(ﬂ—}—Z)\,)]KYn(f, x) = Yn(d:u > x) (n:O’ 1’ "')
die Beziehung

i Y,(f; 1) =

¢, Y, (dp 5 x)

und damit ist f aus HA(L'; —#n™).

Der Beweis fiir die anderen Rdume und Klassen folgt aus der
Tatsache, daB die Folge {c,} in (C, C) und (L?, L?) (1<p< o)
enthalten ist (siehe Lemma 5.3.1 und (5.3.7)).

Wir kommen nun zu Anwendungen auf fraktionierte Integration.
R. Askey und St. Wainger ([4,1, S. 218/219]) haben die sphérische
fraktionierte Integration der Ordnung «, 0<a <21 -+1, fiir die Funk-
tionen g aus L'(S¥) definiert durch

I(g; x) = c+(gxk,) (%),

wobei die zonale Funktion %, aus L,' durch die Entwicklung

k,(cos 0) ~ i} ”;: A [#(n+27)]"**P,(cos 6)

definiert ist. Der Fall «=2 wurde schon in Abschnitt 4.1, Lemma
4.1.5, untersucht; die Funktion k,(cos @) stimmt mit £(1, cos ) in
(4.1.27) iiberein.

I(g; x) besitzt wegen der Darstellung fiir k,(cosd) die Ent-
wicklung

I(g; x) ~c+ 2 [n(n+20)]1"""Y (g; %) .

(Diese Definition erfiillt im Gegensatz zu den von N. du Plessis [58]
die Halbgruppen-Eigenschaft I,.s(g; x)=I1,[sg; x)).

Aus dieser Definition folgt z.B., daB alle Funktionen aus der
Klasse H,(X; —[n(n+2)1)]) sich bis auf eine Konstante als fraktio-
niertes Integral der Ordnung 2« darstellen lassen. Fiir die Satura-
tionsklasse H(X; —[n(r+21)]°) des verallgemeinerten Weierstraf3-
integrals W,* gilt als Verallgemeinerung von Lemma 4.1.5

Lemma 5.3.4. Fiir ein feX gilt fe H(X; —[n(n+2\)]) genau
dann, wenn
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fiir fEC(S*) gilt f(x)=Y(f; x)—(kyxg)(x) mit g&L=(S*),
fiir FEL?(S), 1<p< oo, gilt f(x)=Y(f; %)~ (krg)(x) mit g=L*(S*),
Siir fELS* gilt f(x)=Y,(f; 2)— (kyxdp)(x) mit nEM.
Der Beweis folgt sofort aus der Definition des Integrals I,.
Als Anwendung von Lemma 5.3.2 oder Satz 5.3.3 erhalten wir

Satz 5.3.5. Die Funktion f aus L'(S¥) ist darstellbar als frak-
tioniertes Integral der Ordnung o>0 einer Funktion g,=L'(S¥) genau
dann, wenn f fast iiberall die folgende Darstellung mit einer Funktion
2, EL'(S¥) besitzt :

f(x) = Cc+ (gz*hm) (x) ’
h(cos ) ~ i @l;—k n *P,cos 0) .

n=1

Die Funktion %, wurde ausfiihrlich in [49, S. 81] und in [4, I]
untersucht. #, besitzt die Darstellung

1 [ 177 1\*'dr
ha(cos ) = _1]<1 LY7ar (a>o0).
(cos 6) T(a) So[(l—Zr cos 0+ )M o8 r> 7 (@>0)

hi(cos 0) ist stetig auf 0<@<z und auBerdem ist [|/z,|[, <oco fiir
1<p<@r+1)/@rn+1—a). Fir a>2nx+1 ist h,(cosd) sogar stetig
auf [0, =] (s. [4, 1, S. 214]). Fiir a=1 ist &,(cos §)=4x(1, cos §) nach
Formel (4.3.12).

Folgerung 5.3.6. Alle Funktionen f aus der Klasse H(X; —n™)
bzw. H(X; —[n(n+2\)1") sind darstellbar in der Form

f(x) = Y(f; x)—L(g; x)+c

mit g L*(S¥), falls feL*(S*), 1<p<oo, und g=L>(S¥), falls fe
C(S%), oder

f(x) = Yo(f; x)_sz(dlf/ > x) ’
Sfalls fe LS*) mit weM(S*) und L(du ; x)= (h,xdp)(x) ist.

5.4. Charakterisierungen fiir zonale Funktionen.
Hier werden noch einmal die Klassen 4,(X; —#») und 4,(X;
—n(n+21\)) untersucht, wenn wir zusitzlich voraussetzen, daf die
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Funktionen zonal sind. Die Ergebnisse entsprechen denen fiir perio-
dische Funktionen. Die dort auftretende zweite Ableitung wird hier
durch den Laplace-Beltrami-Operator fiir zonale Funktionen auf der
Kugel ersetzt, die konjugierte Funktion durch ihre Verallgemeiner-
ungen von B. Muckenhoupt und E. M. Stein. Wir beginnen mit dem
letzten Fall und der Klasse 4,(X; —#n). Wegen (1.12) und (5.3.1)
ist dies die Klasse aller zonalen Funktionen fe X, fiir die eine zonale
Funktion geX existiert, so dal —= Fn)= gn), n=0,1,2, ---, gilt.

Nach B. Muckenhoupt und E. M. Stein [49] fithren wir zunéchst
die verallgemeinerten konjugierten Funktionen ein. Fiir Funktionen,
die auf dem Einheitskreis in E? definiert und in eine Cosinusreihe
entwickelbar sind, d.h.

F(0) ~ ﬁ F(#) cos nf 0<0<7),

ist das Poisson-Integral von f gegeben durch (hier ist x,=7 cosd,
x,=7 sin )

u(x,, x,) = iof(n) 7" cos nf 0<r<l),

welches im Inneren des Einheitskreises x,°+x,°=1 harmonisch ist
und fiir »—~1— die Randwerte f(d) annimmt. Die zu #» konjugierte
harmonische Funktion v(x,, x,) ist gegeben durch

v(x,, x,) = zf(n)r” sin #f .

Der Grenzwert von wo(x,, x,) fiir »—~1— existiert fast iiberall und
wird mit £() bezeichnet.

Im E* bezeichnet man %k Funktionen #,, #,, ---, #, zueinander
konjugiert, falls sie den verallgemeinerten Cauchy-Riemann-Differen-
tialgleichungen geniigen

(541) Zk% = 0; % = % ((xu Xay **% xk)EEk)'
i=1 8x1 axj ax;

Nimmt man speziell Funktionen #,, die invariant bei Rotationen um
die x,-Achse sind, d.h. radial in den Variablen (x,, ---, x), und setzt
man y= (%, + 2,2+ -+ 2.7 x,=x, w0, (x,,+, ) =u(x, y) und u;(x,,- -+, %)
=—x,9"Vp(x, y) (=2, -, k; 2n=k—2) (diese spezielle Wahl ist
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moglich), dann geht (5.4.1) iiber in

v, = —y"uy; v =y"u,.
In Polarkoordinaten x=7cos @ und y=#sin @ erhilt man
(5.4.2) rv, = —(rsin@)?u,; v, = r(sinfh)?u,.

Besitzt nun f(¢) die Entwicklung nach Gegenbauer-Polynomen
1) ~ 23 f(n) P, Xcos 0)

mit dem Poisson-Integral

(5.4.3) V.(f;0) = i} f(n) 7" P, Mcos ) 0<r<l, 0<0<Ln),

dann ist das konjugierte Poisson-Integral V, definiert durch

(5.4.4) V(35 0) =203 (n+20) 7" f(n) 7" sin 6 Pi*i(cos 0)
0<Lo<n).

Setzt man u=V,(f;0), v=y>V,(f;6), dann erfiillen « und v die
Differentialgleichungen (5.4.2). Weiter gilt

Satz 5.4.1. Ist feL,?, 1<p<oo, dann gilt :
a) WV, fllpn < A Sl pa -
b) Es existiert eine Funktion f(0)=L,” mit
1im |V, f—fllya = 0
und

Hf”p,}\ S Ap”f”pz\
c) lim V,(f; 0) = f(0) fiir fast alle 0.
r>1-
Dies ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von M. Riesz.

Mit Hilfe dieses wichtigen Satzes 5.4.1 beweisen wir nun

Satz 5.4.2. Sind die Funktionen f und g aus L,?, 1<p<oo,
bzw. C,, dann gilt

(5.4.5) —nf(n) = g(n) (n=0,1, )

genau dann, wenn f aus L,? ist, (sin 0)*f(0) absolut stetig auf [0, =)
ist, in den Punkten 0 und = verschwindet, und wenn gilt
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(5.4.6) c—id@ [(sin 0)*F(0)] = — (sin 6)* g(0) (ge L,?).

Beweis: Wir nehmen an, daB fiir zwei Funktionen f und g aus
L,? (5.4.5) erfiillt ist. Wie oben erwihnt, geniigen die Funktionen
u="V,(f;0) und v=(r sin 0)*V,(f; 0) den Gleichungen (5.4.2). Aus
der zweiten erhilt man

(5.4.7) C—:%[(r sin )2 V,(f; )] = r(r sin 0)“%%( f;0)

= —(rsin0)*V,(g; 6)

wegen (5.4.3) und (5.4.5). Wir behandeln nun den Fall L,' (Sind f
und g aus L,?, p>1, dann sind sie ebenfalls aus L,"). Aus (5.4.5)
folgt, daB f die Darstellung

f8) = £(0)—I(g; cos B) +c

besitzt. Dies ist die Aussage der Folgerung 5.3.6 oder Lemma 4.3.2.
Nach Satz 5.3.5 ist [,(g; cos8) = (gyh)(cos §) mit einer Funktion
&€<€L, und heL,? mit 1<p(\)<1+(1/2\), woraus [|1,gll,A<lIglla
1/, also feL,? fiir ein p(\)>1 folgt. Nach Satz 5.4.1 ist auch
feL,?, p(\)>1, also fe L,'. Integration von (5.4.7) liefert

(sin )2 V,(/; 0) = — So(sin AV (g )dr .

Fiir »—1— konvergiert die linke Seite nach Satz 5.4.1 c) fast iiber-
all gegen (sin §)*f(). Wegen

648 | Gind"V,e5D-gmldr
< HVrg'—ng,A = 0(1) (761_)

konvergiert die rechte Seite der Gleichung iiberall gegen

—Sa(sin ) g(7)dr, also gilt fast iiberall
(5.4.9) (sin 9)*F(0) = — So (sin )™ g(r)dr.

Fiir =0 ist die rechte Seite Null und fiir == gilt dies ebenfalls,
da g(0)=0 ist. AuBerdem folgt fast iiberall
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(%[(sin 0)»7(0)] = — (sin 0)* g(6)

und die eine Richtung von Satz 5.4.2 ist fiir L,' bewissen. Sind f
und g aus L,?, p>1 bzw. aus C,, dann folgt diese Richtung des
Beweises entsprechend.

Es ist also noch die Umkehrung zu beweisen. Aus der Bezieh-
ung (5.4.6) erhilt man

I

3(n) = c(m, ) S 2(6) P, cos 0)(sin 8)™ d6
— e, ) SﬂP,,"(cos e)dia [(sin 0)* 7(6)]d0 .
Partielle Integration der rechten Seite fiihrt zu

6.4.10) () = —2nc(n, \) S”(sin 0)+1 7(8) PA*Y(cos 0) do,

wenn man beriicksichtigt, daB (sin 8)*£(¢) fiir =0 und == ver-
schwindet und (4.2.18). Nun ist (sin#)®f(#) absolut stetig und
besitzt die Darstellung (5.4.9).

Daraus folgt

| 7)1 < llgll\(sin 6)*

und daher feL,? fiir ein p(A) mit 1<p(A\)<1+(1/27). Die Funk-
tion f ist also hier in L,? fiir ein p>1, wenn f nur aus L,' voraus-
gesetzt ist. Damit gilt

(5.4.11) St[f 6)— V,(f; 0)]Pixi(cos 0)(sin 0)** df
< Km)- |V, f=Fll,a = o(1)

fiir »—~1—, wobei p=p(\)>1 ist. Wir untersuchen nun
6.412)  —2xeln, 2 | V.(f3 6) Paticos 6)(sin 6)do .

Setzt man fiir V,(f;0) die Reihe (5.4.4) ein, integriert gliedweise,
beriicksichtigt die Orthogonalitit der Funktionen P}*i(cosf) beziig-
lich der Gewichtsfunktion (sin §)**** und die Beziehung ([32, I, S.
177])
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S [ PA(cos ) T (sin 6> ™df = [e(n—1, v +1)7]",
dann ist (5.4.12) gleich
—c(n, x)-@f(n)r”-[c(n—l, A+D] = —nfm)r.
n-+2n

Wegen (5.4.11) konvergiert dies gegen die rechte Seite von (5.4.10),
also ist —nf(n)=g(n), womit der Satz bewiesen ist.

Dieser Satz ist ein neues Ergebnis. Nur im Falle A=1/2 (Le-
gendre-Polynome) und L%, ist eine dhnliche Aussage ohne Verwend-
ung konjugierter Funktionen bekannt (s.[37, S. 611]). Fiihrt man
in den Ergebnissen von Satz 5.4.2 formal den Grenzwert A—0+
durch, dann werden die f(n) und g(n) wegen (1.5) die Koeffizienten
einer Cosinusreihe und (5.4.6) geht in das bekannte Ergebnis

d% F(6)= —g(6) iber (vgl. zB. [19, Sec. 1.5]).
Als letzten Fall untersuchen wir die Klasse J,(X; —n(n-+2))).

Satz 5.4.3. Sind die Funktionen f und g aus L,?, 1<p< oo oder
C., dann gilt

(5.4.13) —n(n+20)F () = $(n) (n=0,1,2, )

genau dann, wenn f(0) lokal absolut stetig auf (0, =) ist, die Funktion
(sin 0)**(d/dO) f(0) absolut stetig auf |0, =] ist und in den Punkten O
und = verschwindet, und wenn gilt

(5.4.14) Zde [(sin ewd% O] = (sin 0 g(6) .

Beweis: Die Differentialgleichung (1.2) geht fiir die zonalen
Kugelfunktionen P,*(cosd) iiber in

AP, Nsin 0) = (sin 9)-”% [(sin a)%d% P, Mcos 0)]

= —n(m-+2\) P, Mcos6) .

Setzt man (5.4.13) voraus, dann folgt fiir das WeierstraBintegral
(4.1.6) W,(f; 0) fiir zonale Funktionen A, W,(f; 0)=W,g;0). Zwei-
maglige Integration fiihrt zu
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WiF3 0) = Wirs &+ [ sinm)2dn [ sin 02 Wiies e

Aus der Normkonvergenz von W,f gegen f fiir +—0+ folgt die
Existenz einer Teilfolge ¢;, so daB W,,(f; 6) fast tiberall gegen f(0)
fiir #,—~0+ konvergiert. Daraus folgt

F6) = Fl&)+ S" (sin 7)-*dn S (sin 7Y g(r) dr ,

wobei die rechte Seite fiir jedes feste €>0 und fiir alle 6<(0, =)
konvergiert. Also ist f(f) differenzierbar auf (0, ) und

g@ £(0) = (sin ) SG (sin 7)™ g(r) dr .

Die Funktion (sin 8)*(d/df)f(0) ist daher absolut stetig auf [0, =],
verschwindet fiir §=0 und nach der Voraussetzung g(0)=0 fiir ==,
und es gilt

Af(0) = g(0)

fast iiberall (die Aussagen gelten iiberall, wenn f aus C, ist) d.h.
(5.4.14) ist erfillt.
Zum Beweis der Umkehrung geht man von (5.4.14) aus, woraus

g0 = c(m, ) | P, cos e)%,[(sin e)?*d% F(O)1d0

folgt. Zweimalige partielle Integration (oder formal die zweite
Greensche Identitidt fiir zonale Funktionen [65, S. 2137]) fiihrt zu
2(n) = ¢(n, ) Sﬂi[(sin 0% p Ncos 0)1£(0)do
0 df ao "

— —c(m, ) S“n(n+2x) P, Mcos 0) £(6)(sin 6)*df

= —n(n+27\)f(n).
Die integrierten Anteile verschwinden jeweils fiir =0 und f==.
Damit ist der Satz bewiesen.

Fiir A=0 gehen die Aussagen in das bekannte Ergebnis von
P. L. Butzer [15], P. L. Butzer und G. Sunouchi [25] iiber.
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