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Die vorliegende Arbeit untersucht das approximationstheoreti-
sche Verhalten von Summationsprozessen von Reihen von Kugel-
funktionen, sogenannten Laplace-Reihen. Zunächst wird die Theorie
der besten Approximation auf der Kugel, also die Erweiterung der
Sätze von D. Jackson und S. Bernstein, skizziert. Nimmt man nun
spezielle Verfahren zur Summation von Laplace-Reihen, dann lassen
sich auch hier Sätze vom Jacksonschen und Bernsteinschen Typ
beweisen. Darüber hinaus zeigen viele Verfahren ein Saturations-
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verhalten, d.h. es gibt eine nur vom Verfahren abhängige optimale
Approximationsordnung. Das Saturationsproblem besteht nun darin,
diejenige Klasse von Funktionen (Saturationsklasse) zu bestimmen,
welche genau von der optimalen Ordnung approximiert werden. Die
Abelschen und Cesäroschen Summationsverfahren von Laplace-Reihen
haben zum Beispiel solch ein Verhalten, beide Verfahren sind dar-
stellbar als singuläre Faltungsintegrale auf der Kugel mit "zonalen"
Kernen. So dienen allgemeine Saturationssätze für eine Klasse von
singulären Integralen als Grundlage zu dieser Theorie. Die Charak-
terisierungen der Saturationsklassen erfolgen einerseits mit Hilfe
von Mittelungen auf der Kugel, die dem Integralmittelwert in E\

den sphärischen Mitteln in Ek oder auch Lipschitzbedingungen
entsprechen, andererseits lassen sich die Funktionen aus den Satura-
tionsklassen als Integrale von verallgemeinerten Ableitungen (z.B.
als Rieszpotentiale) darstellen. Detailliertere Charakterisierungen
werden für "zonale" Funktionen auf der Kugel, d.h. für Funktionen,
die invariant bei Drehungen um eine feste Achse sind, über "kon-
jugierte" Funktionen im Sinne von Muckenhoupt und Stein ge-
wonnen.

Die Theorie der Funktionen auf der Kugel ist in den letzten
Jahren entscheidend weiterentwickelt worden. Die Theorie der
Laplace-Reihen wird für die Kugel im dreidimensionalen Raum
ausführlich von G. Sansone [62], in höheren Dimensionen von C.
Müller [51] dargestellt. Die Summation von Laplace-Reihen unter-
suchten u.a. W. Rudin [61] und V. L. Shapiro [64, 65, 66], Der zentrale
Begriff der Faltung auf der Kugel stammt von A. P. Calderön und
A Zygmund [27], er wurde ausführlich von C. F. Dunkl [30]
behandelt. Fraktionierte Integrale wurden von R. Askey und St.
Wainger [3, I] untersucht, und der Begriff der konjugierten Funktion
wurde von B. Muckenhoupt und E. M. Stein [49] von periodischen
Funktionen einer Veränderlichen auf zonale Funktionen auf der
Kugel erweitert. Dagegen mußte die Saturationstheorie für singu-
läre Integrale auf der Kugel ganz aufgebaut werden. Hierzu standen
den Verfassern die wohl ausgebaute Theorie auf dem Einheitskreis
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in der Ebene, sowie die auf dem fe-dimensionalen Euklidischen Raum

bzw. auf dem &-dimensionalen Torus zur Verfügung. Hier sind die

Arbeiten von P. L. Butzer [14, 15, 18], H. Buchwalter [11, 12], G.

Sunouchi und C. Watari [69, 70], H. Berens [5] und weiter die von

R. J. Nessel [52, 53], R. /. Nessel und P. L. Butzer [23], R. J. Nessel

und A. Pawelke [54], E. Gör lieh [35] u.a. zu nennen.

Die Arbeit entstand am Lehrsthl A für Mathematk an der

Rhein. -Westf. Technischen Hochschule Aachen. Der Beitrag des

letztgenannten Verfassers— ihm oblag auch die Ausarbeitung -wurde

im Rahmen eines Forschungsvorhabens der DFG unterstützt.

1. Funktionen auf der Kugel

Mit Sk bezeichnet man die Oberfläche der Einheitskugel im k-

dimensionalen euklidischen Raum Ek, k>3, mit Mittelpunkt im Null-

punkt ; u, x,y, -•• sind Punkte auf Sk und (x, y) ist das Skalarprodukt

von x und y, betrachtet als Vektoren in Ek. Es werden nun einige

Klassen von komplexwertigen Funktionen auf Sk definiert. Mit C(Sk)

bezeichnet man den Banachraum der auf Sk definierten stetigen

Funktionen mit der Norm

wobei die Stetigkeit bezüglich der euklidischen Metrik des Raumes

Sk definiert ist. Lp(Sk), !<^<oo, ist der Banachraum der auf Sk

definierten und dort bezüglich des Oberflächenelements ds zur p-ten
Potenz integrierbaren Funktionen mit der Norm

\ \ f \ \ P = -

und Hfe, die Oberfläche der Einheitskugel im Ek, ist geben durch

O A + l

(2\=*-2).

Mit L°°(Sk) wird der Banachraum der auf Sk definierten und dort

wesentlich beschränkten Funktionen bezeichnet. Die übliche Norm
ist
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= wessup|/(*)|.

Falls f^Lp(Sk) ist, dann ist /elX(S&) mit l<p'<p<°°.

Als Untermengen dieser Räume treten Funktionen auf Sk auf,

die invariant bei der Drehung um eine gegebene Achse durch einen

fest gewählten Nordpol p^Sk sind. Man nennt sie zonale Funk-

tionen. Es besteht ein Isomorphismus zwischen den zonalen

Funktionen und den Funktionen f(ff) auf O<Ö<TT ([30]). Zonale

Funktionen sind auf den Mengen 9*e= {x ; x^Sk, ( p , x ) = cosd} für

ein festes 0e [0, TT] konstant. Ist der Nordpol p durch p= (l, 0, • • - , 0)

und der Punkt xf^Sk durch ^'^(cosö, sin (9, 0, • • • ,0) gegeben, dann

ist h(x) = h(x/) für alle x^tf0, d.h. h(x} = h1(cosö, sin0)=/(0), 0<0<7r.
Man erhält in diesem Fall die Räume der zonalen Funktionen

CxcC(Sfe) mit der Norm ||/||Cx= sup |/(0)|,

2\ = k—2, mit

und L"dL°°(Sk) mit 11/11«, = wes sup |/(0)|. MA bezeichnet die Menge
0<0<Ä

der Borelmaße ^ auf [0, ?r], für die gilt

Mit X wird von jetzt ab immer einer der Räume Lp(Sk),
oder C(Sk) bezeichnet.

Harmonische Polynome sind wie folgt definiert. Sei z ein Punkt

in Ek, Qn(z) ein homogenes Polynom vom Grade n in Ek, das harmo-

nisch in Ek ist, d.h. V2Qn(z) = Q (V2 ist der Laplace-Operator in Ek),

dann heißt Q H ( z / \ z \ ) , \ z \ = (z, z)l/2, x=z/\z\, eine Kuge l funk t ion

vom Grade n und wird mit Yn(x) bezeichnet.

Man definiert den Lap lace-Be l t rami -Opera to r A auf der

Kugel Sk wie folgt, (s. z.B. [65, S. 213]o der [26, S. 34]). Ist f(x) auf

Sk definiert und z^Ek, dann ist die Funktion F(z)=f(z/ \ z \ ) auf ganz
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Ek außer z = Q definiert. Der operator A wird dann definiert durch

falls F(z) zweimal differenzierbar auf Ek ist. Man sieht, daß
\z\2V2F(z) unabhängig vom Abstand des Punktes z vom Nullpunkt
ist. Drückt man V2 in Kugelkoordinaten (s. [32, II, S. 233]) aus,
dann erhält man eine explizite Gestalt von A (s. [32, II, S. 235]).
Auf eine andere Art wird der Operator A in [51, S. 38] eingeführt.
Für YH(x) gilt die bekannte Beziehung (s. z.B. [51, S. 39])

(1.2) *YH(x) = -n(n+2\)Yn(x)

Die Anzahl der linear unabhängigen Kugelfunktionen vom Grade n
auf Sk ist

.
n\ (k— 2)1

Ein enger Zusammenhang besteht bekanntlich mit den Gegenbauer
(ultrasphärischen) Polynomen Pn

x(t), die definiert sind durch die
erzeugende Funktion

(1. 3) (I

oder

(L4) (
für 0<r<l und X>-l/2, X=}=0. Für X-0 gilt wegen

(1. 5) lim X-'P/CCOS ff) = — cos n0 («>1, ^-cos 6}\->o n

die Formel

l-r2

= l+ 2 2 r* cos «ö .

Wichtig ist die Abschätzung

(1.6) i|P

(n-> oo).
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Die Gegenbauer-Polynome {Pw
x(cos<9)} bilden ein vollständiges

Orthogonalsystem auf [0, n\ mit der Gewichtsfunktion (sin <9)2X. Es

gelten die folgenden Sätze und Formeln :

Satz 1.1 (Additionstheorem). Ist {Yn
l(x)\ 1=1,2, —, H(n, K)}

die Menge der H(n, k) linear unabhängigen Kugelfunktionen vom Grade

n und (Yn
l(x)} orthonormiert auf Sk, dann gilt für alle x,

0_.X+1 H

(1. 7) PJKx, ;y)] = ^ 2 Yn'(x) Yn
l(y)(w+x)r(x) '=*

Satz 1. 2 (Funk-Hecke), /sf /^V, dann gilt für alle «=0, l,

(1.8)

Für n=Q gilt speziell (mit Formel 15 in [32, I, S. 5])

(i. 9) k/K*' ^ *(*) = n*-i J/(ö)(sin erde .

Mit Hilfe des Additionstheorems folgt hieraus für x,y,u<^Sk die

Formel

(1.10)

Die Menge {Yn
l(x), 1 = 1, 2, • • - , /?(«, k) ; «=0, 1,2, — } bildet ein voll-

ständiges Orthogonalsystem auf Sk in den C7(Sfe) und LP(S*), l<p< oo.
In L2(Sk) gilt außerdem die Parsevalsche Gleichung und der Satz
von Riesz-Fischer. Ist f^Ll(Sk\ dann kann man / in eine Reihe
von Kugelfunktionen entwickeln, d.h.

wobei y„(/; ^) gegeben ist durch

(1.11) r,(/; ^) = r ( X } X ^
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Man nennt S(/; x) auch die Laplace-Reihe von /.
Drückt man den Punkt y auf Sk durch Kugelkoordinaten mit

den Winkeln 019 Ö2, • • • , 9k_2, <p aus (für die Bezeichnungen siehe
[32, II, S. 233]) und ist die Funktion g(y) nur vom Winkel 0l (=6'}
abhängig, dann folgt mit Formel (1.10) und #=(1, 0, • • • , 0), y=

(cos*?',-), «=

(l. 12) Yn(g ; u) = P,x(cos (9) c(«, X) ("/((90Pw(cos <9')(sin 0')
Jo

mit

= r(x)r(2x)(n+x)i>+i)
7rr(^ + 2x) v * r(x + 1 /2)r(« + 2x) '

Die zonale Funktion g(y)=f(0') ist also in eine Reihe von Ge-
genbauer-Polynomen entwickelbar. Die Zahlen /(n) (w=0, l, 2, •••)
heißen die G e g e n b a u e r - K o e f f i z i e n t e n der Funktion/.

Diese Eigenschaften der Kugelfunktionen findet man z.B. in
[32, II, Kap. XI], [51] oder [26, Kap. 6], den Satz von Funk und
Hecke in dieser Formulierung auch in [63]. Eine ausführliche
Darstellung für k=3 gibt G. Sansone [62].

Mit diesen Hilfsmitteln kann man auf Sk den Begriff der Falt-
ung einer Funktion auf Sk mit einer Funktion auf [0, TT] (also einer
zonalen Funktion) definieren, wie es zuerst A. P. Calderön und A.
Zygmund [27, S. 218] 1955 getan haben. Die Faltung zweier zonaler
Funktionen hat S. Bochner [8] eingeführt und /. /. Hirschman, Jr.
[38] hat sie ausführlich behandelt.

Definition. Ist f^L\Sk} und g^Lx\ 2\ = k-2, dann heißt die
Funktion h=f*g, definiert durch

(1.13) A(*) = -L
®>k

die Faltung der Funktionen / und g.
Sie hat die folgenden Eigenschaften.

Satz 1. 3. a) Ist f^Lp(Sk) und g^Lx
q, l<p, q<°°, dann existi-

ert die Faltung f*g fast überall auf Sk und es gilt die Youngsche
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Ungleichung

(1-14) \\f*g\\r < r q p
Speziell gilt

\\f*g\\P<\\f\\p\\g\\,,K

b) 7s£ /eC(Sfe) zmd g^Lx\ dann existiert die Faltung f*g überall
auf Sk, ist wieder aus C(Sfe), und es gilt

c) Die Entwicklung nach Kugelfunktionen von f*g hat die Form

(1. 15) Yn(f*g ; x) = -±~g(n} Yn(f ; *) ,

wobei g(n) und Yn(f\ x) durch (1. 12) und (1. 11) gegeben sind. Falls
f eine zonale Funktion ist, so auch f*g.

Dieser Faltungsbegriff wurde kürzlich ausführlich von C. F. Dunkl
[30] behandelt. Dort wird u.a. die Faltung einer Funktion mit
einem zonalen Maß bzw. einer zonalen Funktion mit einem Maß auf
Sk eingeführt. Ist M(Sk} der Raum aller endlichen, regulären Borel-
maße auf Sk mit der Norm

dann kann man jedem Maß ^^M(Sk) eine Reihe von Kugelfunktionen
zuordnen, die durch

S(dp ; *) ~ S Yn(dfL ; x)
n=Q

mit

(1. 16) Yn(dß ; x) = + tPS\:(x,y')ldlt(y) (n=0, l, •••)
Z/7t * S

gegeben ist. Für die Faltung eines solchen Maßes ^ mit einer zo-
nalen Funktion hat man

Satz 1.4. Es sei /^£/, 1<P<°°, oder aus C^ und
dann definiert das Integral
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(1. 17)

ein Element aus Lp(Sh) bzw. C(Sft) mit \\f*diA\p<\\f\\t^\\^\\M und

Y„(f*dß ; x) = (\/(n + \)}/(n)Y„(dß ; x) .

Ist außerdem /UL zonal, so auch f^d^.

Es bleibt noch die Faltung einer Funktion auf Sk mit einem

zonalen Maß zu definieren. Nach [30] geschieht dies wie folgt.

Das Maß ist zonal, also invariant bei Drehungen um den Nordpol

p^Sk. Wir drehen nun den Punkt p auf Sk so, daß das dadurch

definierte Maß cp^ invariant bei Drehungen ist, die den Punkt x

fest lassen (für Einzelheiten siehe [30, S. 252]). Damit kommen wir
zu der Definition einer Faltung mit einem zonalen Maß.

Satz 1.5. Es sei f^Lp(Sk), l<p<^> oder C(Sk) und

dann definiert die Formel

(i. 18) (f*dü (*) = -M hf(y) dvM
\lk Js

ein Element aus L"(Sk) bzw. C(Sk) mit \\f*dfjL\\p<\\f\\p\\ß\\^ bzw.

H/*rfAt | lc^ l l / l lc l l /*IU k . Außerdem gilt

Yn(f*dv ; x) = (\/(n+\M(n)Yn(f; x) (»=0, l, -)

mit den Gegenbauer -Stielt jes-Koeffizienten

(l. 19) fr(n) = c(n, X) (*P,.x(co8 d)dfj,(d)
-'0

(siehe [30, S. 252 u. 254]).

Bemerkung:. Faltet man eine Funktion g&L1^, 2\ = k — 2, mit

einer Funktion f^X, dann folgt aus der Definition der Faltung und

Ungleichung (1. 14), daß die Faltung eine lineare, beschränkte Opera-

tion von X in sich bildet.

Die Faltung führt nun zum Begriff eines singulären Integrals.

Es sei f^X und KP^L^\ p>0, mit den Eigenschaften

(1. 20) c(0, X) ( #p(cos 0)(sin 0)2Xdd = l ;
Js*
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(1. 21) c(0, X) ( |Äp(cos 0) | (sin 0)2Xd9<M
Jsk

(gleichmäßig in p>0 mit einer Konstanten M>1);

(1.22) lim sup \Kp(cosd)\ = 0 (für jedes feste 5>0).
P->°° 8<0<Ä

Dann bildet

(1. 23) 7P(/; *) = -

ein singuläres Integral mit dem Kern Ä"p und Parameter p>0.
c(0, X) ist in (1.12) gegeben und c(0, \) = flfc_1/flfc.

Das singuläre Integral 7P(/ ; je) hat die folgende Eigenschaften.

Satz 1. 6. Ist das singuläre Integral Ip(f ; je) ^öm Ty^ (1. 23)

und genügt sein Kern den Bedingungen (1.20), (1.21) und (1.22), dann

gilt für alle

(1.24)

(1.25)

Der Beweis verläuft wie üblich. (1. 24) folgt direkt aus Satz 1. 3

und (1. 21). Ist Z>(#, Ä)= {y,y^Sk, (*, j)>cos Ä, O<Ä<TT}, dann ist

Nach der Hölder-Minkowski-Ungleichung und (1. 9) ist

falls p>p0(£), £>0 vorgegeben.

Ebenfalls nach der Hölder-Minkowski-Ungleichung und der
Stetigkeit bzw. Stetigkeit im Mittel von / gilt

ü/2 |i<-M \KPl(x9y)^\\\f(y)-f(x)\\ds(y)<S^M9 falls h<S .
ilfo JD(x,ti)

1) Wir schreiben der Einfachheit halber oft Ipf an Stelle von 7P(/, X).
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Also ||/p/-/||<l|/1!H-||/2i<(M+l)£, falls p>Po(£), womit (1.25)
bewiesen ist.

Beispiele von singulären Integralen werden im nächsten Ab-
schnitt vorkommen, in dem die Konvergenz und Summation in der
Norm von Reihen von Kugelfunktionen behandelt wird.

2. Konvergenz und Siiinmation von Kugelfunktionen

2.1. Allgemeines«
Entwickelt man eine Funktion /eC(SÄ) in eine Reihe von Kugel-

funktionen und bezeichnet man die Teilsummen der Reihe mit

(2.1.1) SN(f;x)=±Yn(f;x),
H = 0

dann stellt sich die Frage nach der Konvergenz von SNf gegen /
für JV-> oo. Da die Teilsummen SN eine Folge von beschränkten
linearen Operatoren bilden, und da für ihre Normen ||S^|| (d.h.
Lebesgue-Konstanten), im Raum C(Sk) gilt lim ||S^||=+ 00 ([28],

N->°°

[40]), folgt nach dem Satz von Banach-Steinhaus die Existenz einer
Funktion f0<^C(Sk}, für die die zugeordnete Reeihe S(/0; x) an min-
destens einem Punkte xQ^Sk divergiert. Die Teilsummen SN(f\ x)

konvergieren also nicht in der C-Norm gegen f(x).
Im Räume L2(Sk} folgt die Normkonvergenz der Teilsummen

nach dem Satz von Riesz-Fischer. Komplizierter wird es in den
ZA-Räumen für l<p<^> p4=2. Für zonale Funktionen, also Ent-
wicklungen nach Gegenbauer-Polynomen hat man Normkonvergenz
für (2X + 1)/(X + 1)</K(2X + 1)/X, siehe [59]. Das Ergebnis ist
falsch für die anderen Werte von p [56]. Hieraus kann man sch-
ließen, da 2\ = k — 2, daß keine Normkonvergenz von (2.1.1) für
£>2 + (2/(fc-2)) und£<2-(2/&) vorliegt. Die Normkonvergenz für

p mit 2-(2/K)<p<2 + (2/(k-2)) wird vermutet (s. [3, S. 812]).
Man kann nun Konvergenzfaktoren benutzen und die Summier-

barkeit der Reihe S(/; x) untersuchen. Als erstes sollen die

Cesäro-Mi t te l (C, a) einer Reihe definiert werden. Die Summen

(2.1.2)
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mit den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten

(2.1.3) AI = (n + a\ = - (a>o),
\ n l nl

heißen JV-te (C, a)-Mittel der Reihe S(/; x). Ist a=l, so werden

die o-Jr die arithmetischen oder Fe jerschen Mittel der Reihe S(f ; #)
genannt. Mit (1. 11) kann man <r£ in der Gestalt (1. 13) schreiben,
d.h.

(2.1.4) *•£(/; *) = -M MK&(X, yy]f(y)ds(y)
i l k Js

mit dem Kern

(2.1.5) K£(t) = (AZri}AZ_n?±±Pn\t) (-l<t<l).
n=Q X

Es gelten die folgenden Eigenschaften.

Satz 2.L1. Ist /eJC, 5f«rf o-^(/; x) und Kn*(t} durch (2.1.2)

bzw. (2.1.5) gegeben, dann gilt

(2.1.6) ||Ä£||1X =

(2.1.7) K£(t)>0 (

(2.1.8) limlK/-/|| = 0 (/eJC, «>X).

(2.1.8) wurde in [28] und [40] bewiesen. Dort wurde auch gezeigt,
daß (2.1.6) für a<\ nicht mehr gültig ist. (2.1.7) wurde ebenfalls

in [40, S. 179] bewiesen. Die Beziehung (2.1.8) folgt aus (2.1.6) mit

dem Satz von Banach-Steinhaus.

Als nächstes soll das Summationsverfahren von Abel-Poisson
auf Sk betrachtet werden. Es ist gegeben durch

(2.1.9) Ar(f;x) = -f}rnY„(f;x}
«=0

oder wegen (1. 4) und (1. 11) in der Form

(2.1.10) Ar(f; *) = -M kn _}
Hfe Js^ (l — 2r(x,

Setzt man r-x=z und A(z) = Ar(f; x), dann ist A(z) Lösung der
Laplace-Gleichung
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(2.1.11) V2A(z) = 0 ( I* I<1)

für das Innere der Einheitskugel in Ek, wobei A eine dort be-
schränkte Funktion ist, die der Randbedingung

(2. 1. 12) lim A(z) = f(x) (z = rx, \ z \ = r)
r-^l-

genügt, wobei der Grenzwert in einem bestimmten Sinne zu verstehen

ist (siehe z.B. [57, S. 9]). Es gilt

Satz 2.1.2. Ist f^X, dann gilt

a) Ar(f\x) ist harmonisch, d.h. V2A(z) = Q, für \z\<\\
b) ist />0 auf Sk, so ist auch Ar(f \ x)>0 ;
c) weiter gilt

(2.1.13) \\Arf\\<\\f\\

und

(2.1.14) lim \\Arf-f\\ = 0.
r->i-

Beweis : Teil a) folgt daraus, daß rnYn(f '; x) = Qn(z) harmonisch
für \z\<l und alle «=0,1 ,2 ,— ist, und daß die Reihe (2.1.9)
gliedweise differenziert werden kann. Dies folgt aus

(2.1.15) \ Y n ( f \ x)\\c < r(X)(^ + X)||p^||cJ|/||i = 0(n2,} (^_>oo)
ZTZ

wegen (1. 6).

(2.1.13) ergibt sich aus der Positivität des Kerns

(2.1.16) pr(t) = - l~r* - > 0, (W - 2M ~

Wegen (1.4), (1.9) und der Orthogonalität der Gegenbauer-Polynome
gilt nämlich

(2.1.17) -L ( p,l(x, yftds(y) = l (0<r<l).
ilfe JS

Um (2.1.14) zu beweisen, kann man Satz 1.6 anwenden. Es gilt
nämlich

(2.1.18) lim sup \pr(cos 9) \ < lim 1"^ - — - = 0 (S>0),
r - * r - - —
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und daher ist Ar(f ; .r) ein singuläres Integral vom Typ (1. 23) mit
den Eigenschaften (1.20), (1.21) und (1.22), wenn man p- log (1/1-r),
r-» l— setzt. Damit ist der Satz bewiesen.

Die Bedingung b) in Satz 2.1.2 sagt aus, daß Ar für jedes r mit
0<r<l ein positiver Operator ist. Positive Operateren auf X sind
wie folgt definiert.

Definition. Ein Operator T heißt positiv, falls aus f(x)>Q für
jedes x^Sk folgt T(f\ *)>0 für x^Sk.

Positive Operatoren sind von besonderem Interesse, da für sie

einfache Konvergenzsätze gelten. Die folgende Menge 37 (Sk) von
stetigen Funktionen auf Sk ist gegeben durch

(2.1.19) 3?(Sfe) = {l, ej(x\ l<j<k} ,

wobei ßj(x\ l<j<k, die Komponenten des Einheitsvektors x^Ek in
Kugelkoordinaten sind.

Als Anwendung eines Satzes über positive Operatoren für stetige
Funktionen, die auf kompakten Hausdorffräumen definiert sind [47,
S. 7], erhält man

Satz 2.1.3. Es sei {Tp, 0<p<oo} eine Menge von positiven Ope-

ratoren von C(Sk) in sich. Aus der Bedingung

lim\\Tpf-f\\ = 0p->°°
folgt

lim\\Tff-f\\ = 0

Bemerkung. Im Falle k = 2 hat man den Raum der auf der
Einheitskreislinie in E2 definierten stetigen Funktionen und 3?(S2)
ist die Menge der Funktionen l, sin 9?, cos 9?, Q<(p<2n. Dies ist
der bekannte Satz von H. Bohman [10] und P. P. Korovkin [41],

2. 2. Sätze vom Bernsteinschen und Jacksonsellen Typ.

Bei der Approximation von Funktionen durch Approximations-
verfahren taucht die Frage auf, mit welcher Genauigkeit eine gegebene
Funktion durch ein solches Verfahren (z.B. die Teilsummen einer
Reihenentwicklung, Summationsverfahren einer solchen Reihe oder
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ein singuläres Integral) approximiert werden kann. Man kann von
gewissen Eigenschaften der Funktion (z.B. einer Lipschitzbedingung)
auf die Approximationsordnung durch das Verfahren schließen
(sogenannte direkte Sätze) oder von der Approximationsordnung auf
Eigenschaften der Funktion (indirekte Sätze oder Umkehrsätze).

Wir definieren den Stetigkeitsmodul einer Funktion f^C(Sk)
durch

*>(*) = <*>(/; 8) = sup\f(x)-f(y)\ ,
\x-y\<8

wobei x—y\=(x—y, x—y}l/2 der euklidische Abstand zwischen x
und y in Ek ist.

Man sagt, / erfüllt eine Lipschitzbedingung der Ordnung a,
0<a<l, falls

<»(/; S) < MS* (M positive Konstante ; S

ist, und schreibt /eLipa. Wir wollen zuerst zwei Sätze über die
Approximation durch Polynome angeben. Mit &n bezeichnen wir
die Menge aller Polynome PH(x) vom Grade <«. Die Polynome
bester Approximation P„*(x) der Funktion / sind definiert durch

\\f-Pn*\\c= inf II/-PJI*."
p f= CPx^Mt= ^,n

Ein Analogon zum Satz von Jackson für trigonometrische Polynome
([74, S. 115]) lautet (s. [55, S. 212] o. [60, S. 19]).

Satz 2.2.1. Ist f^C(Sk) und besitzt den Stetigkeitsmodul o>(S),

dann existiert ein Polynom Pn^9?n mit

Ist speziell co(6)<MSa>, (S-^0 + ), 0<a<l, dann folgt ||/-PM||j<
(«->oo).

Eine Umkehrung dazu wurde für trigonometrische Polynome von
S. Bernstein ([74, S. 119]) bewiesen. Hier lautet sie (s. [60, S. 33])

2) Die Existenz der Polynome bester Approximation ist gesichert (s. z.B. [47, S. 17J).
Sie sind allerdings nicht eindeutig (s. [47, S. 25, See. 2.5 u. 3. 34]).
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Satz 2.2.2. Ist f^C(Sk} und gilt für die Polynome bester Appro-

ximation {Pn*} (n=Q, l, 2, • • • ) und für ein a mit

dann folgt f^Lip a.

In der Approximationstheorie auf S3 wurden die Mittel Sh(f ; x)

untersucht, die in Abschnitt 4.2 durch (4.2.8) definiert sind. Hier

(k =3) haben sie die Form

wobei dt das Bogenelement der Kurve (x, y)=cosh auf S* ist. Diese

Definition stammt von W. Rudin [61, S. 288]. Für sie gilt der

folgende Satz (s. [43]) :

Satz 2.2.3. Ist f^C(S3) und 0<a<2, dann sind die folgenden

Aussagen äquivalent :

a) sup i|SÄ7-7llc = 0(5") (S-XM ;
o<Ä<5

b) \\Pn*-f\\c=0(n-«} (n-*oo).

Ähnliche Aussagen gelten auch für a>2 (siehe [31] und [43]). Die

Lipschitzbedingung in den Sätzen 2.2.1 und 2.2.2 ist hier durch die

Aussage a) ersetzt worden.

Nimmt man an Stelle von Polynomen das singuläre Integral von

Abel-Poisson, definiert durch (2.1.9), als Approximationsverfahren,

dann gilt ein sehr ähnlicher Satz (s. [58]).

Satz 2. 2. 4. Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit

zur Klasse Lip a für ein festes a mit 0<o:<l gehört, ist

Für S2 ist dieser Satz auch mit Halbgruppenmethoden in [5] be-

wiesen worden. In S2 ist außerdem der Fall a=l gelöst. Hier gilt

\\A,f-f\\c=0(l-r) (r-1-) genau dann, wenn /eLipl ([11], [13]),

wobei / die zu / konjugierte Funktion bedeutet.
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Bemerkung 2.2.5. Ersetzt man die Bedingung O(l —r) durch
0(1 — r), dann folgt, daß die Funktion / konstant ist. Es werden
also auch solche Funktionen wie sin <p und cos cp nicht besser als mit
der Ordnung O(l — r) approximiert. Diese "optimale" Approximations-
ordnung durch das Abelsche Summationsverfahren bestimmt eine
Klasse von Funktionen. Solche Funktionenklassen auf der Kugel
sollen in den nächsten Abschnitten dieser Arbeit untersucht werden.
Die meisten bekannten Summationsverfahren besitzen ein entspre-
chendes Verhalten.

3. Ein Allgemeiner Saturationssatz

Wie aus der Bemerkung 2.2.5 zu ersehen ist, kann bei gewissen
Summationsverfahren die Approximation nicht über eine bestimmte
Ordnung hinaus verbessert werden, wenn auch die Funktion z.B.
beliebig oft differenzierbar ist. Diese Ordnung nennt man Satura-
t ionsordnung des Verfahrens und die Klasse von Funktionen,
die genau mit dieser Ordnung approximiert werden kann, heißt
Saturationsklasse oder Favard-Klasse. Diese Begriffe wurden
von /. Favard [33] eingeführt.

Definition 3.1. Es sei cp(u] eine positive, nicht wachsende Funk-
tion in 0<u< oo mit lim (p(u) = 0. Ist 7P/ ein durch (1. 23) gegebenes

M-?, oo

singuläres Integral und existiert eine Klasse JCcX von Funktionen
/, so daß für p-> oo gilt:
a) aus ||/P/-/|| = öfe>(p)) folgt /„/=/ (P>0),
b) aus ||/P/-/|| = 0(9>(p)) folgt /ejf,
c) für jedes /EE JC gilt ||/P/-/|| = O(p(p)),
dann heißt 7P saturiert mit der Ordnung <p(p) und JC die Satura-
tionsklasse.

Es wurde zuerst für periodische, also auf dem Einheitskreis in
E2 definierte Funktionen für die Cesäro-Mittel von G. Alexits [1],
dann für weitere spezielle polynomiale Verfahren von M. Zamansky
[72] gelöst. Die ersten allgemeinen Sätze stammen von P. L. Butzer
[13], [14], /. Favard [34], H. Buchwalter [11], [12] und G. Sunouchi
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und C. Watari [69], [70]. Eine ausführliche Literaturangabe findet
man z.B. in [20].

Es sind nun mehrere allgemeine Methoden zur Bestimmung der
Saturationsklasse eingeführt worden. Die Integraltransformations-
methode geht zurück auf P. L. Butzer [14] (siehe auch [18]. Mit
ihrer Hilfe kann man z.B. das Saturationsproblem bei singulären
Integralen für 27r-periodische Funktionen (die Fourierkoeffizienten-
methode) und für Funktionen auf E1 (Fouriertransformationsmethode)
lösen. Auch für andere Probleme in der Analysis ist diese Methode
geeignet [15]. Die Fouriertransformationsmethode kann nicht in
den Räumen Lp(El), p>2, angewandt werden, da dort keine Fourier-
transformation im klassischen Sinn definiert werden kann. Für alle
Funktionenräume Lp(El), l<p<°°, (und für andere) erweist sich die
Funktional- oder Distributionenmethode als nützlich, die in einer
Arbeit von E. Görlich und R. /. Nessel [36] behandelt und aus-
führlich erörtert wurde.

Bildet das Summationsverfahren eine stark stetige Halbgruppe
von Operatoren der Klasse (C0) (im Sinne von E. Hille-R. S. Phillips
[37] ; für die Definition siehe auch Abschnitt 4. l dieser Arbeit),
dann gibt es eine weitere Möglichkeit, das Saturationsproblem zu
behandeln. In [13] hat P. L. Butzer gezeigt, daß Halbgruppen von
Operatoren (auf Banachräumen) ein Saturationsverhalten haben, und
die Saturationsklasse für reflexive Räume bestimmt. Für den dualen
Fall siehe K. de Leeuw [46]. Eine ausführliche Behandlung findet
man in [19].

Hier soll nun das Saturationsproblem für singuläre Integrale auf
auf Sk (&>3) untersucht werden. Irn Falle zonaler Funktionen auf
S3 (Entwicklungen nach Legendre-Polynomen) wurde das Problem in
[16], [18] angeschnitten. Für das singuläre Integral von Abel-Poisson
auf SÄ, &>3, wurden vor allem indirekte Sätze mit Hilfe der
Transformationsmethode in [21] angegeben.

An die Stelle der Fourierkoeffizienten tritt in [21] die Folge
der Kugelfunktionen ( Y n ( f \ x ) , «=0, l, 2, •••}. Diese Methode wird
hier zum Beweis eines allgemeinen indirekten Satzes für singuläre
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Integrale auf Sk benutzt. Der direkte Satz, der für jedes Beispiel
getrennt verifiziert wird, folgt in mehreren Fällen mit Hilfe der

Halbgruppenmethode. Die Saturationsklasse JC wird hier durch die

Glieder Yn(f\ x) der Laplace-Reihe von / charakterisiert. Für die

auftretenden Funktionenklassen wird zuerst eine Definition gegeben.

X ist dabei immer einer der Räume Lp(Sk\ l<p<°o oder C(Sk).

Definition 3. 2. ^r(n) ist eine Funktion, die auf den nichtnegati-

ven ganzen Zahlen definiert ist, und höchstens für n=0 verschwindet.

Die Klassen M(X, t/r(w)) in X sind gegeben durch

eC(S*); es existiert ein g^L°°(Sk} ,

(3< 1} so daß ^(«) YH(f ; x) = Yn(g ; x)}

MX &( »= €EjLl(lS*); 6S existiert ein ^M(S*),
' so daß +(n)YH(f; x} = Yn(d^ ; x)}

, l<p<oo ; es ex. ein g^Lp(Sk) ,

so daß +(n)Yn(f;x)=YH(g;x)}

für alle ganzen n>Q.

Hiermit soll nun ein Satz bewiesen werden, der mit den Teilen a)

und b) der Definition 3. l in Beziehung steht. Der Beweis verläuft

entsprechend dem periodischen Fall (vgl. auch [23, S. 523-527] und

[54]). An den Kern Kp des singulären Integrals wird noch die

folgende Bedingung gestellt. Es existiert eine Funktion i|r(«), wie

oben definiert, so daß für alle ganzen n>0 gilt

(3. 2) lim
P+°°

wobei Kp(n) durch (1. 12) gegeben ist und <p(p) in der Definition 3. l

erklärt wurde.
Wir bezeichnen (3. 2) als Favard-Bedingung. /. Favard [34]

hat als erster für S2 gesehen, daß die Kenntnis des Verhaltens von
|(\/(« + X))/£P(H) — l für feste n und p-^oo ausreicht, um die Existenz
der Saturationsklasse zu zeigen und die zugehörige Saturations-
ordnung zu bestimmen (siehe dazu auch [11]). Bedingungen der
Form (3. 2) an einen Kern Kp wurden zuerst von H. Buchwalter
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[11], G. Sunouchi und C. Watari [70, I] und P. L. Butzer [14]

gestellt.

Bemerkung. Erfüllt ein singuläres Integral vom Typ (1. 23) die

Bedingung (1.20), (1.21) und an Stelle von (1.22) die Beziehung

(3.2), dann folgt daraus wieder die Aussage (1.25) von Satz 1.6.

Aus (1. 21) ergibt sich nämlich die gleichmäßige Beschränktheit der

Normen der Operatoren 7P bezüglich p (d.h. (1.24)). In (3.2) ist

die Aussage

lim (X / (n 4- X))/£"P(«) = 1 (» > 1)P->°°

enthalten und es ist Kp(ö) = l wegen (1. 20). Daraus folgt die Norm-
konvergenz von /p/ gegen /, p->°°, für jedes Polynom Pn(x) (die

Laplaceentwicklung von IpPn besitzt nur endlich viele Glieder). Da

die Menge der Polynome dicht in X ist, folgt (1.25) für alle /eJT

nach dem Satz von Banach-Steinhaus.

Dies ist in den Fällen wichtig, in denen die Bedingung (1. 22) an

den Kern Kp schwerer nachzuweisen ist als die Eigenschaft (3.2).

Es wird nun der allgemeine indirekte Satz bewiesen.

Satz 3.1. Ist f^X, ein singuläres Integral Ipf durch (1.23)

gegeben, und erfüllt der Kern Kp die Bedingungen (1. 20), (1.21) und

(3. 2), dann gilt:

a) Existiert eine Funktion g^X, so daß

(3.3) ffm|| * {/,/_/} _J = o
p-*« \\<p(p) H

ist, dann folgt

+(n)Yn(f; x) = Yn(g; x) («=0,1,2, •••).

Ist speziell g= 0 in X, dann folgt f= const. in X.

b} Aus

(3.4) H/P/-/Ü = 0(9>(p)) (p->oo)

folgt f^M(X^(n)\

Beweis: a) Für die Glieder der Laplace-Reihe des Ausdrucks

in der Norm gilt mit dem Faltungssatz 1. 3
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Außerdem folgt

« + 2X-l
- V HX \ n

wobei die rechte Seite nach Voraussetzung für p-^oo gegen Null

konvergiert. Also ist wegen (3. 2)

+(n)YH(f; x) = Yn(g-,x) (»=0,12, -).

b) Hier benutzt man wie in [21] den Darstellungssatz für stetige,

lineare Funktionale auf den Räumen C(S") und L«(Sk) [48, S. 211,

218], welcher für Lg(Sk) und l<q<°° die folgende Form hat : Jedes

auf Lg(Sk) definierte beschränkte, lineare Funktional F läßt sich in

der Form

(3. 5) F(h) = l- ( hf(x).h(x)ds(x) (h^L«(Sk})
akJ

s

darstellen, wobei die Funktion f^Lp(Sk} durch das Funktional F

eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt ist jedes durch (3. 5) definierte

Funktional auf Lq(Sk) ein stetiges, lineares Funktional. Für die

Norm von F gilt

(3.6)
p q

Ist nun !<^<oo? dann ist nach Voraussetzung (3.4)

(3. 7) DX^ni/P/-/^ = 0(1} (p->oo)

für ein festes f^Lp(Sk). Ist /eC(Sfe), dann gilt nach (3.4) auch

(3.7) für p =00. Also ist

für jede Funktion h^Lq(Sk) (1/^ + 1/^=1) eine Menge von stetigen,
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linearen Funktionalen auf Lq(Sk} mit

\\FP\\ = [?>(pxrii/p/-/iu = o(i) (P—).
Daher folgt aus dem Satz über die schwache* -Kompaktheit ([37,
S. 37]), daß eine Funktion g^Lp(Sh} und eine Teilfolge py mit li

= oo existieren, so daß

lim i- ( -f- {IPj(f;y)-f(y)}h(y)ds(y) - ± \ kg(y)h(y}ds(y)
j+°° ßÄ Js <P(PJ) OÄJsÄ

für alle Funktionen h^Lq(Sk) gilt.
Wählt man nun speziell h(y) = ((n + \)l\)Pn

x[_(x, y)~\ («=0, l, 2, — )

für ein festes x^Sk, dann folgt wie im Beweis von Teil a)

r i i *74öTÄpAw' -1-
lim YH\-±- (/p,/-/) ; ̂  = Hm^ + X / - F,(/; ^) = Yn(g; x]

{<p(pj) > *+~ <p(pj)

und mit (3. 2) ist daher

+(n)Y.(f; x) = Yn(g', x} (» = 0,1,2, -).

Der Satz ist also für die Räume X=C(Sk) und X=Lp(Sk) (Kp<oo}

bewiesen.

Zu beweisen bleibt noch der Fall p=l. Aus einem Satz der
Integrationstheorie [48, S. 177] folgt, daß für 0<p<oo

für jede Borelmenge E auf SÄ eine Familie von Maßen bildet, die

absolut stetig bezüglich des Maßes auf Sk sind. Weiter gilt (siehe
z.B. [29, S. 114, S. 180])

(3. 8) \\Vp\\.v = [^(p)]-1 H/P/-/IL = 0(1) (p—),

wobei die Beschränktheit aus der Voraussetzung dieses Satzes folgt.
Nun bildet das Integral

für jedes h^C(Sk) und jedes p>0 ein stetiges lineares Funktional
auf dem Raum C(Sk) nach dem Darstellungssatz von F. Riesz.
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Die Norm des Funktionais ist gegeben durch ||FP||= \\V?\\M- Also

bilden nach (3. 8) die Fp(h) eine Menge von stetigen linearen Funk-

tionalen, die gleichgradig bezüglich p (0<p<°o) beschränkt sind.

Daraus folgt nach dem Satz über die schwache* Kompaktheit auf

dem Raum M(Sk) (bekannt als Satz von Helly-Bray), daß eine

Teilfolge py (wie oben definiert) und ein (endliches) Maß

existiert, so daß für alle Funktionen h^C(Sk) gilt

lim l- f kh(y)dppj(y) = ±- ( kh(y)d^(y) .j+°° ofe jsk j nfe Jsk

Da vpj absolut stetig bezüglich ds ist, folgt hier

ipj(f',y)-f(y). , Nds(y) .

Wählt man nun h(y)=((n±\)/\}Pn
x[(x, y}~] (n=Q, l, 2,

dann folgt wieder wie im ersten Teil dieses Beweises mit (3. 2) die
Relation

+(n)Yn(f; *) = YH(dfL ; x) (« = 0, l, 2, .-),

Damit ist der Satz vollständig bewiesen. Die Methode wurde schon

in [68] benutzt.

Dieser Satz bestimmt nun eine Klasse JC, die der Aussage b) der
Definition 3. l genügt. Um den Saturationssatz für die Operatoren

{/P ; 0<p<oo} zu beweisen, bleibt noch zu zeigen, daß diese Klasse

JC auch die Bedingung c) der Definition erfüllt. Diese Problem ist

weitaus schwieriger als das erste. Stellt man nun zusätzlich die
Bedingung, daß für «=1, 2, • • • , 0<p<oo, gut

Tf ( \ 1

(3.9) d(P,n) = n "* =-J^flp(n) und

wobei {i7P} eine Menge von zonalen Funktionen ist, die der Beding-

ung l l^plI i .x^M, 0<p<oo, genügen, dann erhält man den Saturations-

satz.

Bedingungen in dieser Form wurden zuerst von H. Buchwalter

[12] und P. L. Butzer [14, S. 400], dann auch von G, Sunouchi [69,

S. 129] gestellt.
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Satz 3.2. Ist f^X und das singulär e Integral I9f vom Typ
(1.23) mit dem Kern Kp, der die Bedingungen (1.20), (1.21), (3.2)
und (3.9) mit ||^Pi| l jX<M, 0<p<oo, erfüllt, dann folgt für alle

, ,J,(n)) die Aussage

H/P/-/II =

Beweis: Ist z.B. X=L\Sk\ dann ergibt sich aus der Voraus-
setzung f<^M(L\Sk], i/r(«)) mit Hilfe des Faltungssatzes 1.4 und der
Bedingung (3. 9)

Mpfl-'H/p/-/!!, = \\-nf*d^<MM\i; = 0(1) (p—)

und damit die Behauptung. In den anderen Räumen verläuft der
Beweis analog.

Die Klasse JC erfüllt also die Bedingung c) der Definition 3. l
und ist damit die Saturationsklasse des Verfahrens Jp.

Bemerkung 3. 1. Um diese Methode anzuwenden, muß man
hinreichende Bedingungen kennen, damit eine Zahlenfolge {ty(ri) ;
n=Q, l, 2, •••} eine Folge von Gegenbauer-Koeffizienten einer Funktion
y^L^ ist. Solche Bedingungen findet man in [4, I, S. 198] ; sie sind
allerdings recht kompliziert.

Außerdem hängt in dem hier untersuchten Füll die Folge {fy(ri)}
von einem Parameter p ab, und wenn also für jedes p gilt ^e/V,
also ||77pl| l fx<Mp, dann muß die Konstante Mp noch zusätzlich unab-
hängig von p sein. Für S2 werden hinreichende Bedingungen dafür
u.a. in [6] angegeben.

Bemerkung 3. 2. Der direkte Satz ist im Raum Lz(Sk) einfach
zu lösen, da jede beschränkte Zahlenfolge einen Multiplikator in
L2(Sk) bildet. (Multiplikatoren werden ausführlicher in Abschnitt 5. 3
untersucht). Setzt man voraus, daß für die Folge {d(p, «)}, in (3.9)
definiert, gilt

(3.10) \d(p9 ri)\<M (»=0,1,2, - ; 0<P<oo),

wobei die Konstante M unabhängig von n und p ist, dann folgt aus
dem Satz von Riesz-Fischer, daß die Glieder d(p,ri)Yn(g\x), n=Q,
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l, • • - , die Glieder der Laplace -Reihe einer Funktion lp<^L2(Sk), 0<p

<oo, sind, falls f^M(L\Sk\ ^(»)) ist, also d(p, n)Yn(g; x)=Yn(l, ; x\

n = Q, l, 2, • • • . Die Parsevalsche Gleichung ergibt mit (3. 11) und der

Beziehung ^(n)Yn(f\ x) = Yn(g] x)

(3. 11) DXp):ril/p/-/ll2 = li/pl|2<M||£||2 (P—).

Die Bedingung (3. 10) ist in allen bekannten Beispielen erfüllt. Es

ist hier leicht einzusehen, daß (3. 10) nicht nur hinreichend, sondern

auch notwendig dafür ist, daß (3. 11) in der L2-Norm gilt.

Wie schon gesagt, sind in allen Räumen außer Lz(Sk} keine

einfachen Bedingungen an die Folge {d(p, n)} für die Lösbarkeit

dieses Problems bekannt. Im nächsten Kapitel, wo Satz 3. l auf

spezielle Beispiele angewandt wird, erhält man auch die Umkehrung

zu Satz 3. l, b) für jedes hier untersuchte singuläre Integral.

4. Spezielle Singuläre Integrale

4. 1. Das singuläre Integral von Weierstraß.

Als erstes Beispiel wird das singuläre Integral von Weierstraß

(oder von Gauß oder von Gauß- Weierstraß) untersucht. Es ist de-

finiert durch

(4.1.1) Wt(f; x] = -L Js4 «;,[(*, y)-]f(y)ds(y)

für alle f&X, wobei t ein reeller, positiver Parameter ist, und die

Funktion wt(cosO) für £>0 durch die absolut und gleichmäßig auf

Sk konvergente Reihe

(4.1.2) wt (cos 0) = ] e - « c « + * » « p x (cos ö) (0<ö<;r)
»=o X

gegeben ist. Der Kern wt(cosO}, t>0, hat die folgenden Eigen-

schaften :

(4. 1. 3) wt (cos ff) > 0 (0<0<;r),

(4.1.4) -L
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(4. L 5) - ^ w£(x, yy} w£(y, *)] ds(y) = w^£(x9 *)]
k (*,*e S* ;*„*,>()).

Diese drei Eigenschaften wurden von S. Bochner in [9, S. 36] bewie-
sen. Wichtig ist die Positivität des Kerns. Wegen der absoluten

und gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (4.1.2) kann man für
Wt(f ; x) auch schreiben

(4.1.6) W t ( f ; x) = ] e-«*+*™YH(f; x) .
K = 0

Außerdem hat man

Lemma 4.1.1. Für alle f^X gilt

(4.1.7)

(4.1.8)

Man erhält (4.1.7) mit dem Faltungssatz und den Eigenschaften

(4.1.3) und (4.1.4.). (4.1.8) folgt für X=C(Sk] aus dem Satz 2.1.3

über positive Operatoren mit der Bemerkung (3.1). Da ||/l|:r<li/!lc
für alle f^C(Sk) ist, folgt auch (4.1.8) in jeder JT-Norm für alle
/eC(S*), und da C(Sk) dicht in Lp(Sk], l<p<°°, ist ([29,8.170]),
gilt mit (4.1.7) und dem Satz von Banach-Steinhaus auch (4.1.8) für
alle /e£*(S*) (!<^<oo).

Die Funktion Wt(f\ x) ist außerdem für t>Q und jedes /eJT
beliebig oft differenzierbar auf Sk, und sie ist Lösung der Wärmeleit-

ungsgleichung

(4.1.9) 2-U(x, t} = AU(x, t) (t>0, *eS*),
ui

die der Anfangsbedingung

(4. 1. 10) lim U(x, t) = f ( x ) (/^X)
t->0 h

genügt.
Die Menge von Operatoren {W^,0</<oo}, die durch das singu-

läre Integral von Weierstraß gebildet wird, hat noch eine wesentliche

Eigenschaft. Sie bildet eine Halbgruppe von Kontraktionsoperatoren
der Klasse (C0) auf X.
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Eine Menge von Operatoren {T,, 0<£<oo} auf X besitzt diese
Eigenschaft, wenn sie die folgenden Bedingungen erfüllt :

(4.1.11) Tt ist ein beschränkter, linearer Operator von Xin
sich für jedes fe(0, °o) und T0=/ (Identität);

(4.1.12) r,1+,, = r^r,,
(4.1.13) lim||T,/-/|| = 0

f->0 h

(4.1.14) l|T,/l|<i|/||

Unter diesen Voraussetzungen ist Ttf für jedes f^X eine stark
stetige, vektorwertige Funktion mit Definitionsbereich 0<£<°o und
Wertebereich in X.

Hier sollen noch einige Eigenschaften über die Integration
vektorwertiger Funktionen auf einem Intervall [<z, b~] der reellen
Achse angegeben werden. Eine vektorwertige Funktion h(f) von
[a, ö] in X heißt Bochner-integrierbar, falls sie dort stark messbar

('*ist und das Integral \ \\h(t}\\dt im Sinne von Lebesgue existiert.
Ja

Jede stark stetige Funktion h(t) ist stark messbar. Diese Defini-
tionen und Eigenschaften sind z.B. in [37, S. 71-80] zu finden.

Die Menge von Operatoren {Wt
u,Q<t<oo}9 gegeben durch Wtf

für jedes /eJT, bildet nun wegen (4.1.5), (4.1.7) und (4.1.8) eine
Halbgruppe von Kontraktionsoperatoren der Klasse (C0). Außerdem ist
die vektorwertige Funktion Wtf für jedes / stark stetig auf 0<t< oo,
also auch Bochner-integrierbar auf jedem endlichen Intervall.

Der folgende Satz hängt eng mit dem Teil a) von Satz 3. l
zusammen. (Für die Beweismethode vgl. [52, S. 56] und [53, II,
S. 56] für Funktionen im Ek ; siehe auch [17] für E1).

Satz 4.1.2. Für zwei Funktionen /, g^X sind die folgenden
Aussagen äquivalent ;

(4.1.15) -n(n + 2\)Yn(f-, x) = Yn(g-, x) («=0, 1,2, -)

(4.1.16)
t

Ist g=0 in X, dann gilt f=const.
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Bemerkung. Ist speziell / zweimal stetig differenzierbar auf Sk

([65, S. 213]), dann ist -n(n + 2\)Yn(fi x)= FW(A/; x) und (4.1.16)
hat die Gestalt

= 0.

Beweis des Satzes : Als erstes soll gezeigt werden, daß (4.1.16)
aus (4.1.15) folgt. Dazu bildet man das Integral

\'WrgdT,
v 0

welches wie oben angegeben im Sinne von Bochner für jedes t>0
und alle g^X existiert. Die Kugelfunktion Yn(h\ x) (h^X) ist für
jedes n=Q, l, ••• und jedes feste x^Sk ein lineares, beschränktes
Funktional auf dem Raum X. Die Bildung des Funktionais kann
nach [37, S. 83] mit der Integration vertauscht werden. Mit (4.1.6)
gilt daher

(4.1.17) l

Die letzte Zeile gilt nach der Voraussetzung (4.1.15) für alle n=~L,
2, ••• (und auch für n=G).

Andererseits ist

(4.1.18) Yn{Wtf-f; x} = (^™-l)Fw(/; x) (»=0,1,2, •••).

Aus diesen beiden Gleichungen folgt mit dem Eindeutigkeitssatz für
Laplace-Entwicklungen für alle #eSÄ im Räume X=C(Sk) und für
fast alle jtreS* in den Räumen X=Lp(Sk) (!<^<°o) die Beziehung

(4.1.19)
t t

(Für die Interpretation des Integrals siehe [37, S. 69]). Man erhält
mit den Eigenschaften des Bochner-Integrals und mit (4.1.8)
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t Jo 11 0<r<;

Damit ist (4.1.16) gültig. Diese Beweismethode wurde in [52, S.

56/57] entwickelt.
Setzt man umgekehrt (4.1.16) voraus, dann kann man Teil a) von

Satz 3.1 anwenden. Ersetzt man in wtf den Parameter t (f-»0 + )
durch l /p (p->oo)f dann erfüllt Wl/f>f und der Kern wl/p die Vor-

aussetzungen von Satz 3.1 wegen (4.1.2), (4.1.3) und (4.1.4). Es

ist noch zu zeigen, daß (3.2) erfüllt ist. Wegen (4.1.2) ist

exp {-»(« + 2\)f}, »=0,1,2, • • - ,
-W(WT2\)f -|

(4.1.20) lim- - -=-«(« + 2\) («=0,1, -)
f->0+ £

mit iK«) = -«(w-h2\). Nach Satz 3.1 Teil a) folgt daher aus (4.1.16)
die Aussage (4.1.15), womit die Äquivalenz von (4.1.15) und (4.1.16)
gezeigt ist.

Ist nun £=0 in X, dann ist Yn(g; x) = 0 für alle «=0, l, ••• und

wegen (4.1.15) auch Y n ( f ; x) = Q für alle n bis auf «=0. Wir haben

also y„{/- YO/; *} = 0 für alle «=0,1, - und daher /(*)= Y0(/; *)
= const. in X. Der Satz ist jetzt vollständig bewiesen.

Wir kommen nun zur Anwendung von Satz 3. l, Teil b).

Satz 4. 1. 3. Für ein /e X sind die folgenden Aussagen äquivalent :

(4.1.21)

(4.1.22)

Beweis : Die Aussage, daß aus (4. 1. 21) folgt /e M(X, - n(n + 2x)),
ergibt sich als Anwendung von Teil b) des Satzes 3. 1. Im Beweis

zu Satz 4.1.2 wurde schon gezeigt, daß alle Voraussetzungen dazu

erfüllt sind. Damit gilt (4.1.22).

Wird umgekehrt (4.1.22) vorausgesetzt, dann ist im Falle X=

Lp(Sk} (l<p<°°) leicht auf (4.1.21) zu schließen. Denn aus /e

M(X, -n(n + 2\)} d.h. -n(n + 2\)Yn(f ; x)= Yn(g; x) mit

S t
WTgdr und damit

n



230 H. Berens, P. L. Butzer und S. Pawelke

\\Wtf-f\\p<\\g\\pt = 0(t} (f-»0+).

Wir untersuchen nun den Raum X=L\Sk). Es existiert wegen

(4.1.22) ein Maß ^e M(Sk), so daß gilt -n(n + 2\)YH(f-, x) = Yn(dfi, ; x).

Die Faltung des Kernes wt mit einem Maß p, ist durch (1. 17) in

der Form

= — \
**k Js

gegeben. Der Faltungssatz 1.4 besagt, daß wt*d/ju^Ll(Sk} für jedes

t>0 ist und

(4.1.23) IlMV^IIi < \M\

Wegen (4.1.3) und (4.1.4). Wir wollen zeigen, daß auch hier eine
ähnliche Formel wie (4.1.19) gilt. Als erstes wird behauptet, daß

die vektorwertige Funktion h(f) = wt*dii definiert auf 0<£<°o mit

Wertebereich in L\Sk) für jedes ]m^M(Sk) stark stetig auf dem

Intervall [6, oo) (£>0) ist. Es gilt für ein t>6

wt_z*h(£). Damit ist für zwei Zahlen t19 tz mit

wobei wir die Schreibweise wt_e*h(£)=Wt_eh(£) und | ^_S||<1 wie

in (4.1.7) benutzt haben. Der letzte Ausdruck konvergiert wegen

(4.1.8) gegen Null für t1-^t2. Also ist die Funktion h(t) stark stetig

auf [£, oo ) für jedes 8 >0. Weiter gilt

wobei die rechte Seite unabhängig von 8 ist. Damit existiert das

Integral \ h(r)dr=\ {w^dp^dr im Sinne von Bochner für jedes
Jo Jo

jUb^M(Sk), und es gilt wieder wie in (4.1.17) mit — n(nJ
r2'\)Yn(f; x}

= Yn(d{ju ; x) die Formel

Yn{ ('[
l Jo

{ t
{w^diL^dr, und damit gilt die

0
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Behauptung. Der Satz ist also für X=Ll(Sk) bewiesen.
Es bleibt noch der Fall X=C(S*) zu behandeln. Entsprechend

dem Raum 1 (̂5*) läßt sich hier zeigen

\\Wtf-f\\c<Z\\g\\„-t (f

womit der Satz vollständig bewiesen ist.

Folgerung 4.1.4. Das singuläre Integral von Weierstraß ist in

den Räumen Lp(Sk\ 1<^<°°, bzw. C(Sk) saturiert mit der Ordnung

O(t} (£-»0 + ) und die Saturationsklasse ist gegeben durch die Menge

M(Lp(Sk\ -n(n + 2\)} bzw. M(C(Sk\ -w(n + 2\)).

Wie wir in der Bemerkung zu Satz 4.1.2 gesehen haben, sind in

der Saturationsklasse alle Funktionen / enthalten, die zweimal stetig
differenzierbar sind. Sicher sind mehr Funktionen darin enthalten.

Im Räume C(Sh] z.B. besitzt die Funktion g^L°°(Sk) dieselbe Laplace-
Entwicklung wie A/, wenn die Ableitungen existieren. Die Funktion
g ist nur wesentlich beschränkt, also braucht A/ nur fast überall

zu existieren und wesentlich beschränkt zu sein, jedoch nicht stetig.
Dies ist im Falle S2 (bei eindimensionalen Fourierreihen) gültig.
Dort folgt aus (4.1.22), daß /einmal stetig differenzierbar, die zweite

Ableitung wesentlich beschränkt und f" = g ist. Siehe [25] oder

[19, Ch. II].
Als nächstes werden die Funktionen der Klassen M(X, — n(n +

2X)) als Faltungsintegrale mit einem Kern k dargestellt.

Lemma 4.1.5. Für ein f^X sind die folgenden Behauptungen

äquivalent :

a) /ecÄ(JT, -w(» + 2x)),
b} Es gilt fast überall für f^Lp(Sk) mit g^Lp(Sk) (Kp< oo), über-

all im Falle f^C(Sk) mit g^L°°(Sk) die Darstellung

(4.1.25) /(*) = F0(/; *)~ k(l, (x, y)}g(y}ds(y)

oder fast überall für f<=L\Sk) mit einem Maß

(4. 1. 26) /(*) = yo(/ ; x) - 1- ( * (l, (x,n,JsÄ
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Hierbei ist k(l, t), —!</<!, gegeben durch

mit ||*(1, cos 0\\q+< oo /är 1<#<(2X + 1)/(2X-1) im Falle X>l/2
wwrf !<^<oo, /0/fe x=l/2.

Beweis : Als erstes sollen die Eigenschaften der Funktion k

bewiesen werden. Man benutzt die Formel (1. 4) in der Gestalt

Man erhält durch Integration bezüglich ^ von 0 bis r<l, die auf

der linken Seite gliedweise wegen der gleichmäßigen Konvergenz
der Reihe durchgeführt wird,

l — llr^dr,.\-i j

Wählt man zuerst ß=—I und multipliziert die Gleichung mit r2A,

dann ß=2r— l und subtrahiert beide Ausdrücke voneinander, dann
erhält man

Es ist also für 0<r<l und -!<?<!

1 f„2X_ 2*.( -j 2 -l

(4.1.28) k(r, t) = — \ - - r-±-\ - ^— ̂  -- 1 \dr,
^ ^ J 2\)° r I l - 2 r^ + r 2 x + 1 J 'r,

<w _L T!n-\- A.

Aus dieser Integraldarstellung folgt direkt, da (l — 2r£ + r2)>0 für

0<r<l, —!</<!, daß der Grenzwert lim k(r, t) für jedes t mit
»•->i-

— l<t<l existiert und die dadurch definierte Funktion k(l, t) eben-

falls für — l<t<l stetig ist. Um zu zeigen, daß k(l, t) bezüglich

t auf (0, 1) integrierbar ist, gehen wir genau wie in [49, S. 81] vor,

wo eine sehr ähnliche Funktion untersucht wurde. An Stelle der

Folge n(n + 2\) untersucht man dort die Folge »*,
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Wir haben hier also die Darstellung (4.1.27). Spaltet man das

Integral in (4.1.27) in zwei Teile auf, von 0 bis 1/2 und von 1/2

bis l, dann sieht man aus der Summendarstellung (1. 4), daß das

erste Integral gleichmäßig in t beschränkt ist. Im zweiten kann das

konstante Glied (1/2X) l [(l — r}2X/r~] dr weggelassen werden. Es
Jl/2

bleibt das Integral

dr
1 r

zu untersuchen. Für — 1<£<3/4 ist /(/) gleichmäßig beschränkt.

Für 3/4<£<l spaltet man des Integral I(f) auf in ein Integral, wo

(l — r)2 > l — /, und ein anderes, wo (l — r)2<l — t ist. Aus der Bezie-

hung (l-2rt + r2} = (I-r)z + 2r(l-t) folgen die Ungleichungen (s. [49,

S. 81])

und

Man erhält mit

1/00 1 < 4 (l-r)-2Xrfr+2(l-0~x"1 , (l-r)2dr
Jl/2 172

0"XnC1/2) (X>l/2),

^ + C2\log(l-t)\ (X = l/2).

Daraus folgt also, daß das ganze Integral k (l, cos 0), t = cosO,

beschränkt ist in 0<£<0<7r und für 0-^0+ gilt

(O(sin Ö/2)"2X"1 (X>l/2),
| k(l, cos 0) l = \

(0|log(sinö/2)| (\=l/2).

Es ist also

!!*(!,

für alle ? mit 1<?<(2X + 1)/(2X-1) (X>l/2) und l<#<°o für

X = l/2.

Damit sind die Eigenschaften der Funktion k aus Lemma 4.1.5
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bewiesen. (Ersetzt man n(n + 2\) durch n2, so stimmen diese Ergeb-
nisse mit denen in [49, S. 81] überein. Noch allgemeinere Koeffii-
zienten als ri*, a>0, wurden in [4, I] untersucht).

Wir kommen nun zum Beweis der Darstellungen (4.1.25) und
(4.1.26). Nach (4.1.28) gilt, daß die Gegenbauer-Koeffizienten der
Funktion k(i, cos 0} durch

(4.1.29) #1, „) =
X

gegeben sind. Also ist, wenn wir f^M(X, — n(n + 2\)} voraussetzen,

(4.1.30) YH(f; x) = —— £(1, n)Y„(g; x) (»=1,2, - ; X=L*,
^ + X Kp<oo9 oder X=C)

oder

(4.1.31) Y n ( f ; *) = - -A_ &(1, ») F^ ; x)

** + X (»=l f2 f-;jr=L1(S*)).

Daraus folgt mit dem Faltungssatz 1.3 für X=LP, !<^<oo, oder
X=C

f(x) = yo(/; *)--L JsJfc*(l, (x, y»g(y)ds(y)

fast überall, und die rechte Seite existiert überall für die Werte von
p, für die k^LK

q, 1/^4-1/^=1. Für ^ gilt l<g<(2x + l)/(2X —1)
nach (4.1.27) und damit existiert die rechte Seite von (4.1.25)
überall für f^Lp(Sk} mit />>(2\ + l)/2=(*-l)/2.

Ist nun f^.Ll(Sk) und gilt a), dann folgt wie oben die Darstel-
lung (4.1.26) fast überall. Aus a) folgt also b). Der Schluß von
a) nach b) ist genau eine Aussage der Faltungssätze 1. 3 und 1. 4,
womit Lemma 4.1.5 bewiesen ist.

Bemerkung. Im Falle S3 besitzt (4.1.25) die Gestalt (s. [61,
S. 293])

= yo(/; *) + . a log [!-(*,
47T JS

Für Funktionen auf S2 erhält man an Stelle von (4.1.25)
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= ~ r /(4/w-f- r *(i, cos «,-«
2?r J -* 2w J -«

» = i « 4 2 6

4. 2. Mittelbilduitgen von Funktionen auf der Kugel.
Ziel dieses Abschnittes ist eine weitere Charakterisierung der

Klassen M(X, —n(n + 2\}} aus Abschnitt 4.1. Hierzu werden zwei

Mittelwerte der Funktion auf Sk definiert. Das erste Mittel ents-
pricht auf S2 (dem Einheitskreis) dem Integralmittelwert

fh(x) =
2h J-

dessen Fourierreihe von Lebesgue zur Summation der Fourierreihe

von / benutzt wurde, (s. [74, S. 71, S. 321]). Die Fourierreihe des

zweiten Integralmittelwertes bildet das Summationsverfahren von

Riemann (s. [74, S. 319]). Wir definieren hier die Mittel Mh(f ; x)

für jedes f^L\Sk} durch

(4.2.1) Mk(f;x)= -1 [ f(y)ds(y) (A>0),
\D(x, h)\ JÖC^.Ä)

wobei die Kugelkappe D(x, h) mit Mittelpunkt x gegeben ist durch

D(x,h)= {y; y^Sk und (x,y)>cosh}. \D(x,h)\ ist ihre (*-!)-
dimensionale Oberfläche und (siehe z.B. [42, S. 319])

(4.2.2) | D(x, K) \ = n^ (*(sin 0)2Xdd .
Jo

Wir schreiben immer D (K) an Stelle von [ D(x, A) I , da die Ober-
fläche unabhängig von x ist. Man kann Mh(f ; x) auch als singuläres

Integral in der Form (1.23) schreiben, wenn man />=1/A setzt und

den Kern kp[_(x, y)~] durch

(4.2.3)
sonst

definiert.

Lemma 4.2.1. Für alle f^X gilt



236 H. Berens, P. L. Butzer und S. Pawelke

(4.2.4) ilM-,/11 < U/H (A>0);

(4.2.5) limÜM,/-/|| = 0.
A->0 +

Weiter hat man ([64, S. 518, 521, 523])

(4.2.6) Y„(Mhf; x) = B„\k)Yn(f; x) (n=0, l, 2, -)

mit

(4.2.7) B*(h) = '

Man kann andere Mittel definieren, indem man die Integration nur

über den Rand (x, y) = cosh von D(x, h) ausführt. Diese Mittel sind

definiert durch

(4.2.8) S k ( f ; x) = \ \ f(y)dt(y) ,
ßjfe.^Sm k) J(x,y)=cosh

wobei dt das (^~2)-dimensionale Oberflächenelement der Fläche

(x, y) = cosh ist. Zwischen den Mitteln Mh und Sh besteht die Be-

ziehung

(4. 2. 9) Mh(f ; x) = -±- \"\ f(y) dt(y) du
D(k) Jo J(x,y^=cosu

u , .
D (K) Jo

Wir wollen nun die Laplace-Entwicklung von Sh(f ; x) bestimmen.
Es gilt mit (4.2.9)

Yn(Mhf; x) = 2±L (\smurYn(Suf; x)du .
D(K) Jo

Setzt man auf der linken Seite (4.2.6) ein, dann folgt

Y n ( f ; x) \kPS(cos0)(sm0)*dd = P/(l) \h(smurYn(Suf', x)du
Jo Jo

und durch Differentiation nach h

(4.2.10) Yn(Shf; x) = P^^Yn(f; x) (n=0, l, -).
*- n \-*-/

Für Sf,f gilt ebenso wie für Mhf
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Lemma 4.2.2. Für alle f aus X gilt

(4.2.11) \\SJ\\ < \\f\\ (A>0),

(4.2.12)

Bemerkung 4.2.13. Die Mittel Mh werden von F. L. Shapiro

([64]) bei Untersuchungen über die Summierbarkeit von Laplace-

Reihen benutzt. In [66] definiert er mit Hilfe von Mh einen ver-

allgemeinerten Laplace-Operator ([66, S. 16]) auf S3 und eine sogen-

annte Lipschitzbedingung auf Sk [66, S. 6], die er zum Beweis der

absoluten Konvergenz von Laplace-Reihen benutzt. In die Theorie

der partiellen Differentialgleichungen hat C. Herglotz (vgl. [50, S. 248]

und [57, S. 38]) diese Mittel eingeführt.

Für A? = 3 findet man die Mittel Sh bei W. Rudin [61], der

dadurch einen verallgemeinerten Laplace-Operator auf der Kugel und

die Riemann-Summierbarkeit von Laplace-Reihen definiert hat. (Seine

Ergebnisse hat A. Siegel [67] erweitert).

In der Approximationstheorie definieren G. G. Kusnirenko ([43],

[44]) und A, S. Dzafarov [31] durch diese Mittel Funktionenklassen,

die Lipschitzklassen in den Sätzen vom Bernsteinschen und Jackson-

schen Typ ersetzen (siehe auch D. L. Ragozin [60]). In der Appro-

ximationstheorie im Ek werden Mittel analog zu Sh in [71, S. 421]

untersucht und im Fall der nichtsaturierten Approximation mit

Lipschitzbedingungen verglichen. Ebenfalls im Ek hat R. /. Nessel

die den Integralen Shf und Mhf entsprechenden Mittel genau unter-

sucht und sie zur Bestimmung der Saturationsklasse einiger singulärer

Integrale herangezogen (s. [52, Abschn, 4. 3 und 4. 4] und [53, Abschn.

6, 7, 8]). Entsprechende Sätze werden wir auf der Kugel für die

beiden Mittel beweisen. Dazu benötigen wir das folgende Lemma

(vgl. [52, S. 71, S. 80]).

Lemma 4.2.3. Besteht zwischen den Funktionen f und g aus X

die Beziehung (4.1.15), dann gilt fast überall (und überall für X=
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(4.2.14) S„(/; .)-/(•) =

und

(4.2.15) MÄ(/; •)-/(•) =
D(h)

Beweis: Der Ausdruck für ß„x(/z) in (4.2.7) kann in anderer
Form geschrieben werden. Mit Hilfe der Formel von Rodriguez
(s. [32, I, S. 175]) erhält man

(4.2.16) JÄPM
x(cos <?)(sin 0)2X J0 = —^ (sin /z)2X+1Pxl}(cos h)

(siehe auch [50, S. 248]) und damit

(4.2.17) -^- j*Ä„*(T)Z>(T)(sin T)-»</T

r) sin T dr .

Nach der Substitution COST=M führt die Formel (siehe [32, II,
S. 176]

(4.2.18) £/V(«) =
ö^

ZU

(4.2.19) -*

Wir untersuchen nun die rechte Seite von (4.2.14). Genau wie bei
der Gleichung (4.1.17) kann man auch hier zeigen, daß das Funk-
tional Yn mit der Integration von 0 bis h vertauscht werden kann.
Daher gilt mit (4.2.6) und (4.2.19)
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Die letzte Umrechnung folgt aus der Voraussetzung (4.1.15) und
(4.2.10). Dies gilt auch für «=0, da YQ(g] x)= YQ(Shf-f\ x} = 0 auf
Sk ist. Daraus folgt (4.2.14) mit dem Eindeutigkeitssatz. Zum
Beweis von (4.2.15) integriert man (4.2.19) und erhält

(4.2.20) -^— ("(sin K)2

tlfl-! Jo

dh

mit (4.2.7). Dividiert man die letzte Gleichung durch 1%), multi-
pliziert mit YH(g\x\ benutzt (4.2.6) und die Voraussetzung (4.1.15),
dann erhält man

[(Sin h)2 dh
Jo

= lBn\v)-l~]Yn(f', x) = Yn{M,f-f; x] .

Auf der linken Seite ist Yn(g\ x}Bn\r)= Yn(MTg; x} und die Integra-
tion von 0 bis 77 kann wieder mit dem Funktional Yn vertauscht
werden ; daher folgt nach dem Eindeutigkeitssatz die Formel (4.2.15).

Die Beziehungen (4.2.14) und (4.2.15) sind grundlegend in den
Beweisen der nächsten Sätze. Sie ersetzen hier die Relation (4.1.19)
im Beweis von Satz 4.1.2.

Satz 4. 2. 4. Für zwei Funktionen f und g aus X sind die folgen-
den Aussagen äquivalent :

(4.2.22) MJ-f
h2

Beweis : MH(f ; x) erfüllt die Bedingungen, die in Satz 3. l an
das singuläre Integral /P(/; x) = Mh(f; x) mit p = l/h gestellt werden.
Zu berechnen ist

l im '~ = Hm *- '
*•»<>+ h2 *-»m- P„x(T)li2D(h)
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Mit der Beziehung ([9, S. 27) und [8, 1142])

(4 2 23) lim *
) 2X + 1

folgt dann

(4.2.24)
h2 2(2X + 3)

Daher folgt die Gleichung (4.2.21) aus (4.2.22) mit Teil a) von

Satz 3.1.

Ist umgekehrt (4.2.21) vorausgesetzt, dann folgt aus der Gleichung

(4.2.15)

(4.2.25) M^;)-/(-)_g(.)

h2D(ti)

wobei

2(2\ + 3") fÄ f77

(4.2.26) jM(h) = 2 \ (sin?7)2Xß??7 \ D(r)(sinr)~2XJT

und limjM(fi) = l. Daraus folgt für A^0 +

MJ-f
-g <JM(K) sup \\M,g-g\\+ \jM(h)-l\ \\g\\ = o(

h2

womit der Satz bewiesen ist.

Bemerkung. Ist die Funktion / aus S3 überall in einer Um-

gebung des Punktes #eS3 definiert und /eZ/^S3), dann definiert

V. L. Shapiro ([66, S. 16]) den verallgemeinerten Laplace-Beltrami-

Operator Ax im Punkte x durch

(4.2.27) ^f(x) = lim

falls der Grenzwert existiert. Ax ist eine Verallgemeinerung des

Laplace-Beltrami-Operators A, denn für jede zweimal stetig in

D(x, K), A>0, differenzierbare Funktion existiert ^f(x) und ist gleich

\x) ([66, S. 18]). Es gilt, wie man sofort sieht,
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Der Grenzwert auf der linken Seite der letzten Zeile unterscheidet

sich also nur um einen konstanten Faktor von ^f(x). Die linke

Seite definiert also (bis auf einen konstanten Faktor) ebenfalls den

Operator \. Diese Definition kann man nun für höhere Dimen-

sionen (fe>3) beibehalten. Die Formel (4.2.22) im Satz 4.2.4 sagt

dann aus, daß der verallgemeinerte Laplace-Operator Ax/ in der

Norm des Raumes X existiert.

Wir kommen nun zu den Mitteln SÄ, die durch (4.2.8) definiert

sind. Analog zu Satz 4.2.4 gilt hier

Satz 4.2.5. Sind die Funktionen f und g aus X, dann sind die

folgenden Aussagen äquivalent :

(4.2.28) - L Y H ( f - , x) = Y.te; *) ;

(4.2.29) Um ||5^=/-J| - 0 .
A - > O r | | ff ||

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir noch einiges über die

Mittel Shf zusammenstellen. Die Mittel SÄ(/; x) bilden kein singu-
läres Integral vom Typ (1.23). Die Integration in (4.2.8) wird nur

über den Rand des Gebietes D(x, h)c:Sk durchgeführt und der Rand

besitzt auf der (k — l)-diinensionalen Fläche Sk das Maß Null.

SÄ(/J x) besitzt aber die wichtigen Eigenschaften (4.2.10) bis (4.2.12).

Nach (4.2.11) ist Sh für jedes A>0 eine beschränkte, lineare Trans-

formation von X in X. Erfüllt eine beliebige, beschränkte, lineare

Transformation T von X in sich die Bedingung Yn(Tf\ x) = tHYn(f\ x),

n = Q, l, • • • , wobei {tn} eine Folge von komplexen Zahlen ist, dann

heißt T eine Multiplikatoren-Transformation oder auch Faktorf olgen-

Transformation. Der Begriff eines Multiplikators wird hier in

Abschnitt 5. l genau diskutiert. Es gilt die Aussage, daß jede Mul-

tiplikatoren-Transformation von L\Sk) in L\Sk) für jedes f^L\Sk)

als Faltung von / mit einem zonalen Maß /^Jfx dargestellt werden

kann ([30, S. 261]). Die Faltung ist durch (1. 18) gegeben.
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Wegen (4.2.10) ist Shf für jedes h>0 eine Multiplikatoren-
Transformation und daher darstellbar als Faltung (1. 18) für alle

Sk). Da alle f^Lp(Sk}y l<p<<*>9 oder /£EC(S*) ebenfalls in

enthalten sind, gilt für alle f^X, daß Shf als Faltung dar-
gestellt werden kann. Dies ist eine Verallgemeinerung des Begriffs

eines singulären Integrals vom Typ (1. 23). Dort wurde die Faltung

mit einer zonalen Z^-Funktion durchgeführt, also mit einem absolut

stetigen zonalen Maß, während Shf die Faltung mit einem nicht

absolut stetigen zonalen Maß aus Mx bedeutet. Shf besitzt außer-
dem die Integraldarstellung (4.2.8).

Beweis von Satz 4.2.5 : Aus den Eigenschaften (4.2.10), (4.2.11)

und (4.2.12) der Mittel SÄ(/; x) ist sofort ersichtlich, daß man bei
dem Schluß von der Aussage (4.2.29) auf (4.2.28) so vorgehen kann
wie im Teil a) von Satz 3. 1. Man erhält dann hier

lim ~Yn(fi x} = Yn(g;x) (n=0, l, 2,
2

Nun gilt wegen (4.2.23)

(4 2 30) lim Pn\™$ti)-Pn\V = n(n+2\]
Pn

x(l)h2 2(2\ + l)

und hieraus folgt (4.2.28). Setzt man umgekehrt (4.2.28) voraus,

dann folgt mit Hilfe der Gleichung (4.2.14) ähnlich wie im Beweis
des Satzes 4.2.4 die Beziehung

h h nA_! •

wobei

Js(K) = 2(,̂ +1) [Aö(T)(sin r)-2Vr , lim js(h) = l .
h £lk-\ ^° ;^0+

Damit folgt wie im Beweis von Satz 4.2.4 die Aussage (4.2.29).

Bemerkung. Der Grenzwert (Shf—f)/h2 ist im wesentlichen
wieder eine Verallgemeinerung des Laplace-Operators auf der Kugel.

Für k = 3 definiert W. Rudin [61, S. 288] einen verallgemeinerten
Laplace-Beltrami-Operator A2 im Punkte #eS3 durch
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,
sin2(Ä/2)

falls der Grenzwert existiert. Man sieht, daß dieser Operator auch
für höhere Dimensionen definiert werden kann und mit lim \_Sh(f ; x)

A-H) +

—/(#)] /A2 bis auf eine Konstante übereinstimmt. Der Operator A2

ist ein Analogon zur Riemann-Ableitung zweiter Ordnung (siehe [15]
und [19, Ch. II]) für Funktionen, die auf der reellen Achse definiert
sind.

Entsprechend dem Satz 4.1.3 erhält man hier

Satz 4.2.6. Für ein f^X sind folgende Aussagen äquivalent:

(4.2.31) \\MJ~ f\ =0(h2) (A-0 + );

(4.2.32) IIS,/-/! =0(h2) (A->0 + );

(4. 2. 33) /GE M(X ;-»(« + 2x)) .

Beweis : Der Satz wird durch Ringschluß bewiesen. Mit Teil
b) von Satz 3.1 schließt man von (4.2.31) auf (4.2.33). Im Beweis
von Satz 4.2.4 erhielten wir (siehe Gleichung (4.2.24)) iK«) =
-H(H + 2\)/(2(2\ + 3)), d.h. f^M(X\ -«(» + 2\)).

Aus (4.2.33) soll auf (4.2.32) geschlossen werden. Dies soll hier
nur für den Raum L\Sh) durchgeführt werden. Die Beweise für
die anderen Räume sind ähnlich, jedoch einfacher. Die Mittel eines
Maßes fju^M(Sk) sind definiert durch

(4.2.34)
D (T)

Es folgt, daß sie überall existieren, zu Ll(Sk) gehören und
<||^||M ist. Außerdem ist Mrd/LL eine stark stetige, vektorwertige

Funktion von O<T<TT in L^S*). Weiterhin gilt ähnlich (4.2.6)

Yn(M4v ; x) = Bn\r) Yn(d^ ;x) (n = 0, l, - - •)

und, falls -n(n + 2x) Yn(f ; x) = 2(2x + 3) Yn(dß ; x) (d.h. /e M (L1 ;
— w(w + 2x))), folgt wie in Lemma 4.2.3 fast überall
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wobei das Integral im Bochnerschen Sinne existiert. Man erhält

(T)(sinT)-2^r = 0(h2) (A

womit (4.2.32) für X=Ll(S*) bewiesen ist.

Setzt man (4.2.32) voraus, dann erhält man nach (4.2.9)

= 0(r2) (r
\\U(r)

womit der Satz ganz bewiesen ist.

Die Ergebnisse der Abschnitte 4. l und 4. 2 lassen sich zusum-

menfassen in der

Folgerung 4.2.7. Für ein f^X sind folgende Aussagen äquiva-

lent :

d) /e M( X ; - n(n + 2x)) ;

b) für f gilt die Darstellung (4.1.25) bzw. (4.1.26) ;

0 \\Wtf-f\\ =

e) \\MJ- f\\=0(h2)
Der Beweis ergibt sich aus einer Zusammenfassung der Sätze

4.1.3 und 4.2.6 und Lemma 4.1.5. Analoge Ergebnisse erhält man

bei Entwicklungen in mehrdimensionalen Fourierreihen für Funk-

tionen, die auf Tk= (x ; x^Ek, —n<xj<nj j = l, 2, • • - , k} definiert

sind (s. [54]).

4. 3 Das singuläre Integral von Abel-Poisson.
Dieses Integral wurde schon im Kapitel 2 (2.1.10) definiert durch

(4.3.1) A,(f; *) = -
"(l-2r(x,

für alle f^X und 0<r<l. Der Kern

(4.3.2) pr(u) = -

ist nicht negativ (siehe (2.1.16)), besitzt die Darstellung (1.4) und

die Eigenschaft (2.1.17). Das Analogon zu (4.1.5) lautet hier mit
r=e~*
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(4.3.3) - PrL(*, y)lPrJL(y, *)]<fcOO = pr^\_(x, *)]
k

Weiter gelten (siehe Satz 2.1.1) für alle f^X die Beziehungen

\\Arf\\<\\f\\, 0<r<l, und lim ||Ar/-/|| = 0. Aus der Darstellung

(2.1.9) folgt

(4.3.4) Yn(Arf; x) = r"Yn(f; x) (»=0, l, .••).

Ar(f; x) bildet ein singuläres Integral vom Typ (1.23), wenn man

p = l/(l — r), r->l — , setzt. Setzt man r=£~* und Ar(f\ x) = (Vtf)(x)

für alle /eJT, dann bildet (Vt\ 0<^<oo} eine stark stetige Halb-

gruppe von positiven Kontraktionsoperatoren des Klasse (C0) von X

in sich im Sinne von Abschnitt 4. 1.

Satz 4.3.1. Für zwei Funktionen f und g^X sind die folgenden

Aussagen äquivalent :

(4.3.5) -nYn(f; x) = Y„(g; x} (« = 0, l, -) ;

(4.3.6) lim |M"^~-f-g|| = 0 .
r->i- ( l ^ — y II

Beweis : Eine Anwendung des Satzes 3. l, Teil a), zeigt, daß

wegen

(4.3.7) lim ̂ =A = -n (« = 0, l, •••)
r-«- —

aus (4.3.6) die Aussage (4.3.5) folgt.

Aus (4.3.5) ergibt sich wie im Beweis von Satz 4.1.2 (es ist nur

— n(n + 2\) durch — n zu ersetzen) die Beziehung (vgl. Abschnitt 4

in [5] für S2)

(4.3.8) Arf-f

und damit

1-r

Daraus folgt für
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1-r
< —sup \\Apg-g\\- 1 +log r

1-r

womit (4.3.6) gilt.

Eine weitere äquivalente Aussage zu (4.3.5) oder (4.3.6) bildet

Lemma 4.3.2. Sind f und g aus X, dann gilt die Beziehung

(4.3.5) genau dann, wenn f darstellbar ist durch

(4.3.9)

mit

(4.3.10) A (l, 0 = (T - ^^ - -ll —
JoL(l-2^ + r2)x+1 Jr

und

Dieses Lemma wurde von P. L. Butztr und Cl. Müller [21]

bewiesen, ß. Muckenhoupt und E. M. S^m [49, S. 80/81] haben

gezeigt, daß die Funktion A(l, 0» definiert durch (4.3.10), die Beding-
ungen (4.3.11) erfüllt und die Gegenbauerentwicklung

(4. 3. 12) A(l, f) ~ S — H±^ Pn\t]n=i n X

besitzt. Daher folgt aus (4.3.5) die Darstellung (4.3.9) nach dem

Eindeutigkeitssatz. Die Umkehrung gilt auf Grund des Faltungs-

satzes. Für 27r-periodische Funktionen /($), 0<$<27r, geht (4.3.9)

über in

Entsprechend zu Satz 4.1.3 und Lemma 4.1.5 hat man

Satz 4.3.3. Für ein festes f<=X sind die folgenden Aussagen

äquivalent :

a) f ^ M ( X ] -n);
b) \\Arf-f\\=0(l-r] (r-»l-)i
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c) im Falle X=C(Sk) besitzt f(x) überall die Darstellung (4.3.9)
mit g^L°°(Sk\

im Falle X=Lp(Sk), l<p<ooy besitzt f(x) fast überall die Dar-

stellung (4.3.9),
ist X=L1(Sk), dann existiert ein Maß //,eM(S&), so daß fast

überall gilt

/(*) = F0(/; *)--
l

Beweis : Aus b) folgt a) nach Teil b) des Saturationssatzes 3.1,
wenn man (4.3.7) berücksichtigt. Für f^Lp(S*)9 !<^<oo, folgt b)
aus a) mit der Identität (4.3.8). Ist /eC(SÄ), dann gilt (4.3.8) mit
g<=L°°(Sk). Für X=Ll(Sk} kann man aus a) wie im Beweis von
Satz 4.1.3 zeigen, daß fast überall gilt

mit

Damit folgt b) aus a) auch für X=C(Sk} und X=L\S*). Die Äqui-
valenz von a) und c) folgt in allen Räumen X wie im Beweis von
Lemma 4.3.2, womit Satz 4.3.3 bewiesen ist.

Folgerung 4.3.3. Die Saturationsordnung des Singularen Inte-
grals Ar(f\ x) ist O(I — r} für r-»l— und seine Saturationsklasse ist
gegeben durch M(X\ —n).

Im Falle der Funktionen, die auf dem Einheitskreis definiert
sind, ist die Saturationsklasse des singulären Integrals gegeben

durch alle Funktionen, deren konjugierte Funktion / (s. [74, Ch. III])
einer Lipschitzbedingung genügt d.h. \\f(9 + h)—f(9}\\ = O(h\ &-^0 + ,
([13], [11], [70, I], [19, See. 2. 4]). Ähnliche Charakterisierungen
gelten für zonale Funktionen auf Sk, was im Abschnitt 5. 4. dieser
Arbeit bewiesen wird.

Als weitere Anwendung betrachten wir ein singuläres Integral,
welches dieselbe Saturationsklasse wie Ar(f\ x) besitzt.
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4. 4. Das Summationsverf ahren von Cesäro.

Dieser Summationsprozeß wurde in Abschnitt 2. l in Formel

(2.1.2) definiert durch

(4.4.1) ^(/; x) = (A^ 2 A£-HYn(f; x)

und dort schon ausführlich untersucht. Daher beginnen wir hier
mit dem Saturationssatz für die Mittel ö>.

Setzt man p = N und q>(p) = N~~\ dann gilt wegen (s. [74, S. 77])

die Beziehung (s. [20, S. 388])

(4.4.2) lim N-^l-AZ-JVLSft = -an (n=Q, l, •••).

Falls nicht anders angegeben, wird von jetzt ab immer a>\ vor-
ausgesetzt.

Satz 4.4.1. Für ein f aus X gilt

(4.4.3) lk£/-/|| = O(AT-) (A^-^oo)

genau dann, falls f^M(X\ —an) ist.

Beweis : Aus (4. 4. 3) folgt wegen (4. 4. 2) mit Teil b) des Satzes

3.1 wieder f^M(X\ —an). Um die Umkehrung zu beweisen, be-
nutzen wir die Identität (z.B. [74, S. 269])

(4.4.4) <rfl(f',x)-<r»*Xf;x)

Nehmen wir speziell den Raum X=C(Sk\ dann existiert nach Vor-
aussetzung eine Funktion g^L°°(Sk), so daß gilt — anYn(f; x) =

Yn(g\ x\ « = 0,1,2, ••• . Hiermit folgt aus (4.4.4)

(4.4.5) cr/W; x)-<r£L\(f\ x] = ~

und daraus
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{A A K\ Q5+i/ f . /v,\ *+!/ f . M\ V 1 r.rr-
Q}+:1Y -f • \\ sv^^^f f * fr\\

V*" •*• ^/ ^ N-i \J > •*'} ^N \J ' "™) — x i L^Z \J > -^) ^-l—"L\J ) ^/J

a

Also gilt

«-H /" . t f + l - r i i ^X J—VN J\\c<1 a

a

wobei MÄ die Konstante aus (2.1.6) und die rechte Seite unabhängig

von N,, ist. Daher kann man dort den Grenzübergang lim durch-

führen und man erhält wegen (2.1.8) die Beziehung

(4.4.7) l!/-ö>hl/l|c =

Damit ist (4. 4. 3) mit (a + 1) an Stelle von a bewiesen. Mit der

folgenden Identität kann man leicht von a + 1 auf a schließen. Es

gilt (s. [74, S. 269])

(4.4.8) ^(/; x) = cr^V; *)+ 1 (A£)-* 2

und damit nach Voraussetzung

(4.4.9) o-^(/; ^) = o£+1(/; ̂ )

Mit (4.4.7) erhält man dann

va(N+ a

womit (4.4.3) für X=C(Sk) bewiesen ist. Der Beweis in den anderen

Räumen verläuft ähnlich. Diese Beweismethode wurde schon in

[73], [2], [34] und [24] benutzt. Satz 4.4.1 folgt auch aus den

Ergebnissen in [24].

Eine Grenzwertbeziehung wie in Satz 4. 3. l ist auch hier gültig.

Man erhält hier

Satz 4.4.2. Für zwei Funktionen f und g^X sind die folgenden

Aussagen äquivalent :
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(4.4.10) -anYH(f; x) = Yn(g\ x) (»=0, l, •••) ;

(4.4.11)

Beweis: Der Schluß von (4.4.11) auf (4.4.10) ist klar. Zum
Beweis der Umkehrung geht man wie im Beweis des Satzes 4.4.1

vor. Aus (4.4.10) folgt mit (4.4.6) und A^oo

a

wobei die unendliche Reihe in der Norm konvergiert. Für die Folge

{cN}%=19 definiert durch

r _ \r \nC ~
gilt nun limcN=l. Daher folgt aus

f_f-\_ .** + !
a

a

sofort für N-^oo

(4. 4. 12)
a

a />^+i a

wegen (2.1.8). Weiter folgt aus (4.4.9)

a

1 -g.

Dies ergibt mit (4.4.12) und (2.1.8) Aussage (4.4.11).

Für die Cesäro-Mittel von Fourierreihen wurde die Grenzwert-

ziehung (4.4.11) in [20, S. 388] für alle a>X-0 bewiesen. Das

Ergebnis wird dort durch eine Anwendung eines allgemeinen Satzes

für singuläre Integrale gewonnen.

Wir formulieren hier noch den Saturationssatz als
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Folgerung 4.4.3. Das singuläre Integral <r£(f;x), a>\, von
Cesäro besitzt in den Räumen X die Saturationsordnung O(N~l),

N-*o°, und die Saturationsklasse M(X\ —an).

Man sieht an den Ergebnissen der Abschnitte 4. 3 und 4. 4, daß

die Saturationsklassen der singulären Integrale von Abel-Poisson und
Cesäro übereinstimmen und daß die Klassen gleich sind, die eine
Grenzwertbeziehung für eins der Integrale zulassen.

5. Funktionenklassen auf der Kugel

5. 1. Das verallgemeinerte singuläre Integral von Weierstraß.

Das verallgemeinerte singuläre Integral von Weierstraß wurde
von S. Bochner [7, S. 84] eingeführt. Für f^X ist es definiert durch

(5.1.1) Wt*(f\ x] = x^+'^y.C/; x)
n^Q

wobei die unendliche Reihe absolut und gleichmäßig auf Sk für jedes

t>0 konvergiert. Eine andere Schreibweise ist

(5. 1. 2) W*(f ; *) = -U wt*l(x, y)-]f(y) ds(y)
H* Js

mit dem Kern wt
K(cos9}, der dargestellt wird durch die Reihe

(5.1.3) wt
K(cos 0) = S e'^n+2^Kt^±^Pn\cos 6}

Für K=! fällt dieses Integral mit Wt(f\x) zusammen, welches in
Abschnitt 4. l behandelt wurde. Sehr viele Eigenschaften von Wt

sind auch für Wt* gültig. Für wt*9 0</c<l, an Stelle von wt gilt
wieder (4.1.3) (s. [7] ,und [9, S. 47]), (4.1.4) und (4.1.5). Weiter

hat man für alle /eJT, OO<1,

(5.1.4) \\Wt*f\\ < \\f\\ (*>0), li
;->o +

Der Beweis läßt sich direkt aus Abschnitt 4. l übernehmen. Für

den Grenzwertsatz und den Saturationssatz benötigt man noch die

Faktorfolge

(5.1.5) {^(n) = -[«(» + 2X)]"; » = 0, 1,2, •••} ,
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die die cÄ-Klassen bestimmt. Zu bemerken ist noch, daß die Menge
von Operatoren {Wt*9 0<£<oo} für 0 <#<! eine Halbgruppe von

Kontraktionsoperatoren der Klasse (C0) bildet.

Das Analogen zu den Sätzen 4.1.2 und 4.1.3 lautet

Satz 5. 1. 1. d) Für zwei Funktionen f und g aus X sind folgende

Aussagen äquivalent :

(5.1.6) -[n(n + 2\)JYn(f', x) = Yn(g; x) ;

(5.1.7) lim '•-V-.- g = 0.
*-*> + H f

b) Ist /eJT, tfaftft g£# f^M(X\ — [«(« + 2X)]*)

(5.1.8) l|Wr
f'/-/|| = 0(0

Es bleibt noch übrig, Eigenschaften der Klassen M(X\ — [n(n +

2X)]K) anzugeben, und die Klassen der Funktionen / zu untersuchen,

die durch (5.1.6) oder (5.1.7) bestimmt sind und in den Fällen
Ll(S*) und C(Sk) in M(X\ -\n(n + 2\}J) enthalten sind. Da ähnliche

Funktionenklassen bei der Behandlung des verallgemeinerten singu-

lären Integrals von Abel-Poisson auftreten, wird diese Frage dort
untersucht.

5. 2. Das verallgemeinerte singuläre Integral von Abel-Poisson.

Als Spezialfall der allgemeinen Untersuchungen von S. Bochner
([9, S. 43-47]) definieren wir das verallgemeinerte singuläre Integral
von Abel-Poisson für 0<7<1 durch

(5.2.1) W; *) = 2 exp [-^]F,(/; x) (/e JT, t >0).
n=0

Der Fall <y = l ist wieder das spezielle Integral von Abel-Poisson,
das wir in Abschnitt 4. 3 eingeführt haben. Es wurde r=e~t gesetzt ;

diese Bezeichnungsweise wurde hier beibehalten. Man kann V?(f\ x)

ebenfalls als Faltungsintegral mit einem Kern v? schreiben, der

gegeben ist durch

0) =

Auch für diesen Kern gilt wieder ü,Y(cos0)>0, 0<y<l,
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0<0<7r. Diese wichtige Eigenschaft wurde in [9, S. 43-47] und

[45] bewiesen. Sie folgt aus der Positivität für y = l (Formel (4.3.2))

und der Tatsache, daß die Funktion y "vollständig monoton" auf

(0, oo ) für 0<7<1 ist. Für den Kern v? gilt auch (2.1.17) und

(4.3.3). Die Operatoren V? bilden ein Summationsverfahren, denn

für alle / aus X gilt

(5.2.2) II 17/H < U/H (f>0); lim||J7/-/|| = 0.
£->0 +

Die Familie {17, 0<£<oo} bildet ebenfalls eine Halbgruppe von

Kontraktionsoper atoren der Klasse (C0). Die Faktorfolge {\Jr(rij} aus

(3. 2) ist hier gegeben durch

(5.2.3) {+(n) = -n\ » = 0,1,2, •••} .

Satz 5.2.1. d) Sind f und g Funktionen aus X, dann sind fol-

gende Behauptungen äquivalent :

(5.2.4) -ri»Yn(f;x) = Yn(g;x) (n=0,l , . . -) ;

\\Vff-f I I
(5.2.5) lim "g =°-

b) Für ein f^X sind die folgenden Aussagen äquivalent :

(5.2.6) f

(5.2.7) I

Wir untersuchen nun die Klassen M(X\ —ri1) für alle 7>0 und

M(X\ — [H(n-h2x)]K), K>Q. Unter anderem erhalten wir, daß diese

Klassen für <y = 2/c übereinstimmen, d.h. die Saturationsklasse von

T7", 0<«<l/2, ist gleich der Saturationsklasse von Wt* für diese

Werte von K.

5. 3 Klassen von Funktionen auf Sk.

Die Klassen M(X; -»"0, 7>0, und M(X\ -[«(«4-2X)]«), ^>0,

werden hier untersucht. Außerdem betrachten wir die zugehörigen

Unterklassen von Funktionen, die in den Sätzen 5.1.1 a) bzw. 5.2.1

a) für die singulären Integrale Wt
K bzw. V? auftreten. Es sind dies

(5.3.1) Ma(X-, ^(n)) = {ftEX-, gtEXmit ^(n)YH(fi x} = Yn(g; x)},
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wobei ^r(n)=~n\ y>0, bzw. ̂ (n)= -\n(n + 2\}J, /c>0, ist. Defini-

tionsgemäß gilt Ma(L
p\ ^(ri)} = M(Lp\ ^(n)) im Falle l<p<°°. In

den Räumen X=Ll(Sk) und X=C(Sk) sind die Ma(X] ^(n)} echte

Unterklassen von M(X\ ^(ri)).

Wir benötigen nun den Begriff eines Multiplikators. Sind Y und

Z zwei Räume von Funktionen auf Sk (hier die Räume C, Lp(l<p

<°°), M, die sonst mit C(Sk), Lp(Sk) oder M(Sk) bezeichnet wurden),

dann definiert man einen Multiplikator wie folgt (siehe [4, II, S.

240]) :

Definition. Eine Folge von reellen oder komplexen Zahlen (an ;

»=0, l, 2, — } heißt ein Multiplikator von Y in Z, falls gilt: Hat

/eF die Laplaceentwicklung

(5.3.2)
«=o

dann existiert ein g^Z mit der Entwicklung

(5.3.3)

Ist F oder Z gleich M (oder beide), dann ersetzt man in den For-

meln (5.3.2) bzw. (5.3.3) / durch dp oder g durch dv (oder beide).

Man schreibt {an}^(Y,Z).

Bemerkung1. Im Unterschied zu [4] wurde hier der Faktor

X/(» + X) in S ( g m , x ) hinzugefügt. Dies geschah wegen der Eigen-
schaft (1. 15) der Faltung.

Ist Y=Z=C oder L\ dann gilt {a„}e(C,C) oder {aH}t=(L\ L1)

genau dann, wenn die Folge {an} die Gegenbauer-Stieltjes-Koeffizi-

enten eines Maßes ^eMx sind, d.h. es existiert ein Maß ^eJfx, so

daß gilt (vgl. Formel (1.19)): an = ji(n\ « = 0 ,1 ,2 ,— (siehe [30, S.

254 u. 261]). Satz 1.5 ergibt (C, C)d(Lp, Lp), l<p<oo. Nach

dem Satz von Riesz-Fischer ist jede Folge {an} mit |Xan/(« + X)| <M,

n>0, in (L\ L2}.

Wir wollen noch den Fall Y=Z=M untersuchen. Hier gilt das

gleiche Ergebnis wie bei C und L\ wie es auch bei Fourierreihen

gültig ist (s. [74, S. 176] und [37, See. 20. 2]).
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Lemma 5.3.1. Eine notwendige und hinreichende Bedingung da-

für, daß eine Folge [an, n=Q, l, 2, •••} zur Klasse (M, M) gehört, ist

daß die an die Gegenbauer-Stieltjes-Koeffizienten eines zonalen Maßes

[jb(0) sind (d.h. an besitzt die Darstellung (1. 19)).

Der Beweis beruht auf der folgenden Aussage : Die Glieder der

Folge {an} besitzen die Darstellung (1. 19) genau dann, falls
a) für die Cesäro-Mittel

ow(*) = G^r1 2 AZ-nanPS(cas 0) (a
«==0

gilt

(5.3.4) I W I k x ^ M , (N=Q,l,-\

oder b) für die Abel-Mittel

die Bedingung

(5.3.5) \\Vr\\l>x<M2

erfüllt ist.

Der Beweis verläuft wie bei Fourierreihen (siehe [74, S. 137 u.
148] für a) und [74, S. 149] für b), und zwar die Notwendigkeit von

(5.3.4) oder (5.3.5) aus dem Faltungssatz, die Hinlänglichkeit wie
im Beweis von Satz 3. l, Teil b) für den Raum L\Sk). (Für die

Fejer-Mittel und X = l/2 wurde dies schon in [16] bewiesen).
Beweis von Lemma 5. 3. l : Ist {an} e (M, M), dann transformiert

{an} die spezielle Reihe

»=o X

die wegen (1. 4), (2. 1. 17) und der obigen Aussage eine Stieltjes-

Reihe ist, in die Stieltjes-Reihe

2.
woraus folgt, daß jedes an, n = Q, l, • • • , die Darstellung (1.19) be-
sitzt, womit die eine Richtung der Aussage bewiesen ist. (Die
Funktionen Yn(djjL; x) in (5.3.2) und (5.3.3) sind hier die zonalen
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Funktionen [(« + X)/X] PH\cos ö)).
Existiert umgekehrt ein zonales Maß //,(<?), so daß (1.19) gilt,

dann bildet man die Cesäro-Mittel <r£(dv\ x) = (K£*dv)(x) eines belie-

bigen Maßes v aus M. Die Faltung dieser Cesäro-Mittel mit dem
zonalen Maß //, besitzt die Entwicklung

K^OJ J . „T V/...A X; x] =
n-\-\

N

d.h. [_(K£*dv)*dfjt](x) sind die Cesäro-Mittel der Entwicklung

(5.3.6) n

und es gilt

||(tf>*0^

wegen Satz 1.5, Satz 1.4 und (2.1.6). Aus der obigen Aussage folgt

direkt, daß (5. 3. 6) die Entwicklung eines Maßes aus M ist.

Es gilt also (vgl. auch [39, S. 222-231]).

(5.3.7) (M, M] = (C, C) = (L\ L^L*, £*)c(£', L2) (l<p<oo).

Als Anwendung von Lemma (5.3.1) beweisen wir

Lemma 5.3.2. Die Folge

bildet für jedes reelle K die Koeffizienten eines zonalen Maßes aus M.

Beweis. Die Methode ist [71, S, 465] entnommen. Es ist für

» = 1,2,-

}-- n

da die Funktion /K(^) = (! + ;)-* beliebig oft differenzierbar ist für

t>— 1. Man multipliziert die letzte Gleichung mit (» + X)/X. Das
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erste Glied der rechten Seite: (« + X)/X, bildet die Koeffizienten
eines beschränken Maßes, wie oben gezeigt wurde und die Glieder
(H + X)/»* (a>0) sind die Gegenbauer-Koeffizienten einer Z^-Funktion

(siehe [4, I, S. 202/203]). Der letzte Ausdruck bildet wegen

^1 i f c2\+2)/£ \ i (2X)2X+2

<r- XH **-\K> ^v P vi ^ i <^ /r f*r ~\ "\ v1
J^N. y^ [ JL „ \ / l ^^ 1\ > / ' '

die Koeffizienten einer absolut konvergenten Reihe (es wurde (1. 6)

und |/*C2X+2^01 <#'(*, *0> 0<^<2X, benutzt). Daher sind cn
K die

Gegenbauer-Stieltjes-Koeffizienten eines zonalen Maßes.

Dieses Ergebnis führt zu

Satz 5.3.3. Die Klassen Ji(X] -n2K) (bzw. Ma(X\ -n2")) und

M(X\ — [w(^ + 2X)]K) (bzw. Ma(X; — W^ + 2x)]K)) (K>Ö) sind gleich.

Beweis: Wir untersuchen zuerst den Fall X=L1(Sk) für die
Klassen M. Ist/aus M(U ; — n2X), dann existiert nach der Definition
ein Maß ^ aus M, so daß gilt

-n2KYn(f-, x) = Yn(d^ ; x) (n=0, l, -).

Daraus erhält man für w = l, 2, •••

,;*)

Nach Lemma 5.3.2 sind die c~K die Koeffizienten eines zonalen Maßes
und aus Lemma 5.3.1 folgt, daß ein Maß //,2 aus M(Sk) existiert,
so daß gilt

; x) = Yn(dfr ; x) (» = l, 2,

Mit YQ(d^2] x} = 0 nach Voraussetzung folgt, daß / in M(Ll; —

2X)]K) enthalten ist.
Ist umgekehrt f^M(Llm, — [^(^ + 2X)]K), dann erhält man aus
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-\n(n + 2\}JYn(f; x) = Yn(d^ ; x) (»=0, l,

die Beziehung

und damit ist / aus M(Ll ; — n2*).

Der Beweis für die anderen Räume und Klassen folgt aus der

Tatsache, daß die Folge {cn*} in (C, C) und (Lp, Lp} (l<p<°°)

enthalten ist (siehe Lemma 5.3.1 und (5.3.7)).

Wir kommen nun zu Anwendungen auf fraktionierte Integration.

R. Askey und St. Wainger ([4, I, S. 218/219]) haben die sphärische

fraktionierte Integration der Ordnung a, 0<a<2x + l, für die Funk-

tionen g aus Ll(Sk) definiert durch

wobei die zonale Funktion ka aus L^ durch die Entwicklung

ÄÄ(cos ff) - S ̂ ^ C»(«-i-2X)]-^aPli
x(cos ö)

definiert ist. Der Fall a = 2 wurde schon in Abschnitt 4.1, Lemma

4.1.5, untersucht; die Funktion k2(cos&) stimmt mit &(1, cosö) in

(4.1.27) überein.

Ia(g l x) besitzt wegen der Darstellung für ka(cos 9} die Ent-

wicklung

i.(g; x) - c+ g [»(»+2x)]-^ylite; x) .

(Diese Definition erfüllt im Gegensatz zu den von N. du Plessis [58]

die Halbgruppen-Eigenschaft Ia+ß(g; x) = I„(Ißg', x)).

Aus dieser Definition folgt z.B., daß alle Funktionen aus der
Klasse Ma(X\ ~[n(n + 2\}~Y) sich bis auf eine Konstante als fraktio-

niertes Integral der Ordnung 2/c darstellen lassen. Für die Satura-

tionsklasse M(X\ — [^(^H-2X)]K) des verallgemeinerten Weierstraß-

integrals Wt* gilt als Verallgemeinerung von Lemma 4.1.5

Lemma 5.3.4. Für ein f^X gilt f^M(X\ — [w(« + 2\)]*) genau

dann, wenn
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für f^C(Sk) gilt f ( x ) = Y 0 ( f ; x)-(k„*g)(x) mit
für ft=L*(S*), KjK°o, gilt f(x)=Y,(f\x)-(k„*g)(x) mit g<=L*(S*),
für f^Ll(S*) gilt f(x)=Y.(f\ x)-(k„*dti(x) mit ^ejf.

Der Beweis folgt sofort aus der Definition des Integrals !#.
Als Anwendung von Lemma 5. 3. 2 oder Satz 5. 3. 3 erhalten wir

Satz 5.3.5. Die Funktion f aus Ll(Sk) ist darstellbar als frak-
tioniertes Integral der Ordnung a>0 einer Funktion gl^Ll(Sk) genau
dann, wenn f fast überall die folgende Darstellung mit einer Funktion

k) besitzt:

f(x) =

Art(cos 0) ~ 2 --
«=i

Die Funktion A^ wurde ausführlich in [49, S. 81] und in [4, I]
untersucht. ha besitzt die Darstellung

- (T
a J o Lr(a)JoL(l-2r

ha(cosd) ist stetig auf 0<0<?r und außerdem ist ||Afl,||^ix<00 für
l<^<(2\-hl)/(2\ + l-a). Für a>2X + l ist AÄ(cosö) sogar stetig
auf [0, 7t\ (s. [4, I, S. 214]). Für a = l ist A1(cosö) = A(l, cosö) nach
Formel (4.3.12).

Folgrerung1 5.3.6. Alle Funktionen f aus der Klasse M(X; —n2*)
bzw. M(X\ — [_n(nJr2\)~]K) sind darstellbar in der Form

f(x) = Y0(f;x)-I*(g;x) + c

mit g^L*(S*), falls f^Lp(Sk), l<p<ooy und g^L°°(S*)9 falls /e
C(Sk), oder

falls f^L\Sk} mit ^^M(Sk} und I^d^ ; x) = (h^d^(x) ist,

5. 4. Charakterisierungen für zonale Funktionen.

Hier werden noch einmal die Klassen Ma(X\ —n) und Ma(X\
— n(n+2\}} untersucht, wenn wir zusätzlich voraussetzen, daß die
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Funktionen zonal sind. Die Ergebnisse entsprechen denen für perio-

dische Funktionen. Die dort auftretende zweite Ableitung wird hier
durch den Laplace-Beltrami-Operator für zonale Funktionen auf der
Kugel ersetzt, die konjugierte Funktion durch ihre Verallgemeiner-
ungen von B. Muckenhoupt und E. M. Stein. Wir beginnen mit dem
letzten Fall und der Klasse Ma(X; -n). Wegen (1.12) und (5.3.1)
ist dies die Klasse aller zonalen Funktionen f^X, für die eine zonale
Funktion g^X existiert, so daß —nf(ri) = g(ri), ^=0,1,2, • • • , gilt.

Nach B. Muckenhoupt und E. M. Stein [49] führen wir zunächst
die verallgemeinerten konjugierten Funktionen ein. Für Funktionen,
die auf dem Einheitskreis in E2 definiert und in eine Cosinusreihe
entwickelbar sind, d.h.

S f(n) cos «0 (0 < 0 < TT),

ist das Poisson-Integral von / gegeben durch (hier ist xl = r cosö,
x2 = r sin <9)

«(*i > x2) = 2 f(ri) rn cos nff (0 < r < 1),
«=o

welches im Inneren des Einheitskreises x1
2j

rx2
z = l harmonisch ist

und für r-» l— die Randwerte f(ff) annimmt. Die zu u konjugierte
harmonische Funktion v(x1 , x2) ist gegeben durch

v(xl , x2) = 2 («) rn sin n6 .
n=i

Der Grenzwert von v(x19 x2} für r-» l— existiert fast überall und

wird mit ?(&) bezeichnet.
Im Ek bezeichnet man k Funktionen u19 u2, • • • , uk zueinander

konjugiert, falls sie den verallgemeinerten Cauchy-Riemann-Differen-

tialgleichungen genügen

(5.4.1) S3^ = 0; ^i=^i ((x„ xt, -, x„)e=E*).
•=i 9 :̂z- o^j 9^z-

Nimmt man speziell Funktionen u^ , die invariant bei Rotationen um
die x^- Achse sind, d.h. radial in den Variablen (x2, • • • , xk), und setzt
man y = (x2 + x2 + • • - + #/)1/2, ^ - ^, ^(^ , • • • , xk) = u(x, y) und ufa , • • • ,xk)
= -xly~c2^v(x,y) (1=2, -, fe; 2x = Ä-2) (diese spezielle Wahl ist
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möglich), dann geht (5.4.1) über in

vx = —yzxuy ; vx = y2Xux .

In Polarkoordinaten jt: = rcos<9 und y = rsinO erhält man

(5. 4. 2) rvr = - (r sin 9)2X UB] ve = r(r sin <9)2A ur .

Besitzt nun /(#) die Entwicklung nach Gegenbauer-Polynomen

mit dem Poisson-Integral

(5. 4. 3) Vr(f ; 0) = 2 /(H) r" P„x(cos 0) (0 < r < l, 0 < 0 < TT),
»=o

dann ist das konjugierte Poisson-Integral Fr definiert durch

(5.4.4) Vr(f\ 0) = 2\(n+2\)-lf(n)rnsindP^l(cosO)

Setzt man u=Vr(f\0\ v=y2XVr(f; 0), dann erfüllen u und # die

Differentialgleichungen (5.4.2). Weiter gilt

Satz 5.4.1. Ist f^Lx
p, l<p<°°, dann gilt:

a) \\Vrf\\p,x<Ap\\f\\p>x.

b) Es existiert eine Funktion f(9}^Lx
p mit

und

c) lim Vr(f ; ö) = f(ff) für fast alle 6.

Dies ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von M. Riesz.

Mit Hilfe dieses wichtigen Satzes 5.4.1 beweisen wir nun

Satz 5.4.2» Sind die Funktionen f und g aus Lx
p, !<

bzw. Cx, dann gilt

(5.4.5) -nf(n) = g(n) (»=0, l, -•)

genau dann, wenn f aus Lx
p ist, (sin 0)2X/(<9) absolut stetig auf [0, TT]

ist, in den Punkten 0 und n verschwindet, und wenn gilt
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(5.4. 6) [(sin 6)^ fa)] = - (sin d)^g(6)
du

Beweis : Wir nehmen an, daß für zwei Funktionen / und g aus
L.K

P (5.4.5) erfüllt ist. Wie oben erwähnt, genügen die Funktionen
«= Vr(f; 9} und v = (r sinO)2XVr(f; 9} den Gleichungen (5.4.2). Aus
der zweiten erhält man

(5.4.7) J[(rsinörFr(/; 0)] = r(r smO)»j-Vr(f; 9}

wegen (5.4.3) und (5.4.5). Wir behandeln nun den Fall L^ (Sind/
und g aus LK

P
9 p>l, dann sind sie ebenfalls aus Lx

l). Aus (5.4.5)
folgt, daß / die Darstellung

/O?) = /(O) -/,(*; cos 0) + c

besitzt. Dies ist die Aussage der Folgerung 5.3.6 oder Lemma 4.3.2.
Nach Satz 5.3.5 ist I±(g ; cos 9} = (g"2*Ai)(cos 9) mit einer Funktion

und h^LK
p mit l<Xx)<l + (l/2\), woraus IM^II&lkx

x, also /e£,/ für ein p(\)>l folgt. Nach Satz 5.4.1 ist auch
*, p(\)>l, also f^L^. Integration von (5.4.7) liefert

(sin 0r W; 0) = - f(si
Jo

sin T
o

Für r->l — konvergiert die linke Seite nach Satz 5.4.1 c) fast über-
all gegen (sin 9}2Kf(9). Wegen

(5.4.8)

konvergiert die rechte Seite der Gleichung überall gegen
r9

— l (sinT)2X^(r)^T, also gilt fast überall
Jo

(5.4.9) (sin 6}2Xf(d) = - (' (sin r)2X^(r) Jr.
Jo

Für d = 0 ist die rechte Seite Null und für 9 = n gilt dies ebenfalls,
da g(0) = 0 ist. Außerdem folgt fast überall
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- [(sin (?) */(<?)] = - (sin 0)

und die eine Richtung von Satz 5.4.2 ist für L* bewissen. Sind/
und g aus Z,/, p>l bzw. aus Cx, dann folgt diese Richtung des
Beweises entsprechend.

Es ist also noch die Umkehrung zu beweisen. Aus der Bezieh-
ung (5.4.6) erhält man

g(n) = c(n, X)

= -c(», X)

Partielle Integration der rechten Seite führt zu

(5.4.10) g(ri) = -2\c(n, X) ("(sin 0)2X+1/(0) PJ£i
Jü

wenn man berücksichtigt, daß (sin 0}2Kf(9) für (9 = 0 und Ö = TT ver-
schwindet und (4.2.18). Nun ist (sin 9}2Xf(9} absolut stetig und
besitzt die Darstellung (5.4.9).

Daraus folgt

1 7(0)

und daher /eV für ein p(\) mit 1<^(X)<1 + (1/2X). Die Funk-
tion / ist also hier in Lx

p für ein p > l, wenn / nur aus L^ voraus-
gesetzt ist. Damit gilt

(5.4.11) [/(0)- Vr(f ; Ö)]P^i(cos 0)(sin ff)

für r->l — , wobei p=p(\)>l ist. Wir untersuchen nun

(5.4.12) -2Xc(w, X) T K(/ ; 0)P^i(cos 0)(sin e?x+1dd .
Jo

Setzt man für Vr(f\ff) die Reihe (5.4.4) ein, integriert gliedweise,
berücksichtigt die Orthogonalität der Funktionen jPJli(cosö) bezüg-
lich der Gewichtsfunktion (sin(9)2cx+1) und die Beziehung ([32, I, S.
177])
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dann ist (5.4.12) gleich

-C(n, \).®*y-f(n)r*-[c(n-l, X + l)]"1 - -nf(ri)rn .

Wegen (5.4.11) konvergiert dies gegen die rechte Seite von (5.4.10),

also ist —nf(ri) = g(ri)y womit der Satz bewiesen ist.

Dieser Satz ist ein neues Ergebnis. Kur im Falle X = l/2 (Le-

gendre-Polynome) und L\/2 ist eine ähnliche Aussage ohne Verwend-

ung konjugierter Funktionen bekannt (s. [37, S. 611]). Führt man

in den Ergebnissen von Satz 5.4.2 formal den Grenzwert X-^0 +

durch, dann werden die f(n) und g(ri) wegen (1.5) die Koeffizienten

einer Cosinusreihe und (5. 4. 6) geht in das bekannte Ergebnis

^f(0}=~g(0} über (vgl z.B. [19, See. 1.5]).

Als letzten Fall untersuchen wir die Klasse Ma(X\ — n(nj
r2\)).

Satz 5.4.3. Sind die Funktionen f und g aus LK
P, !<^<oo oder

CK, dann gilt

(5.4.13) -n(n + 2\)f(n) = g(n) (n=Q, l, 2, -)

genau dann, wenn f(ff) lokal absolut stetig auf (0, TT) ist, die Funktion

(sind)2X(d/dö}f(8) absolut stetig auf [0, TT] ist und in den Punkten 0

und n verschwindet, und wenn gilt

(5. 4. 14) -| [(sin 0)*-%- /((?)] = (sin ffTg(ff) .
du au

Beweis : Die Differentialgleichung (1. 2) geht für die zonalen

Kugelfunktionen Pw
x(cos ff) über in

Setzt man (5.4.13) voraus, dann folgt für das Weierstraßintegral

(4.1.6) Wt(f\ 0) für zonale Funktionen AXW,(/; 0)= Wt(g\6). Zwei-

rnaglige Integration führt zu



Limitierungsverfahren von Reihen von Kugelfunktionen 265

W t ( f ; ff) = W t ( f ; £)+(" (sim?)-2^ ('(sinT)ÄW^; r)dr.

Aus der Normkonvergenz von Wtf gegen / für f->0-f folgt die
Existenz einer Teilfolge ti9 so daß Wt.(f\ ff) fast überall gegen f(ff)
für t i-»0-h konvergiert. Daraus folgt

(sin rj)~2Xdr] l (sin r)2Xg(r) dr ,
• Jo

wobei die rechte Seite für jedes feste £>0 und für alle 0e(0, it)
konvergiert. Also ist f(&) differenzierbar auf (0, n) und

d
de

Die Funktion (sm0)*(d/d0)f(0) ist daher absolut stetig auf [0, TT],
verschwindet für d = 0 und nach der Voraussetzung g(0) = 0 für Ö = TT,

und es gilt

fast überall (die Aussagen gelten überall, wenn / aus Cx ist) d.h.

(5.4.14) ist erfüllt.
Zum Beweis der Umkehrung geht man von (5. 4. 14) aus, woraus

g(n) = c(n, X) P^(cosö)- [(sin 6>)Ä

J o «y 06'

folgt. Zweimalige partielle Integration (oder formal die zweite
Greensche Identität für zonale Funktionen [65, S. 213]) führt zu

g(n) = c(n, X)
Jo

- -c(n, X)

Die integrierten Anteile verschwinden jeweils für 0 = 0 und Ö = TT.
Damit ist der Satz bewiesen.

Für X = 0 gehen die Aussagen in das bekannte Ergebnis von

P. L. Butzer [15], P. L. Butzer und G. Sunouchi [25] über.
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