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Comportement des Scolutions de Quelques
Problemes Mixtes pour Certains Systemes
Hyperboliques Symeétriques a
Coeflicients Constants

Par

Mutsuhidé MATSUMURA*

§1. Intreduction

Le comportement pour #—>oo des solutions du probléme mixte
extérieur pour I’équation des ondes dans I’espace a trois dimensions
ont été étudié par quelques auteurs, par exemple T. Carleman [3],
P. D. Lax et R. S. Phillips [10], P. D. Lax, C. S. Morawetz et R. S.
Phillips [11], C. S. Morawetx [16], S. Mizohata [14], [15] et
d’autres. Ces travaux s’occupent du cas de ’obstacle borné. Il nous
semble aussi intéressant d’étudier ce probléme dans le demi-espace.
Pour I’équation des ondes 4 # dimensions, on peut construire par la
méthode des images la fonction de Green relative au probléme de
Dirichlet ou de Neumann. On en déduit la décroissance pour {— oo
des solutions (n>2).

Dans cet article, nous établirons la décroissance pour {—oco des
solutions de certains problémes mixtes bien posés dans le demi-
espace R% (n>2) pour des systémes hyperboliques symétriques du
premier ordre a coefficients constants.

A propos du probléme de Cauchy, il y a une étude [13], d’apres
D. Ludwig a un point de vue différent, sur le comportement pour
t—co de solutions de systémes hyperboliques symétriques du premier
ordre a coefficients constants.
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Quelques rappels sur le probléme mixte.

Soit R” l’espace euclidien a4 » dimensions. Le point générique
sera noté x=(x,---x,) ou bien y=(y,---y,) etc. ¢ désigne la variable
de temps. Pour x=(x,---x,)€R” on pose x'=(x,'--x,_,) de sorte que
x=(«x', x,). Dans ce qui suit, on désigne par R’ le demi-epace
{x=«, x,); x,>0} de R".

Soit L un opérateur matriciel hyperbolique symétrique du

premier ordre a coefficients constants:
(1.1 L=1%_%4,0

ou [ est la matrice unité d’ordre N et les A; (j=1,--, ) sont des
matrices hermitiennes d’ordre N dont les éléments sont constants.
Nous considérons le probléme mixte, dans le demi-espace R" pour

I’équation homogéne

(1.2) Llu(t, )] =0 pour >0, xeR"
avec la “condition initiale”

1. 3) #(0, x) = g(x) pour xER"
et la “condition aux limites”

(1.4) Bu(t, x)x |=0 =0 pour £>0

ou u(t, x) et g(x) sont des matrice-colonnes de fonctions (ou de
distributions) 4 valeurs complexes, et B une matrice a / lignes et
N colonnes de rang /.

Soit CV l’espace complexe de dimension complexe N. Désignons
alors par la méme lettre B l'opérateur linéaire de CV dans C’ dont
la matrice de représentation par rapport aux bases canoniques de
CV et de C* est la matrice B, quand il n'y aura pas de confusion.
On l'appelle opérateur-frontiécre. On appelle le noyau de cet opéra-
teur linéaire espace-frontiére et désigne par B=ker B. Clest un
sous-espace de CV. Rappelons ici quelques notions concernant les

conditions aux limites.”

1) Quant aux détails, consulter Friedrichs [5] et Lax-Phillips [9], [10].
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Deéfinition 1.1. Oxn dit que la condition B aux [imites (ou
l'opérateur-fronticre ou encore ['espace-fromtiere B par abus de
langage) est comservative si la forme quadratique A,L-T S annule
sur B

1.5) AL =0 pour tout teB.?

On peut aisément constater que si B est conservative, toute
solution u(¢, -)=L*(R"%) du probléme mixte (1.2)-(1.4) satisfait a la
loi qui exprime la conservation de l’énergie de la forme intégrale:

(1.6) loe(t, )lrzerts = 11u(0, )2zl -

Cette égalité implique évidemment l'unicité de la solution et sa
dépendance de la condition initiale. Mais l'existence n’est pas
affirmée en général par cette seule condition sur B. Pour l'existence
nous avons en outre besoin de la notion suivante.

Definition 1.2. On dit que [l’espace-frontiere B est maximal par
rapport & la propriété (1.5) s’il est impossible d’élargiv B a un sous-
espace de CVN strictement plus large en gardant la propriété (1.5).

On peut alors appeler la condition B (ou l'opérateur-frontiére
B par abus de langage) minimale par rapport a la propriété (1.5)
dans le sens qu’en gardant la propriété (1.5), on ne peut omettre
aucune relation de B représentant / relations linénaires homogénes
sur les solutions aux limites. Nous citons ici le lemme suivant da
a Lax et Phillips [10] qui élucide la structure des sous-espaces
ayant la propriété (1.5) d'une facon maximale pour une matrice A,
hermitienne, non singuliére de signature zéro.

Lemme 1.1. ([10] p. 199). Soit @ wune matrice hermitienne
d’ordre 2m, non singuliere et de signature zéro. On désigne par
P (resp. J) le sous-espace de dimension m engendré par les vecteurs
propres correspondant aux valeurs propres positives (resp. négatives)
de Q. Soit {ef---ey} (resp. {er---e,}) une base orthonormale quelconque
dans P par rapport a Q (resp. dans Il par rapport ¢ —Q). Désignons

2) Pour ¢, zeC", le produit scalaire {2, | ---+,,2, est désigné par {-z ou par {¢, 2).
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par & le sous-espace de C*™ engendré par les vecteurs ei +er, e; +ez ,
-, erte.. On a alors

1.5y Q=0 pour tout t€&

et £ est maximal par rapport a cette propriété. Inversement tout sous-
espace de C*” ayant la propriété (1.5) d’une facon maximale, peut
étre construit par un tel procéde.

Supposons maintenant que l'opérateur A= —i ZA 66 soit de
i=

type elliptique, en d’autres termes

1.7 dét (31£,A)+0  pour tout £=0 dans=".”

Définition 1.3. On dit qu'une condition B aux [imites (ou
opérateur-fronticre B, aussi [l'espace-frontiévedh) est coercive” pour
Dopérateur elliptique A s’il exisie une constante C>O0 telle qu'on ait

1.8)

H |l ¢ (Av)i+|l)

pour toute fomction vEC7(R:) vérifiant la condition aux limites

Bu(x’, 0)=0. |[|-|| désigne la norme naturelle de L*(R") ou LR%).
Posons
(1.9) ME s M) = A7 - 5 E4).

Alors il découle de I'hyperbolicité que V& réel et pour tout A non
réel, aucune des racines caractéristiques de M(# ; A) n’est réelle.
Désignons par E*(¢; M) (resp. E~(¢; 7)) le sous-espace de C¥
engendré par les vecteures propres généralisés correspondant aux
valeurs propres a partie imaginaire positive (resp. négative) de
M@ ; »). On appelle E*(; \) (resp. E~(£; \)) espace propre
positif (resp. négatif) de M(¥ ; A). Pour n==réel, on a

(1.10) E“E; NOE (5 \) =

3) £ désigne un point courant de I'espace numérique réel 5” 4 n dimensions, le dual
réel de R".
4) Dans le sens de Aronszajn.
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Si A est elliptique, on a d’ailleurs
(1.11) dim E*(¢'; A) = dim E~(¢'; ) = % >

Le lemme suivant doit aussi a Lax et Phillips [10].

Lemme 1.2. ([10], p. 202). Pour que la condition B aux limites
o .
il

soit coercive pour l’opérateur elliptique symétrvique A= —i Z A; 8

faut et il suffit que les conditions suivantes soient vemﬁees

; - N
7) /= >
et
i1) BNET(E; 0) = {0} pour E=+£0

ou [ est le nombre des lignes de la matrice B.

Enoncé du théoréme principal.
Dans ces préparatoires, explicitons nos hypothéses.
(I) “hypothése sur l'opérateur L :

(1.12) dét (M — ]Z:;E,A,-) = W'—ailg]?) - W —anlE]”)

(1.13) a>a,>->a,>0."

(II) “hypothéses sur la condition B aux limites”
1) B est conservative.
2) B est minimale par rapport a la propriété 1) (B est maximal
par rapport @ la propriété 1)).
3) B est coercive pour lopérateur elliptique A.
4) Condition complémentaire stricte:

B transforme biunivoqguement l’espace linéaire E*(£'; \) @ m

5) Lorsque #=2, on le suppose.
6) Cette condition est équivalente aux suivantes:
i) L’opérateur L est strictement hyperbolique.
ii) L est isotrope, c’est-a-dire que les valeurs des racines caractéristiques de la matrice

Sn‘.f ;A; dépendent seulement de |&].

iii) Les vitesses de propagation ne s’annulent jamais, c’est-a-dire que la matrice S‘ E iAj
est réguliére pour tout £=0.
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dimensions sur [’espace C™ pour & réel et N non rvéel. Pour
tout £ réel tel que |E'| <1 et pour N\ non réel dans un voisinage
convenable de chaque point (&0) sur I’axe réel, les normes des

opérateurs linéaires B~ (¢ ; \) de C™” sur E(&; \) est uni-
Jormément minorées par une constante positive.

Nous pouvons maintenant énoncer notre théoréme principal.

Théoréeme. Supposons que ['opérateur L et [’opérateur-frontiére
B satisfassent a toutes les conditions introduites ci-dessus. Soit
g=Cy(RY). Alors la solution u(t, x) du probleme mixte (1.2)-(1. 4)
converge vers zérvo umiformément sur tout compact de R”, lorsque t

tend vers Uinfini.

Nous allons ici indiquer en bref le principe de la démonstration
du théoréme. Nous traiterons ce probléme dans le cadre de L. A
cause des hypothéses 1) et 2) de (II), et la symétrie des A,

lopérateur différentiel A= —z'ZAja—?c— devient un opérateur auto-
j=1 j

adjoint H dans L*(R%) en prenant pour domaine

(1. 14) D(H) — {v(x); vEEL(RY), By | — 0} 7

X, =0

Alors en utilisant cet opérateur H, le probléeme mixte (1.2)-(1.4)
peut s’écrire sous la forme de I’équation d’évolution

d .. .
(1. 15) ) = iHu(t) >0
(1. 16) 4(0) = geCa(R")C D(H)

Par conséquent la solution est donnée par
+o0
1.17) ult) = ¢*ig — S ¢"dB,g

ol {E.}_.cuc. est la famille spectrale de l'opérateur autoadjoint H
dans ’espace L*(R"%).
La démonstration du théoréme revient en essence a prouver que E.g

7)) EL((R")=H(R")=W12(R") désigne I'espace des fonctions v&L?(R" ) dont toutes
les dérivées distributions d’ordre un, sont dans L2(R”).
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est absolument continue en p a l’exception de l'origine p=0. Pour
cela nous construisons d’abord le noyau de Green G(x, y; A) relatif
au probléme aux limites avec A non réel:

(1.18) (A—rDv(x) = g(x)
1.19) Bv(x)x |=0 =0

Ensuite nous établissons la relation suivante :

(.20 L Fug= 5[ {66 35 p+i0 G, y; w0} 8Ny
On observe alors que pour tout x fixé, le second membre de cette
formule est une fonction continue de p dans R'— {0}. D’autre part
on peut déduire de I’hypothése 3) de (II) que w=0 n’est pas une
valeur propre de H. Le théoréme voulu se démontre alors en
appliquant le théoréme de Riemann-Lebesgue a l'expression (1.17).
Ainsi notre travail consiste a construire le noyau de Green
G(x,y; A) du probléme (1.18), (1.19) et a examiner lallure de
G(x, y; \) lorsque A tend vers l'axe réel.
Le plan du reste de cet article est le suivant. Nous nous placerons
désormais toujours sous les hypothéses précédentes sauf mention
expresse du contraire.® Dans le §2 nous construirons d’abord une
solution élémentaire de I'opérateur elliptique A—AI pour A non réel
et ensuite montrerons, pour k2 réel +0 et x=£0, l’existence des
limites E(x; k=+:0) de E(x; k=xi€) lorsque £>0 tend vers zéro. Dans
la suite, nous obtiendrons une majoration pour |x|—oco de E(x; M),
uniforme par rapport a A dans un petit voisinage de chaque point
réel +=0. Nous construirons, dans le § 3, le noyau de Poisson relatif
au probléme aux limites (1.18), (1.19) et le noyau de Green dans
le §4. L’existence de G(x,y; k+i0) se démontrera dans le §4.
Alors la majoration de E(x; A) obtenue dans le §2 jouera un role

8) Notre hypothése (I) sur l'opérateur hyperbolique L a été faite pour obtenir les
résultats de §§3 et 4, donc le théoréme principal. Mais pour des résultats centraux
du § 2, on pourra remplacer la condition (I) par certaines conditions d’hyperbolicité
plus générales.
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important. Dans le §5, nous donnerons la démonstration compléte
du théoréme principal.

En terminant l'introduction, je voudrais exprimer ma vive grati-
tude & MM. les Professeurs S. Mizohata et M. Yamaguti pour leurs
conseils bienveillants. Je devrais mensionner particuliérement Prof.
Mizohata. Ce probléme a suggéré par lui et I'idée dans le §4 qui
jouera le role essentiel doit a lui.

§2. Construction d’une Solution Elémentaire du 1’Opérateur
A—M dans I’Espace R”

Nous considérons le probléme stationnaire attaché au probléme
mixte (1.2)-(1.4) pour l'opérateur hyperbolique L, plus précisément
le probléme aux limtes dans le demi-espace R" pour l'opérateur
elliptique A—1:

2.1) (A—ADo(x; 2) = glx), XxERY
2.2 Bo(x ; 7&)’ i_o =0.

La wmatrice-noyau de Green G(x,y; \) relative au probléme avec A
non réel, est par définition une solution de I'équation

2.3) A-2ADG(x,y; \) =dx—y)1 pour x,yERY
vérifiant la condition aux limites

2.4) BG(x,y; x)x |=0 =0

o &(x—y) est la distribution de Dirac au point y de R®. Pour
étudier l'allure de G(x,y; A) quand A tend vers 'axe réel, nous
voulons exlicitement construire le noyau. Conformément a4 un
habituel procédé, on le cherche sous la forme

(2.5) Gx,y; \) =Ex—y; N)—E(x,5; \)

ou E(x;A\) est une solution élémentaire de l'opérateur A—AJ dans
tout l'espace R". Alors E.(x,y; \), appelée moyau compensateur,
s’obtiendra comme solution du probléme aux limites:

(2.6) (A—ADE,(x,y; ) =0 pour x,yER%,
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@.7) BE(x,y; \) | =BE(x—y;\) | .
=0 Fp=0

Pour affirmer V'existence de E (x, ¥ ; \), Yy compris A=k =0, on devra
choisir comme E(x; A) une solution élémentaire ayant les limites
E(x; k+i0) 4 un bon comportement a linfini |x|—oco. Dans ce
paragraphe nous construisons la matrice-noyau de Green dans l’espace
libre R” relative au probléme :

2.8) (A—rD = geL(R™) avec A non réel,

et montrons qu’elle jouit les propriétés désirées. L’opérateur différ-

entiel A= —i ZAJ-FG— définit une transformation linéaire fermée A
=1 X

J

dans L*(R™) de domaine:
2.9) D(4) = {v; v, AveLz(R”)},

la dérivation étant prise au sens des distributions. On voit alors
aisément que A est un opérateur autoadjoint dans I’espace de Hilbert
L¥R™. De lellipticité de A, on peut déduire

(2.10) D(A) = £32(R™).

D’aprés la théorie générale, le spectre o(4) de lopérateur A est
contenu dans l'axe réel, c’est-a-dire que A\ non réel appartient a la
résolvante p(A4) de A. Autrement dit, pour tout A non réel il existe
lopérateur résolvant R,=(A—X\I)"' comme opérateur linéaire continu
dans L*(R") ou I est l'opérateur identique. Pour tout geL*(R™),
la fonction v= R,g donne une solution unique dans L*(R") de 1’équa-
tion (2.8) au sens des distributions. On sait que I’application
Aw— R, ge L*(R") est analytique en A dans p(A) qui est un ouvert
du plan complexe. Nous allons définir la solution élémentaire E(x; A)
telle que E(x—y; A) soit le noyau intégral de l'opérateur de Green
R,=(A—)\I)"" relatif au probléme (2. 8). Posons, pour simplifier les
notations,

(2.11) AE) = 354

Par I’hypothése (I), I’équation algébrique en A
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(2.12) P E) =dét(W—AE) =0
admet les 2m racines
(2‘ 13) 7\’ji(é:) = :tajlgl (]:1 "":m)'

Alors la matrice hermitienne A(£) admet la représentation spectrale :
(2. 14) A®) = S EOPHE) AT EP5E).

Les Pi(¥). (j=1,---, m) sont ici des matrices symétriques définissant
les projections, orthogonaux deux a deux, qui appliquent C*” sur les
espaces propres correspondant aux valeurs propres AF (j=1,-:-, m).
Dans le cas actuel elles se donnent par les formules explicites :

(2.15) P (®) - d@g{ 95) |
A

+
A=A

ol Q(n, £) est la matrice adjointe réduite de A I—A(§), c’est-a-dire le
transposé de la matrice des cofacteurs (ou compléments algébriques)
des éléments de A [—A(E). De ces formules on voit que les P3(§)
sont positivement homogénes de degré zéro en £ et indéfiniment
dérivables (analytiques) en £ dans E"— {0}. Pour tout A non réel,
la fonction (A(¥)—AI)"' de la matrice hermitienne A(E) peut étre
représentée comme suit :

(2.16) (AT =2 X (E) ~ P&+ =y (E) i@
j=1 J J—

Des propriétés des P;(£) et des inégalités évidentes
A ;E) A" =CA+[E])

on a pour tout f&eC™™,

g § LPIQEL PR
2.17 AE)—nI . y
@17 [A@-ADEl = 3y TR e R

1L

A+]E19

ou les constantes C et C’ dépendent de Im A, mais pas de ¢ et pas
de £. Pour geL*(R") on a donc

Q

<
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A+ E1)AE) —A)EE)ELHE) -
Par suite si 'on pose
(2.18) o(x; N) = FLAE)-A)TEE)],”
on en déduit

veEER(RY) .

Cette fonction v est évidemment une solution et une seule dans
I'espace S, (en particulier dans L% de l'équation (A—Al)v=g au
sens des distributions. On a donc

(2.19) v=Rg=(A-2\N)"g.

Pour A non réel (A(E)—AI)™"* est une fonction indéfiniment dériva-

n

ble en £ dans tout l'espace =" et on a
2. 20) (AE) A7 =0(1&]7), quand [E]—>oe.

En particulier
(AE)—A)'eSs.

Il est donc possible de définir son image réciproque de Fourier dans
le sens des distributions. Posons

(2.21) E(x; N) = Co) g L(AE) -]

Alors E(x; \) est une solution élémentaire de A—2I. En effet on a
(A—\DE(x; A) = @r) "G '[I] = 3(x)I.

En utilisant E(x; \), on peut écrire

(2.22) v(x; N) = (A=) = E(x; M)E8(x) .

9) On désigne par S,’(S¢") 'espace des distributions tempérées sur R*(5"). Pour fE€S,’
on désigne par f ou F[ f] la transformée de Fourier. Si f&L!, f prend la forme

£ = @m)=re{ emi<n > f(x)dx.
Pour goESE/, F-[¢] désigne I'image réciproque de Fourier de ¢. Si ¢&L! on a
F1[o] = (2m) 2|, ei<w E>p(£)de .

Quant aux espaces de fonctions ou de distributions, nous nous conformerons aux
définitions et notations de L. Schwartz [19]. Mais nous utiliserons souvent I’habi-
tuelle notation Cy™ au lieu de 9.
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Or a laide des propriétés de E(x; A) que nous allons éconcer ci-
dessous, ce produit de convolution peut s’exprimer par une forme
intégrale. Ainsi la solution élémentaire E(x; ) définie plus haut
pour A non réel, donne le noyau intégral de l'opérateur de Green
(ou résolvant) By=(A4—AI)™"
E(x : \) jouit les propriétés suivantes:
(E.1) Elle est une fonction analytique en (x, \) dans le domaine
(R"—{0})x (C—1U axe réel). De plus on a, pour tout indice
multiple v et un entier 1>0 quelconque

2. 23) I(%)”E(x;x) <C,.|x|™  quand |x|—oo,

o la constante C, , ne dépend pas de N lorsque \ varie dans
un compact du domaine C-1’axe réel.
(E.2) Pour tout indice multiple v, on a autour de l'origine x=0

@. 24) i(a%)E(x x)!gCHCHx]l—”—'”.

Si 1—un—|v|=0, on remplace le second membre par

CS+C! log f}c—] Les constantes C9, Cl ne dépendent pas de

lorsque A\ varie dans un compact du domaine C—['axe véel.
Ces propriétés sont bien connues. Donc nous ne donnons pas
ici la démonstration. Mais ajoutons les remarques suivantes.

1. On peut démontrer les propiétés immédiatement de la formule
(2.21). Mais il est possible de les déduire des résultats sur les
opérateurs elliptiques d’ordre supérieur. En effet, E(x; \)
satisfait a 1’équation

(2. 25) pD; ME@; N) = —Q(D; Nd(x)]
ou pE N)=dét(AI—A) et QE; A)= Tcof WI—A(E)) c’est-a-
dire la matrice adjointe de A I— A(E).

2. La majoration (2.23) est une conséquence immédiate du lemme
2.1 que nous donnerons plus tard. Car on a

(2. 26) (5¢) @@ e <ca g e
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pour tout LeC*™.

Nous nous intéressons maintenant a la limite de E(x; ) lorsque
A tend vers 'axe réel. On écrit A=k +i€, €>0. Nous allons établir le

Theoréme 1.2. Pour tout indice multiple v et pour x=0 et k
réel=0 arbitrairement fixés, les limites suivantes existent :

E®(x; k+i0) = lim (1>VE(x; kti€)
gvo \ Ox

r e b — i (O N b

EV(x; k zO)—151g1<——6x>E(x,k i€)

on la convergence est uniforme dans tout compact de R"— {0}. De
Dlus, EV(x; k+i0) sont des fonctions continues en (x,k) dans le
domaine (R"—(0))x (R— {0}).*”

v
Démonstration. Il suffit de montrer que (-8-6—> E(x; ) con-
x

sidérée comme une fonction définie dans le domaine (R"— {0})

X {n; Ima>0} (resp. (R"— {0})x {»; Im A<O0}), peut &tre prolongée

contintiment en (x, A) dans le domaine (R”— {0})X {x;ImAx>0 et

A=%0 (resp. (R"— {0})x {A; ImA<0 et A=0}.

Pour le voir, on va modifier la formule (2.21) définissant E(x; A).
Soit %k, un nombre réel =0 et arbitrairement fixé. On choisit

un nombre §(0<8<1) de sorte que les intervalles [—36, 38],
[ko —38 k,+38

tions ¢,€C5(R") (j=1,---, m) telles que

] (j=1,---, m) soient disjoints. En prenant des fonc-

1 pour |7|<28
¢0(7’) =
0 pour |r]|>38
(2.27) 1 pour |7 — Ry < 25
a: a.: .
¢j(r) = kj 3; (]:1 PAR m)
0 pour |r—-—-|>"-
a; a;

10) Pour chaque *¥=0 et fixé, on peut considérer E(x; 1) comme une fonction analytique
de 2, définie dans le demi-plan supérieur Im 1>0 ou dans le demi-plan inférieur
Im 2<0. Alors elle peut éire prolongée analytiquement au deld de l'axe réel dans
une partie de l'autre demi-plane. Mais nous n’avons pas besoin de ce fait,



322 Mutsuhidée Matsumura

nous récrivons la formule (2.21) sous la forme:
Cas ou k,>0.
(2.28) E(x; ) = F(AE)—A)T]
- FalENA@ -1+ D g UL Py |

a; &l —
+ B[ A=hUEDA—0ED) by
a1 -
(1= 91D p-
RG]
=L(x; N+ Lx; N+ L(x; )
Cas on k,<0.
2.29) B(x; ) = FTaEDAO DT+ B [ ED o]
+ B @6 UEDA=0ED prgy
—a;|&| -
(=600 p;
it )]

Considérons seulement le cas ou k,>0, parce que nous pouvons aussi
traiter le cas ol £,<0 de la méme maniére. Envisageons tout d’abord
le premier terme I,(x; A). Si A€ la région {\; |Rerx—Fk,| <38} la

foncion ¢,(|E|)(A(E)—AI)" est indéfiniment dérivable en £ dans E
et son support est compact. On en déduit que pour tout

v, <§—> L(x; \) est une fonction continue de (x, A) dans R"X {\;
x

|Rex—k,| <38} et décroit plus vite que toute puissance de 1/|x]|
lorsque |x|—>oco. De plus la convergence est uniforme en A dans
un compact de {n;|Rex—%,|<38}. Examinons ensuite le second
terme :

Lexs 0 = B[ 2L pe].

Pour n=Fk+ié tels que |k—Fk,| <35 et €>0, les fonctions entre
crochet sont des fonctions indéfiniment dérivables de & et & support

compact.
Par suite I,(x; \) s’exprime par la forme intégrale;
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. g _np i<x,£> ¢J(|§i) +
@30 L ko) = @uyr 2| eenw RS P

En passant alors dans lintégrale en coordonnées sphériques, il
devient

_ —np2 - Z icxwsr T 'p(7) +w)dw
@3y —eon| e a_»—jr_(kiie)dr}zﬂj( )d

olit 0 désigne la sphére unité dans l'espace 5" et dow 1’élément de
surface de Q. La fonction

ei<x,w>r 7’"_1¢j(7’) <resp. ei<x,w>r 7’n_1¢j(7‘) >
a;r—(k+i€) a;r —(k—1€)

peut se prolonger analytiquement en » dans le domaine

{z ;12— ky 28 et Imz<i} (resp. {z ;Iz—— ky |<~2—8—
7 a; a; a; | a;
et Im z>-—i})
a

i
du plan complexe. Par conséquent on peut déplacer, en vertu du
théoréme de Cauchy, le chemin d’intégration [0,0) par le suivant:

ko—%S k,
F_=[0, 7 ]U (la demi-circonférence de centre e et de
7 ;
35
rayon 2 dans le sens direct, situé dans le demi-plan
j
k0+%8
inférieur) u[ 2, +oo) (fig. 1)
7
kg 8 b
(resp. I‘+=[0, ]U (la demi-circonférence de centre 7"—
7 i
35
et de rayon %— dans le sens fleche situé dans le demi-plan
7
k0+§8

supérieur) U [ a2 , +0<>> (fig. 2))

7
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12 { Lz
£°_+iﬁ_

a; aj I,

: \;/ ] ’ i
L

r

Fig. 1 Fig. 2

Considérons les fonctions de (x, \)
@. 32) S {S gi<ro>2Z9,(2) dz}(im)"“Pj(m)dw .

Q Ty an —A
Elles sont visiblement continues par rapport a (x,2) dans
R"X {y;|Ren—Fk, <5 et |Imr|<&}. Cela signifie que la fonction
(53_)’12(9;; \) définie dans R*X {r;|Ren—k, <8 et Ima>0}

x

(resp. R"x {\; |[Ren—Fk,| <3, In A<0} se prolonge par continuité
dans R"x {\; |[Rer—Fk,| <8, ImnA>0} (resp. R"X {\; |Rer—k,| <3,

Im A <O0}).
Passons?maintenant au troisiéme :

(2. 33) I(x; ) = 2 - [(1 ¢O(IE|I)§)|(1 $:1E1) ps (g

A= ED) p-
L BlEDp; @]

Nous montrons que <6i) I(x; \) est continue en (x; A) dans
x

(R"— {0})x {\; | Rex—Fk,| <28}. On écrit, pour simplifier I’écriture,
la fonction entre crochet dans (2.33) par r;(£; \).
Alors les +;(€; \) ont les propriétés :

(i) Elles sont indéfiniment dérivables en # dans E"si A€ {1 ;
|Re A —k,| <28}.
(ii)) On a pour tout indice multiple »
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v 1)

(2. 30 (5 ) wates | =car i
ou C est une constante qui ne dépend pas de A lorsque A
décrit dans un compact du domaine {\;|Rex—Fk,| <25}.

L’assertion voulue est alors une conséquence immédiate du lemme
élémentaire :

Lemme 2.1. Soit {T.} une famille de distribuiions tempérées
dépendant d’un paramétre N qui parcourt dans un domaine A du
blan complexe C, telles qu'on ait les propriétés suivantes :

(i) Pour tout nE A, T,(¥) est une fonction indéfiniment dérivable

en ¥ dans E".
(#5) Pour tout v, (—%—)Vﬁ(g) est une fonction continue de (£, \)

dans =" x A.
(7it) Pour tout v, il existe une constante C, telle que

(2.35) (&) Beo|=c.a jen

|\ 0F

ou d>0, et C, ne dépend pas de N dans A.
Alors,

1° Si Pon prend o tel que |aj 2[’Ld+/’]+1, x*T, est, dans
R", une fonction p—fois continiment différentiable de x. Pour
tout v(lv| <p), (%y(x”" T,) est une fonction continue de (x, \)
dans R" X A.

2° Dans le complémentaire de Dorigine R*— {0}, T, est une

fonction indéfiniment différentiable de x. Pour tout v,
0

v
<~6—> T, est une fonction continue de (x, \) dans (R"— {0})
x
X A.
3° T, décroit quand |x!—oo, plus rapidement que toute puis-
sance de 1/|x|, ainsi que chacune de ses dérivées. De plus

11) 4;(€;2) est une matrice. Donc on entend (2.34) par l'inégalité pour chaque
élément, ou par |V ;(€; )¢ I<CA+1E])-™-1|¢| pour {eC?™.
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la convergence est uniforme par rapport a » dans A.

Preuve. En tenant compte de la condition (2.35) I’assertion 1°
n’est qu'une petite modification du lemme de Sobolev.
Dans l'ouvert complémentaire de l'origine x=0, on a l’égalité

() = LG )]

Or la condition (2.35) nous fournit

| 1217((-2) 1) | = (—s0nGer Ty eLE

pour tout entier p assez grand, ol A; est l'opérateur de Laplace.

Donc le”’((%) TA> est une fonction continue de (x, A) dans R"X A
x

et on a d’ailleurs la majoration :

=((5) )@

On en déduit les assertions 2° et 3°. Nous avons ainsi terminé
la démonstration du lemme 2.1 et, par conséquent, celle du théoréme

<(27) "1}~ Ae)?GEY To()l e -

2.1 lui-méme.
Il est bien connu que lorsque & tend vers zéro en restant positif,

la fonction <resp —}—> tend vers une distribution vp l —izd(r)

r+1€ r—i&
<(resp. vp l+z'7z8(r)> dans S'(R") ou 9'(RY).
7
On a ainsi le
Corollaire 1. Les E(x; k+i0) sont des solutions élémentaires
de Dopérateur elliptique A—kI et se définissent par les formules:
Soient k>0 et |k—Fk,| <g.

(2.36) E(x; k+i0) = (27r)'””’5“ e <8 (18 1)(AE) — M) "'dE

gr— (1- ‘;bo(lfl))(l ¢(,§|))p+ (1 ¢o('§!))p
j

+ 2_5 <vp 1 +ind(r—k/ay), < p(r)> P} (w)de
=1 a;le r—kja;
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o <,> désigne la dualité entre 9'(R") et D(R").
Dans le cas ou £<0, on obtient les formules correspondantes.

Remarque. Pour % réel =+0, la fonction (A(§)—kI)™* a des
singularités non intégrables aux surfaces des sphéres de rayons

,),j:L (j=1,---, m), centrées a l'origine £=0." Par conséquent elle
ne déénit pas une distribution sur =".
Mais la discussion précédente montre le fait suivant.

Ses singularités sont tempérées et lorsque £>0 tend vers zéro,
(A(E)—(k+1i8)I)" (resp. (A(¥)—(k—i&)I)™") tend vers une distribution
de la forme suivante dans l’espoce S (E").
vp (A(E)—kI)'+(une mesure concentrée sur les surfaces). D’aprés
la continuité de la transformation de Fourier, cette distribution est

égale a
FLE(x; k+1i0)] (resp. FLE(x; k—i0)]).

Le théoréme 2.1 implique aussi le corollaire suivant que nous
utiliserons dans le §5 pour démontrer le théoréme principal.

Corollaire 2. Soit g=Cg(R™). Pour tout indice wmultiple v,

(—6@~>yE(x; k+i0)xg(x) sont des fonctions continues de (x, k) dans

x
R"x (R'— {0}).

Désignons par Ay, (k) (resp. Ay (k)) la région {A=Fk+iE;
|b—k,| <8, 0<ELE} (resp. {(A=k—i&; |k—Fk,| <38, 0<ELE}) dans le
plan complexe. Nous allons maintenant établir une majoration pour
|x|—>oc de E(x; k=+i€), uniforme par rapport & A=Fk+i€ (resp.
A=k—i€) dans AJ. (k) (resp. Aj. (k). Pour le faire, nous pré-
parons deux lemmes. Le premier est ce qui concerne le comporte-
ment asymptotique de transformées de Fourier de mesures

12) Les surfaces sont ce qu'on appelle surfaces normales ou de lenteur de 'opérateur

. _70 &, 0
hyperbolique L=1 37 JEIA i 9%,

13) Soit G un ensemble de C ou R”. G désinge I'adhérence de G. Pour ¢=0 on entend
A=k+ie par A=k=+i0.
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concentrées sur la sphére.

Lemme 2.2. Soient Q la surface de la sphére unité dans espace
numérique E" de dimension n et u(w) une fonction indéfiniment
différentiable sur la variété Q. On considere la fonction

. 37) I(x) = Sﬂef<x,w> p(w)do

do désignant la mesure superficielle de Q. Lorsque |x| tend vers
Uinfini, on a alors pour x=|x|0 la représentation asymptotique

(2. 36) I(x) = () (%)(n_n/z iCIF|—Ca /=1

_1._#/(.._6) (275) m—1)/2 e—t'(lx'_(”/n{n_]))—'—q(X)
[x|
avec
|
4@+ B LW <

(x l n+1)/2 "

Pour des mesures sur certaines sufaces plus générales on a un
résultat analogue dépendant de la courbure totale de la surface. En
effet il y a quelques résultats concernant ce probléme, par exemple
Grusin [7], Littman [12], etc. Mais nous avons besoin d’estimer
plus précisément l'ordre de la décroissance de ¢(x) quand |x|—>oo.
Pour compléter, nous donnerons la démonstration de ce lemme dans
I'appendice.

Lemme 2.3. Soient k, réel £0 et & un nombre positif tel que
Pintervalle [k,— 38, k,+ 387 ne contienne pas zéro. Soit p=Cy(k,— 35,
k,+33). Il existe alors des constantes C (dépendant de ¢ et de u(w)
mais pas de £€>0) et R positives telles qu'on ait

i ¢(7’) 1 —(n-1)/2
(2. 40) lg_mml(rx)dr!SC]ﬂ /

pour tout x (|x|=R) et |k—Fk,| <8, I(x) étant la fonction définie par
2.37).

Démonstration: On pose

@. 41) (%) — S P éf) 5 lradr
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En appliquant le lemme précédent a I(rx) dans l'intégrale, on peut
écrire
L ®—-1)/2 (7’)
2.42)  ®*(x) = Cu(d)|x|-"0r| g’ P04
@42 @) = Cul@) x| e T e D ar
4 —(n-1)/2
Cou(—0 ~(n-1)/2 ~itxir ¥ ¢(r)dr
+Cou(—0) x| o[ e P
_,_S p(r)g(rx) dr

wy— (kxi8)
= O (%) +D,5(x) + D, (x) .
Rappelons ici les formules bien connues qui donnent les inverses
de Fourier de ;_, £>0:
r— (k1)
e — 9w ik ity
@. 43) S_m i = Y , €0,

+oo i
2.4) |70 = omiv(—g)erme,  e20,
(2.44) e (—ig) v niY(—o)e >

Y(o) étant la fonction d’Heaviside, égale 4 O pour <0 a 1 pour
a>0. De ces formules on trouve

(2.45) @7(x) = 2mi Cu(0) ||~ AR I (2]} + D (2)
(2.46) D (x) = —2ai Cu(—0) | x| " PP {e ik D h(|x])} + P35 (x)
ol Yy(#)=r""" 2p(). Or on a

(2.47) jerierioi= (|21 < {1 (ly1)dy = const.

puisque £>0. Par suite il nous reste 2 montrer

(2. 48) |®F(x) | < const.|x| " " quand |x|—>oo.

Si |k—Fk,] <93, on peut écrire

sy % pr+k)g(r+EB)x) , LI |
2.49) P5lx) = S—as r+i€ dr = (p(k)Q(kx)S—ssr:L-ié 4

_|_Sa P +k) [g(r+Fk)x— ‘I(kx)]dr
r+i€

o P etk
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Grace a (2.39), le premier terme est majoré par const. |x| D2

quand |x|—oco, car on a
38
I Ci e
o \rx1& rFif

[ ar
325“ E dr—n, >0,

-8y 4 1€
o A4 &

Considérons le second terme. En appliquant la formule des
accroissements finis a la fonction de » entre crochet dans I'intégrale,

il vient

38 n 6q } 7
S_ssq)(r+k) {j=1 x; ox, ((k+0r)x) r:l:iedr ,

ou 0<O®<1. Or on a
38
S—as

et d’aprés (2.39)

7
¥ i€

dr<const. , pour tout &>0

n |
Z x,-gg— ((k+®r)x)‘ < const. jx |« |x| "2
i=1 ; .

= const. |x| "2, quand lx|—>oo,
D’otl, on obtient
|le second terme| < const. |x |~/ quand |x|—oc.

D’une maniére analogue, on verra que le troisiéme terme de (2.49)
est majoré par const. x| "* quand |x|—cc. On a ainsi la majora-
tion (2.48). De (2.41), (2.45), (2.46), (2.47) et (2.48), on déduit
(2.40). Le lemme 2.3 est donc démontré.

De ces lemmes préparatoires, il découle le

Théoréme 2.2. Soient k, un nombre réel +0 et v un indice
multiple quelconque. Si lon prend >0 et &>0 convenablement, il
existe une constante C telle que

(2. 50) l(—gx—)vE(x; k+z'6)1£C1x[‘(""’/2, pour tout N="Fk+i€

dans Ay, (k), quand |x|—oo, et que
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v
2.51) ‘(_8@_) E@; k—ie)igC]xl‘““”/z, pour tout N—k—i€
x

dans Ay, (ky), quand |x|—>oo.
Preuve. Soit k,>0 par exemple. Des formules (2. 28) et (2.29),
on a

(2 )Bas kxie) = @ny e o= [o1EDGEAQ) ~ (bie)])Td

=
=

@03y [T et o) Py o)do) dr

i=tJdo ar— (k£i€)
A= 1EDA=$,ED) ey ps
P R R A R0
A=8IED (e
P

Dans le second membre, le premier terme décroit plus rapide-
ment, lorsque |x|->oc0, que toute puissance de 1/|x|, puisque pour
chaque A=Fk-+i& (ou k—i€) tel que |k—k,| <5 et >0, la fonction
entre crochet est indéfiniment différentiable en & et son support
compact. Il est aussi aisé de voir que la convergence est uniforme
par rapport a A lorsque A=Fk+i€ (ou k—i€) parcourt dans Ay, (k,)
(resp. A, (ko))-

En appliquant le lemme 2. 3 au deuxiéme et le lemme 2. 1 au troisiéme
on en conclut (2.50) et (2.51).

Le corollaire suivant qui est une conséquence immédiate du
théoréme 2.2, nous servira pour construire le noyau compensateur
E.(x,y; \) dans le §4.

Corollaire. Soit y=(y,:--y,) un point de R" tel que y,+0. Pour
A
tout v et tout g>2 les traces de (—86—> Ex—y; kxic), €0, sur
x
Uhyperplan x,=0 appartiennent ¢ L(RY™).

En outre, Uapplication

R X Afp (k;) (resp. Age,(k,)S (3, x)m—>< )E(x —¥i N | ELURTY),
est continue. #n=0
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§3. Probléme aux Limites {A—AJ, B} dans le Demi-Espace R"
Matrice-Noyau de Poisson Relatif au Probleme

Nous commencons par quelques éléments préliminaires. Soient
M une matrice d’éléments constants d’ordre N, non singuliére et B
une matrice d’éléments constants de type (/, N) de rang /. Con-
sidérons un systéme d’équations différentielles ordinaires

3.1 ldi U(s) = MU(s) pour s>0,
i ds

avec la condition
(3.2 BU®©0) = b bel!.

Nous nous proposons le probléme suivant :
“Chercher les conditions qu’il faut imposer a B pour que, quel
que soit b=l il existe une solution a croissance lente (ou dans
L*(R!)) et une seule du probléme (3.1), (3.2).”
On peut discuter ce probléme pour M général, mais nous nous limi-
tons ici au cas restrictif suivant dont nous aurons besoin par la
suite.
“Toutes les racines caractéristiques de M sont distinctes et différ-
entes des réels.”
Soient 7, ,--+, T,, les racines & partie imaginaire positive et 7,,.,,-, Ty
les racines a partie imaginaire négative. Soit k; un vecteur propre
de M correspondant a 7, Désignons par E* (resp. E~) le sous-
espace de CY, engendré par k, ,---, h,, (resp. engendré par h,, ., , -+, hy)
et appelons E* (resp. E~) espace propre positif (resp. espace propre
négatif). Alors on a

CN = E*QE~.

Toute solution U(s), s>0, a croissance lente (ou dans L% (RY)) de
I’équation (3.1) peut étre representé de facon unique par la forme:

(3.3) U(s) = é a;e" h;.

Autrement dit, toute solution U(s), s>0, est & croissance lente si
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et seulement si U(O)=E. Notre probléme revient donc a trouver
les conditions sur B telles que pout tout bC’, il existe une solution
U(0) et une seule dans E* de l'équation linéaire BU(0)=b. Nous
avons ainsi le

Lemme 3.1. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1°  Quel que soit b=C*, il existe une solution U(s), s>0, & croissance
lente (ou dans L*(RY)) et une seule du probléeme (3.1), (3.2).

2° L’opérateur linéaire B limité sur E* est biunivoque de E* sur
C'.

3° 0 I=m
1) B(=ker B)NE+= {0}

4° La matrice carrée B dordre m est réguliére, cest-a-dire
dét (BA)=+0, H étant la matrice (h,, -, h,,) dont la j°*" colonne
est h;.

La démonstration de ce lemme est élémentaire.
On désigne par J(,; la matrice obtenue en remplacant la j*™* colonne
de B4 par la colonne T(O---l---O). Alors une solution unique a
croissance lente du probléme (3.1) (3.2) avec b= T(O---l---O) est donnée

par la forme

o dét (Hy,) ir s
(3.4 U,(s) = E pn (Bél[)e i*h;.

Revenons maintenant au probléme aux limites {A—A[/, B} dans
le demi-espace R?. Considérons I’équation

A-2ADox; r) =0

En prenant formellement la transformation de Fourier partielle par
rapport a la variable x’'=(x,,---, x,_,), on obtient

3.5)

%, N) = AP = 2 EANIE, 5,5 0)

ou # désigne la transformée de Fourier de v par rapport a x’.
Cest un systéme d’équations différentielles ordinaires de «x,,
dépendant des paramétres &= (&, ,---,£,_,) et A. En posant
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(3.6) ME 5 \) = AP0 — 54
(3.5) s’écrit
3.7) L4 5, x,; %) = ME ; MOE, 2,5 0)

i dx,
Les racines caractéristiques de M(&, A) sont, a cause de notre hypo-
thése (I) dans le §1,

68  m=nesn={(2) -] G-l m).

Les valeurs de ces fonctions 7,(¢; A) ne sont pas réelles pour &
réel et tout A non réel. Désignons par 7j=7;(¥; A) la valeur a
partie imaginaire positive de 7;(¢ ; A). 77(¢; \) devient une fonction
continue de (¢; ) dans E”‘lxaL (on E™'xC,) en définissant les
valeurs sur I'axe réel par 7j (¢, k+40) (resp. 71 (¢, k—i0)), ou C, et
C_ désignant le demi-plan supérieur {r; Im A>0} et le demi-plan
inférieur {»; Im A <0} respectivement. Pour \ non réel, on désigne
par E*(¥, \) le sous-espace de CN¥(N—=2m) engendré par les vecteurs
propres de M(¥ ; \) correspondant aux 7{(&; \),, (¥ ; A\) et on
lappelle espace propre positif de M(E ; N). Pour notre besoin
ultérieur, nous voulons choisir une base {A{ (¢ ; \),---, hi(&; M)} de
E*+(¢; \) telle que les fonctions hj (£ ; A) de (¢, ) aient de bonnes
propriétés lorsque A se trouve prés de l'axe réel. Pour cela nous
allons construire une telle base explicitement. Compte tenu de
I'utilisation d’une partition de 'unité par rapport a A, on le fera
locallement par rapport a A. Fixons donc un nombre réel &, arbit-
rairement et on suppose souvent dans la suite que A=Fk+ i€
(resp. k—i€) parcoure Aj . (k) (resp. As.(k,), & et & étant deux
petits nombres positifs. Ceci remarqué, on écrit, pour simplifier
les notations, A* (ou A7) au lieu de Aj., (k) (resp. A;. (k).
Rappelons tout d’abord l'identité suivante bien connue dans la

théorie des matrices
(TA,+ EEjA,-—xI)-Tcof (A, + ’Z—lngj—x[)

= dét (rA,+ 23&;4;— D)1 .
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Lorsque 'on substitue 7 par une racine 7(¢, ») de dét (\A,+ :EZEJAJ-
—Al)=0, cette identité montre que toute la colonne 0 de la rilatrice
Tcof (TA,+ gEjAj-xI ) est un vecteur annulé a droite™, non trivial
par la matr]ice (tA,+ :2_115 ;A;—AI), autrement dit, un vecteur propre

de M(¥'; \) correspondant a la valeur propre 7(¢; A\) puisque
(3.9) TI-ME ; \) = Al A+ S EA,—\T)

Les éléments de la matrice Zcof (T4,+ EEjAj—xI ) sont des poly-
nomes de 7, ¥=(&, ,--,£,_,) et A. Donc Jles éléments de la matrice
Teof (t7(¢; M)A, + Z_:] g;A;—n\I) sont des fonctions continues de
(&, 1) dans E"“XT“J (resp. 5" *X A”) et positivement homogénes de
degré 2m—1 par rapport a (¢, 2). Nous voulons prendre comme
ki (¥ ; ) une colonne de la matrice Zcof (7§ (¥ ; A\)A,+ EEjAj—xl).
Pour cela, il faut montrer l’existence d’une colonne non Jtriviale pour
g et pour AEA” (resp. A) On ne pourra pas expecter qu’il existe
une colonne qui ne s’annule jamais en ¥ (§+0) lorsque A varie
dans A* (resp. A-) Notre tache, maintenant, va étre de trouver un
recouvrement de l’espace ="' par un nombre fini d’ouverts de sorte
qu’il existe une colonne qui ne s’annule jamais quand & parcourt
chaque ouvert et que A\ parcourt A* (resp. A”) On pourra alors
construire le noyau de Poisson a l'aide d’'une partition de 1'unité

subordonnée au recouvrement.

On pose
(3. 10) P(r g3 2\) = TA, + g £,A;—nI
et
(3.11) Q(r, & ; \) = Tcof P(r, & ; \)

Montrons d’abord l'existence d’une colonne de la matrice Q(77 (¢ ; ),
£ ; \) qui ne s’annule jamais localement par rapport a £ lorsque A
parcourt A* (resp. A-) On fixe arbitrairement un point £’ dans

14) En anglais, “right nul vector”.
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I'espace E".* Si |&/|=+|k,|/a;, la racine caractéristique 7;(&/ ;
k,+140) (resp. 75 (&) ; k,—i0) est simple. D’autre part si [&/|= |k,|/a;,
la racine caractéristique 7} (g, ; k,+:0)=0 de la matrice M ; k,)
est double. Mais par I’hyperbolicité stricte de 'opérateur L, c’est-a-
dire, dans le cas actuel, par I’hypothése (I), la dimension de l’espace
des vecteurs annulés a droite par la matrice P(r} (¢ ; k,xi0), & ; k,)
(I’espace propre stricte de M(¥ ; k,), correspondant a la valeur propre
T (& ; k,£i0)=0) est un. Par conséquent, dans tous les cas, le rang
de la matrice P(; (g, ; k, +10), &, ; k) (resp. P(r; (&, ; k,—10), &’ ; k)
est 2m—1. Cela signifie qu’il existe au moins un cofacteur =0
parmi les cofacteurs des éléments de la matrice P(r}(g/; k,+10),
g/ ; k). Alors la colonne de Q(rj (¢ ; A),#; A) contenant au (&, \)
=(&/, k) le cofacteur, ne s’annule jamais lorsque & parcourt un
petit voisinage de &' et A=k+i& (resp. A=k—if) parcourt
AT =A{, (k) (resp. A7) en reprenant § et &, plus petits si nécessaire.

Passons déterminer un recouvrement fini de 2" par des ouverts
comme mentionné au précédent. Fixons un point 7’ quelconque sur
la sphére unité |&|=1 de l’espace ="' et prenons une colonne
Q;(r; (7, 0), 7/, 0)==0 de la matrice Q(7(»/, 0), %', 0). Alors on peut
choisir un voisinage V’ (sur la sphére) de %’ et un nombre positif
R, suffisamment grand tel qu’on ait, pour tout ¥ €V’ et tout AEA™*
(resp. A7)

. A /.l :
(3.12) Q; T;(n,§>,n, X)+0 s R2R,

On peut aussi supposer RO>£+1 ou a, est la vitesse minimale

m

de propagation. On recouvre la sphére unité par un nombre fini de

tels voisinage {V,’}. En posant V,={&; |¢|>R, %E V,/} nous
déterminons Aj(¢; A\) dans V,xA* (resp. V,xA") par la colonne
Qi(t7(E 5 \), & ;\). Considérons ensuite dans la boule {#; ¢ |<R}.
Soit 7 un point quelconque dans la boule. Alors on peut trouver

un voisinage W, de 7’ et une colonne ;. (71 (£ ; \), &; A) de la

15) On suppose £,'==0 ou ky=+0.
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matrice Q(5 (¥ ; ), &; A) tel que
3.13) Q:ix(TIE ; M), E'; M)+0  pour tout ¥ W,

et tout A (resp. A7). On recouvre la boule |# | <R, par un nombre
fini de tels voisinages {W,}. On détermine h}(¢; \) dans W,x A"
(resp. W,XA") par la colonne Q;.(rj(¢; A), £; \). Nous avons
ainsi un recouvrement de ="' par un nombre fini d’ouverts {V,, W,}
et ki (¢ ; \) définie dans chaque V,xXA" et W,x A" (resp. V,Xx A~
et W,_xA).

Nous allons maintenant définir la matrice-noyau de Poisson
relative au systétme {A—AI B}. On -va chercher une matrice-
distribution tempérée K(x; \) a 2m lignes et m colonnes vérifiant

(3.14) (A—ADK(x; A) =0 dans R%
et
(3.15) BK(x’, 0; A\) = 8(x)1,,,

I, étant la matrice unité d’ordre m et 8(x’) la distribution de Dirac
dans l’espace R"*. On peut évidemment construire une telle matrice-
distrbution d’une maniére heuristique. En tenant formellement la
transformation de Fourier partielle de (3.14) et (3.15), on obtient

1d

(3.16) T KE, x,5 N\) = ME; MKE, 2,5 2\)

(3. 17) BK(E’, 0; A) = (27[)—@—1)/2]’”
Compte tenu de la formule (3.4), on pose

’ . n—1y/2 = dét ﬂ{(gl; X) it TCE/. DX +(5l . 16)
3.18) Ui(¥, x,; N) = (2r)or Sy et I 5 N) purrarmom ey« o,
B.18) Uft, v M=(amyron 5 L IET L CERY
dans chaque V,xA~ et W,_xA" (resp. V,xA~ et W,xA"), ol
JUE 5 N) est la matrice (B{ (¢ ; \),---, (' ; A)) dont la j#*™ colonne
est hj(Z;A), et H;;(&;N\) la matrice obtenue en remplacant la ji™

colonne de B4 (¥ ; ») par la colonne T(O---i---O). Prenons une

16) Il faut discerner l'unité imaginaire ¢ et indice i.
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partition de l'unité {a,(¢)}' dans l'espace E"' subordonné au
recouvrement {V,, W,} déterminé dans ce qui précéde, et considérons
la matrice-fonction

? ak(g,)(Ul(El7 Xn 5 7\‘) [ Um(E,) Xn 5 7&)) .

De (3.18), on voit qu’elle est tempérée par rapport a #. Par suite
Ezré'_’l[ ; ak(E,)(Ul(E,) Xn s 7\) PR Um(g,’ Xns 7\4))]

a un sens au sens des distributions. On pose ici a nouveau

(3' 19) K(x/’ Xus 7\‘) = gé’—’l[kz ak(gl)(Ul(Ely Xn s 7&) Ty Um(gl, Xn s 7\‘))]

et on lappelle matrice-noyau de Poisson relative au probléme
{A—xI, B}. Cette appellation se justifie par le fait suivant.
K(x', x,; \) satisfait a (3.14) et (3.15) et on a donc le

Théoréme 3.1. Pour g=Cy7(RIZ™), la fonction
(3. 20) v(x; A = K&, x,; M*g(x) (W=Eréel)
[€P)

est la solution umique dans L*(R%), du probléeme :

(3.21) A-2ADovx; A) =0, x,>0
3.22) Bo(x ; x)l = g(x).

Nous avons construit la matrice-noyau de Possion qui dépend con-
tiniment de A dans Aj, (k) (resp. As. (k). Mais, en utilisant une
partition de l'unité par rapport a A, on peut la constuire de sorte
qu’elle dépende contintiment de A dans la région {A; 0<Im A<&}
(resp. {A; —&<Ima<0}).

§4. Matrice-Noyau de Green du Probléme aux Limites
{A—MI, B}

Dans ce paragraph, nous construisons la matrice-noyau de
Green du probléme aux limites {A—2I, B} avec A non réel et

17) La fonction ap(é”) correspondant a Vp, est définie comme le prolongement par
homothétie de degré zéro d’'une fonction sur la sphére unité |&’|=1.
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examinons sa limite lorsque A tend vers l'axe réel.
Comme nous l’avons mentionné au début du §2, nous posons le
noyau de Green cherché sous la forme

4.1 Glx, y; A) =E@x—y; N)—E %, y; 1),

ou E(x; A) est la solution élémentaire de l'opérateur A—nI, définie

dans le §2. Alors E (x, ¥; A) que l'on appelle noyau compensateur,
s’obtient comme solution du probléme aux limites

4.2) (A-ADE,(x, y; A) =0

@.3) BE(x, v x)\: BE(x—y; V)| -

%,=0 %, =0

Donc E (x, y; A\) est donné formellent par

4. 4) E.(x, y; 2\) = K(x; h)j;/)(BE(x~y; x)') .

2y=0
ol K(x; A) est le noyau de Poisson. Notre tiche est maintenant
de montrer que, méme aux limites de A=k+i¢ quand &£>0 tend
vers zéro, le produit de convolution ci-dessus est définie et que
E (x, y; k%i0) sont des fonction de x, dépendant contintiment (dans
un certain sens) des paramétres y=(y,'--y,) et k.
Fixons un nombre réel £,==0 arbitrairement et comme dans le §3,
supposons que le paramétre A=~Fk+i€ (resp. A=k—iE) parcoure
la  région AT=AJ (k)={k+ic;|k—k, <5, 0<6<E} (resp. A”
=A_§,Eo(ko)), les § et &, étant deux nombres positifs suffisamment petits.
Soit ¥ un point arbitraire et fixé dans R". Désignons par J(x"; \)
(plus précisément, (', ¥; 1)) un élément quelconque de la matrice

BE(x—y; A\)| =0 et par ®(x; \) celui de la matrice-noyau de Poisson
X,=0

K(x; \).
On prend une fonction e Cy(E"") égale a 1 pour |&|<. et au zéro

. |
pour | |>:+1,: étant un nombre positif tel que > ol +5.

On décompose ®(x; A) en deux parties:

(4.5) DP(x; A) = D(x; N)+Dulx; N)
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ou
(4. 6) ®,(F, x,; \) = e)DE, x,; \)
4.7) D,E, x,; \) = AL—e@)PE, x,; \)

Alors on peut constater les suivants.

(1) Si n>2, &, x,; \) et toutes ses dérivées d’orvdre un par
rapport ¢ & prises au sens des distributions sont des fonctions de
g (dépendant des paramétres (x,, \)<[0, o)X A+ (resp. A7) telles
quw’'on ait les propriétés :

. 0 = 0 _

( =) D,(-, x,; N, (e, x,; NELEL?

(5o b () 6§]< )eL:Es)
(j=1,-,n—1) pour tout entier B3>0 et pour tout s tel que
1<s<2.

(#1) les applications

[0, o) x A™ (resp. A7)=(x,, ) MW~ <6i )BCT%(', Xni N,

n

( 0 ) agl( , X, MNEL(EL
J

sont continues.
(2) &,(¢, x,;\) est une fonction indéfiniment dérivable de (¢, x,,, \)

dans E"'X (0, o0) X AT (resp. A7) ef ses dérivées <i>ﬂ< 0 )V
- ’ ’ ox,/ \og
D,&, x,; N) sont continues en (¢, x,, \) dans E" X [0, co) X A*

(resp. A°).

Selon la définition (4.7) le support de &, par rapport a & est
contenu dans la rvégion |E'|>..

On a dailleurs la majoration

A.8) ’(

CD(E X 7&>(<Cm<1+lg"2) P

pour chaque entier B3>0 et chaque indice multiple v. Cg, est ici
une constante qui ne dépend pas de (x,, \) dans {un compact de
[0, o)} x A (resp. A7) et dg, est un entier >0 dépendant de (3 et v.

En effet, d’aprés les formules (3.18) et (3.19) on voit que
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&E, x,; \) posséde la forme:
4. 9) un polynéme d’éléments de BA(E ; ©) Qi e
dét (BAE ; 1))
X (une composante de A; (& ; A)) dans chaque V,xA*™ et
W,x A* (resp. V,xA~, W, xA").

Rappelons ici que dans chacune de ces régions, hj (£ ; \) est
obtenu en remplacant = par 7 (¢'; A) dans une certaine colonne de
la matrice Q(r, & ; A)="Tcof (t4,+ ’Z_ifjAj—xI ) dont les éléments
sont des polynomes de T, & et A, h:)mogénes de degré 2m—1. Par

conséquent, de la définition de la matrice (¢ ; \) et de ’hypothése
(4) de (II), on déduit

C pour |[F[|<:+1
4. < "
(4. 10) {det BAE ; K))\Z{C(H £19Y  pour |E|>¢.

D’autre part, la forme explicite de 77(¥ ; \) est la suivante.
(4.11) TI(E ; k+1E)

= sqnkvw+iv_7+v72;(2k8/aj)z

4.12) i s k—io)

— —sqn kA VYT GREIG) [ Rhefa )

2
ou €20 et y=F"&_ |z,
a;
En particulier
5 isanx/ _ig)r  pour |g|<lEl
4.13) T ; kxi0) = 7
x/'f’lz—<-)2 pour Ia_”:”IZm .
' a; a;
De ces formules, on observe que pour tout s tel que 1<s<2, on a
(4.14) EVIE 5 N, o, (e(E )TIE s MYeLEE

(=1,,n—1).
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De (4.6), 4.7), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12) et (4.14), on déduit les
propriétés (1) et (2).
Nous allons maintenant envisager ®,(x; A) *r(x”; A). D’aprés
[<5P]

le corollaire du theoréme 2.2, si A& A*(resp. A”) on a
v
(4.15) (;-/) Jr(- 3 N)ELI(R") pour tout indice v et tout g¢>2.
x

En outre, I’application

0
ox’
est continue. D’autre part, ®,(x’, x,; ) est une fonction (analy-
tique) de z’, dépendant continGment de (x,, A) dans [0, o) x A"

(4.16) R"x A" (resp. A7) (y, A) m—> ( )ﬂp(-, y: NeL(R™)

(resp. A°). Par suite, si I'on montre qu’il existe un nombre p tel
qu’on ait

(4.17) 1<p<2 et (-, x,; NEL’ (RS,

Iexistence du produit de convolution ®,(x’, x,; X)(j)\lr(x/; A) est
affirmée. En effet on peut alors trouver un nombre »>1 tel qu’on ait

@18) L+l 11 o @, 5 N (- N ELRE
b q v @

en choisissant ¢>2 convenablement.
Donc, en vertu du théoréme de Riesz, la convolution @, * Y
(C29)

existe pour tout A& A* (resp. A”) et de plus on a

@.19) @, 205 A 23 C s Ml <UD, 205 Mloe[1BC 5 Ml

D’ou, on en conclut que l’application

(4.20) [0, )X R, x A™ (resp. A7)>(x,, ¥, 7\,)-—>®1(*/)\[r eL" (Ry™)

est continue. Ainsi il nous reste a montrer qu’il existe p tel que
(4.17). Pour démontrer cela, considérons

@z | 19, 5,5 0 120
AT SRED R XCAP R NS

En appliquant l'inégalité de Holder au second membre, le premier
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est majoré par

w22 <{{ _ariwpar) [ 1a e ew, nn e

ou i+l=1, a, b>1.
a b

L’intégrale SR"_I(1+ |x"|)~“?dx’ est convergente, si et seulement si
ap>n—1. D’autre part, on a
4.23) A+ [ NPy, 2,5 M)l o0
SLXCAE RS R ML XEAER PSP
Si bp>2, on a

bp
1 = £ L2
<s bp—1<

On peut alors appliquer au second membre de (4.23) le Théoréme
de Titchmarch et M. Riesz sur les transformées de Fourier de fonc-
tions dans L?. D’ou, on obtient

(4.24) A+ 12" D2, %, 5 M)l Lo

<N, %5 W)llpt z"

Grace a la propriété (1) de la fonction ®,(¥, x,; \), le second
membre de (4.24) reste fini, si bp>2. Or il est facile de voir qu’il
existe des nombres p, a et b vérifiant les conditions :

1£p<2, 'l_‘“L:]-, a, bZl
a b

ap>n—1 et bp>2.
Ainsi on déduit de (4.21), (4.22) et (4.24),
(4. 25) (-, x,; N)EL2(R") pour un tel p.

De la méme maniére, on conclut que pour chaque indice multiple
(v, B)=(,v,_, B), il existe un nombre p tel qu’on ait

4.25) 1<p<2 et <aa )”(M)cp( Cx, NEL RS,
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De plus, on voit que I'application

(4. 26) (0, )X A* (resp. A7) wv— <62’ >v<6?c )ﬂtbl(-, X5 N)

eL?(R%™)
est continue.
On déduit alors de (4.16) et (4.19) que I’application

4.27) (0, )X R%x A™ (resp. A7) (%, ¥, \)

v B
0 ) (—8—) D,(x', x,; ) * Y, y; N)EL (R
0x, <@

( /
ax
. .

Envisageons ensuite ®,(x ; )»)(f,)\,!r(x’ ; A), ce produit de convolution
est défini au sens des distributions, puisque
D+, X5 NEOME")™ et ¥(-; MNESE")
pour (x,, A\)E[0, )X A* (resp. A”). Donc, on peut I’écrire comme
suit :
®.28) O, x5 ) £ V)
= A=A)VD, 1,5 M) % L=A)MY(5 N,

2 2
A’ étant 'opérateur de Laplace <8 > + e +<a ) et N un nombre
0x, 0%,_,

>0 qui va étre déterminé. D’aprés (4.15) (le corollaire du théoréme
2.2) on a

(4. 29) A—=AYYYr(x'; AN)eL(R™) pour tout ¢>2.
Montrons que pour p>1 on a

(4. 30) 1-A)NO,(x, x,; N)eL?(R™),

si N est assez grand. En effet, on a

Pour un entier 8>0 quelconque, en vertu de la propriété (2) de la
fonction ®,(, x,; 1), on a

18) Oy désigne 'espace des fonctions indéfiniment dérivables a croissance lente.
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T A+ 12 DA -A) N, 1,5 NIEL'E"),
si 'on prend N>0 suffisamment grand.
Dot
|+ 12" [)PA—-A) N, x,5 N[ <M,
M=M;, y, ., étant une constante qui ne dépend pas de («/, x,) dans

R X {un compact de [0, «)}. Pour un nombre p>1 quelconque

on a (4.30) en prenant B assez élevé, donc N aussi suffisamment
grand. De (4.28), (4.29) et (4.30) on déduit

(4.31) D,(-, x,; 7»)(* (-3 AeLl"(R*)

/)
pour un nombre 7 >1 tel que %‘*{—l—l:i. On observe d’ailleurs
q 7

que P’application

(4. 32) (0, o)X R X A" (resp. F)B(x,,, ¥, A)
aad (5o | o) IO R SPACRESE ALy

est continue. De (4.27) et (4.32), on peut déduire le suivant.
Pour geC3(R%), la fonction définie par

SR,, ESx, y; k+i0)g()dy ,

est indéfiniment différentiable en x et continue par rapport a (x, k)
dans R X (R'— {0}).
Posons

.33 Gueig®) = | Gx, 33 kxi0)g(s)dy .

En combinant I’enoncé ci-dessus avec le corollaire 2 du théoréme 2.1,
nous avons le
Théoréme 4.1. Soit g=CF(R%). Pour tout indice multiple
v=(v,"'v,), (—aa—> (Gpiio &) (x) sont des fonctions continues de (x, k)
x
dans R X (R*'— {0}).
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§5. Démonstration du Théoréme Principal

Dans ce paragraphe, nous revenons au probléme original. Nous
allons d’abord récrire le probléeme mixte (1.2)-(1.4) sous la forme
de [I’équation d’évolution dans L*(R7%). L’opérateur différentiel

A:—iZAjé?— définit une transformation linéaire ./ non bornée
j=1 ;
dans L*R%) de domaine de définition :

6.1) D) = (o) ; 0= C5 @), Bow, 0) = 0}

L’opérateur A est fermable et nous désignons par H sa fermeture.
On a alors le

Lemme 5.1. H est un opérateur autoadjoint (strict) dans l’espace
hilbertien L*(R%) de domaine

5.2) D(H) = {v(x); vEER(RY), Bv(x)l - o}’

Z,=0

ou lon interprét v(x)‘comme la trace de v(x) sur ['hyperplan x,=0.
=0
Preuve. Ceci est di a Lax et Phillips [9], [10]. Donc nous
nous bornons ici a esquisser les procédés de la démonstration.
L’adjoint formel A“ de l'opérateur différentiel A coincide avec A
lui-méme puisque les matrices A; sont supposées hermitiennes. Soit
A T'opérateur dans L*(R%) définit par A=A de domaine

5.3) D) — {v(x); veCs(RY), v(x)ie(A,,.,@)L}

Z,=0

19)

Alors la fermeture de A coincide avec I’adjoint stricte H* de H
au sens de la théorie de l'espace hilbertien. (Lax et Phillips [9]
p- 430). Pour démontrer H= H*, il nous reste 4 montrer

(5. 4) B =(A,P)*, oi P =kerB.

De I’hypothése 1) de (II), il découle BC(A4,PB)*-. D’autre part on a
dim B=m en vertu du lemme 1.1 sur la structure de $B. Doy,

19) Soit R un sous-ensembre de C?”. R-L désigne le sous-espace des vecteurs orthogo-
naux aux éléments de R par rapport au produit scalaire ordinaire.
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dim (A4,8B)'=m. Donc on a (5.4). On déduit (5.2) de lellipticité
de A et de la coercivité de B.
En utilisant V'opérateur autoadjoint H défini comme plus haut,

on peut écrire le probléme (1.2)-(1.4) sous la forme de I’équation
d’évolution

5.5) i%mu:um@

(5. 6) 4(0) = g= D(H) .

On considére comme solution de cette équation une fonction #—u(#)
€ D(H), une fois continiment différentiable de ¢ dans L*(R") (au sens
de la topologie forte), vérifiant 1’équation (5.5) et (5.6). On peut
alors interpréter cette solution comme solution du probléme mixte
1. 2)-1. 4).

L’opérateur autoadjoint A admet la décomposition spectrale

+DQ
5.7) H:Swﬂﬂm

ol {E.} _wcpco €st une famille spectrale déterminée par H d’une
maniére univoque. On peut alors supposer E,,,=ZE, sans diminuer
la généralité. On sait bien que la solution unique du probléme (5. 5)-
(5.6) est donnée par la formule

(5. 8) u(t) = ¢"H g = S+m et dE,g.

Nous allons maintenant établir une relation entre la famille
spectrale {E.} _.<uc.. €t le noyau de Green G(x, y; \) du probléme
aux limites {A—2xI, B}, construit au paragraphe précédent.

Theéoreme 5.1. Soit geC;(R7Y). Alors
1° E.g est une fonction continue de (x, u) dans R" X (— oo, o0)

et
2° E.g est une fois contindment différentiable en n (x étant fixé),
excepté n=0 et de plus on a

6.9 L Bg@) = ;- {Geii 8 ~Guiyrg0)} -
" 7l
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Démonstration. Montrons d’abord que pour p fixé, E.g est une
fonction indéfiniment dérivable en x dans R%. L’élément E,g peut
étre représenté comme une intégrale

N
E.g = S_wdEvg.
D’ou, il résulte
H'E,g — Y VidE,g .
Ceci implique E.ge D(H?) pour tout entier />0. Car on a évidem-
ment C%(R%)CD(H?), d’ot

"
| Bl = | vdBglP <+ oo

Comme H est un opérateur linéaire dans L*(R%) associé au probléme
coercif aux limites pour l'opérateur elliptique A, on a en utilisant
le lemme de Sobolev

(5.10) ,@1 DH)C B(RY) .

Ainsi, pour geC7(R%) on voit que E,g peut étre identifié avec un
élément de I'espace B(R?) des fonctions indéfiniment dérivables dans
R, dont toutes les dérivées sont bornées. Pour montrer la con-
tinuité et la différentiabilité de E,g par rapport a u, il faut utiliser
une relation avec G,-g. Pour A non réel, l'opérateur (H—AI)™'
admet, comme fonction de H, la représentation

5. 11) (H-\I)" = S”’ 1 ug,.
Y
D’autre part nous avons la relation
(5.12) (H-\)'g = SR,, G(-, y; Mg(y)dy .
+

Par conséquent on a pour v=Cg(R%) quelconque

6.19) | Lodmg v = (], 6 v eI v@dr.
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En y appliquant la formule d’inversion de Stieltjes,™ on obtient

6.14) (Betfing ) (BtEag )

= lim [ do] | (G £0) i g} @
Dans le second membre, les fonction G,.;-g(x) et G,_;-g(x) sont
continues par rapport a4 o, & et x dans la région {(o, ¢, x); o0,
0<E<E, xR} et le support de +» est compact. Il est donc d’apres
un théoréme de Lebesgue, permis d’effectuer le passage a la limite
sous le signe d’intégration. Il s’ensuit alors

6.15)  (BetBumg, ) (BrotBing )

S de | Gornrg) =G gle) VR
27Z'l R
Le second membre de (5.15) est continu par rapport a u et », et

< est arbitraire dans C5(R%). Par suite on a pour presque tous
les %

(5.16)  Eug()~Eg®) = 5| {Gorir-g@)—Couirrg@)}do

Comme deux membres sont des fonctions continues de x, cette
égalité est valable pour tout x=R%. D’ou il résulte, en dérivant
par rapport a pu,

(5.17) 4 Bgr) = EIQ(G,H,-O-g(x)—G#_,-o-g(x)} .

20) Soit ¢(x) une fonction a variation bornée dans [—oo, + 7. Considérons la fonc-
tion suivante de z, définie pour z non réel par

o) =TT L _dpw),
iz

Iintégrale étant prise au sens de Lebesgue-Stieltjes. On a alors la formule
d’inversion de Stieltjes :

$(ut+0)+4(e—0) ¢(v+0) +¢(V—0)
2

= lim ——g {D(o+ie)—D(c—ie)}da.

g0+ 2T
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Il nous reste 4 montrer que E,.g est continue en px=0. Si E,—E,_,
%0 pour =0, =0 est un spectre ponctuel, c’est-a-dire une valeur
propre de l'opérateur H. Cela signifie qu’il existe dans L*(R%) une
solution non identiquement nulle du probléme aux limites

(5. 18) Av(x) = 0, Bv(x)‘ 0 pour rER".
7,0

D’autre part on voit aisément que sous I’hypothése 3) de (II), le
probléme (5.18) n’admet pas de solutions (non identiquement nulle)
qui soit a carré intégrable dans R%. On arrive ainsi 4 une con-
tradiction. Donc I'application u—E,g< L*(R") doit étre continue 4 =0
pour tout geL*(R%). On termine la démonstration du théoréme 5. 1.

Passons maintenant a la

Démonstration du principal théoreme.
Comme nous l’avons remarqué dans ce qui précéde, la solution du
probléme mixte (1.2)-(1.4) avec g=Cg7(R%) est donnée par la
formule (5. 8)

ut, <) = S et dE,.g .
Décomposons cette intégrale comme suit :

RN I e

= u,(¢, x)+u,(t, x)+u,t, x) +u,(t, x)+ut, x),

I

5. 19)

N et § étant des nombres positifs qui vont étre déterminés plus
tard. Considérons d’abord la fonction

5. 20) ut, x) = S“ ¢t dE,g .
N
Nous avons:
(6.21)  ||H (G, )| = Sm u*d||E.g|’< + e, pour tout entier £>0,
N
puisque geC7(R%Y)C (| D(HF) .
=1

Du lemme de Sobolev et de l'inégalité coercive pour l'opérateur H,

il résulte
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(5.22) iu,(f, x) | <const. ||u,(t, -)

€51 (R?)
[n/21+1
<const. > ||H"*u,(¢, -)||.
=0

Soit & un nombre positif arbitraire. De (5.20), (5.21) et (5.22), on
a, en choisissant N>0 suffisamment grand

[n/2]+1pce
(5. 23) | u,(t, x)| <const. zfg w*d)| Egl?
E=0 N

pour t=R' et x=R". Par le méme raisonnement, on a aussi
(5.24) lu,(t, x)| <& pour fER' et x=R%.
Passons ensuite a

8
u(t, %) — S ¢t dE,g .
§

De la méme maniére qu’au précédent, on a

[n/21+1 8

|u,(t, x)| <const. >} S u*d|| Eugl? .
=0 J -
D’oul
luy(¢, x) | <const. (L+8"+ -+ + &) (|| Epgl*— || E_sgI") -

Si l'on prend § suffisamment petit, on a, en vertu de la continuité
de E.g & u=0,
(5. 25) lu(t, x)| <& pour fER'et x=R" .

Envisageons

N
u,(t, x) = Sa et dE.g.

En utilisant le théoréme 5.1, on peut 1'écrire sous la forme:

N
uz(t’ x) = ’Q%SB e’tﬂ{GP--fio'g(x)_GM—io'g(x)}d:U‘ .

Pour un point x fixé quelconque de RZ, G,._;-g(x) sont des fonctions
continues de p dans l'intervalle [8, N]. Donc, si 'on pose ©(u, x)
=Guriy &) —Gu_ior g(x), pour chaque xR l'intégrale

N
SS et O(u, x)du
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tend vers zéro lorsque f—>oo (aussi f—>— o). Soit K un ensemble
compact quelconque de R%. Alors la famille {©(-, x)},cx est pré-
compact dans ’espace des fonctions continues sur l'intervalle [8, N]
avec la topologie de la convergence uniforme sur [8, N]. Car les

fonctions ©(u, x) et E?—@(,u, x) sont continues par rapport a (u, %)
x5
dans [8, N]Xx K, donc les fonctions {©(-, x)} ,cx de x sont uniformé-

ment bornées. Par suite sup |u,(¢, x)| tend vers zéro lorsque f—oo
IEK

(par exemple d’aprés de Banach-Steinhaus). Par le méme
raisonnement, sup |#,(¢, x)| tend vers zéro lorsque f—oo. De (5. 23),
TEK

(5.24), (5.25) et I'énoncé ci-dessus, nous concluons l’assertion du
théoréme principal.

APPENDICE
Démonstration du Lemme 2. 2.

11 suffit d’étudier le comportement de la fonction I(x) lorsque x
tend vers l'infini suivant la direction (0,---,0, x,). Parce que le cas
général se déduit facilement du cas précédent par rotation dans
I'espace R". Pour abréger, nous écrirons, par la suite I(x,) au lieu
de 10,---,0, x,) :

(1) I,) = | = w(@)do .

Nous allons d’abord indiquer que la principale contribution au com-
portement pour x,—+ oo de l'intégrale (1) sera du voisinage immédiat
des points sur Q tels que la normale 4 la sphére en un point est
parallele a l'axe x,, c’est-d-dire, dans le cas actuelle pole nord
0,-++,0,1) et le pole sud (0,---,0, —1). Supposons que le support
de u(w) soit en dehors d'un petit voisinage de ces points. En
utilisant d’une partition de l'unité sur Q, on peut alors supposer
que le support de u(w) soit contenu dans un petit voisinage V d’un
point o° différent des poles nord et sud. En considérant V comme
une carte de la variété Q indéfiniment différentiable, prenons au
voisinage V un systéme local de coordonnées (s,:--o,_,) quelconque,
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Alors le point w=(w,*'w,) dans V admet la représentation para-
métrique w,=wy(o,,",0,.,) (k=1,--,n) ou les fonctions w,(s,, -,
o,-,) sont indéfiniment dérivables en (o,,:-,c,_,). Pour simplifier
nous écrirons souvent o' et ¢’ au lieu de (w,,,»,.,) et de (o,,,

o,..). Comme les vecteurs (6(01 (@), a“’"(a’) (k=1,--,n—1) sont
60‘,; aO‘k

tangents a la surface de la sphére. Ils ne sont pas orthogonaux au
vecteur (0,---,0, o,) par 'hypothése faite ci-dessus si x,+0 et c’eV.
On a donc

(2) x,g“’"(a')#o si x,40et V.
(2

Ceci remarqué, faisons dans l'intégrale (1) le changement de variables

w—0o’. Alors
_ TG P) ’ dCl) ’
(3) L) = |, e w(ole) 92 do
1 do

% étant le jacobien de ce changement de variables. Grice a (2)
g

on peut effectuer l'intégration par parties par rapport a o, dans le
second membre. En continuant a intégrer par parties on verra que
la fonction I(x,) décroit plus vite, lorsque |zx,|—cc, que toute puis-
sance de 1/|x,| puisque p(w) et la variété Q sont de classe
indéfiniment différentiable.

Nous allons maintenant étudier le comportement, quand x,—+ o
de la fonction I(x,) dans le cas ou le support de u(w) est contenu
dans un petit voisinage, sur Q, des poles nord et sud. Soient V*, V-
deux voisinages suffisamment petits sur Q du podle nord et du pdle
sud respectivement. Dans V* le point » admet la représentation
paramétrique

©p = o (k=1,-,n-1)

w, = :!:\/].——colz——---——co,Z,_1

c’est-a-dire que o' =(w,, ***,w,_,) donne dans V' ou V- un systéme
local de coordonnées. En tenant compte du fait:

o, = :I:{1—~1— ”z'imk2+0(;w'|3)} pour w'—0,
2 =
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On peut introduire, d’aprés un lemme de M. Morse [17]* (comme
un cas particulier du lemme) un systéme de nouvelles coordonnées
o,,,0,_, ayant les propriétés suivantes :
i) la transformation o= (w, " w,_.) <o’ = (o, *,0,_,) est in-
définiment différentiable
ii) =0 correspond 4 ¢'=0

ili) Vi—wi——wl,=1-%>3"¢.

iv) le jacobien ggw’; de cette transformation est égale a 1 en
g
o’ =0.

On peut supposer que le jacobien soit uniformément minoré par un
nombre positif dans un petit voisinage de ¢’=0, contenant le support
de wu(w(e’)). Avec les nouvelles coordonnées o, ,-:-, o,_, NOUS pouvonNs
écrire l'intégrales (1):

(4) I(xn) — Sgu,,,/l lo/|2 /,L(a, \/]_ 'wllz) o’

V1—]o|?
—ixny/1— | |2 u(w’, —V1—|o'|* || )d /
+S T o]’ w
— Seix,,(1~|a’|2/2) 1,li'+(a'/)do"+Se—ix”(l_l"’lz/?‘) 1#"(0")do"
ol
A@wxmw“w)i@.%iaﬁ)Dw
(6) Y )= - — ~-—--—*E1”*‘*zxaq
et d’apres iv)
(7) ¥=0) = p(0,-,0x1).

Ainsi notre probléme revient a étudier le comportement, quand
|s|—oco, de l'intégrale J(s) du type suivant :

(8) J6) = [ty s,

\r(c) étant une fonction indéfiniment dérivable en o=(o,, ", 0, 1),

21) Ou voir J. MILNOR, Morse Theory, Princeton University Press, Princeton.
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a support compact, soit suppC{s;|o|<d}. Pour simplifier
Iécriture, nous écrirons désormais o au lieu de ¢’ comme plus haut.
Pour examiner le comportement pour |s|—>co de J(s), nous allons
y appliquer la méthode classique de phase stationnaire. En prenant
une fonction paire p(f)eC,"(R") telle que

1 pour |t|<d
9 =
(9) p() {0 pour |[¢|>2d,
posons
(10) (@) = plo) X o X pl) -

On décompose J en deux parties

(11) J(s) = S ei(s/Z)lulzw(o.)qb(o_)do. + S ei(s/2)|ﬂ\21]f(a') 1 —¢(o))do
= ]1(3) +.]2(S) .

Dans la deuxiéme intégrale, la fonction +(¢)(1—¢(c)) & support
compact s’annule au voisinage de l'origine c=0. Comme la fonction
a intégrer s’écrit alors

(s ey (L yo)1 -},

On a, en effectuant une intégration par parties par rapport a o,
J(s) =0(s|™). quand |[s|—ce

En répétant 'intégration par parties de la méme maniére, on verra
que J,(s) décroit plus vite, lorsque |s|—co, que toute puissance de

1/|s]:
(12)  J,(s) = 0(Is|™%, pour tout entier />0, quand |s|—>oo.

Passons maintenant 2 la recherche J,(s) En décomposant (o)
en forme

13 Vo) = YO+ _ 3 a0+ 3 a0

lo|<m—1
ou les a,(c) (|a|=m) sont indéfiniment dérivables en o, on a
+

(14) ) =+ JT'| " eermip(a,)do,
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7 Foo | .
+ 1<|041gnr—1awk‘£]1 S_ e'(s/z)"kzo'k"kp(a'k)dcrk —l—,wIZ:;" Se'(s/z)'”Izdm(o')o'w(i)(o')da'

= @,(5) +D,(s) +D(5) .

Considérons tout d’abord ®,(s). On peut écrire

+oo . N )
(15) S ¢’ p(o)do, = 2lim S Sl
—oo N> Jo

+2lim SN D0 (oo #) — 1)do,

Dans la premiére intégrale, on fait le changement de variable

4/ |§—|0k=t. D’aprés la formule bien connue de lintégrale de

Fresnel :

(16) St: ettt — ZS: ettt — «/%(1;*;,’) — /g eEiT
on a alors

amn zgi:ei(‘gﬂ)ﬂk?do_k _ %(1:!:1’ sgn s) = V% gite/sgns

Considérons la deuxiéme intégrale de (15).

lim gNe"“/z)"kz(P(ak) —1)do,

N >0

— lim {ei(s/2)0k2<£(_o-_k):1> N SNei(s/Z)rrkz _d_< plog) — l)dok}

Horoo 150, 0 0 do,\ iso,

_ S” ei(s/2>ak2[i<£(j‘_’k);l>] doy,

do—k iSO'k

La fonction entre crochet dans la derniére intégrale est une fonc-
tion indéfiniment dérivable s’annule au voisinage de ’origine o,=().
On obtient donc, en répétant l'intégration par parties par rapport
a oy,

(18) 1la deuxiéme intégrale de (15)=0(|s|™%), pour tout entier />0,
quand !'s|—cc. On déduit alors de (14), (15), (17) et (18):

(19) D,(s) = 1,b'(0)(|2$—7zI o 1)/2ei(w/4>(n—1)sgns+0(Isl -1)

= O (Z)" W isgm 900151
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pour tout entier />0, quand |s|—>co.
Envisageons ensuite @,(s). Pour cela on considére l'intégrale :

@) | eemtrppar = | <%>(ist £ 2 ¢ p(E))dE .

Par une intégration par parties, il vient;

ey = - L[ Teenrygar— L[ et par.

La fonction #p’(f) a4 support compact s’annule au voisinage de
Porigine £=0. On a donc, pour tout entier />0,

la premiare intégrale de 21) = 0(|s| ™ lorsque |s|—oo.

De (15), (17) et (18), on a

la deuxiéme intégrale de (21) — 1 geﬂn/@sgﬂwousrl)
is'V |s|
= 0(]|s]| %) quand |s|—oco.
Ainsi

+oo
22) S G Poydt — O(Js| *2),  quand |s|—>co.
En général on peut démontrer de la méme maniere
(23) S+me"<~‘/2)’z Phot)dt =0(]s| ~Er+D/2) pour tout entier 2>0,

quand |s|—>co. Revenons maintenant a ®,(s). Comme nous avons
choisi la fonction p(f) paire,

oo . . .
S g0 mp(a)doy, = 0 si oy est impair.

oo

d,(s) s’écrit donc:

n—1 (+o

+o0 . .
B,(5) = | ol )do| ] | e o d,

r=2

foo no1(4e
ol | oo o) I (o)

k%

N

+...
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-
+ ... {S e¢CP-1 ol p(0,-1) do—n—l}
n—2(+> o 2
x I\ dernip(a,)doy

n-2( -+
w2 @ 1] et oo da,.

4<|o|<m-1
De (23) on en déduit
(24) D,(s) = O([s| 22X [s| ~W/DE=2) = O(|s] =17,

quand |s|—>oo.
Il reste a étudier @ (s). Soit / un entier positive quelconque. En

prenant m suffisamment grand, par exemple m>2/, on a

25) @,(s) = 0(]s]7H quand |s]|—co.

En effet, on peut facilement le constater d’'une maniére analogue
au précédent en intégrant [gzi]Jrl fois par parties par rapport a

chaque variable o, .
On déduit de (11), 12), (14), (19), (24) et (25):

(26) J(s) = Sei(s/zmtz Y(@)do, o= (o, 0,
_ w(0)<i)(n—-1)/2 gi@/H(n—1)sgns + 0( |S ' _ (n+1)/2)
Is|
quand |s|—>oo.
Revenons maintenant au probléme original. Soit u(w) une fonc-

tion indéfiniment dérivable sur Q. Alors nous tirons de (4), (7) et
(26)

@ Ix,) = Sge""n‘”",u(a))dm

~v/2
= 40,0, 1)( 2r ><" %l — G/ (n—1) sgn x,)
1%,

—1)/2
+u(0,---, 0, _1)< 27 )C” 7 o~ iIxsl ~Gx/Dn=Dsgnx,) 4 (| g, | ~n+D/2)

|2, |

quand |x,|—>oo.

Dot on déduit par rotation autour de l'origine le développement
asymptotique de I(x) quand |x|—>oo:
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(28) I(x) = S e <% o> p(w)do = ,1,(6)(2” >(n_1)/zei(lx!—(n'/4)(n—1))
@ | x|

+ /L(—G)(l_zj_c”_'yn_lme—i(:x\ ~GE/HB=1) 1 (| x| - D7)

oll x=|x|0. Le lemme 2.2 est ainsi complétement démontré.
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