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Sur la Condition de E. E. Levi Concernant
des Équations Hyperboliques

Par

Sigeru MIZOHATA et Yujiro OHYA*

1. Introduction. Il s'agit du problème de Cauchy pour des équations

kowalewskiennes à caractéristiques doubles. Nous montrons une con-
dition nécessaire et suffisante pour que ce problème soit bien posé.

Historiquement ce genre de problème a été considéré par
E. Levi [6] pour la première fois. Depuis, A. Lax [4] a publié un
article sur le même sujet, et M. Yamaguti [11] a étendu ce travail
au cas de plusieurs variables. D'autre part, il y a des recherches
de Ohya [10] et Leray-Ohya [5] concernant des systèmes kowa-
lewskiens dont les coefficients appartiennent à quelques classes de
Gevrey. Très récemment T. Kano [2] a obtenu un résultat con-
cernant la condition nécessaire pour l'équation hyperbolique stricte.
Notre tâche est d'étendre le travail de Levi au cas de plusieurs

variables, et de donner des résultats plus précis et plus complets

que ceux de M. Yamaguti. Nous nous limitons a esquisser la démon-

stration. Un article ultérieur donnera la démonstration détaillée et

des résultats plus généraux.

2. Soit P[xyt\ —, —) un polynôme différentiel d'ordre m défini
\ dx dt/

dans n= {(*, f) \xtER1, f e[0, T]}. Plus précisément

(
ç\ V

x, t ; —) sont des opérateurs différentiels en x d'ordre m—j.
dxl
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Nous supposons que tous les coefficients de P sont indéfiniment

différentiables et bornés avec leurs dérivées.

Il s'agit du problème de Cauchy dans O ;

avec la donnée de Cauchy portée sur l'hyperplan t = tQ (0<£0<T).

Désignons

D_ 1 9 D __ 1 8
LJ — - - . L/f — --

i dx i Qt

et écrivons la partie principale de P par

(2. 1) i»Pm(x, t ; A A) = i1" W + to 1 ; D)Dt
m-l+- + hm(x, t ; D}} .

Nous supposons que les racines caractéristiques sont au plus doubles

et leurs multiplicités sont invariantes par rapport à (x, t, f). Plus

précisément

= Û (r-\{(x, t ; £))2 "n (T-\J(X, t ; D) ,
t=l j=s+l

où \i, ••• , \m-s sont réelles et distinctes, et X1? ••• , Xs sont des racines

doubles et \s+1, ••• , \m_s sont des racines simples.

Comme on sait, on peut associer à la fonction \t(x, t ; g), fonction

homogène de degré 1 en f, un opérateur pseudo-différentiel d'ordre

1 (dépendant du paramètre £) défini par

\,(x, t ; D)f(x) = (2nYl J ^ÊXf.(jt, t ; £)/(f)d? .

Posons

(2. 2) 9, - A-X,U, f ; 0) = 4- |r-^(^ ' 5 ^) •/ 9/

et considérons

(2.3) H». = 0..-. - 9, - 9i)OA-i - Si) •

Remarquons que P[x9t\ — , — ] — Um est un opérateur pseudo-
\ dx Qt i

différentiel d'ordre (m — 1). Désignons
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(2. 3) im-lCm-,(x, t ; A A) = im{Pm(x, t ; A A)~nm(*, f ; A A)}

+ r-1Pm_1(*,£; A A),

Cm_x est un opérateur différentiel en t dont les coefficients sont des

opérateurs pseudo-différentiels en x.

Prenons pour base m opérateurs

(2. 4) 1, 9lf 9^, - , 3A-! -9i, 9i9A-&-2 - 9lf

••• > 9 fM_s_1 — 9S — 9X9S ••• 91B

On peut représenter C^jfo £ ; A A) sous la forme

(2. 5) C^fo # ; A A) = cm^(x9 1 ; D) + cm_2(x, t ; D)ai + cm_382ai

+ '"+^-A-A-2 — 9i H ----- ̂ 09m-5-i '•• 3i9s •" 9i

- rO m _ a (^ , f ; A A),

où cm_{(x,t\D} (f = l, 2, -•• , w — 1) est opérateur pseudo-différentiel

dont le symbole cm-i(x9 1\ |) est homogène de degré (m — î) en g, et

Çm_2 est d'ordre (m— 2). Comme on verra dans la section 3, cw_z- sont

déterminés de la manière unique.

Introduisons la condition suivante :

(2. 6) Condition A. Tous les symboles cm_t(x, t\%) (f = l, 2, - • - , s)

s'annulent identiquement pour (x, t ; f)enx jf?g;.

Démontrons le

Théorème 1. S0ws la condition A, le problème de Cauchy est

uniformément bien posé.

Démonstration (en bref).

Compte tenu de (2. 3), l'équation

s'écrit

(2.7) u™nm+r-lcm^-]u+Rm_2u =/,
où J?m_2 est d'ordre m— 2. On considère d'abord l'équation

(2. 8) [n^-fC^M*, o = i--/(*, 0 .
Posons
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(2. 9) (w, 9^, d&u, — , g^^ — 9^) = (u0, u19 ••• , w,

et notons

f/= '(MO, M!, — ,«„_!).

L'équation (2. 8) peut s'écrire sous la forme matricielle

(2.10) /),£/(*, 0 = H(#, ; ; D)U(x, t)+F(x, t).

••. 1

••. 1

où \i = \i(x, t ; |) (homogène de degré 1 en £), cm_z- - cm.i(x, t ; Ç)

(homogène de degré (m—f) en Ç). Enfin F=*(Q, ••• ,0, f""*/)•

Finalement posons

F(^, 0 = '((A + ir-Wo, - , (A + l)-5-1^^, (A + l)"—^ -,um_ù .

Remarquons que nous avons mis le même poids aux deux composantes

us_i et us. Grâce à cet artifice, et compte tenu des degrés de cw_ f-,

on peut écrire (2.10) sous la forme

(2.11) DtV(x, t) = H0(x, t ; D)A.V(x, t} + B(x, t; D) V(x, t) + F(x, t)

où

X'"':::i

0

^

0

'xi--.
•-. 1
^m-, >
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où \. = \.(x, t ; £/ £|) et B est un opérateur borné dans (L\Rl)}m.
HQ(XJ t ; Z))A est donc la somme directe de deux matrices

régulièrement hyperboliques. Ce système est déjà considéré par
plusieurs auteurs.

Etant donnés la donée initiale V(x,t^3)k
L^ (0<£0<T) et le

second membre F(x, t) e 6t\3)k
L

2}, il existe une solution unique
V(x, t) de (2.11), une fois continuement différentiable dans 3)^
(k = l,2, • ••) , et on a

(2.12)

Prenons par exemple & = 1. Alors (u0(x, t), u^x, f), ••• , us^(x, t),
us(x, t), -• yum-i(x9 0) est continu dans ^^x^^x ••• x^2-sx •••
• • • x .2^2, et continuement différentiable dans 3)^ x ^2~3 x •••

••• x£}™2s~l x£)lï-s-1 x ••• XL2. Cela implique à fortiori que (u(x9 t),

—u(x, t), ••• , d™^u(x, f)\ est continu dans ^^x ^2-
2x ••• xL2.

Of OT /

Ensuite si l'on désigne

— w(ar, 0(2.13) \\\u(x,t)\\\*=\\u(x,tW~-1 + ^u(x,t)

on a

(2.14)

Cette inégalité nous permet de résoudre le problème de Cauchy
pour (2. 7) par approximation successive. En effet, on a

Résumons ce qu'on a obtenu : Considérons l'équation (2. 7). Pour
toute donnée initiale à t = ta et le second membre f ( x , f ) tels que

+* x âJ?+'-1 x - x

( ow-l \

M(JC, 0» • • • >— ̂ n^^» 0)

soit continue dans <D£+p-lx — x<D£ (p = Q,2, •••).

3. Condition de Levi. Nous allons exprimer la condition (A) sous
une forme explicite. Pour cela remarquons que, compte tenu de (2.5),
si Ton désigne le symbole principal de Cm_l (la partie homogène
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d'ordre (w-1)) par <rm^(Cm^ on a

(3. 1) cm^(x9 t',Ç) = cr^CC^C*, t ; A A))

Ceci remarqué, soit

Alors,

nm(*, f ; A A)-nîî>(*, * ; A A)
^0W2-5-92)(a19s-92-95-a2a1)a1

montre que la partie homogène d'ordre (m — 1) du symbole

o-m-^m — n£P) est divisible par (T — X^*, / ;£)). On a donc

^(C^X*, # ; A A)) = i^-AP^x, t ; A A)~n^(*, / ; A A))

Ensuite, si l'on désigne

(3.2) n^ = (a_so...o9so...oa2)o(aso...o92oa1) ,
on aura, par la même raison

(3. 3) ^m-,(Pm(x, t ; A A) -nïïl! (*, t ; A A)90
= ^^(Ilîiiio^-IIiîiiSO (mod (r-xj) .

Or, on sait que

(3.4) ^(re^-n^lA)
m 8X, 3 œ 9-

Cette formule s'est montrée pour la première fois par Matsumura

(voir [7], Proposition 2. 1, voir aussi [3]).
D'autre part,

Pm(x, t ; ç , r ) = (T-X^*, t; ?))2n(r-xy(^, * ; |))
o

montre que, si l'on désigne Pm'(#, f ; f, T) =—PTO,

(3.5)
9r

!^, f ; f, r) JLJL
2 0^-C/T
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D'où

(3. 6) <rm^(Cm^(x, t ; D, A))
T = \1

On est ramené à définir les fonctions suivantes.

Définition 1. Soient Xy des racines doubles. Nous appelons la

fonction de Levi attachée à Xy celle définie par

m 0
9r

Résumons ce qu'on a obtenu : Pour que c^-^O*;, J ; £)=0, il

et il suffit qu'on ait L^x, t ; Ç) = 0.

On a le

Lemme 3.1. S0&Y C^-iC^, ^ ; ?, T) /^ symbole principal de

Cm^(x, t ; A A), 0ra a, ^0wr y = l, 2, -• , 5,

Lj(x, t ; Ç) = C^^U, *; f , Xy(^ * >' ?))
= ^-i + ̂ _2(Xy- X1) + Cm_3(Xy

+ Cm_j(\j — Xj (Xy — X2) ' • • (Xy — Xy _J .

D'où

Lemme 3.2. Soit (xQ9 t0 ; Ç0) Œ O X U7 — {0} .

^y(^o, ^o ; ?0) = 0 (.7 = 1, 2»

/7 /awf et il suffit qu'on ait

On a donc le

Théorème 2. Po^r ^^ l'opérateur (Pm, P^-J satisfasse à la

condition A, il faut et il suffit qu'on ait
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4. Domaine d'influence. Faisons le changement de coordonnées

"space-like", de (x, t) à (x*, f ) tel que

(4.1) f = <p(x9t), xc; = xcù (!<«</)

alors

(A o \ 9 9 9 9 ,9(4.2) — = <Pt—> = <Px —+ ,
Qt HtW dx« x"df dxa'

qui implique (£, T) se transforme à (<pxT + l;,<ptT) d'après [3] et [4],

où Ton a suppréssé pour faciliter l'écriture.

Note. La transformation (4.1) est dit "space-like" quand

^w(^> t ; |) étant des racines caractéristiques de P,

ou

^max = sup xf.(#, / ; f) pour
C^.OeQ

l£l=i

Lemme 4.1.

(4. 3) 9/ = Dt~\i(xJ t ', D) se transforme à

(%-*,(*, / ; ̂ ))^-U, * ; A AXA-/^(*, * ;
+ ̂ , t; A A),

o^ <^z- (x, t ; f, T) esf homogène de degré 0 ^ (Ç, T)

n ^ (x, t ; |, T) = 1 ^ indéfiniment différentiables en dehors de
1=1
l'origine ; £,•(#, ^ ; D, Dt) est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0.

Preuve. Considérons l'équation en r

(4. 4) <ptr - \f(x, t ; <pxr H- ?) = 0 ,

subordonnée au changement de coordonnées, compte tenu de ce que

le symbole de 9f- est r — xz.(#, f ; £). Si l'on note cette racine par

Pi(Xj tm, g), homogène de degré 1 en f pour (x, t) et Ç fixés, alors

l'allure du premier membre de (4. 4) pour r -» oo montre q'elle

équivaut à

(4. 5) (ç>,-X,(*, / ; ̂ ))^-U, * ; ?, T)(T-^,(*, # ; f)) = 0
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D'autre part, si Ton désigne Pm la transformée de Pm par (4. 1),

alors on aura

Pm = Pm(x, t ; <P,T + £, <ptT) = Pm(xy t ; <ps, cpt) ri (T-/^-)
1=1

m

qui montre H (pi(x, t ; £, T) = 1. Enfin, en employant la formule de
1=1

moyenne, il suffit de déduire de (4. 4) la relation

-n(x, f ; = 0

Vi existant au voisinage de T = fjji(x, t ; |).

Ceci prouve que te condition A se conserve par le changement de

coordonnées (4. 1) ; en effet, sous cette condition, notre problème de

Cauchy se ramène à (2. 7), où nw et Cm_^ sont donnés par (2. 3) et

(2.5) tel que cm_i(xj t ; Ç) = 0 (l<z<s). Alors, le lemme 4.1 nous

indique que, après la transformation (4. 1), les symboles de degré

m et m — 1 de P sont respectivement

t-\t(x, t ; ç>,))(T-/*,)}2 n (<P,-\J(X, t ;
, = 1 ; = SH i

et

2 «*(^ * ; e, " „-,--,
i(<Pt-^i(x> * ; 9?J) (T- p.) 1=0

X ri <pj(<pt-\j(x, t ; ̂ ))(T-^.) ri <I>k(<pt-\k(x, t ; ç>J)(r- AtJ
J=l Jfe^l

où cm_s_1_z- sont les transformés des cm_s_1_z-(^, / ; D). Ceci montre

qu'ils contiennent respectivement des facteurs Et (T — ̂ .)2 et ri (T — ̂ y);

ce qui prouve notre énoncé. Or, nous obtenons le

Théorème 3. La solution du problème de Cauchy

I d VPu = 0 avec — u(x, t0) = <p{(x) 0</<m-l
\3^/

a son support dans

{x\ U | x — f ] < Xmax | ̂  — ̂ 0 , f parcourant le support

de

Puisque le Théorème 1 s'applique au problème de Cauchy transformé
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par (4.1) ceci suffit à prouver le théorème d'unicité locale et donc

le Théorème ci-dessus concernant le domaine d'influence.

5. Nous allons montrer la réciproque du Théorème 1. Pour sim-

plifier notre raisonnement, nous supposons que

(5.1) Pm-J x> t\ —, —) soit à coefficients réels.
\ dx dt/

Enonçons

Théorème 4. Pour que le problème de Cauchy soit bien posé,

dans £l = Rlx[Q, T], il faut qu'on ait

(5.2) L y (* , f ; f ) = 0 (y = l ,2,- ,s) .

Puisque la démonstration est délicate, nous nous limitons à

indiquer le point essentiel. Pour montrer le Théorème 4, nous

utiliserons la méthode employée dans [9]. Nous supposons que le

problème de Cauchy soit bien posé et qu'une au moins des Lj ne

soit pas identiquement nulle, et montrerons que ces deux hypothèses

nous conduisent à une contradiction.

Soit

(5.3) Pu=f.

Prenons l'origine et supposons qu'une au moins des L/O, 0 ; f) ne

soit pas identiquement 0. Alors en prenant (x0, tQ) et son voisinage

convenablement, on peut supposer que les Lj soient classées en deux

groupes ;

1) il existe un Ç0(||0I =1), tel que L,-(#0, tQ ; £0)=t=0,

2) Lt(x, t ; f) = 0 pour (x, f)e V, et f elP.

Par un artifice, on voit qu'il suffit de considérer le cas où 2)

ne se présente pas.

Ceci supposé, on considère le problème de Cauchy avec le temps

initial tQ. On peut supposer encore que (x0, tQ) soit à l'origine.

Alors notre hypothèse devient : Lj(x9 t ; f) sont des fonctions à valeurs

réelles, et

(5.4) |L/*,f ;£) |>8 (j = l, 2, -, s) (ô>0) ,
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pour tout (x, t)^V, et tout Ce W ((0, 0)e V, ÇOŒ 1/F).

Nous allons effectuer deux procédés de localisations. D'abord,

soit /9(#)Œ .009(0) =t=0) dont le support est petit. Partons de

(5.5)

Alors

(5. 6) P(/3u)- ^ P™(J3™u) - 0, (d'après Leibniz) .
i°-i>i

/ ^ ^
Sous cette forme, on peut changer les coefficients de P( x, t ; — , —

\ dx dt
en dehors du support de /3. Ensuite soit a(f)Œ.0(l?0 (0<«(f)<l)

dont le support soit contenu dans W, et égale à 1 au voisinage de

£0. En désignant an(£) = a(£/ri)9 on définit l'opérateur an(D)f pour

toute /eL2, par la transformation de Fourier :

En appliquant an(D) à (5. 3) à gauche, on aura

(5.7) P[aH(D)/3u] = ^ Q,.(x,t ; D, Dt
-

OÙ

1) QP<T est un opérateur différentiel d'ordre (m— | c r l ) , et en parti-

culier, QeiQ = im-^-P(x, t ; A A) et Q^=-r^p(x, t ; A A)
9*« 9?,-

2) J?Â, plus précisément jST} satisfait à l'inégalité de la forme

n -

où II -|| signifie la L2-norme prise dans l'espace des x9 et

(5.9) I !wi i 2 =i io r 1 «i i 2 +i i^ r 2 wii ï+- - -+ i i« i i i - i .
Dans (5. 5), si l'on utilise l'expression

on peut utiliser Qi = Dt — \i(xJ t ; D) sous des formes modiffiées, c'est-

à-dire que l'oscillation de \i(x9 t ; Ç) peut être supposée petite. Plus
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précisément, grâce à deux localisations, on suppose que | \{(x, t ; %) —

^i(0> 0 î fo) i s°it petite pour tout (x, f) Œ£l et £ŒS (sphère unité).
Il en est de même de Cm^(x9 f ; £, T).

Ceci remarqué, considérons

(5.10) P\an(D)u-] = /

C'est-à-dire, d'après (2. 7),

(5.11) (nm-iCm_1)lan(D)u-] + i-mRm-2la,1(D)ul = '""/ •

On est ramené à considérer le système suivant :

(5.12) DtUn(t) =

X2A
0

V\

0

\A

H(0 + BUn(t)+F(t),

ou plus simplement

(5.13) DtUn = H(x, t;

où

2) X- = X-(.£ t ' D) ff(c -(x t' D)) = c -(x t ' ËI Ë\)

3) f *1
*1

*1
bA~-bsbs+l-~bmt

où * sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0, et b19 ••• , bs

sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre ( — 1) et bs+19 ••• , bm

sont d'ordre 0.

4) F='(0, -,0, «-"/)•
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6. Considérons

det (\I-H(x, t ; £)) = ri (\-\i(x, t ; £))2 ïï' (X-X/*, * ; £))
i=l * = * + !

-/[^_1 + cm_2(X-X1) + --+cm_s(X-X1)-(X-Xs_1)] - 0.

Alors, les racines perturbées peuvent être développées, soit par

Puiseux ou bien par Taylor. En particulier

où

-
-

pour £| assez grand.

Compte tenu de ce fait, on définit le normalisateur N(x, t ; Ç) de

#(#, ^ ; £) de la manière suivante ; chaque ligne de N(x, t ; £) est le

vecteur propre de ^(jtr, f ; £), fixé par la condition que sa dernière

composante soit égale à 1.

Finalement, soit

(6. 2) tf (*, /

où

xr

x;

A(*, t ; £) -

Désignons

(6. 3) JVC7K = '«", -

et posons

(6.4) S(t;NUn) = mi±\\e^
i = l

où ^"^Â* est défini par

et on choisit £>0 petit, par exemple, £<—.
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Finalement posons

Un a la

Proposition 6. 1.

où k (>/) 0s£ &^ nombre entier qu'on peut choisir aussi grand qu'on

le veut, et S", c19 c29 c3 sont des constantes positives indépendantes de

u(x, f) et de n.

Comme la démonstration est assez longue, nous la donnerons

dans un article ultérieur.
Revenons à (5. 7). Désignons

(6. 6) Un>pff = *((A + ir~

Un calcul délicat montre

(6.7) i

< c n - * 2 C '
IP+P'K* n

Compte tenu de la Proposition 6.1, on a

Proposition 6. 2.

dt

-c^~n S nM-^e-^'NU^--^- l\\u\\\2 ,
Cp,or) ' ^2(A-/-2)

/a sommation est étendue à tout (p, cr) satisfaisant à a- \ < m,
<&, ^ Ip + a-l >1.

On considère, au lieu de (5.7), l'équation en a^P^u :

En posant

(6. 8) 0W(P, cr)«(^, 0 =
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on a

Proposition 6. 3.

où la sommation est étendue à tout (p7, a-') satisfaisant à p'>p, cr'>cr,
et |p + cr -f-l< Ip' + cr' | <&.

Posons

Sn(t ; u(x, 0) = S M|p+(r|S6f ; ©w(p, a-)^).

Si l'on prend M assez grand, on a

Proposition 6. 4.

(6.9) —-Sn(f ; u(x, t})^§f"\/~n~Sn(t ; w(o:, 0) — — - — I I N I I I 2 -
«^ nk l 4

7. Supposons que le problèmende Cauchy soit bien posé. Définis-
A

sons </>(!) EfEÛ, continue, dont le support est contenu dans un petit

voisinage de £0. On suppose de plus que, sur le support de

ce(|) = l. Notons ^(^) = 2r"1[^(l)]«
Définissons UH(X, f) comme la solution de

P[un(x, 0] - 0
avec

Un(x9 0) - —un(x9 0) = '" =^-uH(x9 0) - 0,wN ' ' r\j. "x ' ' r\j.fn — 2 r*\ * / *

D'après l'hypothèse, il existe des constantes positives C et ^ telles

que

(7.1) \\\un(x, OIIKC|!!«„(*, 0)\\\P<C'n* (n = I, 2, -).

Si Ton prend dans (6.9), u(x, t)=un(x9 f) et qu'on prend k de telle

manière que
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(7.2) k =

on aura

(7. 3) S»'(t ; un(x, t))>8'"VJÏSn(t ; un(x, O)-o(-).
\n I

D'ailleurs, on a

Sn(0 ; «„(#, 0))>c(>0) pour n>N (assez grand).

Ces deux inégalités entraînent que

Sn(t ; un(x, *))>-£- exp (5"V^~0 ,z

pour » assez grand. Or, cette inégalité est contradictoire avec (7. 1).
Notre démonstration du Théorème 4 est donc achevée.
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