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Comportement Asymptotique de Solutions
de Certains Probléemes Mixtes pour des
Systémes Hyperboliques Symétriques a
Coefficients Constants

Par

Mutsuhidé MATSUMURA¥*

§1. Intreduction

Le comportement asymptotique pour #-—>oco de solutions du
probléme mixte extérieur pour I'’équation des ondes dans l’espace a
trois dimensions a été étudié par quelques auteurs, par exemple T.
Carleman [2], P.D. Lax et R.S. Phillips [5], P.D. Lax, C.S. Morawetz
et R.S. Phillips [6], C.S. Morawetz [11], S. Mizohata [9] et d’autres.
Dans [5], P.D. Lax et R.S. Phillips ont aussi établi la décroissance
locale de I'énergie pour des solutions de systémes hyperboliques
symétriques dans un domaine extérieur de l’espace euclidien a
dimension impaire.

Ces travaux s’occupent du cas de I'obstacle borné. Il nous semble
aussi intéressant d’étudier des problémes de ce genre dans le demi-
espace. Dans le travail antérieur [7], nous avons établi la
décroissance pour f—co des solutions de certains problémes mixtes
dans le demi-espace R pour des systémes hyperboliques symétriques
du premier ordre a coefficients constants. Mais nos hypothéses sur
les systémes et sur les conditions aux limites, faites dans [7] sont
assez restrictives. En effet, nous avons traité dans [7] seulement
les systémes isotropes (voir Remarque 2 dans le §1) et les conditions
aux limites vérifiant la condition complémentaire stricte (ou de
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Lopatinski uniforme).* Dans cet article, en construisant le noyau
compensateur d’'un point de vue différent de [7], nous établirons la
décroissance de solutions pour des systémes et des conditions aux
limites plus généraux. Cet article est complet par lui-méme. Par
suite le lecteur pourra lire cet article indépendamment de [7].ff

A la fin, notons que sous des conditions plus restrictives que
celles de P.D. Lax et R.S. Phillips, K. Mochizuki [11] a obtenu
tout récemment quelques résultats de ce genre pour des problémes
mixtes de systémes hyperboliques symétriques a coefficients variables
dans un domaine extérieur d’un obstacle borné de l’espace a
dimension paire.

Quelques rappels sur le probléme mixte.

On désigne par R” lespace euclidien 4 #» dimensions, par
x=(x,,-, x,) un point de R” et par |x| sa distance a l'origine. En
posant x'=(x,,-,%X,_,), écrivons x=(x’, x,). Soit R% le demi-espace
ouvert {x=(«’, x,)ER"; x,>0} et soit R" la fermeture de R». ¢
désigne la variable de temps.

Soit L un opérateur hyperbolique symétrique du premier ordre
a coefficients constants :

1.1) L—-19_

A. 2
ot

_6
1 0x,

M:

<.
Il

ou I est la matrice unité d’ordre N et les A, j=1,---,n sont des
matrices hermitiennes d’ordre N dont les éléments sont constants.
Nous considérons le probléme mixte, dans le demi-espace R%, de la
forme :

1.2) Llu, x)]=0 pour (>0, xeR%,
(1.3) u(0, x) = g(x) pour x=R%,
1.4) Bu(t,x) | =0 pour ¢>0,

x,=0

ou u(t, x) et g(x) sont des matrices-colonnes de fonctions & valeurs

t Cela correspond a la condition complémentaire de S. Agmon [1] dans les équations
hyperboliques d’ordre supérieur (voir la condition B.2)* dans le §7: Appendice).
11 Les résultats de cet article ont été résumés dans [8].
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complexes et B une matrice 4 / lignes et N colonnes de rang /,
d’éléments constants.

Notre but est de montrer la décroissance pour f—co de la
solution «(¢, x) du probléme mixte (1.2)-(1.4) avec g=C5(R?}) sous
les hypothéses sur L et B que nous énoncerons précisément plus
tard. Pour cela, rappelons d’abord quelques notions et la ter-
minologie concernant le probléme mixte (voir aussi S. Agmon [1],
R. Hersh [3], P.D. Lax et R.S. Phillips [57).

Soit CV V’espace complexe de dimension complexe N. Désignons
par la méme lettre B l'opérateur linéaire de CV dans C‘ dont la
matrice de représentation par rapport aux bases canoniques de C¥V
et de C’ est la matrice B. On lappelle opérateur-frontiecre. On
appelle aussi le noyau de cet opérateur linéaire espace-frontiére et
désigne par B=Kker B.

Deéfinition 1.1. On dit que la condition B aux [imites (ou
lopérateur-frontiére B ou encore espace-fromtiére) est comservative
si la forme quadratique A,L-T (associée a A,) sannule sur B :

(1.5) AL-E=0  pour tout {€B.
Pour ¢, 5'eCN, t.T désigne le produit scalaive £,./+ - +EnCa .

On peut aisément constater que si B est conservatif, toute
solution #(¢, -)=L*(R") du probléme mixte (1.2)-(1.4) satisfait a la
loi qui exprime la conservation de I’énergie de la forme intégrale:
(1.6) ety gy = 1100 Ml e -
Cette égalité implique évidemment l'unicité de la solution et sa
dépendance continue des conditions initiales. Mais pour obtenir un
théoréme général d’existence on a en outre besoin de la notion
suivante qui exclut 'excés de relations aux limites.

Définition 1.2. On dit que [Despace-frontiére B est maximal
par rapport a la propriété (1.5) (ou plus simplement, maximalement
conservatif) s’il est impossible d’élargiv B a un sous-espace de CV
strictement plus large en gardant la propriété (1.5).

On peut alors appeler la condition B (ou l'opérateur-frontiére)
minimal par rapport a la propriété (1.5) ou wminimalement con-
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servative dans le sens qu'en gardant la propriété (1.5) on ne peut
omettre aucune ligne de la matrice B qui stipule les / relations
linéaires homogénes parmi les composantes de #(Z, x) a le frontiére
x,=0.

Nous citons ici le lemme suivant da 4 P.D. Lax et R.S. Phillips
[5] qui élucide la structure des sous-espaces jouissant de la pro-
priéte (1. 5) d’'une facon maximale pour une matrice A, hermitienne,
non singuliére de signature zéro.

Lemme 1.1. ([5] p. 199) Soit Q une matrice hermitienne d’ordre
2m, non singuliére et de signature zéro. Omn désigne par P (resp. Jl)
le sous-espace de dimension m engendré par les vecteurs propres
correspondant aux valeurs propres positives (resp. négatives) de Q.
Soit {et ,---, e;} (resp. {er ,--, e} ume base orthonormale quelconque
dans P par rapport a Q (resp. dans Il par rapport a —Q).
Désignons par £ le sous-espace de C™ engendré par les vecteurs
et +er, es+e5,-,e:+e,. On a alors

1.5y Q- =0 pour toutr &,

et £ est maximal par rapport & cette propriété. Inversement tout
sous-espace de C*™ ayant la propriété (1.5)Y d’umne facon maximale,
peut étre comstruit par un tel procédé.

Posons pour simplifier la notation :

(1.7) A=t 0
7 = 6xj
1. 8) A(n) = gnjAj.

7 désigne ici un point de l'espace 5" dual réel de R” par rapport

au produit scalaire <x, 7>= 3 XM;=%x-7.
j=1
Nous posons aussi
(1.8)y A() = 214,

en ecrivant 7' =(»,,+,7,_,). Dans ce qui suit, nous écrirons trés
souvent 7, =T, 77/:(771 T 77n—1):";::(§1 PR E"—l) et 77:(5) T)'
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Supposons désormais que I’hyperplan x,=0 ne soit pas car-
actéristique pour L (ou A), a savoir que dét A,=+0, et considérons
la matrice suivante dépendant des paramétres £ 5" et A &C.

(1.9) M(E; \) = A7 (M- A'(E) .

Alors il découle de I'hyperbolicité de L=I—§T—iA que pour tout

vecteur réel f5" " et pour tout A non réel, aucune des racines
caractéristiques de M(#; A) n’est réelle.

Pour tout £ réel et 30, la matrice M(¢; 0) a la méme propriété si
Vopérateur A est de type elliptique dans le sens que A(n) est non
singulier pour tout 7»+0 dans 5"

Désignons maintenant par E*(§;\) (resp. E7(£;\)) le sous-
espace de C¥V engendré par les vecteurs propres ordinaires et généra-
lisés correspondant aux valeurs propres (=racines caractéristiques)® a
partie imaginaire positive (resp. négative) de M(&; A). On appelle
E*(#;\) (resp. E~(E; \)) espace propre positif (resp. négatif) de
M(E; ).

Pour tout £ réel £”™' et A non réel, on a

(1.10) E"E; MNOE(E;») =CV.

Supposons maintenant que l'opérateur A soit de type elliptique.
Alors on a, pour £ 8" et A non réel et pour £+0 et A=0, (1.10)
et de plus

r

1. 11) dim E*(g; \) = dim E~(£; \) :%, si n>2.

Lorsque #=2, nous supposons (1.11), 4 savoir que A soit propre-
ment elliptique.

Deéfinition 1.3. On dit qu'une condition B aux limites
(ou lopérateur-frontiére B, ou encore [espace-fromtiére) est coercive
pour Popérateur elliptique A s’il existe une constante C>0 telle qu'on
ait
001 <10l + 1ol
x;

(1.12) > | :

1) Nous appelons souvent les racines caractéristiques waleurs propres lorsque nous
utilisons ces racines avec vecteurs propres correspondants,



306 Mutsuhidé Matsumura
pour toute fonction veC7(RY) vérifiant la condition aux [limites
Bo(x) | =0. |[|-]| désigne ici la norme naturelle de L*(R%).

%, =0

Le lemme suivant doit aussi & P.D. Lax et R.S. Phillips [5]
(p. 202).

Lemme 1.2. Pour qu'une condition B aux limites soit coercive
pour lopérateur elliptique symétrique A=—iZA,-£—, il faut et il
j=1 7

suffit que les conditions suivantes soient vérifiées.
. N
i) /== et
) 2

i) BNE*E; Q) =0 pour tout 40 dans B .

[ est ici le nombre des lignes de la matrice B.

Hypothéses et théoréme principal.

Nous imposons ici un certain nombre de conditions sur L et
sur B.

() “hypotheses sur [opérateur L”

L.1) L est strictement hyperbolique, cela signifie que pour tout
vecteur réel n=(,,---,7,) %0, les racines caractéristiques de A(n)
sont toutes réelles et distinctes :

(1.13) dét W —A®m) = A —N@)- (M —An()) ,
(1.14) N(1) > >npy(n) pour 7=0.

L.2) A est elliptique, en d’autres termes, L n’a pas de vitesses de
propagation nulles,

L.3) Pour tout £ réel et A=~k réel =<0, les racines caractéristiques
réelles de M(&; k) sont ou simples ou doubles.” De plus M(£; k) n’a
quun couple de racines doubles réelles tout au plus pour le méme
(&, ).

(II) “hypothéses sur la condition B aux limites”

B.1) B est minimalement conservatif.

2) Clest la condition d’Agmon [1].
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B.2) Pour tout vecteur £ réel €5”' et pour n==Fk réel, £ et k£ non
tous deux nuls, on a

BOE*(E; k) = {0} .

Remarque 1. De I'hypothése L. 1), il découle que 1 ;(£) j=1,-,n
sont des fonctions analytiques réelles dans &”— {0} et positivement
homogénes de degré un.

Remarque 2. Voici une classe d’opérateurs typiques vérifiant les
conditions L. 1)-L. 3):

1.3y dét W —Am) = W' —al[n|?)--- (' —an|n]?),
1.4y a,>>a,,>0,
c’est-a-dire le cas isotrope a vitesses de propagation non nulles.

Remarque 3. La condition B. 2) contient la coercivité de B pour
lopérateur elliptique symétrique A (voir Lemme 2. 1).

Remarque 4. Notons que le sous-espace E*(£; k) ne coincide
pas avec E*(£; k+40) pour un choix convenable de (¢, k).

Remarque 5. De la symétrie des A,, j=1,---,n et la propriété
d’étre conservative de B, on peut déduire

BNE*E; ) = {0}

pour tout £ 58”7 et pour tout » non réel (voir Lemme 5. 3).
Nous allons maintenant énoncer notre théoréme principal.

Théoréme. Supposons que [lopérateur L et la condition B aux
limites satisfassent a toutes les conditions énumérées ci-dessus. Soit
geCF(RY). Alors la solution u(t, x) du probleme mixte (1.2)-(1.4)
converge vers 2éro umniformément sur tout compact de R lorsque t
tend vers linfini. De plus, toutes les dérivées de u(t, x) par rapport
a (t, x) ont la méme propriété.

Nous allons ici indiquer en bref le principe de la démonstration
du théoréme. Nous traiterons ce probléme dans le cadre des espaces
L?. A cause de la symétrie des A; et de I’hypothese B. 1), 'opérateur
A devient un opérateur autoadjoint A dans L?*(R") en prenant pour
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domaine

(1.15) D(A) = {v(x); v H'(RY), Bv | =0},

H'(R%) désignant ici I'espace des fonctions v=L*(R%) dont toutes
les dérivées distributions d’ordre un, sont dans L*(R?%). Alors en
utilisant cet opérateur fermé A, le probléme mixte (1.2)-(1.4) peut
s’écrire sous la forme de I’équation d’évolution

(1. 16) %u(t) — iAu(t), >0

(1.17) u(0) = geC3(R:)C D(4) .

Par conséquent la solution est donnée par

(1.18) u(t) = ¢ta g = g” ¢ dE,g

ol {E.} _wccrcr- est la famille spectrale de 'opérateur autoadjoint A
dans l'espace L*(R%). La démonstration du théoréme revient alors
en essence a prouver que E,g est absolument continue en & a
I'exception de l'origine £=0. Pour cela nous construirons d’abord
le noyau de Green G(x, y;A) du probléme stationnaire associé au
probléme mixte (1.2)-(1.4) pour l'opérateur hyperbolique L, plus
précisément du probléme aux limites dans R?% pour l'opérateur
elliptique A—XI(A non réel):

(1. 19) (A—ADo(x) = g(x), x=R",
(1. 20) Bo@x) | = 0.

=0

Ensuite nous montrons que pour tout indice multiple », les limites
2 Gllegl =lim (1) | 6y kxieg(»dy
. k=t &40 ax Rﬁ ’ ’

existent et qu'elles sont des fonctions continues de (x, k) dans
R" x(R—{0}). Alors nous pouvons établir, en utilisant la formule
d’inversion de Stieltjes, la relation suivante.

d _ 1 b i0)— s b
.22 B = (G ys k10 -G, k- i0)h )y
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On observe que pour tout x fixé le second membre de cette formule
est une fonction continue de k dans R— {0}. D’autre part on peut
déduire de la coercivité de B que k=0 n’est pas une valeur propre
de A. Le théoréeme voulu se démontre alors en appliquant le
théoréme de Riemann-Lebesgue a l’expression (1.18).

Donc, le point essentiel de notre travail consiste 4 construire le
noyau de Green G(x, y; A) du probléme (1.19)-(1.20) et & montrer
(1.21).

On cherche le noyau G(x, ¥ ; A) sous la forme:

(1.23) G(x,y;N) = E(x—y; M) —E[(x,y; ), x, yERY .

E(x; \) est ici une solution élémentaire de l'opérateur A—xI dans
R” qui est définie par

(1.24) E(x;N) = @m) "G (AE) -],

&' désignant la transformation de Fourier inverse. D’autre part
E.(x,y;2\) est ce que l'on appelle noyau compensateur et il s’obtient
comme solution du probléeme aux limites :

(1.25) (A=ADE(x,y;2) =0, x yER}
(1. 26) BE(x, y;\) | = BE(x—y;2) | .
%= 2,=0
En effectuant formellement la transformation de Fourier partielle
par rapport aux variables x'=(x,,-*+, x,_,), on a le systéme d’équations

différentielles ordinaires de la seule variable x,, dépendant des
paramétres £ et A\ :

@20 (FAME ) B 5wy =0, >0,

et la condition

(1.28) BE,(, 0,5; ) = T/ BE(x—y;N) | 1.

& désigne ici la transformation de Fourier partielle par rapport a
% et E.=F/E/]]. Ainsi le probléeme de la construction de
G(x,y;N) se réduit a trouver la solution de (1.27)-(1.28) dans
L({x,; x,>0}).

Le plan du reste de cet article est le suivant. Le §2 est con-
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sacré a quelques considérations sur les racines caractéristiques de
la matrice M(&;)\) et a la construction de bases dans les espaces
E*(E;2\). Dans le § 3, nous donnons d’abord un certain nombre de
lemmes. Puis nous démontrons un théoréme sur l'ordre des zéros
du déterminant de Lopatinski A(f; k+i0). Dans le §4, nous
définissons une solution élémentaire de 'opérateur A—AJ pour A non
réel dans l’espace libre R” et montrons l'existence de E(x; k=410) et
leur continuité par rapport a (x, k) dans {(x, k); x=0, k3=0}.
Ensuite nous donnons une expression de %,/ [BE(x—y; h)x l_o].

Dans le §5, nous donnons une expression de F/[E.(x,y; \)] et en
utilisant cette expression nous montrons 'existence de E, (x, y; k+10)
et leur continuité par rapport a (x, y, k) dans {(x, 5, k), x, yE R} et
k+0}. Le §6 est consacré a4 la démonstration compléte de notre
théoréme principal. Enfin, nous donnons des exemples dans
I’appendice.

En terminant cette introduction, je voudrais exprimer ma vive
gratitude aux professeurs S. Mizohata et M. Yamaguti pour leurs
conseils bienveillants.

8§2. Considérations Préliminaires
Considérations sur les racines caractéristiques de la matrice M(§; A).

Soient %£° un nombre réel 0 et £ un point de £*'. Supposons
maintenant que la matrice M(£°; k°) admette une racine caractéristi-
que réelle ¢°. Alors d’aprés ’hyperbolicité stricte de L et la relation :

2.1) dét (W —A(E, 7)) = dét (—A,)-dét(rI—M(E; \)),
il existe uniquement un numéro 7 tel que 1<r<N et
2. 2) k= A&, o).

On sait que A(& o) est une fonction analytique & valeurs réelles
des variables réelles £= (¢, ,---, £,_,) et o dans {(§, o); |E| +|o| =0}
(voir Remarque 1 dans le §1). Nous considérons la fonction
A=n,(§, o) au voisinage du point (&° ¢°) et prolongeons la derniére
variable ¢ en variable complexe z. Plus tard, nous remplacerons z
par 7. Désormais la lettre o désignera toujours une variable réelle
ou Re z. Nous utiliserons souvent par la suite la lettre A comme une
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variable complexe indépendante. Lorsque A décrit seulement la
droite, 4 savoir que A jouera le role d’une variable réelle, nous
emploierons £ au lieu de .

A propos, la racine caractéristique réelle ¢° est ou simple ou
double par hypothése. Considérons d’abord le cas ol ¢° est simple.
Cela équivaut a

(2.3) R (g2, 6940
0z

687;’(5", a°)=0. Soit / le premier numéro tel

que %17”—1'(?, d”)=£0. Alors z=0¢" est un £’-point d’ordre / de la
z

En effet supposons que

fonction A=x,(&% 2) en 2. Donc il existe, d’aprés un théoréme bien
connu dans la théorie des fonctions, la fonction z=2z(¢"; \) définie
dans un voisinage du point A=£Z°, ayant un point critique algébrique
E d’ordre [—1. 2(°; A) est alors une racine caractéristique de
M(g°; \) et on aura une racine multiple réelle o°=2(¢°; ¥*) d’ordre
[>2, contrairement a I’hypothése que o° est simple. On a donc
(2.3). De (2.3) il existe, en vertu du théoréme d’existence des
fonctions implicites, une fonction analytique z=2z(¢ ;) définie au
voisinage du point (¥, 2)=(¢°, ¢°), ayant les propriétés:
i) 2(&; \) vérifie

2.4 o' =2 ; k) et A=n(E 2(E;N).

ii) z(£; k) est une fonction a valeurs réelles.
Alors z=2z(£; \) est racine caractéristique simple de M(&; A) pour
tout (£, A) dans un petit voisinage de (&° £°) et Im z(£; A)==0 pour
non réel.

Nous allons maintenant montrer que l'on a

. Imx o
2.5 lim —— "~ = =27(, 2(E; k)=+=0
(2.5) A e 0z (& 2(&; k)=
pour (£, k) voisin de (£°, £°), ou k=Re A.
Pour cela développons la fonction A=2\,(&, 2) en série de Taylor
rapport 4 z au voisinage de z=o voisin de o°.
= 194,

(2.6) e 2) = 3 1o

& o)(z—0a)'.
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En remplacant ici z et o par z=2(¢;\) et o=2(¥; k) (k=Ren)
respectivement, on a l'identité

@.7) ek =SV LN e e N —2(E; B

= ]! 02f

En prenant les parties imaginaires, il vient

Imn = 31290 (g, 2(e 5 B) Im {(Re 2(g 3 M—2(E; B)-+i Im 2(¢5 N}

puisque A(, o) et 2(E; k) prennent des valeurs réelles.
Pour A non réel, on déduit de la

Im»x . 87\7 . . _ . 627\‘7’ .
(2.8) ImzE;: %) 0z (& 2(&; k) +(Re 2(E; M) —2(E; k) Py (£ 2(£; k)

+3—1! {3(Re 2(£; M) —2z(£; k)*—(Im 2(£; 1\)%} %(g, 2(£; k)
EI

puisque Im z(#; \)%=0. En faisant tendre Im X vers zéro dans (2. 8),
on obtient (2. 5).

Passons ensuite au cas ol ¢° est double. Dire que ¢° est une
racine caractéristique double réelle de la matrice M(&°; &%) équivaut
aux conditions :

T2, )0,

2.9) =

Ohr (0, 6% = 0 et
0z

Cela se montre de la méme maniére que le cas précédent. De (2.9)
il existe, en vertu du théoréme d’existence des fonctions implicites,
une fonction analytique a valeurs réelle o=o(¢) et une seule,
définie dans un voisinage de £=¢° telle que

Mg, o) = 0.
V4

(2. 10) o' = o() et

Au voisinage du point z=o(§), développons \,(&, 7) (considéré comme
fonction de z avec paramétres £=(§,,---, £,_,)) en série de Taylor

= 100,

@ a=nEd =330k

& a@EN(—0a(®) .

A cause de (2.10), la fonction de z: A (&, 2)—n (&, o(§)) a un zéro
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d’ordre 2 4 chaque point z=o(¥). Donc il existe, en vertu du

théoréme des fonctions inverses dans la théorie des fonctions, une

fonction z=2z(g ; \) définie au voisinage de (&°, £°), ayant les propriétés :
i) z(E; \) vérifie

(2.12) o’ =2(8 k) et A=\ 2(E;N),
en particulier
(2.12y a(&) = M, 2(E5 0(B))

ii) A=2n,(§ o(¥)) est un point critique algébrique d’ordre 1 de
la fonction z(£; A) de n et 2(£; A) admet le développement en série
de Puiseux:

(2.13) 2—o(®) = 2 BN N E @)
En particulier, on a
(2.13Y Z—o® = i;} a(EY—F)"

Pour la fonction z=2z(£; \) ainsi déterminée, il est évident que sa
valeur z(£; \) est une racine caractéristique de M(£ ; \) pour chaque
(£, ») voisin de (&° £°) et que o(¥) est racine caractéristique double
réelle de M(g; \) avec A=\ (E, o(f)).

Dans ce cas, si I'on pose

2.14) A =N\ o(B)£iE, €>0,
on a
(2.15) lim 1M

Ima->0Im Z(E; 7\) -

En effet, en substituant z dans (2.10) par z=2z(£; \) et en prenant
les parties imaginaires, on peut aisément le constater de la méme
facon que le cas précédent.

Nous remarquons maintenant la propriété suivante que 1’on
peut déduire de la propriété d’étre hermitiques des A4;, j=1,---,n®

“Les racines caractéristiques de M(E; \) sont les complexes

3) Siles A; sont des matrices a éléments réels, c’est aussi vrai.
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(¥) conjugués de celles de M(£; N). X\ désigne ici le complexe con-
Jugué de \.

Soient £° un point quelconque de £”°%, £ un nombre réel =0,
et 2%,-,2%, les racines caractéristiques de la matrice M(E°; &°).
Pour un choix convenable de (£° £°), il existe des racines réelles
parmi eux. Dans un tel cas, appelons 21 ,--, 23, ces racines réelles et
23,41, 22,, les autres non réelles (si elles existent) puisque, d’aprés
la remarque faite plus haut, le nombre des racines réelles et celui
des racines non réelles sont tous les deux pairs,” chacune des racines
étant comptée autant de fois que I'indique son ordre de multiplicité.
Lorsque M(&’°, £°) admet des racines caractéristiques multiples réelles,
il n’existe qu’'un couple de racines doubles réelles par I’hypothése
L.3). Dans ce cas on peut supposer que 2} et z3.,(23=2z3,,) sont le
couple de ces racines. Dans ce qui suit, nous le supposerons.

Soit W= W(g°) un petit voisinage de £° dans &"'. D’autre part
nous posons, pour §>0,

(2.16) As = As(B) = {(A&C; |[Re A —£°| <§,|Im 1| <8},
(2.16y  Af = Aj () = {AeC; [Re n—F°| <35, 0<Im A< §},
(2.16)” Ay = A;y(&°) = {A&C; |[Re A —k°| <3, —8<Im A <0} .

D’aprés la discussion faite précédemment, on peut faire cor-
respondre a chaque racine zj réelle la fonction z=z,(¢;\) avec
2j=2;(&° ; k°) définie au voisinage de (&, k) ayant les propriétées
suivantes.

Cas ou 2] est racine simple réelle.
s. i) z;(&; ) est analytique en £ et A dans WxA,.
s. ii) z,(&; \) est racine simple de dét (2/—M(¢; A)) = 0.

s. fii) lim MmN
ma>oIm 2;(; \)

Cas ou 25 est racine double réelle.

d. i)  z(¥; A\) est une fonction multiforme de )\ telle qu’elle admette
le développement en série de Puiseux de la forme:

4) Dans cet article, nous utiliserons ce fait pour des raisons de convenance. Par suite,
la relation entre les racines de M(€; 1) et celles de M(€; 1) ne jouera aucun role
essentiel dans notre travail.
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(2.17) 20 = Ja®0—BEN™, ¥ = BE)

ou «,(f) et B(¢) sont des fonctions analytiques des variables réelles
E=(%, ,-, E,_,), définies au voisinage de &° et de plus «a, (&) et B(&)
prennent des valeurs réelles.
d. ii) Pour A non réel, z(f; 1) est racine caractéristique simple de
M(E 5 0).
d. i) lim — MM g,

a0 Tm 2(€ ; 1)

Comme nous l'avons déja remarqué dans le §1, a4 cause de
I'hyperbolicité, toute fonction z,(¢;\) ne prend jamais de valeurs
réelles lorsque Im A==0. Donc, si 2j est racine simple, Im z,(&; 1)
a le méme signe (positif ou négatif) pour Im A>0. Il en est de
méme pour Im A <O.

Lorsque z‘i,---,z‘z’p sont toutes simples, on peut supposer que
Imz,(£;2)>0, j=1,-,p et Imz,;;N)<0, j=p+1,-,2p, quand
Im A>0 en faisant le réarrangement si nécessaire.

Alors on a nécessairement

Imzj("::’x)<0’]: 1,"',p et Imz](’g‘,?\)>0,]=p—\—1,-,21)

quand Im A<O0.

Considérons ensuite le cas oul 23=2),, est racine double réelle.
Alors les autres 23,:+, 2p, 2.2, 23, SONt par hypothese les racines
simples réelles. Donc, pour les z;(£;\)j=2,,p, p+2,-,2p, on
peut aussi faire la méme supposition qu’au cas ci-dessus. D’autre part,
la fonction z(£ ; M) (=2,(£; \)=2,.,(€; \)) correspondant a 23=2z,,, est
multiforme par rapport a4 A et composée de branches uniformes
distinctes Im z(£; A)>0 et Im z(¢; A)<0 dans Im A >0 (plus précisé-
ment dans WxAf). Il en est de méme pour Im A<O0.

Dans ces considérations, définissons les fonctions r=7}(£; A) et
v=77(&;N), j=1,-,p, de la maniére suivante (Désormais nous
utiliserons la lettre 7 au lieu de z pour représenter une variable
complexe).

Lorsque les racines réelles 29,---, 23, sont toutes simples, posons
pour A non réel
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THE;N) = 2,(E50)
T7(ESN) = 2, {(E5 N)
T (E;N) = 2,0 (&5 0)
T7(E5N) = 24{E; N)

2.18) { j=1,p pour Imr>0,

2. 18) { j=1,p pour Imxr<O0.
Si 29=2),, est racine double réelle, nous prenons comme T=77(&; \)
pour Im A >0 (resp. Im A <0) la détermination de la fonction z(£; \)
avec Im z(£; A)>0 et comme =77(¢; A) pour Im A >0 (resp. Im A <0)
la détermination de z(#;A) avec Im z(£; A)<0. Quant aux autres
7(&; \), 7=2,-+, p, nous suivons la définition précédente: (2.18) et
(2.18). Dans tous les cas nous avons les 2p fonctions 7=77(&; \),
j=1,.--,p, définies dans WxAy. r=77(E;\) sont analytiques dans
Wx Af et peuvent étre prolongées par continuité dans WX AF
respectivement, Af désignant I'adhérence de Ay dans C respective-
ment. Nous considérerons désormais 7=77(¢;\) comme ainsi
prolongées.

D’autre part, aux racines caractéristiques 23,.,, -, 23,, non réelles
de M(£°, k°), on peut faire correspondre les fonctions z,,.,(&; %), -,
2Z,,(E; \) ayant les propriétés :

c. i) Elles sont définies et continues en (£, A) dans WX A,.
c. ii) Elles sont des racines caractéristiques de M(E; \) telles que
Imz,(£; X)=0 pour (§, \)e WX A; et 25=2z,(&; k).

Puisque le nombre des z,(¢; 1) telles que Im z;(&; 2)>0 dans
WX As est égale a celui des z;(¢; 1) telles que Im 2;(¢; A)<O0 dans
WX As, nous pouvons supposer sans diminuer la généralité le suivant.

Imz,(£;0)>0, 7 =2p+1,,p+m et Imzy &;r)<0,
Jj=p+m+1,,2m.

Alors nous posons :

T;—H(E; A) = z2p+1(g; A) 5o, T';;(E SA) = zp*m(E; 2)

2.19
( ) { T;+1(g; 7\‘) = zp+m+1(5; 7\') T T'r;(‘f; )“) = zzm(E; 7\') .

Nous avons ainsi défini les 2m fonctions ==77(£; ), j=1,---, m,

correspondant aux 2m racines caractéristiques de M(%°; k°).
Concernant les racines caractéristiques 29 ,---, 23,, de M(&°; k°) nous

considérerons souvent le cas suivant comme une situation générale.
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(%) “2Y=25,, est racine double réelle, 25 ,---, 25, 25,,,", 23, sont les
racines simples véelles et 23,,1 ,+, 25,, les racines non réelles”.

Alors il résulte de la définition des 73(£; A) et de la remarque (x)
le suivant.
TH(E ;B +40) = 71(8°; B°—i0) = 77(°; B +i0) = 2§ = 25,

S T ; B +i0) = 75(8°; K —i0) = 25, j=2,0,
(2.20) 4 T B +0) = THE K —i0) =2,  T=2,,p,
Ty (& B £0) = zgp+j et 7,.,(; F£i0) = Z3+m+,- ’

' j=1,m—p.

Construction de bases continues dans les espaces propres positif et
négatif E=(£; \).

Nous allons maintenant construire un systéme {h;(£; M} onm
de fonctions vectorielles a4 valeurs dans C*” correspondant a
{77(&; M)} -1, Jjouissant des propriétés suivantes.

b. i) Les hj(E; ), j=1,---, m, sont définis, continus en (£, A) dans
WxAi (resp. Wx A7) et analytiques en .(£, A) dans WX A} (resp.
WX A7) et linéairement indépendants pour chaque (£, N\)E WX AF
(resp. WX AD).

b. ii) Aj(&;\) est un vecteur propre ordinaire de M(£; \) cor-
respondant a 77(£;A) lorsque 1<j<p et (£, A)eWxXA; (resp.
WX A7).

b. iii) Le systéme {hj(£; N\)},;-..-..,, €st une base de E*(¢;\) pour
chaque (&, \)e Wx A;j (resp. WXAy).

Définissons d’abord les &} (£ ; \), j=p+1,--+, m correspondant aux
(&3 N), j=p+1,---,m. Pour cela prenons une base A, , -, hy, dans
le sous-espace E*(&°, k°) de C*”, engendré par les vecteurs propres
ordinaires et généralisés pour les valeurs propres 7;(&°; k°+1i0)
(=778, kK —i0)), j=p+1,---, m, non réelles de M(&°, k°).

Par exemple, on peut choisir comme cette base un systéme qui
consiste en un certain nombre de chaines de Jordan de vecteurs.
Nous posons :

1

@.21) REN) = [ GT-ME )R, = pad e m,
2mi Jv

ou v est une courbe fermée de Jordan, contenue en entier dans le
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demi-plan supérieur C*={r; Im >0} et qui entoure les racines
(5 N) -, h(E 3 \), mais aucune des autres racines, lorsque (&, A)
varie dans WX A; (resp. WXAy).

D’autre part nous définissons le vecteur kj(£; A) correspondant
a 77(8; N) (1<j<p) de la maniére suivante.

L’identité évidente:
(2.22) (A, v)—AI)-*cof (A, 7)—AI) = dét (A,)-dét (1— M(g; N)]
montre que toute colonne =0 de la matrice *cof (A&, 7)—Al) |

r=1;7(; )

est un vecteur annulé a droite® par la matrice (A(E, 7)—M\1) | .
T :Tj+ f 5 /1)

73(€; ) de M(£; \) puisque l'on a
I— M(E, \) = A7 (AE, 7)—AI).

‘cof @ désigne la matrice adjointe réduite de la matrice @, & savoir
le transposé de la matrice des cofacteurs (ou compléments algé-
briques) des éléments de . Or le rang de la matrice A(Z, 73
(% B°£140))—F°I est 2m—1, grace a I’hyperbolicité stricte de 1'opéra-
teur L. Donc il existe au moins un cofacteur =0 parmi les cofacteurs
des éléments de A(F’r;(E°; B +i0))—E°I. Soit k} (£; 1) la colonne de
la matrice A(%, 7)—AI contenant au point (£°, £°) un tel cofacteur.
On peut alors supposer que k;(£; A) ne s’annule jamais lorsque (&, A)
décrit Wx Ay (resp. WX A%) en reprenant W et § plus petits si
nécessaire. Les Aj(E; \), j=1,---,p ainsi définis sont des fonctions
continues de (£, A) dans WX Af (resp. Wx A;) et analytiques dans
Wx Aj (resp. WX Ay) puisqu’elles sont obtenues en remplagant o
par 7;(£¢; A) dans des polyndmes en A, £ et .

Nous avons ainsi le systéme des matrices-colonnes de fonctions
hi(E;N\), 7=1,---, m, definies dans WX A§ (resp. WX Aj).
Il est aisé de voir que les Ahj(£; A), j=1,---, m, sont linéairement
indépendants pour chaque (&, A) dans WXA; (resp. WXAy) et
constituent une base de E*(£;\) pour chaque (£, \)€ WX Ay (resp.
WX Ay).

De la méme maniére nous pouvons construire un systéme
{h;(&; \)},;-1-.m de matrices-colonnes de fonctions correspondant a

5) On l'appelle “right nul vector” en anglais.
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{77 ; M} ;-1 qui jouit des propriétés correspondantes.

Désignons par E*(&; k+10) (resp. E*(£; k—i0)) les sous-espaces
de C*, 3 m dimensions, engendrés par les vecteurs A (£; k+:0),
j=1,, m(resp. hj(¥; k—i0), j=1,---, m) linéairements indépendants
respectivement. On a alors

(2.23) E*(E; R)CE=(E; k+i0) et E*(;k)CE*E; k—i0)

respectivement.
Lorsque la matrice M(£°; k°) admet un couple de racines carac-
téristiques doubles réelles, on a par notre convention

(2.24) 71(E%; B x40) = r7(&°; B xi0)

et donc d’aprés la construction

(2.25) hi(E; B°+i0) = hy(8°; B°+40).

En général, cette relation est valable pour tout (&, k) tel que M(E, &)
admette un couglse de racines caractéristiques doubles reélles.

Nous définissons maintenant, en utilisant les vecteurs hj(£; ),
j=1,---,m, définis plus haut, le déterminant de Lopatinski par

(2.26) A(E 5 N) = dét Kby, A7 (E 5 1))

ol b; désigne la i-iéme colonne de la matrice B et <h, g> le produit
scalaire réel: h-g= > 7%,g,. On le définit localement, mais on peut
1]

le définir globalement dans " 'xC*—{(0, 0)} (resp. 8" 'xC —
{(0, 0)}) a l'aide d’une partition C~ de l'unité dans (g, A)-espace.

§3. Quelques Lemmes

Considérons un systéme d’équations différentielles ordinaires a
parametres £=(&,,---, £,_,) et A

(3.1 (2L Mg M) 50 =0 2,50,

avec la condition
3.2) BUQ, £;\) = g=C"’.

Ici M(E; N)=A7'(W—A'(E)) et B est une matrice de type (/, 2m) a
éléments constants, de rang /.
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Nous nous proposons le probléme suivant pour A non réel.

“Chercher les conditions qu’il faut imposer 4 B pour que quel
que soit geC’, il existe une solution unique a croissance lente (ou
dans L*(R})) du probléme (3.1)-(3.2).”

En tenant compte de ce que la matrice M(¢; 1) n’admet pas
de racines caractéristiques réelles pour A non réel, une solution
Ux,, £;\)(x,>0) de (3.1) est a croissance lente si et seulement si
U@, £; M)eE*"(£; A). Notre probléme revient donc a trouver les
conditions sur B telles que pour tout g=C’ il existe une solution
unique U(0, £; A) dans I’espace propre positif E*(£; A), de I’équation
linéaire BU(O, £; \)=g.

Lemme 3.1 (Hersh. [3]) Soient N non réel et 8. Alors
les propositions suivantes sont équivalentes.

1° Quel que soit g=C", il existe une solution unique U(x,, £; \)
(x,>0) a croissance lente (ou dans L*(R})) du probleme (3. 1)-(3. 2).

2° Lopérateur linéaive B limité sur E*(E; \) est biunivoque de
E“(E;\) sur C'. (Ilen découle I=m (=dim E*(£ ;1))).

3° i) I=m et i) B (=ker BINE*(&;N)=1{0}, autrement dit,
PBOE(E ; N)=C".

4°  A(E 5 n)=dét (<by, hj(E; N)))=0.

Lemme 38.2. Soient n&C,t<=5" " et Ulx,, £;N), V(x,, £; ) deux
solutions quelconques de [’équation (3.1). Si l'intégrale

(3.3) [ Uk, €50 Vi, £ 0"

est conmvergente,” on a alors

B.4) AUQ, &N VO, & N=2am ) | Ulx,, £50)- W £ V)dx, -
Démonstration. Nous écrivons, pour simplifier U(x,) au lieu

de U(x,, £; A) et V(x,) au lieu de V(x,, &; \).
Considérons l'identité évidente :

2m
6) U-V désigne le produit scalaire <U, V>=21ULVL.
1=

7) Par exemple U(x,, &; 2)=00x,%), V(x,, £;2)=0(x,Pe~¥*») quand x— oo, 7 étant
un nombre positif, @, § deux entiers>0.
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2i(Im ) g“’ Ulx,)- Vix,)dx,~ S‘” AU, V) dx, — SwU(x,,)- V) dx, .

En remplacant dans le second membre A U(x,) et A V(x,) par

AU(x,) = %d‘fc

AU +(SEA)U,) et

) = - AV (S eA) Vi)

”n

respectivement, il vient

- 44 nA,.U<x,,>-Wf,,>dx,,+j: U(x,,>-di%A,, Vix)dz,)

n—1
puisque la matrice Y} £;A; est hermitique.

i=1
Par hypothése, U(x,)- V(x,) tend vers zéro quand x,—cc et 4, est
hermitique. Donc on obtient (3.4) par une intégration par parties.

Lemme 3.3. Supposons que la condition B aux limites soit con-
servative pour ['opérateur L=1 —f%——iA, c’est-a-dive que A,L-5=0 pour

tout te B=Kker B. Alors on a, pour N non réel et pour tout vecteur
réel fFe =B,

BNE*(E;N) = {0}, donc A(E; N)=0.

Démonstration. On fixe A non réel et ¢=&"'. Soit A un
vecteur quelconque non zéro dans E*(£; ). Si on considére la
solution U(x,), x,>0, du systéme d’équations (3.1) vérifiant la con-
dition initiale U(O)=~h, on a

Uix,)=0 et Ux,) = 0(e ") quand x,—»>-+ oo,

ol v est une constante positive. Donc on peut prendre cette fonction
U(x,) comme U et V dans la formule (3.4) et alors on a

Ah-h = 2(Im x)r! Ulx,)|*dx, =0,

ce qui implique h&c B. Dol on a BN E*(£; 1) = {0}.

Remarque. Si B est dissipatif pour L, a savoir si A4,£-8>0
pour tout {&. B, on a BNE*(E; A)={0} pour €= E" " et pour tout
A avec Im A <0,
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Soient £ un point quelconque de &” ' et £ un nombre réel £ et
k non tous deux nuls. Nous nous placons maintenant la situation
(#*) concernant les racines caractéristiques de M(g; M) :

“ri(E; k+i0)=7{(£; k—i0) est racine double réelle, +3(E; k+i0),
1y (E5 B+10), 75(&; B—10) ,---, 72 (8 ; k—i0) les racines simples réelles
et T3 (E; kR+i0)=7%, (E; E—i0),--, h(F; R+i0)=74(E; k—i0) les
racines non réelles @ partie imaginaire>0.”

Nous avons alors le
Lemme 3. 4.

1) E“(;k>h g = Ah-g=0
2) E(¢;k)2h et EE; k)2g = Ah-g=0
E°(&; k) désigne ici le sous-espace de C*" engendré par les vecleurs
Dropres ordinaires et géméralisés corvespondant aux valeurs propres
réelles de M(E; k).
3)
i)  Ahi(E; kxi0)-hi(E; k£i0)=0, 7,[=1,2,,m et j*I.
ii)  Pour le vecteur hi(g ; kx10) correspondant ¢ la racine double
réelle v1(£; k+10), on a

Ahi(E; k+i0)-hi(E; k+i0) = 0.

iii) Pour le vecteur h} (€ ; k+=10) correspondant a la racine simple
réel 13(E; kx10) respectivement, on a

Ahi(E; k+i0)-Ri(E; k+40)>0),
Ak (E; k—i0)-hi(£; E—10)<O0.
Démonstration. On fixe £ et £ non tous deux nuls.
1) et 2): Soient h€E™(E; k) et geE"(£; k) ou E°E; k). Soient
U(x,) et V(x,) deux solutions de (3.1) vérifiant U0)=h et V(0)=g
respectivement. Alors l'intégrale (3.3) est convergente. Donc on
a, en vertu de la formule (3.4), A,h-g=0.
3): Soit kj(£;)\) le vecteur correspondant a 7;(£; ), défini dans le
§2. En se rappelant que si A est non réel et si 1<j<p, hj(E; N\)
est un vecteur propre pour 7;(£;A) de M(E; ), la solution unique
U(x,), x,>0 de (3.1) avec la condition initiale U(0)=~hj(£; 1) est
donnée par

j=2,-,p.
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Uix,) = €5 S0 piE; N 1<7<p).

En appliquant la formule (3.4) aux U, et U,(1<j,/<p), on a pour
A non réel

3.5) AAE;N)-RE N = ZAIMN  pee 0 RiE N,

Ti(E; N =T (E M)

j) l = 17"'71)'
On pose ici A=Fk=+iE €>0. En notant que si j=/, 77(&; k+i0)—
77 (E; kx£i0)=£0 (|&]+ |kl +£0) et en faisant tendre Im A= & vers

zéro, nous avons (i). Lorsque j=/, (3.5) prend en particulier la
forme :

+& .
— | hj(E; kxi0)?,
mrje; ki) B¢ )
j = 2 ""7p .
En faisant tendre & vers zéro dans cette formule, on obtient pour
j=1 l’assertion ii) d’aprés d. iii) du §2: lsim +&/Im (8 ; k+i8)=0,
Y0

(3.5 Auhj(E; kxie)-hj(E; kxic) =

et pour j=2,.,p lassertion iii) d’aprés s. iii) du §2:
lim &/Im (£ ; k+i€)>0 et lim —&/Im 73(£; k—i€)<O0. c.q.f.d.
40 £40

Lemme 3.5. Supposons que lopérateur L vérifie les conditions
L.1)-L.3) ef que B vérifie B.1) et B. 2). Supposons aussi que £ 5**
et k réel soient non tous deux nuls. Alors le déterminant de Lopatinski
A(E 5 k+i0)=dét (<b;, h}(E ; k+10)>) (resp. A(E; k—i0)) peut s'annuler
seulement pour (€, k) tel que la matrice M(¥; k) admette des racines
caractéristiques doubles rvéelles (par hypothése un seul couple de
racines doubles réells).

Démonstration. Envisageons seulement le cas de A (¢; k+:0)
parce que l'oa peut raisonner le cas de A(§, k—i0) de la méme
maniére. On raisonne par 'absurde. Soient £ un vecteur dans
B et k réel (|E|+|k|+0) tels que les racines caractéristiques
de MI(&; k) soient toutes non réelles ou les racines caractéristiques
réelles soient toutes simples. Supposons que A (£; k+i0)=0. Il
existe alors des constantes C,,---, C,, non toutes nulles, telles que

SYCKby, Bj(E; k+i0)>=0,i=1,,m. Cela signifie que 3)C;h}
(£; k+i0)e B.
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Considérons d’abord le cas ou la matrice M(¢; k) n’admet aucune
racine caractéristique réelle. Dans ce cas, on a

SVC3(E s k+i0)EEY(E; h+i0) = E7(E; B) .
Donc,
E C,hi(¢; k+10)=0 par I'hypothese B.2): BNE"(£; k) = {0} .

Puisque les vecteurs hAj(€; k+:0), j=1,.--,m sont linéairement
indépendants, on a de 1a C,=.--=C, =0, ce qui est absurde. Passons
au cas ou les racines réelles sont toutes simples. Appelons
1(E; kx40),---, 7} (£; kxi0) ces racines. Comme le vecteur

= ﬁc,.h;(g ; k+10) appartient & &, et que B est conservatif pour
i=1

L, on a
0= Ag-L= 3 CCAMIE; b+i0)-KE: k+iD).
A cause des 1)-3) du lemma 3. 4, il vient
= 511G P A (& s ki0)- B3 (€5 B10)
Dot on a C,=:-=C,=0, parce que sinon la derniére quantité est
positive d’apres iii) de 3) dans le lemme 3.4. On a ainsi

£ = Cput(8 s ki0)+ -+ Coi(E 5 k+i0) =B

et {C,,|+++|C,[==0. Dautre part {€E*(£; k). Donc {=0 par
I’hypothése B. 2). D’'ou C,,,=-+-=C,,=0, ce qui est absurde. c.q.f.d.

Le lemme suivant est une généralisation légére de la remarque
finale dans G. Strang [14].

Lemme 3.6. Soient t,,:,7, des nombres complexes a partie
imaginaire positive, h,,---, h, des vecteurs dans CV [linéairement
indépendanis et p,(s), -, D,.(s) des polynomes d’'une variable réelle s.
On pose :

(3. 6) Ulx) = i C; ¢ p(s)h,; .

On a alors la majoration suivante :
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oo . m 1

3.7 S tU(x)|*ds> <_~_> C.l?,

3.7 U] Y 2 s 3Tmr, 1G5l

v est ici le minimum des valeurs propres de la matrice de Gram

ﬂljk
(h; -hy) et q;6(8) deszgne le  polynome q;4(s)= }T‘_,af’”l's"1 corre-
spondant a p(S)Pr(s)= Z aiiPst,
Démonstration. On a

[ 1o sds = 31¢,6{[ e 8,9 2ulo) s}, B

Posons ici

S;e = S: e i p(S) pu(s)ds = qjk<_
T-k = hj"—lk et H;

J J

Z. )
b
— Ty

F

k= Sjijle .

Alors la matrice 7T=(T;.) est la matrice de Gram des vecteurs
h, ;- h,, linéairement indépendants et donc définie positive. D’autre
part, la matrice S=(S;,) est définie non négative, car on a pour
tout &=(,,, L) EC

ol

e = 1 e, s,

'T'—

Le lemme 3.6 est alors une conséquence immédiate du théoréme
suivant du a I. Schur.®
“Soient S=(S;.) et T=(T;s) deux matrices hermitiennes, définies
non-négatives. Si U'on pose H;,=S;, T, on a, pour tout =C™,

2 ké’ §k>7\'mm(T)ZS]J|§ (2

0t N T) désigne le minimum des valeurs propres de T.”

Lemme 3.7. Soient L l'opérateur (1.1) et B unc matrice de type

8) Voir L Schur, J. fur Math. Bd. 140, 14 (1911) ou G. Polya und G. Szegs, Aufgaben
und Lehrsidtze aus der Analysis II, Springer-Verlag (1925 ou 1965), le probléme 35
P. 106 et sa solution du P. 307.
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(I, N) a éléments constants de rang I. Supposons que B soit con-
servatif pour L. Alors pour la solution Ulx,, £; N)eL(RL) du
probléeme (3.1)-(3.2), on a la majoration suivanie :

(3.9) (Im 0 |7 Ue, €500, <Clg

ou C est une constante qui ne dépend pas de (£, \) quand (£, \) décrit
un sous-ensemble relativement compact de 5" ' xC.

Démonstration. Pour un vecteur g fixé de €%, on peut aisément
construire une fonction vectorielle »(x,) vérifiant les conditions :

(3.9) Bv(0) = C,

(3.10) S:oiv(x,.)!zdx,,g(Zonst lg|? et Sj %%"—) 2afx,,éConst lgl?.
Posons ici

(3.11) V(X E50) = Ulx,, 5 M) —0(x,) ,

(3.12) L= A,,(_}_din)— (- E,4).

Alors V(x,, £; \) satisfait a ’équation

(3.13) LIV(xn &5 0] = —LTv(x)], 2.>0

et la condition aux limites

(3.14) BV, £;2)=0.

Nous allons montrer que pour cette fonction V(x,, £;A), on a
Pestimation

(3.15) (tm ) {1 Ve, £5 0 17, < |1 o)1 7 d,

Jo

Pour cela, considérons l’identité évidente :
2itm ) |1 V(x., £5 0 %d,
0

= WV €30 Vo E 0= Vit 8503V, 850 dx,

1 d

En remplacant dans le second membre X\ V(x,, £; A) par <A,,~_— +
]

7
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z—‘jg,.Aj>V(x,,,§;)»)+.£[v(xn)] et en intégrant par parties, on
i=1

obtient

2i(1m 0 || Vit &30, = iA VO, £50)- VO, €5 1)
+ S:{I[v(xn)]-v(xm EsN—V(xw £50)-LTo(x,) [} dXs -

Compte tenu de (3.14), le premier terme dans le second membre
s’annule par hypothése. En prenant la valeur absolue de deux
membres et en appliquant I'inégalité de Schwarz au second membre,
on a

2(Tm x| |1 Ve £50)17d,

1/2 1/2

<2{{"1ctoera) || Ve, £5 017,

D’ou, on déduit (3.15). De (3.10), (3.11), (3.12) et (3. 15), on déduit
aussi la majoration désirée (3.8). Alors on peut choisir, compte
tenu de la forme (3.12) de _/, une constante C qui ne dépend pas
de (¢, A) quand (g, A) parcourt un relativement compact de 5% *'xC.
c.q.f.d.
Nous pouvons maintenant établir le théoréme suivant sur les
zéros du déterminant de Lopatinski et leur ordre.

Theéoréme 3.1. Supposons que 'opérateur L vérifie les conditions
L.1)-L.3) et que B vérifie B.1) et B.2). Alors le déterminant de
Lopatinski A(E; \) défini dans E**xC*—{(0, 0)} (resp. E*'xC~—
{(0, 0}) peut s’annuler seulement pour E=E" et N=Fk réel tels que
M(% ; k) admette des racines caractéristiques doubles réelles (un seul
couple par hypothese). Soit (&° k°) un tel point. Alors A(E; \) admet
dans un voisinage WX A§ (resp. WXAF) de (&% k) Dlexpression de
la forme:

(3.16) AN = 2 a®0—bE)”

ou les a,(§) et b(¥) sont des fonctions analytiques des variables
g=(¢,+, E,,) définies dans W= W(E’) et b(¥)” prend des valeurs

9) Soit A(&) la fonction dans la formule (2.17). Alors b(&)=4(€).
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réelles. De plus on a
3.17) [ay(&)] + |a(&) | +0.

Démonstration. La premiére assertion n’est autre que la
combinaison des lemmes 3.3 et 3.5. Pour envisager le probléme
de lexpression (3.16), placons-nous dans la situation (xx) du §2,
c’est-a-dire (2. 20) concernant les racines caractéristiques de M(&°; k°)
et rappelons le procédé de la construction de la base {Aj(&; M)} ;—y, .-
Si p+1<j<m, h*(E; \) peut se prolonger d’aprés la définition (2. 21)
en une fonction analytique k(£ ; \) définie dans Wx A, Si 1<j<m,
hj(£; 1) est obtenu en remplacant 7 par 7j(£; A) dans une matrice-
colonne g;(&, 7, A) a éléments polynomes de (£, 7, A). Compte tenu
de la définition des 7i(£; A),7=1, -, p, posons

h(E; ) = a(E 2(E;N) 5 N)

RE ) { =q,(& 2;(E;M);A)  pour A(E;N) dans Ima>0,

A& =q& 2,;E;M)50) pour A(E; ) dans Ima<O,
j:2,"',P-

Alors on voit d’aprés s. i) et d. i) du §2 que dét (<b;, h;(E; N)>)
est défini dans WxA; et admet le développement en série de
Puiseux de la forme:

S a B b))

ou les a,(¢) et b(¥) sont des fonctions analytiques réells de &, et b(§)
prend des valeurs réelles. Dot le déterminant de Lopatinski
A(E; \) dans WX A} (resp. WX Ay) admet 'expression (3. 16). Notre
tache est maintenant de montrer (3.17). Nous nous bornons ici a
traiter A(¢;A) dans WxA;. On pourra raisonner de la méme
maniére le cas de A(¢; 1) dans WxA;. Considérons la matrice :

(<b1, (85 B +i0)> -+ <by, hn(8°; K" +10)> )
By RI(E 5 B +10)) -+ {byy BA(E 5 B+40)>
Le rang de cette matrice est m—1. En effet si on suppose que le

rang <m—1, il existe des constantes C,,:,C,,, non toutes nulles,
telles que

(3.18)

¢ = Chi(g"; I +10)+ -+ C,hi(E; B+i0)c B .
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D’autre part on a, par hypothése, BNE*(¢; k)= {0} pour £ et &
non tous deux nuls. Alors on arrivera a une contradiction en
raisonnant de la méme maniére que dans le lemme 3.5. Ainsi il
existe un mineur =0 d’ordre m—1 de la matrice (3.18). Par suite
on trouve une fonction de & telle que

By BE(E5 RHiE)> - <by WAE; K +iE>
. : <P:l=0

(3.19) dét : :
s BE(E 5 B+1E)> o+ by BA(E" 5 K+ iE))
pour £>0 suffisamment petit, ou le signe—{r signifie la manque
de la p-iéme ligne. Comme la fonction est continue en &, elle est
en valeur absolue minorée par une constante positive qui ne dépend
pas de &, lorsque & décrit un petit intervalle [0, €’]. Ceci remarqué,
considérons la solution *(C,(€),---,C,(E)) du systéme d’équations
linéaires
0

Ci(8) :
AEHT

b, Bj (€5 B +i€)))as, j<m< :
C..(€)
pour £(0, &]. Alors on a pour £(0, €]

(3. 20)
<b1, Q(EO.; ko+i8)> "'<b1’ h:r;(fo; ko+i8)>

(—1y*°dét : : <
(B BE(E; B+ 06>+ by BA(E; B+iE)D

A(E; B +18)

Cl(e) =

Soit U(x,; &), x,=0 la solution de I’équation

(l d —M(E"; k°+i€)>U(xn;8) =0, x,>0
i dx,
avec la condition initiale

UO; &) = 31 COR(E; F+ie),  0<e<e.

En appliquant le lemme 3.7 a cette solution U(x,; &), on obtient

(3.21) 825m| Ux,; &)|*dx,<Const , 0<ege.
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ou la constante ne dépend pas de & Dautre part la solution

U(x,; &) s’exprime comme suit :

(3.22) Ulx,; &) — é C,(8) i s R Hiedmp (0. po . je)
31O, (s )6 O 2 kv

les pi(x,;€), j=p+1,-,métant des polynomes en x a coefficients

dépendant de &, de degré <m. Par conséquent on peut appliquer
le lemme 3.6 4 U(x,; &). On a alors

o0 n C.(o)|*
829 |10 oranzel By

= 31 g, : DGR

AR \2 Im T (80 RO+-d€)

v(€) est ici le minimum des valeurs propres de la matrice de Gram
des vecteurs hj(E°; B°+i€), j=1,--,m. Comme les hj(E°; R +i€)
j=1,---,m sont continus en & dans [0, &] et linéairement jndépen-
dants pour chaque &<[0, &, v(€) est positif et minoré par une
constante positive. On déduit de (3.19), (3.20), (3.21) et (3.23)

Const>&%y(€)|C,(6)|?/2 Im 71 (E°; B +1€) .
On a donc
(3.24) Const>&d/Im 71 (8°; B°+i€) | A(E°; B°+1i8) %,

" d étant une constante positive. De cette inégalité il résulte que
a,(&°) et a,(£°) ne sont pas tous deux nuls. En effet, sinon on tira
de l'expression (3. 16)

[AE®; B°+i8)| = o(\/& ) quand &£.)0.

Donc le second membre de (3.24) tend vers l'infini lorsque & tend
vers zéro en restant positif, ce qui est absurde. On a ainsi (3. 23).
c.q.f.d.

§4. Solution Elémentaire de 1’Opérateur A-AJ dans
I’Espace Libre R”

Soit A un opérateur différentiel matriciel de la forme :



Comportement Asymptotique de Solutions 331

A:l 7 a
7

=4,

J
ou les A, j=1,-,n, sont des matrices a coefficients complexes
NxN. Dans la premiére partie de ce paragraphe, nous ne supposons
pas nécessairement les A, j=1,---,n, hermitiennes. De plus, nous
imposons a A les conditions suivantes plus générales que L. 1)-L. 3).

A. 1) Les racines caractéristiques de A(n)= ﬁnjAj sont toutes
=1

réelles et de plus leurs multiplicités sont invariantes pour tout
vecteur réel n=(%,,+,7,)=+0:

(4.1) dét (W —A(m)) = A —n, )™= (A—=2A(1)"™
my+-+m =N
4.2) M@ > >n(n) pour 7=0.

A. 2) A(m) est diagonalisable, en d’autres termes, semi-simple pour
tout 7.

A.3) A;(m)=0 ou X, (1)%0 pour tout »=0.
Alors on a, pour A non réel,

4.3) (A —aD)esS/

ou S, désigne l'espace des distributions tempérées sur 5”.
Nous posons pour A non réel

(4.4) E(x;\) = @m)” "G [(AM—AD)],

¢~ désignant la transformation de Fourier inverse au sens des
distributions.'® FE(x; \) est alors une solution élémentaire de
l'opérateur A—xI. En effet on a

(4.5) (A—ADE(x ;) = 81,

d(x) étant la distribution de Dirac.
Notre premier but de ce paragraphe est d’établir le

Theéoréme 4.1. E(x; \) est une fonction indéfiniment dérivable
en x dans R"— {0} et dépend analytiquement de N dans C—{I’axe

10) Si p=Li(8"), F-[¢] est défini par la formule
F-1p]=(2m)- "2 |_ e<mm>p(n)dn
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réel}. Si om pose N=kxi& k véel et €>0, pour tout indice multiple
v et pour x=R"—{0} et k=0 arbitrairement fixés, les limites
suivantes existent

4. 6) E®(x ; ki0) — lim (i>E(x  bie)
gy0 \ 0x

ont la convergence est umiforme dans tout compact de R*—{0}. De
plus E® (x; k+i0) sont des fonctions continue en (x, k) dans le
domaine (R"— {0}) x (R*— {0}).*»

Pour démontrer ce théoréme, nous préparons le

Lemme 4.1. Soit T, une distribution tempérée des variables
x=(%,,, X,), dépendant d’'un paramétre N qui parcourt un domaine
A du plan complexe C, telle qu'on ait les propriétés suivantes :

LN
i) Pour tout indice a multiple, <6i> T.(n)® est une fonction
]

continue de (x, \) dans 5" X A.
ii) Pour tout v fixé, TIA‘,‘(n) est une fonction analytique en .
iii) Pour tout «, il existe une constante C, telle que

“.7) (&) fi|<cus nlyms

o d>0 et C, ne dépend pas de .

On a alors les assertions :
1° Si on prend a tel que |a|=[(n+1-+p)/d]+1™ et si |v|<p
©@/0x)"(x*T,) est une fonction continue de (x,\) dans R*"X A et
analytique en .
2° Pour tout v, (0/0x)'T, est une fonction continue de (x,\) dans
(R*—{0}) X A et analytique en .

Preuve. 1° D’aprés (4.7) on a

11) Pour chaque x==0 et fixé, on peut considérer E(x;1) comme une fonction analytique
de 1, définie dans le demi-plan supérieur Im 2 >0 ou dans le demi-plan inférieur
Im 2<0. Alors elle peut étre prolongée analytiquement au delad de 1’axe réel dans
une partie de I’autre demi-plan. Mais nous n’avons pas besoin de ce fait dans
cet article.

12) TA(?]) désigne la transformée de Fourier de T\ par rapport a x.

13) s étant un nombre réel, [s] désigne le plus grand entier <(s.
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a[( 2 ) o] = [er{(s 2 ) e} <caa nmen,

Donc, si |a|=[(n+p+I)/d]+1 et si |v|<p, (0/0x)'(x"T,) peut
s’écrire sous forme d’une intégrale

4.8) (%)”(x“m . (zﬂ)-"/zggnez‘“'v(in)”{(z’%)w:ﬁ(n)} dn .

D’ou il suit que (8/0x)*(x*T,) est une fonction continue de (x, \).
D’autre part on a, d’aprés la formule de Cauchy et (4.7),

i(ﬁ)wf‘ <C.(1+ |p|)iold
(o A<n>|\ WL+ ||y
On déduit de (4.8) que (9/0x)*(x*T,) est analytique en .

2° Dans l'ouvert complémentaire de l'origine x=0, on a I'égalité
évidente :

4. 9) (%)VT* - ‘xi_zp['xlzp{<-z9§£>vT“}]'

Or, la condition (4.7) nous founit

gl 1x1#{( 2 ) 1} | = (~ar e hey e L@

pour tout entier p assez grand, ou A, est I'opérateur de Laplace.

v
Dot on déduit que|x|? {(%) T,L} est une fonction continue de
x
(x, \) dans R”"X A et analytique en A par le méme raisonnement
que dans l'assertion 1°. Alors I’identité (4.9) entraine I’assertion 2°.

Démonstration du Théoréme. Remarquons d’abord que les (%),
j=1,---,/ sont, grice aux hypothéses A.1)-A.2), des fonctions
analytiques en » dans £”— {0} et positivement homogénes de degré
un. De plus on a les relations :

(4.10) 7\'.7'(_77) :)\‘I—j-H(n); J=1,1.
En effect on peut les déduire de (4.1) et (4.2). Alors on a en
vertu de I'hypothése A.3) les deux cas suivants.

Cas ou [=2s est pair:
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(4.11) A @)> - >A () >0> N, ()= =N (—7) >+ > Npe() = — Ny (—7)
pour 7=0.
Cas on [=2s+1 est impair :

(4' 12) >"1(77)> e >>\'s(77)>7\'s+1(77) = 0>)\1s+2(7]): —7\'5(_77)
> >Ngea(n) = —N(—7) pour 7=+0.

Nous introduisons maintenant les matrices

(4.13) Pn) = E%;Sr oy M AG))
_ _1__<_‘L)m" ~ (feof (M — A(n)
(m,—1)1\adx {d(ét (uzg(n»f ’
7\a—7\,~ 7)) A=A 0

j = 17"'71

ou I';(») est une courbe fermée de Jordan dans le sens direct qui
entoure la racine A ,(») mais aucune des autres pour chaque 7. P (7)
est d’aprés A.2) la matrice définissant la projection qui applique
CY sur 'espace propre correspondant a la valeur propre x,(n). De
plus on a

(4.14) P()+ -+ P(n)=1,
(4.15) Pj(’?)Pk(’?) = lezpj(’?), ’ Lhk=1,-,1.

En utilisant ces P,(n), la matrice A(n) s’exprime
(4.16) Aln) = ]Z_‘{ A (1) P(n)

et pour A non réel, la fonction (A(n)—AI)™ de la matrice A(y) peut
étre représentée :

(4.17) (A(m)—AD)* = 37

1
——P.(m).
DA E e Y (m)

Soit maintenant £° un nombre réel 0 et arbitrairement fixé. Nous
allons démontrer le théoréme dans le cas: /=2s+1 et le cas ou
E>0. Les autres cas se démontrent de la méme maniére en faisant
de petites modifications. On fixe une partition finie de I'unité {®,}
sur la sphére unité Q de &”:

i) 0<0,(0)<1,
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(4.18) i) ©,=C5(Q), les supp ©, étant assez petits,
i) 210,(w)=1 sur Q,
b

ol o désigne la variable parcourant. On pose

(4.19) Apsr = Max A j(w) et ARP = Min A(o),

@& Supp Op @& Supp O
et cheisit un nombre §>0 de telle maniére que les intervalles
[—48, 457, [(F°—48)/npz=, (F°+48)/apir], j=1,-,s

soient disjoints pour tout p fixé. Puis on prend les fonctions ¢,(7)
et ¢,,;(7, w) indéfiniment dérivables vérifiant

1 pour |7|<38

(4. 20) Po(?) = { 0 pour |7|>48

r&[0, =),

1 pour (B°—38)/Apa<r<(k°+38)/r\pin

4.21 (7, w) =
( ) $2.0,(7, ) {O pour 7>=>(E°+48)/apir ou r<(B°—48)/apa.

En utilisant ces fonctions la formule (4.4) se décompose sous la
forme:

(4.22)  (@2n)"E(x;0\) = FL(A@—AD™]
= F P71 )(AMm) —AD)™]
+ i g—1[z ®p( Y >(_17—¢0(}’7|))(1—¢’p.7g|iﬂ!_72/!W'))P](ﬂ)]

7=t Tn] ()=
R e ) R (A DL O
< -1 7 \b, |7, 2/|7]) p
+aya{ef VO o]

=E@x: NFE(x: N+FE(&x; MN+E(x; N)+FE(x; N).

Envisageons tout d’abord le premier terme E,(x;A)=F "[p(|7])
(A(m)—AI)™]. Si A est dans la région {\; |[Rex—F"| <38} la
fonction ¢,(I7])(A®)—AI)™" a support compact est indéfiniment
dérivable en » dans E” et analytique en A. On en déduit que pour
tout v, (0/0x)*E(x;A\) est une fonction continue de (x,\) dans
R"X {\; |Re x—F°| <38} et analytique en .

Examinons ensuite le second terme :
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8 Z@p(n/|n!)g}:¢0("”’)(l_¢p,](lnl7 WIJ?L)PJ(U)].

Ez H = -
(x; ) 9‘[ 1 )

7

On écrit, pour simplifier 1’écriture, la fonction entre crochet par
Q(;N). Sixestdans {\; |[Rer—F| <38}, Q(n; ) est une fonction
indéfiniment différentiable de A et analytique en A. De plus elle
jouit de la propriété suivante:

Pour tout «, on a la majoration

(5) @@ ] <Cats 12D pour 987,
on

ou C, est une constante qui dépend de «, mais pas de », et pas de
A lorsque A décrit un compact du domaine {M;|Rex—£"|<38}.
Par suite, E,(x; \) est en vertu du lemme 4.1 une fonction indéfini-
ment dérivable de x dans R"— {0} et pour tout », (3/0x)"E,(x;\)
est continu en (x,2) dans (R*"—{0})x{x; |Rern—Ek"|<38} et
analytique en A. Il en est de méme du troisiéme terme E,(x; \)
=2"l[2§]1 gf—(fi(m—l))P.(n)]. Considérons ensuite le quatriéme
A W () Y

terme E,(x; M)=AT"F[A—¢(|7])Pss(n)]. La fonction entre
crochet (désignée par Q(7)) est une fonction indéfiniment dérivable
de 7 et on a pour tout «

l(in(n)lgcm(Hm)-'“l pour 7",
o7

Donc E,(x;A) est une fonction indéfiniment dérivable de x dans
R"— {0} et analytique en A dans C—{0}. Envisageons finalement

B )= 31310,/ 1n) a7k 1120 )]

On écrit x=k+i€, €>0. Pour €>0 E,(x; \) s’exprime par la forme
intégrale :
(4.23) E/[(x; k3i€)

= @m E = SE/"“’”@p(’?/ | ﬂ')¢P'§»(J(?7§’j/7Jn])Pf(v)dﬂ :

En passant dans lintégrale en coordonnées sphériques (7, o), il
devient
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(4.23Y EJ(x; kxic)

g [ 9 a1

ou do désigne 1’élément de surface de la sphére unité Q.
Puisque ¢, ;(r, w)=1 pour w=Supp ©, et pour r&[(k"—38)/ 55,

(B+38)/apir], on peut prolonger les fonctions analytiques d’une
variable réel 7:

gi<wa>T "7p, (7, ») <esp. i <Tw>T Tn'qup,j(?, o)

. . j:].,"',S
7 —(k+1i8) /X (o) r—(k—1i€)/nj(w)

en des fonctions analytiques d’une variable complexe 2z dans le
domaine {z;Re ze[(k,—38)/Apex, (°+38)/Apir] et Imz< —E&/ARS™
(resp. {z;Re ze[(F°—30)/apax, (F°+38)/apir] et Imz>—&/APF}).
Par conséquent on peut déplacer, en vertu du théoréme de Cauchy,
le chemin d’intégration [0, o) par le suivant.

T_=[0, (—28)/apax]U[la demi-circonférence de rayon R°=27"
((B+28)/apim—(B°—28)Ap2x) et de centre R°+(%°—28)/ap3* dans le

)

k+i€ T
X = - +
é A (@)
i
R
S > . >
KF—25 K125 K251 R K28
T ARy AT v
I
r X p—ic
- A’l(‘")
Fig. 1 Fig. 2

sens direct, située dans le demi-plan inférieur Imz<O0]U
[(&°+28)/apin, o) (fig. 1) (resp. T'.=[0, (K°—23)/rpax]U[la demi-
circonférence de centre R°+(k°—28)/Ap3* et de rayon R, dans le
sens fleche située dans le demi-plan supériear Imz>0]U
[(B°+28)/apin, o) (fig. 2)). Considérons les fonctions de (x, \):

SQ{SP;,«W z:_ld;fﬁij{wc;)d o) %w)P (0)de .
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Elles sont visiblement continues par rapport a (x, ) dans
R*”X{\; |Rern—F| <8 et |Imn| <&} (& étant un nombre >0 et
suffisamment petit) et analytiques en A. D’ou on conclut que la
fonction (8/0x)”E,(x; \) considérée dans le domaine R”X {1 ; |Rex
—k|<8 et ImA>0} (resp. R"X {r; |Rer—F| <5 et ImA<O0} se
prolonge analytiquement au deld de I'axe réel dans une partie de
lautre demi-plan. De ce que nous avons vu ci-desseus, on tire la
conclusion du théoréme 4. 1. c.q.f.d.
Par le méme raisonnement, on a le

Corollaire.—Soient g une fonction dans C3(R™) ef v un indice
multiple quelconque. Alors les limites

(4. 24) (%)”(E(x; kxi0)xg(®) = lim (%)V(E(x; Ei€)rg(x))

existent pour xR” ef k0 et de plus elles définissent des fonctions
continues de (x, k) dans R” X (R'— {0}).
Considérons maintenant la trace E(x—y; ) | =0 sur I'hyper-
xy=0

plan x,=0, du noyau élémentaire E(x—y; ), y étant un point

quelconque de R". Nous allons étudier une expression locale de

I'image de Fourier de BE(x—y; \) | par rapport aux variables x’
Z,=0

=(%,,**, X5_,), O B est une matrice de type (/, N) a éléments com-
plexes. Pour cela, quant 4 'opérateur A (ou L), revenons encore aux
hypothéses originales L. 1)-L.3). Pour A non réel et y=R" nous
avons a partir de la définition (4. 4)

(4.25)  E(x—y;\) = @) " F7[e (A — M) ]

En notant 7 au lieu de =», et ¥=(,-,&,) au lieu de
7' =(n,,,M._,), €t en écrivant

(4.26) (A =AD" = (T—ME V) A5
on a
4.27) Ex—y;n)
= @y rgp|e el @m e | e Me s ) Az ],

ou la transformation réciproque & ;' de Fourier partielle par rapport
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aux variables £=(¢,,---, €,_,) est effectuée au sens des distributions.
En effet il est facile de justifier la formule (4. 27). Donc si yeR%, on a

(4.28) @)y FAEx—y; N | ]
= ey el Mg W) AT

Soient maintenant £° un point quelconque de £"°' et k° un nombre
réel +0. Soient W= W(£°) un petit voisinage de &° dans 5*! et
A§F des domaines du plan complexe, définis dans le §2. (Voir (2.16)
et (2.16)”). Pour obtenir une expression plus explicite du second
membre de (4.28) dans Wx Ay (resp. WX Ay), nous plagons, quant
aux racines caractéristiques de M(E°; &°), dans la situation (*x) du
82, plus précisément (2.20), qui ne diminue pas la généralité:
“rr(E%; B +i0)=717(8%; B°—i0) est racine double reéelle, 75 (¢°;
E°+10) -+, 75(E°; B° £40) sont racines simples réelles et 75,,(£°; B +40)
ooy Tm(E%; B £10) racines non réelles”. (£, \) étant un point quel-
conque de Wx A; (resp. WxAy), on a Im7;(8; \)<0, j=1,---, m.
On prend une courbe fermée de Jordan T'=TY(£; A) dans le sens
direct, située dans le demi-plan inférieur C™={7; Im 7<0} et qui
entoure les racines 77(£;\), j=1,---,m. Alors on a, en se rappelant
que y,>0,
(4. 29) S+”e-wn(71— M, V) Asdr— — S (T~ M(E; V) Aydr.

—o0

En effet, soit Sp la demi-circonférence de centre 0 et de rayon R
parcourue dans le sens direct, et située dans le demi-plan Im 7<0.
Alors on a

(4. 30) S’;e-w»(ﬂ_M(g S A) AT — _SF,, dT+SS » dr
R

pour tout R suffisamment grand. Du fait que y,>0 et de Iestima-
tion évidente

|[(tI—=M(;2)"'[<C[|7|  pour tout |7|>7°

ol C et 7° sont des constantes positives, on tire

lim j e (el — M(E : \) " A7dr — 0 |
R J G
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Par suite on obtient (4.29) en faisant augmenter R indéfiniment dans
(4. 30).

Prenons maintenant une courbe fermée de Jordan v~ dans le sens
direct, contenue en entier dans le demi-plan Im 7<0, et qui entoure
les racines {r7(£;\); p+1<j<m, E€ W et AEA; (resp. A7), mais
aucune des autres racines {77 (E;N\);1<j<p, EeW et AEA;
(resp. A7)}. Cela est possible en reprenant au besoin W et Ay plus
petits. Alors l'intégrale du second membre de (4.29) s’écrit

(4.31) —omi Ré(sE ){e““y"(TI— M(E ; \) A
=t p=r;=(£;2

—{_emer- M A
,
Or on a

(4. 32) Rés  {e™n(rI— M(E ; 1)) A7}

r=7;7(£A)
* cof (1 M(E; M) A"
4 faet (7T M(E 5 M)
r=1;7(£; )

= ¢—it; (£ yn

Rappelons ici les relations :

tcof (11— M(E ; \)A;* = dét (A7) ‘cof (A(E, T)—\I) et
(A(E, ) —\T) *cof (A(E, T)— NI ) = dét (A,) dét (=] — M(£ ; M) .

En désignant par g.(& 7, \) la p-iéme colonne de la matrice ‘cof
(A, I)—AD), au(&, 75(E, N), A) (1<j<p) est un vecteur propre pour
la valeur propre 75(&; A) de M(£; 1). Donc il existe des fonctions a,;
telles que

(4.33)  —dét (A)au(&, T7(E ;5 M), A) = ap (Es N RF(Es N,
p=1,2m, j= 1,0,

Ici les Aj(E;N),j=1,--,p sont les vecteurs correspondant aux
77(£; \), j=1,--, p, respectivement, définis dans le §2.

On déduit de (4. 28), (4.29), (4. 31), (4.32) et (4.33) I'expression
suivante dans WX A§:
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.30 FABE-y;N) | ]
—imy e Sy I e s e
Pl e er-me o], ey
s Qo {(E 5 NV RT(E 5 N))
— (@ on e (el Mg 5 ) AT

Par conséquent on a, avec hj=hj(£; 1),
(4.35) G /[BE(x—y; h)znl:(’]
= §(2r) I gmi<IE> }2} J ¢iti= (&3 D
P et o mae 0 ),
o (85 MKby By 5oy s (5 MKy, BT
§ (ax,-(if KB BT 1, Gl fE 5 )< h;>)
—(@a)y R e BT M N) A

=Tj—(f;/1)

§5. Matrice-noyau de Green du Probléme aux Limites {4— M1, B}

Dans ce pragraphe, nous revenons de nouveau le probléme aux
limites (1.19) et (1.20):
(5.1) (A-ADU(x; A) = glx), TER"
(5.2) BU(x ; \) I_0= 0
sous les hypothéses L.1)-L.3) et B.1)-B. 2) sur L et sur B respec-

tivement. La matrice-noyau de Green G(x, y; \) du probléme (5. 1)-
(5.2) avec A non réel, est par définition la solution de 1’équation

(5.3) (A—ADG(x, y; N) = d(x—)I pour x, yeR%,
vérifiant la condition aux limites

(5. 4) BG(x, y; \) |_0 =0,

ol 8(x—y) est la distribution de Dirac au point y de R?. Nous
allons construire le noyau. Comme nous l'avons déja mentionné
dans le §1, nous posons, conformément a4 un procédé habituel, le
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noyau de Green cherché sous la forme
(5.5) Gx,y;N) = E(x—y; M)—EJ(x,y;\),

ol E(x; ) est la solution élémentaire de 'opérateur A—\I, définie
par la formule (4.4) dans le §4. Alors E.(x, y;\) que l'on appelle
noyau compensateur, s’obtient comme solution du probléme aux
limites avec A non réel

(5.6) (A—ADE(x,y;2) =0 pour x, yER"
(5.7) BE(x,y;7) | = BE(x—y; ) | .

|
|
e x,=0

En effectuant formellement la transformation de Fourier partielle par
rapport aux variables x’'=(x, ,---, £,_,), nous avons le systéme d’equa-
tions différentiells ordinaires de la variable x,, dépendant des
paramétres £ et A

6.8 (Tl -MEn)EE r =0, £>0

et la condition
(5.9) BE,(£,0,5;2) = FABE@x—y; ) | e

ou E, désigne la transformée de Fourier partielle de E, par rapport
a x’. Sous les hypothéses: la symétrie des A,,j=1,---,n et B.1),
il existe, grice aux lemmes 3.1 et 3.3, une solution unique du
probléeme (5. 8)-(5.9), appartient & L*(R}), pour tout £5”" et tout
x non réel. En utilisant la solution E.(£, x,, y;\) dépendant des
paramétres £ et A, le noyau compensateur cherché est donné par
son image réciproque de Fourier par rapport a £=(§,,--, &,..):

(5.10) E(x,5; ) = T [ELE, %5, 55 M)].

Notre tache est maintenant d’obtenir une expression plus explicite
de E.(¢, x,,, y; \). Si on désigne par U,(&, x,, y; ) la p-iéme colonne
de la matrice E &, x,,y;\) a2 m lignes et N(=2m) colonnes, elle
est donnée par la formule :

(5.11) U, 50 33N = 5[ o™ (el— ME; M) ULE, 0, 35 0,
2ri Jr

T =T*E;N) est ici une courbe fermée de Jordan, dans le sens
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direct, contenue tout entiére dans le demi-plan {r; Im >0} et qui
entoure les racines 77(£€;\), j=1,---,m. Il existe une telle courbe
puisque Im 7j(£; \)>0, j=1,---,m pour ) non réel.

Pour trouver, dans l'espace E*(¥; ), U,(&, x,, ¥; \) vérifiant
(5.9), nous posons

(5.12) UlE 0,75 2\) = 2 Coli (£ N)

et déterminons les coefficients C,;=C,;(§, y;\), j=1,---,m. Comme
ces coefficients doivent vérifier par (5.9) le systéme d’équations
linéaires :

m <b1 > h.—f‘.(g ; 7\')>>
= b, B ES A

on a en vertu du lemme 3.3

J
<b1 ’ hf>"'l'.'<b1 ) h:">
dét| : N slb <b5 RS
B \{b,,, R} > s M
(5. 14) G = dét (<by, hi) ’

ou g, désigne la p-iéme colonne de la matrice S /[BE(x—y;)\) | .
Zy=0

D’aprés (4.35) on trouve

(5.15) GC,; = i(@r)~ 0P é ap,(il; X)E_Kyl’ Ein (&5

= a0 AT M W)} |

T

‘L'=T1_<E H X)
L
<b17 hf><b1, h;><b1) h;n>
Xdét( : : : )
<bm7 -1l—>"'<bm) h;>'“<bm’ h;;>
_@”)—Cn+lzze—i<y/,§> dét (ALI) g g i™n
A(E, \) v~ dét (t]— M(E ; 1))
4
<b1: hf><b1; QP(E) 7, 7\‘)>"'<bu. h;n>)d
B 11>+ Gu(E, T N>y D

><dét<

ol g,(&, 7, \) désigne la p-iéme colonne de la matrice ‘cof (A(g, 7)—AI).
Ainsi nous tirons de (5.11) et (5.12) I’expression :
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4 . -*(E'Z)x
(5.16) Uy &, %4, ¥3 1) = j};l‘Cp,-e”’ PRy (E SN

b 33 oy ([, 7T~ M ) e s ).
2ri i=rhn v

Ici les C,; se définissent par (5.15) et v* est une courbe fermée
de Jordan, contenue en entier dans le demi-plan C*= {r; Im 7>0}
et qui entoure les racines {7,(&;N\);p+1<j<m, E€W=W() et
AEAF =A; (k) (resp. (A7)}, mais aucune des autres racines {77(£;2),
1<j<p, Ee W et neA;(resp. A7)}. Cette expression est locale par
rapport aux £ et A, a savoir qu'elle est valable dans WxXA{
(resp. WX AR).

Nous allons maintenant envisager une expression de U,(&, x,, ¥;\)
qui est valable pour tout £ tel que |[£| >R et pour A A4 k), ¥
étant un nombre réel 40 et R un nombre positif suffisamment grand.
En écrivant t*=7/V/[E[*+ [7|?, considérons I’équation en 7*;

(5.17)  dét (71— M(E/V [EI*+ M5 MV IEP+A[?) = 0.

Si on prend un nombre R>0 assez grand, les nombres
{In*¥] =M /VIEP+ IN?; |E| =R et A= A;} sont suffisamment petits.
Par suites toutes les racines de I’équation (5. 17) pour de tels £ et A
sont non réelles en vertu de l'ellipticité de l'opérateur A et de plus la
distance de l’ensemble des racines {v*(Z;\);Im 7*(&;21)>0, || >R
et AEA;} a laxe réel est positive. Il en est de méme de I'ensemble
des racines T*(E ; \) 4 partie imaginaire négative. On prend alors une
courbe fermée de Jordan v (resp. vz) dans le demi-plan {r;Im 7>0}
(resp. ({7 ; Im 7<0}) qui entoure les racines {r*(&;\);Im 7*(&;2\)>0,
|[E| >R et N&Ay} (resp. {T*(&; 1) ; Im 7*(E;0)<0, [E]| >R et AEA,}).

Soit £° un point quelconque tel que [£°| >R et soit {A3};_, . .
une base de E(£°;k°). On pose

(5.18) N = 5 | oI MENVTEFT I,
Tl T*

ANV TEE+ IND) R, j=1,,m.

Les hj(£;)\) j=1,---,m se définissent dans {£; |£j >R} X A; et for-
ment une base de E7(£;\) pour chaque (£, A). On peut aussi



Comportement Asymptotique de Solutions 345

définir de la méme maniére un systéme {A7(£;\)} ;... de vecteurs
définis dans {£;|£| >R} X A; et qui forment une base de E (£ ; \) pour
chaque (£, 7). En utilisant les Aj(£;X), j=1,---,m, on définit le
déterminant de Lopatinski A(£;\) pour E(|E|>=R) et & A; par la
formule (2.26), c’est-a-dire, par dét (<b;, hj(£;2)>). Alors on a, en
vertu des lemmes 3.3 et 3.5, A(E;N\)=+0 pour £(|&|=R) et A& A;.
Ceci préparé, passons au probléme de I'expression de E,(, x,, ¥;\)
pour £(|£]| >R) et € A;. D’abord ’expression de ¥ /[ BE(x—y; Mxl;(l,
correspond a la formule (4.35), prend la forme: '

(5.19)  F/BE(x—y;N) | ]

_ _(27[)—(n+1)/ze—i<y’,§>g ve—iyn\/l_eﬁﬂ)qu*
1£53

X B(r*I—M(E[V IEI*+ NP, MV EP+ M)A dT™,

pour £(|E|>R) et A€ A;. Donc les coefficients C,;=C,;(&, y;2) de
(5. 12) sont données pour £(|£| >R) et A A; par la formule suivante.

o< 8> dét (A7)

(5. 20) ij = _(27,)—<n+1)/2

A(E ;M)
S e z\/|5|2+m2y ok
ridét (71 — M(E[NV [E12+ N5 MV EP+ [ ]F)

, ((bl, RE(E ;N> Cly, qu(EIV TE+ N5
x dét : :

by BEE 3 N>+, @ EJV TET NI,
™ MV TEPF TNy, BiE x>>)d .

™ NVIEP+ |7x|2)>---<bm,h,,.(§,7x)>

On a alors l'expression suivante de Uy, x,, y;\) pour & (|€| >R)
et XEAs.

(5.21) U.(& %,, y3\) = 2-1—i Co(E, ¥ )
Ty i=1
(], e L M TEF IR,

MV TEFF TR e Ry €50,
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les coefficients C,; étant donnés par (5. 20).
A Taide des expressions (5.16) avec (5.15) et (5.21) avec (5.20), on
peut démontrer le

Théoréme 5.1. On pose n=k=xi€, k réel £0 ef £€>0. Pour
tout indice multiple v et pour x, y= R?, les limites suivantes existent :

(5.22) E(x, y: k+i0) — lim <i>”Ec(x, y; beki€)
g0 \0x

et EQX(x,y; kxi0) sont continues par rapport a (x, v, k) dans la région
{(x, 3, k); x, yeR: et k+0}.

Démonstration. Soient 2° un nombre réel quelconque +0 et §
un nombre positif suffisamment petit. Il suffit alors de démontrer
le théoréme pour k= (k°—3§, k°+38). On choisit un nombre R>0 assez
grand de la maniére que les formules (5. 20) et (5. 21) soient valables
pour £(|E|=R) et A= A;. Prenons une fonction p=Cs(&*), égale
3l pour [E|<R+1 et au zéro pour [£|>R+2 et considérons la
fonction (1—@(E)U(E, x,, ;). Elle est une fonction indéfiniment
différentiable de (x, ¥, £) dans R} X R X £”~! et analytique en A dans
A;, et on déduit de (5.21) avec (5.20) la majoration

(5.23)  |(A—@ENULE, 2, ¥ ;M) <Const g dnt?oV iz,

d étant un nombre positif convenable. En utilisant cette majora-
tion, on tire de la formule (5.21) avec (5.20) que F;'[(1—q(£))
X Uy(&, %,, ¥;N\)] est une fonction indéfiniment dérivable de (x, y)
dans R" X R et analytique en A dans A;. Envisageons ensuite
G [pE)U(E, %4, y;kx£i€)]. Comme dhabitude nous décrivons
seulement le cas ou A=Fk+i€. La fonction @(&)ULE, x,,, ¥; k+1€) est
indéfiniment dérivable en £ quand &€ > 0 et son support (par rapport
a £) est compact. Donc, sa transformée de Fourier inverse par
rapport & £ se définit par la forme intégrale. Nous allons montrer
que dans I'intégrale on peut faire le passage a la limite sous le signe
d’intégration quand on fait tendre £>0 vers zéro. En utilisant une
partition finie et indéfiniment différentiable de I'unité sur {&;|g&|
<R+3}, on est ramené au cas ou le support de (&) est contenu
dans un petit voisinage W= W(g°) d'un point £°(|&°|<R+2). Con-
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sidérons d’abord le cas ou la matrice M(&°; £°) n’admet pas de racines
caractéristiques doubles réelles. Dans ce cas on a, en vertu des
lemmes 3.3 et 3.5, A(;A)+=0 pour £ W et A=A;j en reprenant
au besoin W et § plus petits. Alors ’expression (5.16) avec (5.15)
nous montre que les fonctions de £, dépendant des paramétres x, y
et A=k+i€:

(5.24) ¢~ EpEVUNE, %4,y ; k+i6)

sont intégrables uniformément par rapport aux x,y et A lorsque
(x, y) décrit un compact de R" XR" et que A= Fk-+iE décrit Aj.
Donc on voit, en passant la limite sous le signe d’intégration, que

lim S < Ep(EYULE, x,, ¥ ; k+i€)dE

existe et elle est une fonction indéfiniment différentiable de (x, y)
dans R X R" et continue en k dans (kK°—3, £°+39).

Passons maintenant au cas ou M(E°;%%) admet un couple de
racines caractéristiques doubles réelles. Dans ce cas le déterminant
de Lopatinski A(£; k2+:0) peut s’annuler au point (£, k)= (&% £°). En
vertu de 'expression (5.16) avec (5.15) on voit que l'intégrabilité
des fonctions (5.24) de £ pour A=Fk+iESA; se raméne a celle des
C.;=C,;(E, y; k+ic). Dans I'expression (5.15) il y a deux facteurs:

A(E s b+ig) et [diT {dét (v — M(E ; x))}]

r=c,-(E;2)°

ayant la possibilité¢ de détruire lintégrabilité des C,;(%, y;k+i€)
lorsque € tend vers zéro. Le deuxiéme terme dans le second membre
de la formule (5.15) ne contient qu'un tel facteur A(E;k+i€).
Compte tenu de I'expression (3. 16) de A(¢; 1) dans W x A#, on trouve
que le deuxiéme terme est intégrable uniformément par rapport
aux %,y et A dans (un compact de R?XR%)xA;. Examinons
ensuite l'intégrabilité uniforme du premier terme du second membre
de (5.15). D’aprés la convention faite dans le §2, la racine-fonction
4 partie imaginaire non négative (resp. non positive) correspondant
a un couple de racines caractéristiques doubles réelles de M(&°; k%),
c’est T{(&; k+i€) (resp. 77(€ ; k+1i€)). Et les 75(E; ), j=2,---, p sont
racines simples réelles pour (£, A\)e WxAi. On a donc



348 Mutsuhidé Matsumura

[Zid; {dét(TI-—M(E,X))}]T 0 pour ]:2,...,1')'

=7,7(€;2) *

?»
Par suite I'intégrabilité uniforme du terme >}, dans l’expression

=2
(5.15) est garantie par la méme raison qu’au cas précédent. Envisa-
geons finalement le terme ou /=1. Pour (£, k) tel que M(&;k)
admette des racines caractéristiques doubles réelles, on a

0

d (1, . =
[% {det (TI—M(E ’ k»}]r=‘u‘(f )] -

et A(E;k+i0) peut s’annuler. Mais griace a la relation (2.25):
hi(E; k+i0)=h7(E; k+:0), on a pour un tel (&, k)

: : : :0, j:]-r'"’my

J
(<b17 hf>"'<b17 h;>"'<b17 h;->>
det( : :

ou hy=hi(£;k+10), j=1,--,m. En tenant compte de l'expression
(2.17) de 7r(£; ) et de la construction des AF(£;2\) dans le §2 et
en développant le dénominateur et le numérateur de

Z
<<b1, hi}‘>"'<b17 h;>"'<b17 hv—;>>
det( : :
<bm ’ hil—>" '<bm ’ hl->° : '<bm ’ h"-':>
[4 o1-m 0] _

(5. 25)
717(€52)

par rapport 2 A au voisinage de B(¢) (voir (2. 17)) respectivement,
on voit que les fonctions (5.25) sont bornées uniformément pour
ArEAs. On en déduit I'intégrabilité uniforme du terme en question
et Passertion pour »=0 du théoréme 5. 1. Nous avons discuté, pour
simplifier ’écriture, le cas oG »=0, mais on peut raisonner pour v

quelconque de la méme maniére qu’au cas ou v=0, c.q.f.d.
En combinant ce théoréme 5.1 avec le théoréme 4.1, on a le

Theoréme 5.2. Pour tout v et pour x, y=R" tels que x=+y les
limites suivantes existent

(5. 26) G(x, y; k+i0) = lim ( Q>“G(x, y: bk i€)
ey0 \Ox
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et GV (x,y;k+10) sont continues par rapport a (x,y, k) dans
{(x, 5, k); x, yERY, x%y et k+0}.

Corollaire. Soit g=Cs(R%). Alors les limites suivantes

o e (B L

G.21)  Giiegl) = tim (L) [ Gl yskxieng(s)dy

existent pour x=R" et k+0 ef de plus G32;,- g(x) sont des fonctions
continues de (x, k) dans R% X (R*'— {0}).

§6. Deémonstration du Théoréme Principal

La description de ce paragraphe est la méme que celle du §5
de [7] 4 peu de notations prés. Néanmoins pour compléter nous
répétrons ici la discussion. Dans ce paragraphe nous revenons au
probléme original. Nous allons d’abord récrire le probléme mixte
(1.2)—~(1.4) sous la forme d’une équation d’évolution dans L*R%).

L’opérateur différentiel A:—iZAjai définit une transformation
X

j=1

linéaire ./ non bornée dans L*R:) de Jdomaine de définition :
6.1) D(A) = {v(x); veCF(RY), Bu(x’, 0) = 0} .

L’opérateur ./ est fermable et nous désignons par A sa fermeture.
On a alors le

Lemme 6.1. A est un opérateur autoadjoint (strict) dans
lUespace hilbertien L*(R%) de domaine

(6.2) D(4) = {o(x); ve H'(RY), Bu(x) | = 0},
ou lon interpréte v(x) | comme la trace de v(x) sur ’hyperplan x,=0.
=0
Preuve. Ceci est d & Lax et Phillips [4], [5]. Donc nous
bornons ici 4 esquisser le procédé de la démonstration. IL’adjoint
formel A“® de l'opérateur différentiel A coincide avec A lui-méme

puisque les matrices A; j=1,---,#, sont supposées hermitiennes.
Soit A l'opérateur dans L*(R7?) défini par A=A de domaine

(6.3) D(A®) = {o(x);0=CF(RY), v(x)x !=0 e(A4,B)1.»

14) R un sous-ensemble de C?”. RL désigne le sous-espace des vecteurs orthogonaux
aux éléments de R par rapport au produit scalaire ordinaire.
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Alors la fermeture de 4 coincide avec l'adjoint strict A* de A
au sens de la théorie de I’espace hilbertien ([4], p. 430). Pour
démontrer A= A%, il nous reste & montrer

(6.4) B =(A,B)" ou B=kerB.

Du fait que B est conservatif, il découle Bc(4,$):. Or on a
dim B=m en vertu du lemme 1.1 sur la structure de B. Doy,
dim (4,8)*=m. Donc on a (6.4). D'autre part on a (6.2) de
Iellipticité de A et de la coercivité de B.

En utilisant l'opérateur autoadjoint 4 défini comme plus haut,
on peut écrire le probléme (1.2)-(1.4) sous la forme de l'’équation
d’évolution

(6.5) C%u(t) — i Au(d),

(6. 6) #(0) = ge D(4).

On considére comme solution de cette équation une fonction £+ u(f)
eD(A), une fois continiment différentiable en # dans L*(R%) (au sens
de la topologie forte), vérifiant I’équation (6.5) et (6.6). On peut
alors interpréter cette solution comme solution du probléme mixte
(1. 2)-(1. 4).

L’opérateur autoadjoint A admet la décomposition spectrale

+o0

6.7) A =S kdE,

ol {E.} _wocrc €st une famille spectrale déterminée par A d’une
maniére univoque. On peut supposer E,,,= E, sans diminuer la
généralité. On sait bien la solution unique du probléme (6. 5)-(6. 6)
est donnée par la formule

6. 8) u(t) = etAg — g“}z‘fkdEkg.

Nous allons maintenant établir une relation entre la famille
spectrale {E.} _.cz<. €t le noyau de Green G(x, y; ) du probléme
aux limites {A—I, B}, construit au paragraphe précédent.

Théoréme 6.1. Soit g=CqF(R:). Alors
1° E,g est une fonction continue de (x, k) dans R X R,
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2° E.g est une fonction continiment différentiable en k (x étant fixé)
excepté k=0 et de plus on a

(6.9) ;;%Ekgu) ~ 571,7 {Groi 8(%)— G g@)} .

Démonstration. Montrons d’abord que pour % fixé, E,g est une
fonction indéfiniment dérivable en x dans R%. L’élément E.,g peut
étre représenté comme une intégrale

k
E.g = S dE,.g.
D’ou il résulte

k
APE,g — S odE, 2.

Ceci implique E,g=D(A?) pour tout entier p>0. Car on a évidem-
ment Cy(R%)cD(A4?), d’ou

k
14°Eugll = |0 dIE,gIP <+

Comme A est un opérateur linéaire dans L*(R%) associé au probleme
coercif aux limites pour lopérateur elliptique A, on a en utilisant
le lemme de Sobolev

(6. 10) ﬂ D(A?)c B(R").

Ainsi on voit que pour geCy(R"), E,g peut étre identifié avec un
élément de l’espace B(R") des fonctions indéfiniment dérivables
dans R", dont toutes les dérivées sont bornées. Pour montrer la
continuité et la différentiabilité de E,g par rapport a k, il faut
utiliser une relation avec G,-g. Pour A non réel, opérateur (A —\I)™
admet, comme fonction de A, la représentation

L1
(6. 11) (A—\T) :S_mdek.

D’autre part nous avons la relation

(6.12) (A—D)"g = [, GG 308y
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Par conséquent on a pour  arbitraire dans C§(R?)

S | R
6.13) [ d@Eg v) = [ {[ g O 3 0g0Iy e
En y appliquant la formule d’inversion de Stieltjes,” on obtient

(6. 14) <Efi21i g ¢>_<Eh +2Eh-o &)

—tim L "o |, G, g(0)—Goive g} v
evo 270 Jn R:
Dans le second membre, les fonctions G, ;-g(x) et G,_;-g(x) sont
continues par rapport a (o, &, x) dans la région {(o, ¢, x); o =+0,
0<e<&, x=R%} et le support de » est compact. Il est donc d’apreés
un théoréme de Lebesgue, permis d’effectuer le passage a la limite
sous le signe d’intégration.
Il s’ensuit alors

(6. 15) (Fiiz‘_?_’e-_"g, w)—<E—"t—~ZE’—’~"g,\lr>
L ("t (. Gurar g3)— G g}
h t

" 270

Le second membre de (6. 16) est continu par rapport a & et %, et
est arbitraire dans Cg(R%). Par suite on a pour presque tout les x

(6.16) Eug(x)~Eug(x) = L[ {Gorir g(0)~Goos g} dor

i

Comme deux membres sont des fonctions continues de x, cette
égalité est valable pour tout x=R". D’ou il résulte, en dérivant

15) Soit ¢(%) une fonction a variation bornée dans [ —oo, +oo]. Considérons la fonc-
tion suivante de 1, définie pour A non réel par
+oo 1
() = ———do(k),
@ = "7 e
I'intégrale étant prise au sens de Lebesgue-Stieltjes. On a alors la formule d’
inversion de Stieltjes :

#(k+0)+¢(k—0) ¢(h+0)+d(h—0) _ . 1 (* ) e
5 2 —£1{%2—ES,’{¢(6T15> D(0—ie)}do .
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par rapport a k,

(6.17) 2 Bug) = 5= Guriv 8(0)~ G- (2}
Il nous reste & montrer que E, g est continu en k=0. Si E,—E,_,+0
pour k=0, k=0 est un spectre ponctuel, c’est-a-dire une valeur
propre de l'opérateur A. Cela signifie qu’il existe dans L*(R") une
solution non identiquement nulle du probléme aux limites

(6.18) Av(x) =0 pour xR}, Bo(x) | =0.

D’autre part on déduit de la coercivité de B et des lemmes
1.2 et 3.1 que le probléme (6.18) n’admet aucune solution non
identiquement nulle qui soit & carré intégrable sur R%. On arrive
ainsi & une contradiction. Donc I’application k+— E,ge L*(R"%) doit
étre continue a k=0 pour tout geL*R}). On verra aussi que
E.g(x) est une fonction continue de (x, k) dans R% X R'. c.q.f.d.

Passons maintenant 2 la

Démonstration du théoréme principal. Comme nous l’avons
remarqé dans ce qui précéde, la solution du probléme mixte (1.2)-
(1.4) avec geC7(R") est donnée par la formule (6. 8)

+o0
u(t, ) = S ¢t dE, g .
Décomposons cette intégrale comme suit ;
o0 N 8 -8 -N
R I
N 8 -8 -N —o0

= u,(t, x)+ut, x)+ut, x)+ul, x)+ult, x),

(6. 19)

I

N et 8§ étant des nombres positifs qui vont étre déterminés plus
tard. Considérons d’abord la fonction

(6. 20) u,(t, %) = S;e“kdE’,, g.
Nous avons:

(6.21) 1At F = | #ed| Bpgl< oo,
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pour tout entier p>0, puisque geCy(R%)C ﬁD(A").
=1

Du lemme de Sobolev et de I'inégalité coercive pour 'opérateur
A, il résulte

(6° 22) |u1(t) x)' <const {|u1(t) ')HH[”/ZIH(RZ)
n/2]+1
<const[§‘l A?u,(t, <)l .
=

Soit & un nombre positif arbitraire. De (6. 20), (6.21) et (6.22), on
a, en choisissant N >0 suffisamment grand

n/2l1+1 (roo
(6.23) Lt x)|<const[§’0 SNkzi'd||Ekg[|2<€

pour tout {=R' et tout xr=R"%. Par le méme raisonnement, on a
aussi

(6.24) lut, x)| <& pour tout tcR’' et tout xR".

8
Passons ensuite a u.(f, x)=S ¢"*dE,g. De la méme maniére qu’au
8

précédent, on a

[n/2]1+1 (8

uy(t, )| <const 33 | #*d||Epell.

=0 _

D’ou
lut, x)| <const (1+8°+ -+ /A2)(|| By gl|"— || E_sgl[") .

Si on prend § suffisamment petit, on a, en vertu de la continuité
de E.g a k=0,
(6. 25) lu.t, x)| <& pour tout t=R’ et tout xr=R".

N
Envisageons wu,(#, x)=S ¢**dE,g. En utilisant le théoréme 6.1, on
8

peut lécrire sous la forme:

N .
it 2) = o O Gurir 8(3)— Cuos g} .

Pour un point x arbitrairement fixé de R%, les G,.;-g(x) sont des
fonctions continues en k2 dans l'intervalle [§, N]. Donc, si on pose
Ok, x)=Gpriis°g(x)—Gr_spr g(x) pour chaque xR", 'intégrale
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N
S ¢itt Ok, x)dk
S

tend vers zéro lorsque f{— oo (aussi f——oc). Soit K un ensemble
compact quelconque de R%. Alors la famille {O(-, x)},cx est pré-
compacte dans I'espace des fonctions continues sur l'intervalle [§, N].

Car les fonctions ©(k, x) et %Q(k, x) sont continues par rapport a
X -

J
(k, x) dans [, N]x K, par conséquent, les fonctions {O(-, x)},c. de
k sont uniformément bornées. Par suite sup|#,(f, x)| tend vers
TEK

zéro lorsque #-—>oo (par exemple, d’aprés le théoréme de Banach-
Steinhaus). Par le méme raisonnement, supl#,(f, x)| tend vers zéro
rEK

lorsque #->c0. De (6.23), (6.24), (6.25) et I’énoncé ci-dessus, il suit

que u(f, x) converge vers zéro uniformément sur tout compact de
n lorsque ¢ tend vers linfinii On peut raisonner de la meéme

maniére sur ses dérivées. c.q.f.d.

§7. Appendice
Nous donnons ici des exemples.

Exemple 1. Soit L l'opérateur suivant.

3 9 2 . 01 1 0
7.1y L=12_42 49 A — ¢ 2=( )
(7. 1) ot ox. tox, OO (1 0> et A=y _1

Comme le polyndme caractéristique de L est de la forme:
(7.2) dét W —7,A,—n,A,) = A2—ni—n},

Popérateur L satisfait aux conditions L.1)-L.3) dans le §1. Nous
allons considérer le probléme mixte pour L dans le demi-espace
R%={x=(x, x,); x,>0} :

Llu(t, x)] =0 pour ¢>0, xER%,

u(0, x) = g(x) pour x=R?%,

Bu(t, x)x (_0 =0  pour >0.

La forme quadratique associée a A, est de la forme:

(7.3) AL-E=151"=181%  tecr.
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Donc un espace-frontiére B maximalement conservatif consiste en
les multiples complexes d’un vecteur de la forme (1, ¢%), 8 étant un
nombre réel tel que 0<<#<2z. Alors on peut supposer qu’une con-
dition B aux limites minimalement conservative est de la forme:

(7.4) B=(—¢"1) (0<0<27).

Désignons par 7= 7%(&;N\) (resp. T =7(£;2\)) la racine a partie
imaginaire positive (resp. négative) de I’équation en 7:

dét (vI— M(E; \))=dét (- A" (W —EA)=7"— N+ E =0,
Nous remarquons ici le suivant :

+sgnky/iF g pour |£|

. . < |k
(7.5) THE ; kx10) = { }
WE—F pour |&|>

kl,

ou kest réel et /" a désigne la racine carrée positive d’'un nombre a>0.
—ﬁ+x>—s)
, on
—E T2
peut prendre, comme une base de E*(£ ; \), le vecteur “(77(£;A)+ 2, &)
dans les cas suivants,
i) £=0 et A non réel,
ii) E=0, A=k réel et |k| <|E]|,
iii) au voisinage de £=0 et Im A >0,
et le vecteur (—&, 77(£;2)—2A) au voisinage de £=0 pour Im A <O.
D’ou on peut prendre le déterminant de Lopatinski

(7.6)  A(E;n) = dét {(—e®, 1)(—(T++7&))} = (T (E; M) +N)—E
—£

Compte tenu de (7.5) et de ‘cof (EA—I—TA——)\I):(

pour les cas i) et iii), et

(7.6Y =dét {(—é'% 1)/ —& \} = eE+T(E;N)—A
(-25)

au voisinage de £=0 pour Im A<0. D’oti on déduit qu’il n’existe

aucune condition B=(«, B) (o, B€C) aux limites vérifiant les con-

ditions :

B.1) B est minimalement conservative

B.2)* B satisfait a la condition complémentaire stricte :'®

16) On appelle aussi cette condition “condition de Lopatinski uniforme”.
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7.7 A(E; k£i0)%0 pour ||+ |k|=+0. (Remarquons la condi-
tion A(£;0+40)3=0 pour |£]|=0 equivaut a la coercivité de B pour
L).
En effet on a A(£;k+i0)=0 pour k=Ecosd. Mais il existe des
conditions vérifiant B. 1) et B. 2) dans le § 1. En effet on a, d’aprés
(7.5), E*(£; k)= {0} pour |£|<|k| et E*(£;k)={a ‘((VE—F+kE);
aeC} pour [E|>]|k|. Or
(+1, 1)(i\/§2—k2+k>=i=0 pour (&[> |k|.
&

Cela signifie que B=(—¢" 1) satisfait 4 la condition B.2) pour
=0, .

D’autre part il n’existe aucune condition B=(«, §) vérifiant B. 1)
et B.2) pour l'opérateur suivant dans R} = {x=(x,, x,, %,); x,>0}.

040 40
0x, 0x, 0x,

0 1 0 ¢ 1 0
) A1= ’ Az: t 3 = .
ot (1 o) (—i 0) ot 4 (0 —1)

En effet on peut aisément constater qu’aucune condition aux limites,

9
7.8 L=1I_—A,
(7.8) o

minimalement conservative n’est coercive pour L (voir [5], p. 206).

Exemple 2. Soit L l'opérateur suivant.

0 ) 0
(7.9) L= I—a—t——Ala—x—l—Aza—%

0001 10 0 0

o A:oozo etA:oz 0 0

10200 oo -2 o0

1000 00 0 -1

Le polynome caractéristique de L est donné par
(7.10) dét (M —n,A,—n,A,) = (N —ni—nh) (N —4ni—4n3) .

Donc lopérateur L satisfait aux conditions L. 1)-L.3). Considérons
le probléme mixte (1.2)-(1.4) pour L dans R2. La forme quadratique
associée A, est de la forme:

(7.11) Af-L =151 +2161P =218 = 1L°, telt.
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Considérons la condition aux limites:

1 0 —v30
(7.12) B=<O Uz 0 1).

Alors l'espace-frontiére $B=Xker B consiste en les vecteurs
at(\/?) 0, 1’ 0)+18 t(O’ 17 0’ \/—2—)’ a’ IBEC .

Par suite B est minimalement conservative.

Compte tenu de dét(7]— M(E;\))=(7"— X2+fz)<7'2——2—2+ §2>, désignons
par 7T=77(£; ) la racine a partie imaginaire positive de T?=a*—§?
et par 5=73(E;\) celle de T*=A*/4—§& pour A non réel. Alors
Ti(€; k+i0) est de la forme (7.5) et 735(£;k=xi0) est de la forme
suivante

tsgnkVE[4—g  pour |E|<|k|/2

<
. T3 (E;kxi0)=4¢ . ~
(7. 13) (€5 kx10) { Z\/‘,;:2_]?2/4 pour |§|>|k|/2,

ol k£ est réel et \/ a désigne la racine carrée positive de >0.
tcof (EA,+71A,—AI) est donné par

(T+N)(4E + 47— 0\7) 0 0
0 @r+N(E+T =N 28(E+T-0)
0 28 +7=2)  (A—27)(E T2
E(4E"+47"—2\%) 0 0
E(48°+47—\")
0
0

A—T)4E+47—2\) /"
On peut choisir comme une base {&;(£;2\)};_,,de E*(£;\) le suivant.

(7.14)  Ai(E; ) =*(T{(E; 1)+, 0,0, 8) et
h3 (&%) = %0, 23(8;;2)+, 2, 0)

pour £s40 et A non réel ou au voisinage de £=0 et pour Im A>0.

Pour Im A<0 on doit prendre comme A et hA; au voisinage de £=0
les suivants
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(7.15) hi(E;n) =% 0,0, x—7i(E5N)) et
hi(E; ) =0, 2 &, A—273(£; 1), 0)

puisqu’on a h{(0;k—i0)=0 et h3(0;~—i0)=0 pour Aj(£;N) j=1,2
donnés par (7. 14).
Alors le déterminant de Lopatinski A(£ ;) est donné par

(7.16)  A(E; ) = =V 2 {(71(E; M)+ )27 (E 5 M) +N)— 287

pour £=40 et A non réel, ou au voisinage de £=0 et pour Im A>0. On
peut constater que A(E ; k+40)=%=0 pour £40 et & réel. D’autre part,
au voisinage de £#=0 et pour Im A <0, A(E; ) est de la forme

(7.17)  AGE;N) = =V 2 28— —71(E 5 M)A —275(E 5 M)} -

y . — . . 1 0-220
Dot A0, k—i0)=4 =0 k réel 0. A B=

ot A( i0)=4+/ "2 F*+=0 pour k réel = insi (0 2 0 1>
vérifie B. 1) et B. 2)*.

(Ce sont les hypothéses faites dans notre travail antérieur [7].) Il
en est de méme de l'opérateur suivant dans R3.

3 3 3 3

. = I—_A1—‘—Az —Aa"“ ’

(7.18) L ot 0x, 0x, 0x,
0001 0 0 0 i 10 0 0
0020 0 0—2i 0 02 0 0

L4, = , A, ¢ A

ot 0200 0 2 00]° 0 0-2 0
1000 i 0 00 00 0-1/.

Condition aux limites

B:(l 0_ -2 0)
0 —/2 0 1/.

Base {kj(£;\)};., de E*(£;N).

Ri(E;\) = (71 (E; M)+, 0,0, £,—1E,)
{ h3(E50) = 40, 275(E 5 M)+, 2(E,+i4E,), 0)
ou { hi(E;0) = Y(§,+1E, 0, 0, A —7{(E50))
5(E50) = 40, 2(8,—4E,), n—275(E s 2), 0).
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Déterminant de Lopatinski.

[1]
[2]
£3]
[4]
[5]
L61
L7]

[8]

£o]
[10]
[11]
[12]
[13]
[14]

A(E ;) = =V 2 {(rf + )27 + 1) — 2(ET1+ED)}
ou —v 2 {2(51+£) - (A=A —273)} .
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