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und die von ihnen erzeugten Markov-Prozesse

Von
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Einleitung

In den Arbeiten [Ij und [2] gaben W. Feller und A. D. Wentzell

die allgemeinsten Randbedingungen an, mit denen ein verallgemeinerter

regulärer Differentialoperator DmD auf einem Intervall Lr0, r J der reellen

Achse eine stark stetige Halbgruppe von positiven Kontraktionen im Raum

C der stetigen Funktionen über [Y0, rj erzeugt. Eine systematische

Untersuchung dieses Differentialoperators mit solchen i.a. nichtlokalen

Randbedingungen in gewissen Räumen stetiger Funktionen über [/o, r J

findet man in der unlängst erschienenen Monographie Q3] von P. Mandl.

Im "klassischen" Fall lokaler Randbedingungen erzeugt der Differen-

tialoperator DmD einen selbstadjungierten oder symmetrischen Operator in

L2(m)l} (siehe z. B. L4j), und man erhält daraus bekanntlich Entwicklungen

der Dichte der zugehörigen Übergangsfunktion nach Eigenfunktionen,

Aussagen über die Lage und die Asymptotik der Eigenwerte usw. Sind

die Randbedingungen nicht lokal, so ist der entsprechende Operator nicht

mehr symmetrisch in Lz(m). Wir zeigen jedoch, daß i.a. ein Maß M auf

[/oj riü existiert, so daß er in L2(M) dissipativ ist oder sich von einem

dissipativen Operator um einen höchstens zweidimensionalen Operator

unterscheidet. Dieser Sachverhalt ist der Ausgangspunkt für unser Studium

des Differentialoperators DmD mit nichtlokalen Randbedingungen.
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1) Dabei unterscheidet sich m höchstens in den Randpunkten r„, ri von m.
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Dem Differentialausdruck DmD mit solchen Randbedingungen kann

man bekanntlich einen Markov-Prozeß über dem Phasenraum [Y0, r J zuord-

nen. Das Maß M erweist sich dabei in gewissen Fällen als ein subin-

variantes Maß dieses Marko v-Prozesses. Dann steht die Tatsache, daß

DmD mit nichtlokalen Randbedingungen einen dissipativen Operator in

L2(M) erzeugt, in engem Zusammenhang mit £5], XIII, Satz 1.1.2): Dieser

sichert nämlich, daß die von dem Markov-Prozeß in L2(M) erzeugte Halb-

gruppe aus Kontraktionen besteht, also ist ihr infinitesimaler Generator

maximal dissipativ.

In der vorliegenden Arbeit wird ausschließlich der reguläre Fall be-

trachtet, d.h. — oo<r0Oi<+oo und m(ri) — 77i(r0)< °o vorausgesetzt.

Wir bemerken jedoch, daß sich einige Ergebnisse aus den Paragraphen l

und 4 ohne Schwierigkeit auf den singulären Fall übertragen lassen. Auch

die Allgemeinheit der Randbedingungen schränken wir ein: Sie müssen

zulässig sein, d.h., falls sie nichtlokal sind, muß ein "Reflexionsanteil"

auftreten.3) In Anlehnung an die Untersuchungen von M. G. Krein und

L S. Kac (siehe z.B. [J5]) lassen wir jedoch auch solche Funktionen m zu,

die in Teilintervallen von [Y0, r J konstant sind. Die von uns getroffene

Voraussetzung, daß r0 und r\ Punkte stetigen Wachstums von m sind, kann

bei geeigneter Definition der Operatoren entbehrt werden. Dann lassen

sich z.B. die in [7~], Kap. IV, untersuchten Geburts und Todesprozesse

mit dem erreichbaren Randpunkt °o auf die gleiche Weise behandeln.

Die ersten drei Paragraphen enthalten im wesentlichen die analytischen

Hilfsmittel. Im vierten Paragraphen zeigen wir, daß die Übergangsfunk-

tion des oben erwähnten Markov-Prozesses absolutstetig bezüglich des

Maßes M ist. Das entsprechende Ergebnis für lokale Randbedingungen

wurde (sogar im singulären Fall) von A.D. Wentzell £8] erhalten. Seine

Beweismethode konnten wir nach den Vorbereitungen in den §§1-3 im

wesentlichen übernehmen. Dasselbe gilt für die Ergebnisse in § 5, wo wir

zeigen, daß diese Übergangsdichten den Kolmogorovschen Differentialglei-

2) Man sieht unschwer, daß dort an Stelle eines invarianten nur ein subinvariantes
Maß benötigt wird.

3) Möglicherweise bleibt eine Reihe von Aussagen in den Paragraphen 4-6 auch im
allgemeinen Fall richtig.
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chungen genügen. Im Unterschied zu Q8] sind die Übergangsdichten jedoch

i. a. nicht mehr symmetrisch in den Ortsvariablen, deshalb ergeben sich

zwei Differentialgleichungen.

In § 6 untersuchen wir das Verhalten der Übergangsfunktion für

£->oo; dabei enthält Satz 6.1 mit seiner Folgerung unter unseren etwas

einschränkenderen Voraussetzungen eine Verschärfung (bezüglich der Kon-

vergenzart) gewisser Aussagen von P. Mandl [jT]. Falls die Werte dieser

Übergangsfunktion für £->oo gegen Null streben, zeigen wir in der

Folgerung zu Satz 6.2 die Existenz eines Grenzwertes für den Quotienten

zweier solcher Werte; diese Betrachtungen stehen in engem Zusammenhang

mit der Note £9] eines der Verfasser.

Wir benutzen die Gelegenheit, den Herren L S. Kac, M. G. Krein und

A. D. Wentzell für wertvolle Hinweise zu danken.

§1. Der verallgemeinerte Differentialoperator DmD im Raum Cm

I. Der Operator A0. Es sei m eine auf dem beschränkten Intervall

Gro3 r J der reellen Achse definierte, nichtabnehmende und beschränkte

Funktion, für die gilt:

lim m(x) = m(r0Xm(x)<m(ri)= lim m(x) (ro<#<ri).
x l r o xl r\

Mit Cm bezeichnen wir denjenigen Teilraum von C[>o, r J, dessen Elemente

auf jeder Komponente des Komplementes des Trägers 4) von m linear sind.

Für eine streng wachsende Funktion m gilt also insbesondere Cm = C[j0, r J;

ist 77i eine reine Sprungfunktion, so besteht Cm aus allen stückweise line-

aren, stetigen Funktionen mit "Knicken" in den Sprungpunkten von m.

Es sei weiter © die Menge aller Elemente / aus Cm, die sich in der

Form

(1.1) f(x) =

mit einem (p^Cm und (komplexen) Konstanten a, b schreiben lassen. Für

4) Der Träger von m ist die (abgeschlossene) Menge aller Wachstumspunkte von m.
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f € ® erklären wir zwei Funktion Df und DmDf auf folgende Weise :

Man überlegt sich leicht, daß diese Definition korrekt ist, d.h., in der

Darstellung (1.1) ist (p durch f eindeutig bestimmt. Die Zuordung f—*DmDf

ist insbesondere ein linearer Operator von ® auf Cm.

Für Funktionen / 6 ® führen wir Randbedingungen der Form

(1.2)

ein, dabei seien £,-, TT,-, ö"/ nichtnegative Zahlen, gz- eine auf [V0, r J de-

finierte nichtfallende, beschränkte, bei x = ri stetige Funktion, und es sei

stets vorausgesetzt, daß

gilt und die Randbedingungen (1.2) nicht zur Gleichung

(1.3)

entarten. Weiter setzen wir (?/: = 7r,-+ \ ^gz-, ^f: = 7 r / + \ G?ÖZ-, i = 0, l,
Jr0 Jr0+

und normieren die Koeffizienten von (1.2) in der Weise, daß stets (^ = 0

oder Qi = l gilt. Die Randbedingung (1.2) heiße zulässig, wenn

gilt. Offensichtlich ist das gleichbedeutend damit, daß die folgende Bedingung

erfüllt ist :

cr\
dq{>0 =$ 7T/>0.

l !
5) Unter \ verstehen wir dabei stets \ , d.h., evtl. vorhandene Massen in den

Jxü JXQ~

Randpunkten sind bei der Integration zu berücksichtigen.
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In diesem Falle setzen wir noch

f 7t i 7rz->0
*! =

( l 7T f- = 0

Die Einschränkung des Operators DmD auf die Menge aller f G 3),

die den Randbedingungen (1.2) genügen, bezeichnen wir mit AQ.

Behauptung 1.1. Genau dann ist ®(^40) dicht in Cm, wenn für die

Randbedingungen (1.2) gilt'.

(1.4)

Zum Beweis überlegt man sich, daß kein Maß ß $ € . C ' m auf S or-

thogonal ist, also liegt ® dicht in Cm. Ebenso sieht man, daß auch die

Menge aller Funktionen aus 2), deren Träger z.B. ein kompakter Teil

von (r0, rj ist, im Räume Cm.Q aller Funktionen aus COT, die in r0 ver-

schwinden, dicht liegt. Die Behauptung folgt jetzt aus der Tatsache, daß

0i aus (1.2) genau dann ein unstetiges Funktional auf Cm ist, wenn (1.4)

gilt, sowie der folgenden allgemeinen Aussage : Ist 0 ein auf einem dichten

Teil 3) eines Banachraumes 33 definiertes additives und homogenes, unste-

tiges Funktional, so liegt die Menge der Nullstellen von 0 dicht in 23.

2. Die Resolvente von A0. Wir berechnen in diesem Abschnitt die

Resolvente Rx des Operators A0 in Cm, d.h., wir lösen die Randwertaufgabe

(1.5) lg(x)-(DmDg) (*) = /(*), 0o(#) = 0i(£) = 0

für / e Cm.

Die Funktionen WQ und w\ seien das Fundamentalsystem von Lösungen

der homogenen Gleichung

(1.6) lg-

mit den Anfangsbedingungen w0(r0; A) = l, (Z>w0)(ro; ^) — 0; Wi(r0; A) = Q,
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(Dwi) (r0; A) = l. Dann hat die zugehörige Wronskische Determinante

W(w^ wi) für alle x £E [Yo, r J den Wert

, Wi)=WQ(x) (Dwi) (x)-Wi(x) (DwQ) (#) = !,

und jede Lösung von (1.6) die Gestalt g = cQWQ + ciWi mit gewissen Kon-

stanten c0, ci. Die Eigenwerte der Randwertaufgabe (1.5) sind deshalb die

Nullstellen der Funktion

Da die Randbedingungen (1.2) nicht mit (1.3) äquivalent sind, kann man

sich wie z.B. in [3], II, (62) überlegen, daB für ^>0 stets J(A)>0 gilt.

Wir führen die Funktionen

U i = <

ein. Diese sind Lösungen der homogenen Gleichung (1.6), und es gilt

JF(u0, ui) = A sowie

Weiter definieren wir Kerne V, K und G0 durch die Gleichungen

(1.7) V(x, y\ ^) = _

; ^)wi(j; /l) — ti?i(a;; A)w;0(j; /l),

(A;; /l)

; /l)

y, n = '1 Vs

5 —

-T ^'^^dyi^mC«; /O+^O; j; A)
J5 =r0 rx — s
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Man sieht leicht, daß diese für (x, y) 6 fro, r J X [Y0, r J stetig sind. Die

Lösung g der Randwertaufgabe (1.5) läßt sich dann für Werte A mit

folgendermaßen darstellen:

(1.8)

der Beweis dafür kann dem Leser überlassen werden.

3. Positivität der Resolvente von AQ. Analog wie in Q3], II,

Beweis von Satz 4, kann man zeigen, daß in der Randwertaufgabe (1.5)

für >l>0 aus /^O stets auch g 2^0 folgt. Wir benötigen jedoch in § 6

eine etwas schärfere Aussage.

Eine Funktion g G Cm heiße positiv (nichtnegativ), wenn g(

(#)2SO) für alle x E [r0, r J gilt.

Behauptung 1.2. Es sei ^>0. Genau dann ist Rxf positiv für

jedes nichtnegative f£Cm,f^Q, wenn (?o(?i((?o + (?i)>0 gilt- Das trifft

insbesondere für TTO 7Ti>0 zu] in diesem Falle ist der Kern GQ positiv:

(1.9) G0(x, y\ ^)>0, x, J G[r0, rj.

Bei den folgenden Betrachtungen zum Beweis dieser Behauptung sei

A stets eine feste positive Zahl, die wir im Argument von UQ, z^i, V oft

nicht aufschreiben. Wir untersuchen zunächst das Verhalten der Funktion

F(#, y) aus (1.7). Es gilt offensichtlich F(#, y)= — V(y? x\ und V(x, .)

ist bei festem x E [Y0, r J die eindeutige Lösung der Randwertaufgabe

kV— (DmD)2^=0, F(# jc) = 0 (D2^r)(^ A;) = l.6)

Daraus ergibt sich ohne Schwierigkeit, daß V(x, .) eine streng wachsende

6) Dj und (DmD)j bedeutet, daß der Operator D bzw. DmD bezüglich der /-ten
Variablen angewandt wird (/=!, 2).
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Funktion in (jr0, r^\ ist, während (D^V^ (x, .) im Intervall [>o, x~] streng

fallend und im Intervall £#, r J streng wachsend ist; dabei gilt

(D^V) (x, y)=-CD2F) (y, *)^-l-

Es besteht weiter die Beziehung

(1.10) K0(*) =

^ (j) + MF(^r i )>Q für

und ^0(^1) — 0 gut genau dann, wenn 7 T i = \ dqi = 0 ist. Eine entspre-

chende Darstellung ergibt sich für

(1.11) wi(j«;)=-

(x, r0)>0 für A; 6 (r0, r J,

S r j
^o — 0 ist.

''o
Mit Hilfe der Beziehungen (1.10) und (1.11) überzeugt man sich von

der für r0 <^x<=y<ri bestehenden Identität

(1.12) G„(*, y) =

^.^)-^.ro)d

—

5 — r0

(s — r0) (r i— Ö")
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, n)

dqQ(s)'9

i — s

Da jeder der sechs Summanden der rechten Seite von (1.12) nichtnegativ

ist, gilt G0(x, y)I>0. Wir überlassen es dem Leser, sich zu überlegen,

daß im Falle j^r0 für x=^rQ oder x = r^ (?o((?o + (?i)>0 sogar GQ(X, y)>0

gilt.

Im Falle j—r 0 ist GQ(x, r0) = 7r0 woWS^O, wobei das Gleichheitszeichen

genau dann steht, wenn 7T0 = 0 oder x — r^ (?i = 0 gilt. Entsprechende

Aussagen erhält man im Falle r0< y<.# r^ri sowie für G0(#, TI). Aus der

Beziehung (1.8) ergibt sich jetzt ohne Schwierigkeit die Behauptung.

§2. Der verallgemeinerte Differentialoperator DmD im

Raum L\M}

1. Das Maß M. Für unser Studium des Differentialoperators DmD

mit den Randbedingungen (1.2) spielt das folgende Maß M 6 C^ eine

wesentliche Rolle:7)

Dabei bezeichnet dßr^ das Maß mit der Einheitsmasse im Punkte rz-, i = 0, l,

und

r0

Die Funktion p ist stetig im Intervall [Y0, rj, und es gilt 0<^p(3;)<^ l ;

ihre Werte in den Randpunkten lauten

7) Zur Bedeutung von M siehe auch §4.5.



668 H. LANGER, L. PARTZSGH UND D. SCHÜTZE

(2.1) P(ri) = 7ii falls Qi = l; p(r/) = l falls Qf = Q, j = 0, 1.

Im Inneren des Intervalls [>0, r J hat p in jedem Punkte eine links- und

rechtsseitige Ableitung :

<*t<*t
0\(x)-('

1 dqoM C** dq^ .
d^p)(x)-}*±-^- Jr.TT^T'

dabei gilt offensichtlich für rQ<x<x'<ri

also ist p in [Y0, r J konvex von oben. Sind beide Randbedingungen

zulässig, so folgt damit aus (2.1)

2. Der Operator ^40 in £2(M). Ein linearer Operator in einem

Hilbertraum £> heißt dissipativ (Cl(T|, CHH)j wenn

Re (5/, /)^0 für alle /

gilt; ist insbesondere (5/,/)<0 (bzw. ^0) für alle / 6 35(5), /^O, so

heißt 5 negativ (nichtpositiv). Der dissipative Operator 5 in § heißt

maximal dissipativ, wenn er keine dissipative Erweiterung in § gestattet.

Bekanntlich trifft das für einen dicht definierten Operator B genau dann

zu, wenn die offene rechte Halbebene zur Resolventenmenge von B gehört.

Wir sagen, B sei dissipativ (bzw. nichtpositiv usw.) in einem Teilraum

> wenn gilt:

und Re(B/,/)^0 (bzw.

für alle /€£n®(5).

Mit m bezeichnen wir im folgenden das Maß

djuri(x) + dm(x)
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und betrachten neben Cm die Hilberträume L2(M) und L2(m) der auf

[>o, r J bezüglich M bzw. m quadratisch integrierbaren Funktionen. Da

ein Element / eines dieser Hilberträume höchstens einen Repräsentanten

in Cm besitzt, kann man die in § 1.1 eingeführte Abbildung AQ auch als

Operator in L2(M) oder L2(m) ansehen.

Ist o"i=^Q (bzw. ö'oö'rT^O), so bezeichnen wir denjenigen Teilraum von

L2(M\ der aus allen bei X = TI (bzw. bei x = rQ und x = r^) verschwinden-

den Funktionen besteht, mit Zf(M) (bzw. mit Z^(M))), i = Q, 1; ent-

sprechend wird der Raum -L|ji(/rä) definiert.

Behauptung 2.1. I. Es sei @o(?i —l-

a) Falls QQ + Q{>Q gut, ist AQ dissipativ in L2(M);

b) falls QQ = Q{ = Q und <T0ö"i>0 gilt, ist AQ nichtpositiv in L^m).8)

II. Es sei Qi = ö, (?; = 1 für i, ; = 0, l, i=J=j.

a) Falls ffi = Q gilt, ist ÄQ dissipativ in L2(M);

b) falls ö";>0 gilt, ist AQ dissipativ in Lf(M).

III. Es sei Q0 = Ql = Q.

a) Falls ffQ = (?i = Q gilt, ist A0 negativ in L2(M) = L2(m)'.)

b) falls ffi = Q,ffj>Q gilt, ist AQ negativ in L2-(M), i, / = 0, l, i=/=-j\

c) falls ö"o ö"i>0 gilt, ist A0 nichtpositiv in Ll^M}.

Wir beweisen nur die Aussage la); die Beweise der übrigen Teile verlaufen

entsprechend, jedoch mit teilweise wesentlichen Vereinfachungen.

Unter den Voraussetzungen von la) gilt für /

(2.2)

8) Wir bemerken, daß sich im Falle QQQ1 = l, Q'Q=Qi=Q und aQff1=Q die Randbe-
dingungen so umformen lassen, daß einer der Fälle II) oder III) vorliegt.
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=/(ro)(-*:o/(ro)-
rQ X

_
i X

-\ (Df)(x)f(x)dp(x)-\ \(Df)(x)\
zp(x)dx;

J rQ J r0

dabei haben wir die Beziehungen (2.1) sowie die Randbedingungen benutzt.

Weiter ist

| /(r0) |

x)f(X)dp(X}.

Das vorletzte Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung läßt sich

folgendermaßen umformen:

\ J?S \ J\ \ * * 7 / \ ic)j(x) a l \ —— agow | +
= x 5 7"n

i — 5

s = r0Ja; =
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r i/
QL S —

(Tl TnTw \*f \j l <%i(5)- \ (D/) (x}f(x}dx -l - =
Jx=s J TI — 5

s —r0

+

Damit erhalten wir schließlich

A; — r0

Den in Behauptung 2.1 auftretenden Raum £2(M), LJCM) oder

in dem der Operator ^40 dissipativ ist, bezeichnen wir mit L^0 und bemerken

noch, daß die Beziehung (2.3) bei beliebigen Randbedingungen für

0 gut.

Behauptung 2.2. Die Menge ®(^0) Hegt dicht in L2 (M) und

o liegt dicht in L2
ÄQ.

Beweis. Ist (1.4) für beide Randpunkte erfüllt, so liegt S)(^40) dicht

in Cm, also auch in L2(M). Ist (1.4) z.B. für r/ erfüllt und für r/ nicht

erfüllt (i =7^7)9 so gilt

Diese Randbedingung ist wegen öy = 0 ein auf der in L? (M) dichten

Menge aller /€® mit 0>/(y) = 0 definiertes unstetiges lineares Funktional,

woraus die erste Aussage folgt.

Ist z.B. Qo = 0, ö-0>0, ^!>0 und (1.4) für i = l erfüllt, so liegt
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r\ Cm>Q dicht in Cm>0 (vgl. den Beweis von Behauptung 1.1), also

auch dicht in L\^=L\(M}. Entsprechend folgt die Aussage in den übrigen

Fällen.

3. Der Opera tor A in L2 (M). Wir setzen von jetzt an stets

voraus, daß beide Randbedingungen zulässig sind, und vermerken das in

den folgenden Aussagen mit (Z). Weiter bezeichne AQ den im vorange-

gangenen Abschnitt eingeführten Operator in L2(M). Der Kern

/o A^ r, n
 G

(2.4) G(*, y; X) =

ist dann eine stetige Funktion in (#, j) G [70, r J X [>o, r J, und die

Resolvente J?x gestattet für alle A mit J(A)=^0 die Darstellung

(2.5)

Sie läßt sich also durch Stetigkeit auf ganz L2(M) fortsetzen; diese Fort-

setzung bezeichnen wir wieder mit R^>

Man überzeugt sich leicht davon, daß R^ den Raum L\Q in sich

abbildet und — Rx für A>0 dort dissipativ ist.

Aus R\fo = 0 für ein Element fQ € Z/i0 folgt auf Grund der Dissi-

pativität von Rx in L|0, daß /0 auf Äx Z/|0 orthogonal ist (Ql 2], V.

§1). Andererseits enthält dieser Wertebereich die auf Grund von Behaup-

tung 2.2 in L\Q dichte Menge ©(^0)nii0. Somit gilt /0 = 0, und man

überlegt sich jetzt leicht, daß Rx auch in L2(M) invertierbar ist.

Da weiter die Operatoren Rx in L2(M) der Resolventengleichung

genügen, bilden sie die Resolvente eines Operators A\ dieser ist die

Abschließung von AQ. Damit haben wir den ersten Teil des folgenden

Satzes bewiesen:

Satz 2.1. (Z) Der Operator AQ hat eine Abschließung A in L2 (M),

die in L^Q maximal dissipativ ist. Dabei liegt (Af,f) für
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im abgeschlossenen Winkelraum

(2.6) +7t-a<, arg

mit tan a = 2 - r— - Tv-"1* 0<a<7T/2.
\ mm (TTo, TTi) /

Es bleibt nur die letzte Aussage zu beweisen; dabei kann man sich

auf die Betrachtung von Elementen f 6 ®(^4o) beschränken. Liegt der

Fall III aus Behauptung 2.1 vor, so ist (2.6) offensichtlich richtig (a = 0).

Wir betrachten hier wieder nur den Fall la, im Falle II verläuft der

Beweis entsprechend.

Gemäß (2.2) gilt für /

x—

und damit

r i —

— r0
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Wegen

(D/)(*)/(*)d*
j r Q j x = r i

und

dq0(s)

= 2» Im P T (Df)(u)(Pf)(x)dudx
J x=s Ju=x

ist schließlich

Im U/, /) = Iml(T T
U r Q J x = r Q J u

Mit der Schwarzsehen Ungleichung erhält man daraus zunächst

\(DfXu)\2du
Q

und auf Grund der Normierung n i +\dqi = l., i = Q, 1:

rQJu=rQ

(u) \ 2du.

Da andererseits —Re(Af, /)^ min (7T0, TroT1) (Df)(u) \ 2du gilt, folgt

, /) = V min (it0,

woraus sich leicht die Behauptung ergibt.
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4. Vollständigkeit des Systems der Eigenräume. Den Ausgangs-

punkt der Überlegungen dieses Abschnittes bildet der

Satz 2.2. (Z) Der Operator ÄX(J(A)^0) ist nuklear^ in L2(M).

Beweis. Die Operatoren J(/l)JRx und Kx:

(*x/)(*) =("£(*, y\ A)/(j) dm 00
JrQ

sowie Kx und Kx:

unterscheiden sich jeweils durch einen höchstens zweidimensionalen Operator.

Somit ist Rx genau dann nuklear, wenn dies für K^ zutrifft.

Die Räume L2(M) und L2(m) bestehen aus denselben Elementen, ihre

Normen sind äquivalent. Deshalb genügt es zu zeigen, daß Kx in L2(m)

nuklear ist.

Zu diesem Zweck betrachten wir den Operator /:

(//)(*) = f(s}dm(s}dy, f€L2(m).
J y = x J s = rQ

Dann gilt /=/*, die Funktion g = Jf genügt den Randbedingungen

(2.7)

und die Beziehung Jf=Af ist äquivalent der folgenden Randwertaufgabe

in Cm:

Dm Df= —L/, (Df) (r0)-ff0(Dm Df) (r0) = 0,

Für die Eigenwerte dieser Randwertaufgabe gilt aber (vgl. £6]) 2 U; l <°°5
y=i

also ist / nuklear.

Es sei weiter P der orthogonale Projektor auf den durch die Funk-

9) Die Definition der Nuklearität findet man z. B. in [12], III, §8.
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tionen fQ(x)===l, f^x) = x aufgespannten Teilraum von Lz(m) und Q =

= I-P. Wir betrachten den Operator K^ = KXQ. Für / G Cm folgt mit

h = JQf aus (Qf,fo)m = (Qf,fi)m = 0 zunächst leicht

(2.8) A(r0) = 0, (h«?/) (n) - (J%) (n) - 0

und

(Kif) W=

Die ersten beiden Summanden verschwinden auf Grund von (2.7) und

(2.8), für den dritten Summanden ergibt sich durch partielle Integration

(x, y; X)h(y) dm(y). Daraus folgt

also ist K\ und somit auch Kx nuklear in L2 (in).

Behauptung 2.3. (Z) Die algebraischen Eigenräume des Operators

RX und die algebraischen Eigenräume des Operators R* bilden vollständige

Systeme in L2(M).

Beweis. Der Operator — J?x, /l>0, ist in L\Q dissipativ und nuklear,

hat also dort ein vollständiges System algebraischer Eigenräume (^12], V,

Satz 2.3). Wir stellen L2(M) in der Form L\Q@LQ mit einem höchstens

zweidimensionalen Teilraum LQ dar. Bezüglich dieser Zerlegung hat R\

die Matrixdarstellung

Betrachtet man die Resolvente (zI—R\)~l und integriert diese nach
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Multiplikation mit ——r längs einer geschlossenen Kontur in der z -Ebene,
2m

die ganz in p(Rx) verläuft und o~(R2i) genau einmal umschließt, so hat

der erhaltene Rieszsche Projektor die Matrixdarstellung

\ 0 / /

Daraus folgt leicht die Behauptung.

Betrachtet man Rx als Operator in COT, so hat er dort die gleichen

Eigenwerte und algebraischen Eigenräume wie in L2(M).

Wir setzen jetzt

Cm falls 7T/ + ö"z>0, i = 0, l,

0 = . Cm.j falls n i + ö~i = 0, n j + ö/ > 0, i =^= y, z, y = 0, l,

l Cm-,Q,i falls 7r,- + ö',- = 0, i = 0, l,

wobei Cm.ti (bzw. COT;0fi) die Menge aller Funktionen aus Cm bezeichnet,

die bei # = r,- (bzw. x = rQ und # = ri) verschwinden (z' = 0, 1). Weiter sei

AQ die größte Einschränkung von A0 in CAO- Wir vermerken, daß der

Definitionsbereich S)(^0)
 m CAO dicht liegt (vgl. den Beweis von Behauptung

i.i).

Behauptung 2.4. (Z) Die algebraischen Eigenräume von Rx bilden

ein vollständiges System in CAQ-

Beweis. Wäre die lineare Hülle S des Systems der algebraischen

Eigenräume von Rx nicht dicht in C^LO, so gäbe es ein ß 6 CAo mit

= 0 für alle/ 68. Wegen R&C& folgt TX/^-O, d.A.

rQ

Für die Funktion g&L2(M~):
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, y\
Jr0

gilt somit (/, g) = 0 für alle /G S, also ist # = 0 auf Grund von Behauptung

2.3. Für ein beliebiges h 6 ®G4o)> h=—AQh + Äh, ergibt sich dann

(T

= \
Jr

Da andererseits ®(^0) in C^0 dicht liegt, folgt ß = Q.

Der Operator Äx in Cm hat einen adjungierten Operator jR( im dualen

Raum C'm von (7OT, und zwar folgt aus (2.5), daß für beliebiges ß (E C^ das

Bild R\ß absolutstetig ist bezüglich M. Den Raum aller bezüglich M

absolutstetigen Elemente von C'm bezeichnen wir mit C'm(M).

Der Beweis der folgenden Behauptung sei dem Leser überlassen.

Behauptung 2.5. (Z) Das System der algebraischen Eigenräume

von R\ ist vollständig in

Der Operator Rx in Cm bzw. L2(M) ist die Resolvente von AQ bzw.

A, R* ist die Resolvente von A*. Bekanntlich ist die komplexe Zahl A0

genau dann ein Eigenwert von A oder A*, wenn — - — ein Eigenwert von
A — AQ

Rx oder R% ist, und die zugehörigen algebraischen Eigenräume stimmen

überein. Deshalb kann man in Behauptung 2.3 R^ und R* durch A bzw.

A* und in Behauptung 2.4 Rx durch A0 ersetzen. Ist <S)(A0)=Cmy so

bleibt die Aussage von Behauptung 2.5 auch für AQ an Stelle von R\

richtig, im Falle S(^40) =^ Cm gilt das noch für die Adjungierte von ÄQ.

5. Im Falle L\Q^=L2(M) hat der Operator A höchstens zwei Eigen-

werte, deren zugehörige algebraische Eigenräume nicht ganz in L\Q

liegen.

Behauptung 2.6. (Z) Es sei @f- = 0, tfx->0 für i = 0 oder 1. Dann

ist -- - ein Eigenwert von A^ für dessen zugehörige Rieszsche Projektion

P. gilt:

Beweis. Es sei z.B. i = 0. Dann ergibt sich J(A) = (£O + Ö'OA) ®i(wi(-; A)),
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also ist Eigenwert von A. Für die zugehörige Rieszsche Projektion
ö"o

folgt bei Wahl einer geeigneten Kontur C0

dabei haben wir die Beziehungen Mi(r0; A) = 03 Go(r05 y\ A) = 0 und

^oO"o5 Ä) = 0i(w>i(Ä; ^)) benutzt.

Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Behauptung 2.6 gilt

also für alle Funktionen f aus dem Wertebereich von /-P/:/(r/) = 0. Des-

halb liegen alle algebraischen Eigenräume zu Eigenwerten A =^= -, i = 0, l,

ganz in L2
Ao.

§3. Der adjimgierte Operalor A*

Der Operator A ist in L2{M) gemäß den Ergebnissen der Punkte 2

und 3 von § 2 dicht definiert und abgeschlossen. Er hat folglich einen

adjungierten Operator A*, dessen Gestalt wir in diesem Paragraphen für

den Fall zulässiger Randbedingungen bestimmen wollen.

Es sei im folgenden stets /l>0. Wir berechnen zunächst den Operator

jR£, wenn Rx wieder die Resolvente von A bezeichnet. Für beliebige /,

g€L\M) gilt gemäß (2.5)

y;

also ist

(3.1) (R%}(y} = -G(X,y-Üg(X}dM(X\ r0<j<r l j

falls ff,>0.
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Wir bemerken, daß R* g im Intervall (r0, ri) stetig ist und in den

Randpunkten den Grenzwert

f 0

(3.2) H» (*?,) 00 = l f "B<(JB. ^OOrfAfO
l J(/;jr„

0 falls 7Ci =

falls

hat. Im Sinne des L2(M) können wir also

falls *«(3.3) (

^ 0 falls ni = ffj = 0

setzen; dann ist R$g für 7T f->0 oder 7ti = ffi = Q stetig in n.

Für Funktionen / auf [>o3 r J, die im Inneren dieses Intervalls stetig

sind und in den Randpunkten einseitige Grenzwerte haben, erklären wir

eine neue Funktion Bf auf (r0, n) durch die Gleichung

i — 5

Dann ergibt sich bei Beachtung der Beziehungen (3.1) und (3.2)

rQ T\ S

55 y) (ys-y+V(s, y)
— - - J - - ^ -

S — T0 Jr0 TI~ S

Mit Hilfe der Gleichung

folgt daraus
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(3.4)
t=y

— S

Ist insbesondere g€Cm, so gilt also £#£#£®(I>M0£)10) und

ra+

d.h., für beliebiges /G®(^4*) und y G (r0, rx) erhalten wir

Es sei jetzt wieder g € Cm. Dann gilt auf Grund von (3.4)

t=yJs=tS

_AP f* Z^_Odgi
J*=r 0Js = r0 n— S

10) Es sei dMQ(x) =p(x)dm(x).
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Für y \ r0 folgt daraus

r0s = t S — r0 JrQ

Der erste Summand der rechten Seite ist für TTo+tfo^O gleich (R*g)(ro),

deshalb genügen in diesem Falle die Elemente /6®(^4*) der Randbe-

dingung

Ist 7iQ=ffQ = 0, so wählen wir als Randbedingung gemäß (3.3) y(r0) = 0.

Entsprechende Betrachtungen gelten für den rechten Randpunkt TI.

Wir führen jetzt auf den geeigneten Funktionen / 6 L2(M} die

folgenden Funktionale ein:

f icif(ri} + (-l}i+l\imDBf(x}+ai(A^f}(ri} falls 7r, + (T l>0J

l /(r,-) falls 7r,-=(T,-=:0.

Die obigen Überlegungen ergeben dann einen Teil der Aussage des folgenden

Satzes.

Satz 3.1. (Z) Das Element f € L2(M) gehört genau dannzu

wenn es die folgenden Eigenschaften hat :

1) / ist stetig in (r0, TI) ;

2) die Grenzwerte lim /(#) existieren^ im Falle 7T,- = 0 z"s£ lim
*-*r* »T*

fw Fß//^ TT^O ö^r ffi = Q ist f (einseitig) stetig in r{;

3) es gibt ein /*€.L2(M), so daß gilt:
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), r„<*<ri;

4) / genügt den Randbedingungen

*?(/) = 0, i = 0,l.

In diesem Falle ist A*f = f*, wobei der Funktionswert A*f(rj) für ö\->0

durch die Randbedingung definiert ist.

Es bleibt noch zu zeigen, daß für / 6 L2(M) mit den Eigenschaften

l)-4) und das zugehörige Element/* aus Punkt 3) die Beziehung (#,/*) =

= ( A Q g 9 f ) für alle gE®(y40) besteht. Das ergibt sich folgendermaßen:

= Sfro) [>o/*(r0)

r1
Jr0 I 5

§4. Absolutstetigkeit der Übergangsfunktion

1. Die Operatoren rjw). Im folgenden bezeichnen wir für 0<a< —
z

mit ®ä,r den abgeschlossenen Winkelraum aller Punkte z mit n—a, <[

^arg(z —r)^7T + a und setzen &- = &~tQ, &+=—&-. Für eine solche
o

Menge ® sei ® ihr offener Kern; Ca,r bezeichne den positiv orientierten
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Rand von 0«,?.

Wir setzen weiter P=PQ-{-Pi und Q=I—P, wenn P{ dieselbe Be-

deutung wie in Behauptung 2.6 hat; sind deren Voraussetzungen für den

Randpunkt r,- nicht erfüllt, so sei Pf- = 0 (&" = 0, 1). Dann gestattet

die Darstellung

dabei sind die Teilräume %i'.=QL2(M) und £2:=P£2(M) invariant bezüglich

A, es gilt 81 C L2
A^ und 82 ist endlichdimensional. Der Operator AH\~

^Iss^ist maximal dissipativ in &i, genauer, für j fG&in®(^4) gilt mit

einer Konstanten a>0 gemäß Satz 2.1

(4.1) (Af,f)e&ä.

Wir setzen noch A^=-A\^^

Lemma 4.1. (Z) Wählen wir f > ''. 2 2 ' ' , so gilt ff(Ä) C ®«, r j /^
sin

®*__a konvergieren die Integrale
2

(4.2)

m J^r gleichmäßigen Operatortopologie und sind unabhängig von j",
o

fs^ ^mß stark-stetige Halbgruppe, in &^_a ist T(
t
n} eine holomorphe Funk-

2
tion von t und es gilt

(4.3)
dt

n)

Beweis. Der Operator A ist der infinitesimale Generator einer stark-

stetigen Halbgruppe (St\ dabei gilt für r>-M^gemäß [13], XI, §25 (£6)sin ÖL

11) Die Holomorphie von T(^ ergibt sich auch aus [5], IX. 10 (vgl. ebenfalls [14],
Folgerung 2.5).
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Stf= lim —- e" (M- A*)'1 f dl,
T -»oo 27TJ J y -Zr

Aus (4.1) und einer leichten Verallgemeinerung von Q12], IV., Satz

4.1 auf unbeschränkte maximal dissipative Operatoren folgt für alle A$©ä

mit hinreichend großem Betrag und eine geeignete Konstante C die

Abschätzung

(4.4)
cos a I Im A l + sin a Re A

Mit dem Cauchyschen Integralsatz erhält man dann nach einer einfachen

Rechnung

wobei der Strich am Integral besagt, daß bei /l = 00 wieder der Cauchysche

Hauptwert zu nehmen ist.

Andererseits ergibt sich bei Beachtung von (4.4), daß die Integrale

(4.2) für Werte aus ®*__a in der gleichmäßigen Operatortopologie konver-
2

gieren und die Beziehung (4.3) besteht.

Wir bemerken, daß die Halbgruppe (Tf 0 > ) gleichmäßig beschränkt ist;

im Falle L^Q = L2(M} besteht sie aus Kontraktionen, denn dann ist A

maximal dissipativ in L2 (M).

2. Neben der Norm des Raumes L2 {M) führen wir für f € Cm noch

die Norm

r0

ein. Ist/ 6 3? (siehe §1.1), so gilt für r0<sx-i<1

(4.5)
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l /2 / \ l / 2
^\2p(x)dX) = ( J\ ,r° ,A \\Df\L.
" ^ ' " J "p

Lemma 4.2. (Z) Fwr f€ S ^»ff

-l/2 / \ l /2

Ö
r,
,

Beweis. Angenommen, für ein x € [/o, n] wäre diese Ungleichung

nicht richtig. Dann ergäbe sich für beliebiges w 6 [Yo, r J auf Grund

von (4.5)

Ö
ri
,.

-i/2 / r __r \ i /2

Ö
ri \ - l /2

dMj , woraus leicht ein Widerspruch folgt.

Für beliebiges / 6 Z2(M) gilt weiter

mit stetigen Funktionen ^/(A;), also ist

(4.6)

für alle x€ dr0, r J.

Ist g€Cmr\L^Q, so gehört die Funktion .Rxg- zu S)(^40)j und es ergibt

sich auf Grund der Bemerkung im Anschluß an (2.3)

(4.7)
rQ

Da der Projektor Q den Raum L2 (M} in L^Q abbildet, folgt aus Lemma

4.2, (4.6) und (4.7) für / € Cm
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(4.8) | (Äx/X*) l ̂  l (WZx/X*) l + l (ÄxC/X*) l ̂  C||Äx||||/|| +

+{M(j;;^)^
Da aus /„-»/ in i2(M) stets (Äx/.) (*)->(Äx/) (*), * € [r0, r J, folgt,
besteht die Abschätzung (4.8) sogar für alle / & LZ(M).

Lemma 4.3. (Z} Ist f€L\M), n>0,t€®La und f> HfoH , so
2 sin o:

kann für T(
t
n}f 6L2(Af) der folgende Repräsentant gewählt werden:

(4.9) (r

n existiert das Integral gleichmäßig bezüglich x und ist unabhängig

von T' Die Funktion ( T (
t

n } f ) ( x ) ist auf [70, r J stetig in x> für festes
o ^.

Qr03 r J m ®* _« holomorph in t und es gilt

(4.10)

Beweis. Für Ä€C a f 7 , A = r±i(7"~^) tan a, — co<r<7, gilt (ReA)-

• s ina+ | Im^ | cos a: = 7* sin a. Deshalb ist ||J?x|| auf Ca,r gemäß (4.4)

beschränkt, und wir erhalten aus (4.8)

(4.1l) KÄx/X^I^CCi+CaUl1 '2)!)/!!.

Der Ausdruck unter dem Integral der rechten Seite von (4.9) läßt sich

für |r| hinreichend groß folgendermaßen abschätzen (r=Re ?, 5 = Im t):

-r)2 tan

also existiert dieses Integral für festes t aus dem angebenen Bereich

gleichmäßig bezüglich x E [Vo, r J. Dann muß die rechte Seite von (4.9)

in L2(M} aber mit {T(
t
n]f}{x) für den in Lemma 4.1 eingeführten Opera-

tor rj*} übereinstimmen. Die Stetigkeit von ( T ( f f ) ( x ) bezüglich x ergibt
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sich leicht aus der Stetigkeit von (Rxf)(x) und (4.10) ebenso wie (4.3).

Damit ist das Lemma bewiesen.

Im folgenden wählen wir für T (
t

n ^ f € L 2 ( M ) stets den durch (4.9)

definierten Repräsentanten.

3. Wir setzen jetzt für eine beliebige Borelmenge .FCC/o? rj

der charakteristischen Funktion 3Cr :

Satz 4.1. (Z) Für feste t€ &*__a und x € [><>, rj ist Pn(t\ x, •)

eine G-additive> bezüglich des Maßes M absolutstetige Mengenfunktion. Die

zugehörige Dichte pn(t\ x, y) gestattet die Darstellung

A'e"G(

(4.12)

^, «GC'-o.rJ, falls ff k>0

(A = 0, 1),

konvergieren die Integrale gleichmäßig in x, y bzw. x in den angege-

benen Bereichen. Der Operator T\n\ £6 ®^_a, n = Q, l, 2? ... ÄÄ/ rfw

), f

gr bildet Cm in sich ab und ist vollstetig in L2 (M} und Cm.

Beweis. Wir setzen

G(X, y; X) = G(X'A$ A). ^e[r0, rj, y€(r0 5 n),

Ö(Ä, rA ;. A) = "'j^ .̂ * 6 fro, n], falls ff» > 0 (i = 0, 1).

Dann ist (R* f)(.x) = ̂  *&(.*, y\ Üf(y)dM(y),f€L2(M'). Auf Grund
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von (4.11) ist (ÄX • ) M ein lineares beschränktes Funktional über L2(M),

längs Cai7 gilt deshalb

Aus der Resolventengleichung Rx — R ,> = (/* — tyRxR^ folgt

Ö(*, y; ^) = Ö(^ y\ ß) + (fi-^Ö(x, s; X)G(s, j;
JrQ

x, yG [>o, rj, und damit für festes #>0 und /i € Ca,7

\G(X, y,t)\^ \G(X, y; ß)\ + \ ß- l\\\G(X, .; ^)||||G( . , y;

mit von # und y unabhängigen Konstanten Ck (A=l, 2, 3). Deshalb kon-

vergiert - — r\ A" ex( G(a;, j; A)dA absolut und gleichmäßig in x und j,
ciTCl J Ca,r

und es gilt dann wegen Lemma 4.3 für f E L2

A* <5(*, y;

woraus leicht die Behauptung folgt.

Aus (4.12) erhält man jetzt die folgenden Eigenschaften der Dichten

Pn(t\ x, y): Die Dichte pn(t\ x, y) hängt in (0, oo)x[r0, r J X (r0, ri)

stetig von (t, x, y\ pn(t\ x, ri) in (0, «>)x[>o, rj 5^% w^ (^, x) ab',

der (einseitige) Grenzwert lim pn(t; x, y) existiert gleichmäßig bezüglich
_ y-^n

x aus Lr0, rj und t aus jedem kompakten Teil von (03 oo) und

I pn(t'-> K, r t) falls 7T/>0 oder ö"i = QJ

i = Ö, 1;
0 falls 7rf-=,0,

für feste x, y£\j"o, rj /s£ />»(^; ^5 j) holomorph in t€ fe_« und es gilt
2 '

(gleichmäßig in x, j€[r0, rj)
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(4.13) ~dTpn^'9 x> y)=Pn+i(tm> x> y)m>

es ist

mit einer von x und y unabhängigen Konstanten Cn(t\ wobei für £j>£0

die Abschätzung

(4.14)

mit einer geeigneten Konstanten Kn besteht,

4. Die Halbgruppe ( Tt) in CAQ. Für den in § 2.4 eingeführten

Operator ÄQ gilt die

Behauptung 4.1. (Z) Der Operator ÄQ ist der infinitesimale Gene-

rator einer stark-stetigen Halbgruppe nichtnegativer vollstetiger Kontraktionen

T t in CAo'y dabei ist Tt für £>0 die Einschränkung von T(
t
Q) auf CA^

Beweis. Zunächst ist ÄQ auf einem dichten Teil von CAQ definiert,

und die Gleichung (AI—ÄQ")f = g hat für g£CAo eine eindeutige Lösung.

Die erste Aussage folgt damit aus dem Satz von Hille-Yosida, wenn wir

noch zeigen, daß ||(^J— ̂ o)"1!!^ -4- für ^>0 gilt.
A

Auf Grund der im Beweis von Behauptung 1.2 benutzten Darstellungen

für V und u/ sowie der Beziehung W(u^ u^) = A gilt für A*>0

y\

V (s, y\
rQJrQ S — T0
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\

rQ S — 7

! — 5
rf (g)_

woraus wegen

+ \ GQ(x, y\ /I)rf77i(j)>||^-| | die gewünschte Ungleichung folgt.
•) rQ '

Für / e C^0 gilt weiter

andererseits ist aber in L2 (M)

Ä)-lf = e-™ T^fdt.

Auf Grund der Eindeutigkeit der Laplacetransformation und der Stetigkeit

von T(Vf folgt daraus r,= r(,0)|c^.

Wir setzen P(t'9 x, T): =PQ(t; x, F) (^>0), P(0; ^ r) = xr(^) für

beliebiges a; G Qr03 r J und jede Borelmenge F C Ero5 r J. Der Leser kann

sich ohne Schwierigkeit davon überzeugen, daß für £>0 im Falle (T,- — 0

stets P (t; x, {rt}) = Q (x E [jQj rj) und im Falle ffi = 7ii = Q stets

P(?;r/5 jT) = 0 für jede Borelmenge T"1 C Ero3 ^"iH gut.

Eine normale Übergangsfunktion verstehen wir im folgenden im Sinne

von Q15], II, §1; weiter sei
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Oo, rj falls Ki + ffi>Q, i = 0, 1;

Ero^JVr;} falls ^ + ̂  = 0, 7Ty + ö»0, f=^/, i, y = 0, 1;

(r0, r i) falls TT/H-ö^O, £ = 0, 1.

Behauptung 4.2. (Z) P(t;x,F) ist eine normale Übergangsfunktion

in ^AQ', sie erzeugt die Halbgruppe (T/), zSjO, m C^o:

(4.15)

Beweis. Die Beziehung (4.15) ergibt sich unmittelbar aus der voran-

gehenden Behauptung, die Tatsache, daß P(t; x, 7") eine Übergangsfunk-

tion ist, aus den Eigenschaften von (T*) (vgl. C15], Satz 2.1).

Zum Beweis der Normalität wählen wir zu x G J'AQ eine Funktion

f£CAo mit O^/^l und f(x) = l. Dann gilt

also auf Grund der starken Stetigkeit von (T1*) in C^0 P(?; x, y^0)— >1

für f j 0.

Wir bemerken, daß durch die Gleichung (4.15) auch eine Halbgruppe

in Cm definiert wird, die jedoch nur in €AQ stark-stetig ist. Der durch

(4.15) für £>0 in Cm definierte Operator Tt bildet auf Grund der Bemer-

kung im Anschluß an den Beweis von Behauptung 4.1 den Raum Cm in

CAQ ab.

Schließlich vermerken wir noch die Gleichung von Chapman-Kolmogorov

für die Übergangsdichten p(t\ x, y): =pQ(t\x, j):

p(t + t'\ x, y) = \ 'p (t; x, s) p (t'; s, y)dM(s) (t,t'>Q;x,ye [r0? rj),
JrQ

die sich unmittelbar aus J/+//=r/Ti/ ergibt.

5. Subinvarianz des Maßes M. Es sei jetzt (?o(?i>0. Dann gilt

für den Operator AQ aus §1.1,

(4.16)
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s = x S —

7*1 S

Sind außerdem beide Randbedingungen zulässig, d.h., ist 7r07ri>0, so

ergibt sich in CAQ = Cm mit Ttf — f = Ao\ T sf ds weiter

s=0

Tsf ds dM

Tsfds\ri\
/

f ü r / ^ 0 ist alsoTtf-f)dM<^Q, d.h.

> *, dy}dM(x} <,

Im Falle KQ = KI = Ü steht in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen.

Damit haben wir die folgende Behauptung bewiesen. 12)

Behauptung 4.3. Es sei 7r07Ti>0. Dann ist das Maß M subinvariant

für die Übergangsfunktion P(t\ x, F)\

(4.17)

für jede Borelmenge F C Cro5 riH; i™ Falle KQ = iCi = ö steht in (4.17) das

Gleichheitszeichen, d.h., M ist ein invariantes Maß für P (t; x, /").

Wir bemerken, daß für Qi = Q die Beziehung (4.17) richtig bleibt für

alle Borelmengen F mit r/ $ F.

§5. Die Kolmogorovschen Differentialgleichungen

Der Operator A* ist in L2(M) abgeschlossen und dicht definiert. Für

12) Der Beweis dieser Behauptung wurde nur der Vollständigkeit halber angegeben;
sie folgt bei Beachtung von (4.16) auch aus [15], I, Lemma 1.7.



694 H. LANGER, L. PARTZSCH UND D. SCHÜTZE

seine Resolvente bestehen dieselben Abschätzungen wie für die Resolvente

von A, deshalb existieren auch die Integrale

2m J c a t r

in der gleichmäßigen Operatortopologie, und es gilt im Sinne -der

gleichmäßigen Operatortopologie — — S(-t
n) = S(

t
n+l) sowie

ct> t

(5.1) (S?>f,g) = (f,Tpg), f,geL\M)

d.h. S(
t
n}=T^nr. Insbesondere ist der Operator A* der infinitesimale

Generator der stark -stetigen Halbgruppe (T^r) = (S (
t
0 ) ) .

Aus (5.1) und Satz 4.1 ergibt sich weiter

rQ

p„(t; x,
TQ

d.h., S(
t
n) gestattet die Darstellung

(W) 00= T Pn(t\ *,
Jr0

denn aus (4.12) folgt pn(f, x, y} = pn(t\ x, j). Gemäß Satz 4.1 ist S(
t
n)f

stetig in (r0, TI), die (einseitigen) Grenzwerte lim (S^/) (y ) existieren,
y-+rt

für 7ii = Q ist dieser Grenzwert gleich Null und für 7T/X) oder ö"/ — 0 ist

•S(/°/ auch stetig in r/(i = 0, 1; Ti^O). Auf Grund der Holomorphie liegt

F^/ bzw. S ( f f für beliebiges / 6 1,2(M) und f E ®jL« im Definitionsbereich

von ^4J bzw. A*1, und es gilt

bzw.
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woraus sich leicht

ergibt (n = Q, l, 2,- . . , Z = l, 2, 3, ...,

Setzen wir in diesen Beziehungen Z^l, so folgt

S
ri~

G(^, 5;
ro +

„« ; T I , j— pn+it\ n ,

«0; 5, y)— pn+i(f, s,

bzw. entsprechend

Deshalb gehört pn(t\ . , j) zu ®(^40) und pn(t\ x, . ) zu ®(y4*), und es

gilt mit (4.13) der

Satz 5.1. (Z) Wählt man die Dichten pn(t', x, j) gemäß Satz 4.1,

so ge/fe« /är /ßs^s (x, y} E [ro, rij X [r0, r J Äe Kolmo gor ov sehen

Differentialgleichungen

«_„, n = 0, l, 2, ...

§6. Das Verhalten der Ubergangsfunktion für £— »oo

I. Der Grenzwert lim Tt. Das Spektrum des Operators AQ liegt
f-»oo

im Winkelraum ®ä, 0<^<— -, deshalb kann auf der imaginären Achse
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höchstens der Eigenwert ^ = 0 auftreten.

Lemma 6.1. (Z) Der Nullpunkt ist genau dann ein Eigenwert des

Operators AQ in CA^ wenn

: = 2- Rang >0
\ KI

gilt i in diesem Falle ist pQ seine geometrische und algebraische Vielfachheit.

Der zugehörige Rieszsche Projektor PN hat die folgende Gestalt :

a)
\ l dM(xYr

JrQ

c) ^0 = Wl=/Co=A;1 = 0:
— r0 ri — r0

Beweis. Beachtet man, daß jede Lösung /0 der Gleichung DmDfQ = 0

notwendig die Form fQ(x) = a + ß(x — r0) hat, so ergibt sich leicht die

erste Aussage sowie die Gestalt der Eigenelemente. Im Falle a) ist die

Funktion f0(x)==l ein Eigenelement. Da der Operator A maximal dissi-

pativ in £2(M) ist, stimmen die geometrische und algebraische Vielfachheit

des Eigenwertes Null überein und PN hat die angegebene Gestalt. Im Falle

b) sei z.B. i = Q, j=l, d.h., die Randbedingung bei r0 hat die Form $o(/)

=o~Q(AQf)(r0') = (). Dann ergibt sich ohne Schwierigkeit für die in §1.2

eingeführten Funktionen

WQ(X ; 0) = l ; wi(x ; 0) = x — r0

(O;; 0) = 0;
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damit erhält man für einen hinreichend kleinen Kreis ^o um den Null-

punkt leicht

Entsprechend ergibt sich die Gestalt der Projektion PN im Falle c).

Ist der Nullpunkt kein Eigenwert des Operators A^ so setzen wir

/V=0.

Auf Grund des Spektralabbildungssatzes (Hl 3], Satz 16.7.2) hat der

Operator 7^, £>0, in CAo auf der Einheitskreislinie höchstens den Eigenwert

A = l, und der zugehörige Eigenraum ist der Wertebereich von PN, genauer,

es gilt TtPff=PNTt = Pff. Für ein beliebiges £o>0 liegt dann das Spektrum

des Operators Tt^I—Pn) ganz im Inneren des Einheitskreises. Daraus

folgt ohne Schwierigkeit (vgl. [5], Vlll. 2)

Q = \\T"tQ(I-PNr\\cAo-+Ü für n->oo,

woraus sich wegen ||7^||c4 2^1 auch

(6.1) l l^-Pjvllc^-^0 für ^->co

ergibt.

Wir zeigen, daß die Beziehung (6.1) sogar für die Operatornorm in

Cm besteht. Aus Tt-PN= Tt(I-PN) folgt nämlich (Tt-PN)CmCCAo, t>Q,

und damit für ein festes t0>Q und alle f 6 COT,

Damit ist der folgende Satz bewiesen.

Satz 6.1. (Z) Es gilt

(6.2) limlir.-P.vllc^O.13)
f->00

Mit T 't und P'N bezeichnen wir die adjungierten Operatoren von Tt

13) Dabei sei PN = 0 in Cmt falls diese Gleichung in CAo gilt.
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bzw. PN im dualen Raum C'm von Cm, mit ßx das Maß mit der Einheits-

masse im Punkte x. Aus (6.2) ergibt sich dann

um \\T't-p'N\\c'm=Q

und daraus die

Folgerung. (Z) Es gilt

lim sup var (P(t; x,. ) — P'Nßx} = 0;

dabei hat P'Nßx die folgende Gestalt:

a)

b) 7T,. + fr = 0, 7ry

c) Tro-TTi-^o^/Ci-O: p^=_

m a//g^ übrigen Fällen ist P'N = Q.

2. Ein Quotienten-Satz. Wir setzen jetzt 7r07Ti > 0 voraus. Ist

£0 + £i>0, so strebt P (z; x, F} gemäß der Folgerung aus Satz 6.1 gegen

Null für £->oo und alle Borelmengen F C Cro3 ^iH- In diesem Fall zeigen

wir die Existenz des Grenzwertes

für Borelmengen F, A C Cro5 ^iH, ^o^^j J^TI und reelles A.

Lemma 6.2. Die Dichte p(f, x, y) ist für £>0 positiv auf [r0, r J X

[/Oj T J-

Beweis. Zunächst ist diese Dichte nichtnegativ gemäß Behauptung

4.1. Wir nehmen an, es gäbe Punkte £*>0, (#*, j*) e [r0? rj X [r0, r J
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mit /?(£*; #*, y*) = 0. Aus der Chapman-Kolmogorovschen Gleichung

X**; **, y*)=

folgt dann

p(t*-h\ x*, s)p(h\ s, y*) = 0 für alle 0<&<£*, se[r0, rj,

woraus sich ohne Schwierigkeit die Existenz eines Punktes (#05 Jo) £

Er09 r J X [>o, r J ergibt, so daß p(t ; #03 Jo) für alle t aus einem Intervall
o _,_

positiver Länge verschwindet. Da die Dichte in &jL^a holomorph von der

ersten Variablen abhängt, erhalten wir

(6.3) p(t\ XQ, J0) = 0 für alle

Es gilt weiter für &>0, / G Cm und

(6.4) rAÄx/ = e-x' Th+tf dt=e^he-™ Ttf dt.
J o JA

Nun gestattet die Resolvente Äx im Falle 7r07ri>0 die Darstellung

G(*> y;

mit dem Kern G(x, y\ A) aus (2.4), also folgt aus (6.4) leicht

1 Cri C°°
— — ̂  G(s, y0; tip(h\ x0, s)dM(s) = e^h\>he-^ p(t\ x0, J0) dt,

wobei das Integral auf der rechten Seite dieser Beziehung auf Grund von

(4.14) für l>r existiert. Wegen (6.3) und (1.9) ergibt sich p(h\ XQ, j) = 0

für alle &>0 und yG Cr0, rj, was auf Grund der starken Stetigkeit der

Halbgruppe (Tt) in Cm unmöglich ist. Damit ist das Lemma bewiesen.

Aus Lemma 6.2, [16], Satz 6.5 und der Tatsache, daß der Spektral -

radius pt des Operators Tt positiv ist (beachte Behauptung 2.4), ergibt

sich jetzt unmittelbar die
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Behauptung 6.1„ Es sei TToftiX). Dann ist pt für £>0 ein einfacher

Eigenwert von Tt und Tr
t ; beide Operatoren haben keine weiteren Eigen-

werte vom Betrag pt. Das Eigenelement fQ€Cm: TtfQ = ptfQ ist positiv, das

Eigenelement WQ^C^: T/
t¥Q = pt¥Q ist ein auf Cm positives Funktional.14^

Beide Eigenelemente /0 und ¥Q sind unabhängig von t\ der Rieszsche

Projektor P (bzw. P') auf den Eigenraum von Tt (bzw. Tf
t) zum Eigenwert

pt hat die Gestalt

bzw. Pf¥=\rifQ(y}d¥(y}WQ (¥ 6 C£.
JrQ

Bezeichnet AI den größten reellen Eigenwert von AQ in Cm, so folgt

aus dem Spektralabbildungssatz pt = eXlt und ReÄ<Äi für alle übrigen

Eigenwerte /l von AQ.

Man sieht weiter leicht, daß F0 bezüglich M absolutstetig ist mit der

Dichte

p(t; *, yXFo(*) (j€[r05 n]).
Pt

Auf Grund von Lemma 6.2 und der Positivität von ¥Q ist auch 00

positiv.

Entsprechend Satz 6.1 ergibt sich jetzt

lim 6'^ Ttf= /(y)^o(j)/o (/ 6 Cm\
#-*«• Jr0

lim e-M T'i¥^\rif0(y)d¥(y)¥0 (W 6 C^),
?->«> Jr0

wobei diese Beziehungen gleichmäßig bezüglich aller / 6 Cw, W E C'm mit

^! bestehen. Daraus erhalten wir leicht den

Satz 6.2. Ist TToTTiX), 50 gibt es positive Funktionen /03 0o ̂  Cm> so

daß gilt:

14) D.h., es gilt ¥Q(f)>0 für alle /e Cm mit /^ 0, /=£ 0.
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(T ,v , \ /(s)00(
(6.5) a) lim (J^y =e-M^i

c ri
A;, j G [>o, rj, /, geCm mit \

J r Q

und

reelles A; Beziehung (6.5) besteht gleichmäßig in allen /, g, x, y mit

"' * (S>0, beliebig);

f*Wd*(x
(6-6) b) m - -

f,(oc}dW(oc}\
J r Q J A

für alle Borelmengen 7", A C Cro3 r J, $3

fr i f\ fQ(x)d¥(x) \ (/)Q(y)dM(y)=^Q und reelles A; Beziehung (6.6)
Jr0 Jj

gleichmäßig in allen (D,W,r,A mit \\®\\cm^^

3, beliebig).

Folgerung. Ist 7r07ri>05 50 ^7^ für beliebige x, y£ Qr0, rj und

Borelmengen F, A C Cro5 /"iH w^ M(J)>0:

Beziehung besteht gleichmäßig in allen x^ y, F, A mit S <^ \

, beliebig).

Wir bemerken schließlich, daß man mit derselben Methode auch

entsprechende Aussagen erhalten kann, falls die Randbedingungen zulässig

sind, die Voraussetzung 7T07ri>0 jedoch nicht erfüllt ist. Dabei hat man

gegebenenfalls x, y, F, A auf Teilbereiche von [>o, r J einzuschränken, die

gewisse Randpunkte nicht enthalten.
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