Publ. RIMS, Kyoto Univ.
7 (1971/72), 659-702

Uber verallgemeinerte gewohnliche Differential-
operatoren mit nichtlokalen Randbedingungen

und die von ithnen erzeugten Markov-Prozesse

Von

H. Lancer*, L. ParTzscu** und D. ScuUTzZE***

Einleitung

In den Arbeiten [1] und [ 2] gaben W. Feller und A. D. Wentzell
die allgemeinsten Randbedingungen an, mit denen ein verallgemeinerter
reguldrer Differentialoperator D,,D auf einem Intervall [ry, r1 | der reellen
Achse eine stark stetige Halbgruppe von positiven Kontraktionen im Raum
C der stetigen Funktionen iiber [ry, ri] erzeugt. Eine systematische
Untersuchung dieses Differentialoperators mit solchen i.a. nichtlokalen
Randbedingungen in gewissen Riumen stetiger Funktionen iiber [rq, r1 |
findet man in der unlingst erschienenen Monographie [ 3] von P. Mandl.

Im “klassischen” Fall lokaler Randbedingungen erzeugt der Differen-
tialoperator D, D einen selbstadjungierten oder symmetrischen Operator in
L*(m)Y (siehe z. B. [4]), und man erhilt daraus bekanntlich Entwicklungen
der Dichte der zugehorigen Ubergangsfunktion nach Eigenfunktionen,
Aussagen iiber die Lage und die Asymptotik der Eigenwerte usw. Sind
die Randbedingungen nicht lokal, so ist der entsprechende Operator nicht
mehr symmetrisch in L%(7m). Wir zeigen jedoch, daB i.a. ein MaB M auf
[ro, r1] existiert, so daB er in L?(M) dissipativ ist oder sich von einem
dissipativen Operator um einen hochstens zweidimensionalen Operator
unterscheidet. Dieser Sachverhalt ist der Ausgangspunkt fiir unser Studium

des Differentialoperators D,,D mit nichtlokalen Randbedingungen.
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1) Dabei unterscheidet sich % hochstens in den Randpunkten ry, r; von m.
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Dem Differentialausdruck D,D mit solchen Randbedingungen kann
man bekanntlich einen Markov-ProzeB iiber dem Phasenraum [, r; | zuord-
nen. Das MaB M erweist sich dabei in gewissen Fillen als ein subin-
variantes MaB dieses Markov-Prozesses. Dann steht die Tatsache, daB
D,,D mit nichtlokalen Randbedingungen einen dissipativen Operator in
L*(M) erzeugt, in engem Zusammenhang mit [5 ], XIII, Satz 1.1.?: Dieser
sichert nidmlich, daB die von dem Markov-ProzeB in L% M) erzeugte Halb-
gruppe aus Kontraktionen besteht, also ist ihr infinitesimaler Generator
maximal dissipativ.

In der vorliegenden Arbeit wird ausschlieBlich der reguldre Fall be-
trachtet, d.h. —oo<rg<ri<+o und m(r;)—m(,)<oo vorausgesetzt.
Wir bemerken jedoch, daB sich einige Ergebnisse aus den Paragraphen 1
und 4 ohne Schwierigkeit auf den singuldren Fall iibertragen lassen. Auch
die Allgemeinheit der Randbedingungen schrinken wir ein: Sie miissen
zuldssig sein, d.h., falls sie nichtlokal sind, muB ein “Reflexionsanteil”
auftreten.’> In Anlehnung an die Untersuchungen von M. G. Krein und
I.S. Kac (siehe z.B. [ 6]) lassen wir jedoch auch solche Funktionen m zu,
die in Teilintervallen von [rg, r1 | konstant sind. Die von uns getroffene
Voraussetzung, daBl ro und r; Punkte stetigen Wachstums von m sind, kann
bei geeigneter Definition der Operatoren enthehrt werden. Dann lassen
sich z.B. die in [7], Kap. IV, untersuchten Geburts und Todesprozesse
mit dem erreichbaren Randpunkt oo auf die gleiche Weise behandeln.

Die ersten drei Paragraphen enthalten im wesentlichen die analytischen
Hilfsmittel. Im vierten Paragraphen zeigen wir, daB die Ubergangsfunk-
tion des oben erwihnten Markov-Prozesses absolutstetig beziiglich des
MaBBes M ist. Das entsprechende Ergebnis fiir lokale Randbedingungen
wurde (sogar im singuldren Fall) von A.D. Wentzell [ 8] erhalten. Seine
Beweismethode konnten wir nach den Vorbereitungen in den §§1-3 im
wesentlichen {ibernehmen. Dasselbe gilt fiir die Ergebnisse in § 5, wo wir

zeigen, daB diese Ubergangsdichten den Kolmogorovschen Differentialglei-

2) Man sieht unschwer, dafl dort an Stelle eines invarianten nur ein subinvariantes

MaB bendétigt wird.
3) Maoglicherweise bleibt eine Reihe von Aussagen in den Paragraphen 4-6 auch im

allgemeinen Fall richtig.
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chungen geniigen. Im Unterschied zu [87] sind die Ubergangsdichten jedoch
i.a. nicht mehr symmetrisch in den Ortsvariablen, deshalb ergeben sich
zwei Differentialgleichungen.

In §6 untersuchen wir das Verhalten der Ubergangsfunktion fiir
t—oo; dabei enthidlt Satz 6.1 mit seiner Folgerung unter unseren etwas
einschrinkenderen Voraussetzungen eine Verschirfung (beziiglich der Kon-
vergenzart) gewisser Aussagen von P. Mandl [37]. Falls die Werte dieser
Ubergangsfunktion fiir ¢—>co gegen Null streben, zeigen wir in der
Folgerung zu Satz 6.2 die Existenz eines Grenzwertes fiir den Quotienten
zweier solcher Werte; diese Betrachtungen stehen in engem Zusammenhang
mit der Note [97] eines der Verfasser.

Wir benutzen die Gelegenheit, den Herren I.S. Kac, M. G. Krein und

A. D. Wentzell fiir wertvolle Hinweise zu danken.

§1. Der verallgemeinerte Differentialoperator D,D im Raum C,

1. Der Operator A4,. Es sei m eine auf dem beschrinkten Intervall
[ro, 71| der reellen Achse definierte, nichtabnehmende und beschrinkte
Funktion, fiir die gilt:

lim m(x)=m(ry) <m(x)<m(ri)= lim m(x) (ro< x<r1).

zlro E2 RS
Mit C, bezeichnen wir denjenigen Teilraum von C[r,r; ], dessen Elemente
auf jeder Komponente des Komplementes des Trigers ¥ von m linear sind.
Fir eine streng wachsende Funktion m gilt also insbesondere C,=C[ro, r1];
ist m eine reine Sprungfunktion, so besteht C, aus allen stiickweise line-
aren, stetigen Funktionen mit “Knicken” in den Sprungpunkten von m.

Es sei weiter © die Menge aller Elemente f aus C,, die sich in der

Form

L.1) f@=a+b—r+{  o(dms)dy

z
7q

mit einem ¢ € C, und (komplexen) Konstanten a, b schreiben lassen. Fiir

4) Der Trédger von m ist die (abgeschlossene) Menge aller Wachstumspunkte von m.
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f €D erkliren wir zwei Funktion Df und D,Df auf folgende Weise:
(D) (2)i=b+( p(s)dm(s),

(DnDf )(x):= ().

Man iiberlegt sich leicht, daB diese Definition korrekt ist, d.h., in der
Darstellung (1.1) ist ¢ durch f eindeutig bestimmt. Die Zuordung f—D,Df
ist insbesondere ein linearer Operator von ® auf C,.

Fir Funktionen f €9 fithren wir Randbedingungen der Form

a2 0.(pr=rife+ [ LEZLE dg oy (- 1y w0 e+

7o IT
+0:(DuDf)(r:)=0, i=0,1

ein, dabei seien £;, m;, 0; nichtnegative Zahlen, ¢; eine auf [ro, ri] de-
finierte nichtfallende, beschrinkte, bei x=r; stetige Funktion, und es sei

stets vorausgesetzt, daB
£+ S:l dg;+m;+0;>0, i=0,1,
0
gilt und die Randbedingungen (1.2) nicht zur Gleichung
(1.3) fro=f(ry)

71 71—
entarten. Weiter setzen wir Q,—:=7r,-+g dq;, Q§:=71'1-+S dgi, 1=0, 1,
4 7o+
und normieren die Koeffizienten von (1.2)0 in der Weise, d.':lB stets Q;=0

oder ;=1 gilt. Die Randbedingung (1.2) heiBe zulissig, wenn
71
S dg;<1
7o

gilt. Offensichtlich ist das gleichbedeutend damit, daB die folgende Bedingung

erfiillt ist:

S“dq,->o = 7,>0.

.
5) Unter Szl verstehen wir dabei stets le , d.h., evtl. vorhandene Massen in den
zy T~
Randpunkten sind bei der Integration zu beriicksichtigen.
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In diesem Falle setzen wir noch

Ti TE,'>O

;=
1 77.',":0
Die Einschrinkung des Operators D, D auf die Menge aller f€%D,

die den Randbedingungen (1.2) geniigen, bezeichnen wir mit A,.

Behauptung 1.1. Genau dann ist D(Aoy) dicht in Cn, wenn fir die
Randbedingungen (1.2) gilt:
(1.4) wi+0;>0 oder Srl M =0, i=0, 1.

re |x—r;l

Zum Beweis tiiberlegt man sich, daB kein MaB yg,€C, auf D or-
thogonal ist, also liegt ® dicht in C,. Ebenso sieht man, daB auch die
Menge aller Funktionen aus 9, deren Trager z.B. ein kompakter Teil
von (rg, 1] ist, im Raume C,., aller Funktionen aus C,, die in r, ver-
schwinden, dicht liegt. Die Behauptung folgt jetzt aus der Tatsache, daB
®; aus (1.2) genau dann ein unstetiges Funktional auf C, ist, wenn (1.4)
gilt, sowie der folgenden allgemeinen Aussage: Ist @ ein auf einem dichten
Teil D eines Banachraumes B definiertes additives und homogenes, unste-

tiges Funktional, so liegt die Menge der Nullstellen von @ dicht in B.

2. Die Resolvente von A4,. Wir berechnen in diesem Abschnitt die

Resolvente R, des Operators 4y in C,, d.h., wir l6sen die Randwertaufgabe
(1.5) Ag(x)—(DnDg) (x)= f(x), Oo(g)=0:(g)=0
fir f € Cp.

Die Funktionen wy und w; seien das Fundamentalsystem von Losungen

der homogenen Gleichung
(1.6) A8—DnDg=0

mit den Anfangsbedingungen w(ro; 2)=1, (Dwy)(ro; A)=0; wi(re; 4)=0,
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(Dwy) (ro; A)=1.
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W(wy, wy) fiir alle x €[rg, r; | den Wert

W (wo, w1) =wo(x) (Dwy) (x) —wi(x) (Dwo) (x)=1,

Dann hat die zugehorige Wronskische Determinante

und jede Losung von (1.6) die Gestalt g=cowo+ ciw; mit gewissen Kon-

stanten cg, ¢;. Die Eigenwerte der Randwertaufgabe (1.5) sind deshalb die
Nullstellen der Funktion

4(2)=det (D;(w;(~5 2)))i,j=0,1-

Da die Randbedingungen (1.2) nicht mit (1.3) #quivalent sind, kann man
sich wie z.B. in [37], II, (62) iiberlegen, daB fiir A>0 stets 4(1)>0 gilt.

Wir fiithren die Funktionen

uo=—0,(wo)w1+ 01 (w1)wo

u1=0o(wo)w,— mo(wl)wo

ein. Diese sind Losungen der homogenen Gleichung (1.6), und es

W (ug, u;)=4 sowie

@0(1.60)'—" A, 00(u1)= QI(UO):O; wl(ul):A.

Weiter definieren wir Kerne ¥, K und G, durch die Gleichungen

1.7)

Vi, 3 D=y Lolrs Dualy; D= wiles Dualy; M=
=wo(x; Dwi(y; A)—wix; Dwo(y; ),

ui(z; ) woly; 4) r=x= y=r
uo(z; A) ur(y; A) r=x=y=ro,

Vs, y, )
S—

Gotz, 33 D= dgo(ua(; D

_S«“ Vs, y, 2)

s=7g r,—

dqi(s)ui(x; )+ K(x; y; 4).

gilt
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Man sieht leicht, daB diese fiir (%, y) €[ro, r1]>[ro, r1] stetig sind. Die
Losung g der Randwertaufgabe (1.5) 14Bt sich dann fiir Werte 4 mit
4(2) 50 folgendermaBen darstellen:

1.8)  (Rof)(x)= g(x)=ﬁ{0'o Fro)uo(an; D)+0f(r) uala; D)+

+{" 6uts 3 DFCryamy;

der Beweis dafiir kann dem Leser iiberlassen werden.

3. Positivitit der Resolvente vom A,. Analog wie in [3], II,
Beweis von Satz 4, kann man zeigen, daB in der Randwertaufgabe (1.5)
fir A>0 aus f=0 stets auch g=0 folgt. Wir benétigen jedoch in §6
eine etwas schirfere Aussage.

Eine Funktion g€ C, heiBe positiv (nichinegativ), wenn g(x)>0
(g(x)=0) fiir alle x €[ry, r1 ] gilt.

Behauptung 1.2. Es sei 1>0. Genau dann ist R, f positiv fiir
jedes michtnegative f € Cy, [0, wenn QoQ:1(Qo+Q1)>0 gilt. Das trifft

insbesondere fiir mo w1 >0 zu; in diesem Falle ist der Kern G, positiv:
(1'9) Go(x, ¥ }‘)>0, Xy ¥ E[rOs rl]'

Bei den folgenden Betrachtungen zum Beweis dieser Behauptung sei
X stets eine feste positive Zahl, die wir im Argument von ug, ui, V oft
nicht aufschreiben. Wir untersuchen zunichst das Verhalten der Funktion
V(x, y) aus (1.7). Es gilt offensichtlich V' (x, y)=—¥ (4, x), und ¥V (x, .)

ist bei festem x €[rg, r; | die eindeutige Losung der Randwertaufgabe
AV —(D,D); V=0, V(x, x)=0, (D V)%, x)=1.9

Daraus ergibt sich ohne Schwierigkeit, daB ¥ («x,.) eine streng wachsende

6) D, und (D,D); bedeutet, daB der Operator D bzw. D,D beziiglich der j-ten
Variablen angewandt wird (j=1, 2).
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Funktion in [ro, ry ] ist, wihrend (D7) (x,.) im Intervall [ry, 2] streng

fallend und im Intervall [ x, r; | streng wachsend ist; dabei gilt
Es besteht weiter die Beziehung

(1.10)  uo(x)=0,(V(x, )=V (x, r)+71(D:V) (&, r1)+

dg(y) 4014V (x,r1) >0 fiir x €[ro, r1),

+§’1 V(z,r1)—V(x, y)

7o rn—y
71
und uy(r;)=0 gilt genau dann, wenn 7T1=S dg,=0 ist. Eine entspre-
7q

chende Darstellung ergibt sich fiir u;:

(1.11)  wi(x)=—0o(V (%, ))=—koV (%, o) +7o(D2V) (%, ro) +

+Srl Vs )= Vs, rO)dqo(y)——o‘o/Z V(x%,19)>0 fiir x € (ro, 1,

7g y—ro

r
und u;(ro)=0 gilt genau dann, wenn 7w,= S ldqo———O ist.
7o
Mit Hilfe der Beziehungen (1.10) und (1.11) iiberzeugt man sich von
der fiir ro <x=< y<r; bestehenden Identitit

(1.12) Go(x, y)=[mo(D: V) (x, ro) — (ko +00 )V (%, 1) J I (y)+

4 Sy V(x, s)—V(x, o) dqo(s)r(y)+

s=71) S—Ty

V(S, rl) V(x3 y)— V(.’XJ, TO)V(J’: T1)

(Bt 0u2) S:;y — dqo(s)+
[t QF UV s D=V o D)5 g

+Srl Srl V(xa _’))(V(S, rl)'— V(S, 0'>)—‘ V(xa ro)(V(}’, r1>— V<y>d))

s=yJa=y (s—ro) (r1—0)

dq1(0) dqo(s)+
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+Sr; S;v Vis,r)V(x, )=V (s, NV (x,0)=V(x, ro)V (y, r1)
e=7y (s—ro) (r1—0)

s=y

dq.1(0) dqo(s);

T =+ a0V (4 a0 ) )4 (7 LTIV gy

s=3

+7 (| L0
s=rg T1—S5
Da jeder der sechs Summanden der rechten Seite von (1.12) nichtnegativ
ist, gilt Go(x, y)=0. Wir iiberlassen es dem Leser, sich zu iiberlegen,
daB im Falle y=£ro fiir x55ry oder x=ro, Qo(Qg+Q71) >0 sogar Go(x, y) >0
gilt.

Im Falle y=r, ist Go(x, ro) =mo uo(x)=0, wobei das Gleichheitszeichen
genau dann steht, wenn 7y=0 oder x=r;, Q;=0 gilt. Entsprechende
Aussagen erhilt man im Falle ro< y<x =r; sowie fiir Go(x,r1). Aus der

Beziehung (1.8) ergibt sich jetzt ohne Schwierigkeit die Behauptung.

§2. Der verallgemeinerte Differentialoperator D,D im
Raum L%*(M)

1. Das MaB M. Fiir unser Studium des Differentialoperators D,,D

mit den Randbedingungen (1.2) spielt das folgende MaB M € C,, eine
wesentliche Rolle: "

dM(x)=0odp,(x)+01du, (x)+0(x)dm(x).

Dabei bezeichnet du, das MaB mit der Einheitsmasse im Punkte r;, =0, 1,

und

—X

Y leo(J’)'—S

7y
y=x Y —To

x x_y
d .
yere T1— Y 1)

p(x)=1—g

Die Funktion p ist stetig im Intervall [rg, r; ], und es gilt 0 <p(x)<1;
ihre Werte in den Randpunkten lauten

7) Zur Bedeutung von M siehe auch §4.5.
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2.1) o(r)=m; falls Q;=1; p(r;))=1 falls Q;=0, i=0, 1.

Im Inneren des Intervalls [rg, r; | hat o in jedem Punkte eine links- und

rechtsseitige Ableitung:

)
xx S—To rg T1—S

dabei gilt offensichtlich fiir ro<a<zx'<r;

(4 0)=(Lo)@=(Lo)e)

also ist p in [r, r1] konvex von oben. Sind beide Randbedingungen

zuldssig, so folgt damit aus (2.1)
1=>0(x)= min (74, 71)>0.

2. Der Operator A4, in L*(M). Ein linearer Operator in einem
Hilbertraum © heiBt dissipativ ((107], [11]), wenn

Re (Bf, f)=0 fiir alle f €D(B)

gilt; ist insbesondere (Bf, f)<0 (bzw. =<0) fiir alle f€D(B), f70, so
heiBt B negativ (nichtpositiv). Der dissipative Operator B in © heiBt
maximal dissipativ, wenn er keine dissipative Erweiterung in  gestattet.
Bekanntlich trifft das fiir einen dicht definierten Operator B genau dann
zu, wenn die offene rechte Halbebene zur Resolventenmenge von B gehort.
Wir sagen, B sei dissipativ (bzw. nichtpositiv usw.) in einem Teilraum
LLY, wenn gilt:

B(@ND(B))CL und Re(Bf, f)<0 (bzw. (Bf, f)<0)
fir alle f €¥ND(B).
Mit m bezeichnen wir im folgenden das Mal

dm(x)=0, dﬂrn(x)+al d,a,l(x)-i—dm(x)
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und betrachten neben C, die Hilbertriume L*(M) und L%*(m) der auf
[ro, 1] beziiglich M bzw. m quadratisch integrierbaren Funktionen. Da
ein Element f eines dieser Hilbertrdume hochstens einen Représentanten
in C,, besitzt, kann man die in § 1.1 eingefiihrte Abbildung A, auch als
Operator in L*(M) oder L*(m) ansehen.

Ist 0,550 (bzw. 040:5=0), so bezeichnen wir denjenigen Teilraum von
L*(M), der aus allen bei x=r; (bzw. bei x=r, und x=r;) verschwinden-
den Funktionen besteht, mit L?(M) (bzw. mit LZ,(M))), i=0, 1; ent-

sprechend wird der Raum L3,(m) definiert.

Behauptung 2.1. 1. Es sei QuQ:=1.
a) Falls Qi+Q;>0 gilt, ist A, dissipativ in L*(M);
b) falls Q;=Q;=0 und 6,0,>0 gilt, ist Ay nichtpositiv in L§,(m).»
II. Es sei Q;=0,Q;=1 fir i, j=0,1, iFj.
a) Falls 0;=0 gilt, ist A, dissipativ in L*(M);
b) falls ¢;>0 gilt, ist A, dissipativ in L2(M).
III. Es sei Qy=Q;=0.
a) Falls 60=0,=0 gilt, ist A, negativ in L*(M)=L*(m);
b) falls 0;,=0,0,>0 gilt, ist A, negativ in L2(M), i, j=0,1,i7j;
c) falls 0o 01:>0 gilt, ist Ay nichtpositiv in Li;(M).
Wir beweisen nur die Aussage Ia); die Beweise der iibrigen Teile verlaufen
entsprechend, jedoch mit teilweise wesentlichen Vereinfachungen.

Unter den Voraussetzungen von la) gilt fiir £ € D(4y)
@2) (of, )=o) FG) dM () =000(r0) FTo) + 0200 FT) +
+{ o) @ o) dim(x) =
=000 (ro) f(ro) +019(r1) fr1) + (D f) (r)o(ry) f(r1) —

— D) e fr) — (D) @ do) —

8) Wir bemerken, da sich im Falle Q,Q,=1, Q;=Q7;=0 und ¢,06,=0 die Randbe-
dingungen so umformen lassen, daf einer der Fille II) oder III) vorliegt.
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7y -
=" ) @0(x) &) =
7o

7 (—mf )= | LS E g+
70 (= fen— | LD g ()

(" @n@ @ do) - 1D 170 das

dabei haben wir die Beziehungen (2.1) sowie die Randbedingungen benutzt.

Weiter ist

2Re(o £, )= =260 |f(ro)*| =201 £ ()| =2 | (DF) () o) e —

S 2] f(ro) | 2= flro) f(2) — f(ro) fiz)) dQO(x)

—S:I(ZIf(rl)lz Faro) f () —f(ry) fla)) SA8E d@h(x)

~" @) @ o~ @P @) f (@)do().

Das vorletzte Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung 148t sich

folgendermaflen umformen:

-}, 00 @ do={] =L I

Sdgi(s) |-

.;_S:(Df)(x) fx) dH;ru -

dgo(5> %
0

__(n 7 (7 dqi(s) ,
- g”(Df)(x)f(x) Ss:x s—r d ri—s dx=

[ @nHe 7,

=7g

- _g:;r S;, (Df)(x)fmdxi%(:z+gz; S: (Df)(x) F(x) dux d{h(s)
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|, @ was R[]

déh(s)

—S

~( PGy

1 s)|2— ro)|? n r)|*— ’
A (Ol F DTN s At A LA

s=7,

| PO
+0"®P )/ 0do().
7o
Damit erhalten wir schlieBlich

(23) 2Re(Aof, )= =2 0| fGo)|* =2 k1| )| =2( " | (D)) 20(x) d

1 x)— f(ro)|? m r)—f(x)|*
A LD L I e A AT

79 X —Typ 7q

Den in Behauptung 2.1 auftretenden Raum L*(M), L3¥(M) oder L3,(M),
in dem der Operator 4, dissipativ ist, bezeichnen wir mit L% und bemerken

noch, daB die Beziehung (2.3) bei beliebigen Randbedingungen fiir
fE€D(Ao)NLE, gilt.

Behauptung 2.2. Die Menge D(A,) liegt dicht in L*(M) und
D(Ao)NLE, liegt dicht in Lj,.

Beweis. Ist (1.4) fiir beide Randpunkte erfiillt, so liegt ®(A4,) dicht
in Cp, also auch in L*(M). Ist (1.4) zB. fiir r; erfiillt und fiir r; nicht
erfilllt (i=%j), so gilt

0= (e + ' 29 ) o[ ) 222

—x|

Diese Randbedingung ist wegen 0;=0 ein auf der in L*M) dichten
Menge aller f €D mit @;(f)=0 definiertes unstetiges lineares Funktional,
woraus die erste Aussage folgt.

Ist zB. Qy=0,0,>0, Q:>0 und (1.4) fiir i=1 erfiillt, so liegt
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D(Ap) N\ Cp,p dicht in C,o (vgl. den Beweis von Behauptung 1.1), also
auch dicht in Lj = Lj(M). Entsprechend folgt die Aussage in den iibrigen
Féllen.

3. Der Operator A4 in L*(M). Wir setzen von jetzt an stets
voraus, daB beide Randbedingungen zuldssig sind, und vermerken das in
den folgenden Aussagen mit (Z). Weiter bezeichne A, den im vorange-

gangenen Abschnitt eingefiihrten Operator in L*(M). Der Kern

GO(x9 ya l)

2.4) G, 3 D=—""00

ist dann eine stetige Funktion in (x, y) € [ro, ri] X [ro, r1], und die
Resolvente R, gestattet fiir alle 4 mit 4(1)=~<0 die Darstellung

(25)  (Rf)) =5 {00f ol D40 fromnle; D+

+§G( % 73 Df <y>dM(y>}.

Sie 14Bt sich also durch Stetigkeit auf ganz L*(M) fortsetzen; diese Fort-
setzung bezeichnen wir wieder mit R,.

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB R, den Raum L% in sich
abbildet und — R, fiir 4>0 dort dissipativ ist.

Aus R, fo=0 fiir ein Element fo€ L% folgt auf Grund der Dissi-
pativitit von R, in L%, daB f, auf R, L% orthogonal ist ([12], V.
§1). Andererseits enthilt dieser Wertebereich die auf Grund von Behaup-
tung 2.2 in L%, dichte Menge D(A4,) N\ L%, Somit gilt fy=0, und man
iiberlegt sich jetzt leicht, daB R, auch in L%(M) invertierbar ist.

Da weiter die Operatoren R, in LZ(M) der Resolventengleichung
geniigen, bilden sie die Resolvente eines Operators A; dieser ist die
AbschlieBung von Ay. Damit haben wir den ersten Teil des folgenden

Satzes bewiesen:

Satz 2.1. (Z) Der Operator Ay hat eine AbschlieBung A in L*(M),
die in L% maximal dissipativ ist. Dabei liegt (Af, f) fiir feDA)NLE,
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im abgeschlossenen Winkelraum
(2.6) +r—a< arg (4f, i< +n+ta

1

mit tan CK:2<—-*——-——,“,—
min (7703 7Z'1)

—1), 0<a<n/2.

Es bleibt nur die letzte Aussage zu beweisen; dabei kann man sich
auf die Betrachtung von Elementen f & ®(4,) beschrinken. Liegt der
Fall III aus Behauptung 2.1 vor, so ist (2.6) offensichtlich richtig (a¢=0).
Wir betrachten hier wieder nur den Fall Ia, im Falle II verlduft der
Beweis entsprechend.

GemiB (2.2) gilt fir f € D(4)

Af, )=—kol £ * =] f(rl)lz—gilI(Df)(x)lzp(x)dx—

- S D f)() [ do()=

= ol f P =l F 1= D @) Po(w)dn+

+{ O fape+ [ TSI 4y, )

4]

g’lf(x)(f(x) f(ro))dq (x)

und damit

2; Im(Af,f):_g (f(rl) f(x))(f(rl)+f(x)) dq (x) +

r—x

+ (P IO T +TE) gg () -

4] X —Ty

—2(" DN FE dox).
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Wegen

[ op@r@am=—"(" @i 24

+S:§;”<Df><x>f—<;>dx%,_o<r_?

und
2" F@@ Nz~ f T+ =

=2 ImS;;sS:;(D £)w) D) (x)du dax
ist schlieBlich

Im (4f, f) = Im{g::S;rOSZ (Df)(u)(Df)(x)d  do dqo(s)

(" 7 @@ D,

Mit der Schwarzschen Ungleichung erhilt man daraus zundchst

tmaf, NI 10 p@ I dgoo+ (" 10 @)1 du dgis)

und auf Grund der Normierung 7; +qu,-=l, 1=0,1:
[T (4f, OIS @=m—7)| " (D@ *du <
<2 —min (70, )| (D) (w)|*du.

Da andererseits —Re(4 f, /)= min (7,, ﬂl)grll(Df)(u)lzdu gilt, folgt

_ ImAfs O 1
Re(Af, f) — 2< min (7, 71) _1>’

woraus sich leicht die Behauptung ergibt.
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4. Vollstindigkeit des Systems der Eigenrdume. Den Ausgangs-
punkt der Uberlegungen dieses Abschnittes bildet der

Satz 2.2. (Z) Der Operator R,(4(2)==0) ist nuklear® in L*(M).

Beweis. Die Operatoren 4(A)R, und K,:

&)= Klx, 33 Df () dm()

sowie K, und K,:
&) ="K, y3 D () dm ()

unterscheiden sich jeweils durch einen hochstens zweidimensionalen Operator.
Somit ist R, genau dann nuklear, wenn dies fiir K, zutrifft.

Die Riume L%(M) und L*(m) bestehen aus denselben Elementen, ihre
Normen sind #quivalent. Deshalb geniigt es zu zeigen, daB K, in L%*(m)

nuklear ist.

Zu diesem Zweck betrachten wir den Operator J:

ap@={" " feanedy, ferm.

1
y=x
Dann gilt J=/%*, die Funktion g=Jf geniigt den Randbedingungen
2.7) (Dg) (ro)+0of (ro) =0, g(r1)=0,
und die Beziehung Jf=A1f ist dquivalent der folgenden Randwertaufgabe
in Cy:

D Df == f, (Df) () —=06(Dw Df) ()=0, f(r1)=0.

Fiir die Eigenwerte dieser Randwertaufgabe gilt aber (vgl. [6]) i | 4] < o0,
o
also ist J nuklear. !

Es sei weiter P der orthogonale Projektor auf den durch die Funk-

9) Die Definition der Nuklearitdt findet man z. B. in [12], III, §8.
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tionen fo(x)=1, fi(x)=x aufgespannten Teilraum von L*(m) und Q=
=I]—P. Wir betrachten den Operator Ki=K,Q. Fiir f € Gy -folgt mit
h=JQf aus (Qf, fo)n=(Qf, f1)»=0 zunichst leicht

(28 Wr)=0, 6:1Qf) ()~ (Dh) (r))=0

und

(KA f) (0)=06K (703 1) Q) ro)+0:K (3, 1158) (@) () +
+[ K v 0@ () dm ()=
=K (%, 703 DI06(Q.) (o) + (DR) (r) 1+ K (2, 733 DT:(Qf Yr0) —
—(0m) 1+ [ D) (K, 33,

Die ersten beiden Summanden verschwinden auf Grund von (2.7) und
(2.8), fiir den dritten Summanden ergibt sich durch partielle Integration
r
A(/l)h(x)——lg lK(;vc, y; MDh(y)dm(y). Daraus folgt
7o

Ki=—21K\JQ+4(2)JQ,

also ist K§ und somit auch K, nuklear in L%*(im).

Behauptung 2.3. (Z) Die algebraischen Eigenriume des Operators
R, und die algebraischen Eigenrdume des Operators R¥ bilden vollstindige
Systeme in L*(M).

Beweis. Der Operator —R,, >0, ist in L%, dissipativ und nuklear,
hat also dort ein vollstindiges System algebraischer Eigenriume ([12], V,
Satz 2.3). Wir stellen L%(M) in der Form L% L, mit einem hochstens

zweidimensionalen Teilraum L, dar. Beziiglich dieser Zerlegung hat R,

Rll RIZ
.R)‘,= .
0 RZZ

Betrachtet man die Resolvente (zI/—R,)™! und integriert diese nach

die Matrixdarstellung
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Multiplikation mit % lings einer geschlossenen Kontur in der z-Ebene,
Z

die ganz in p(R,) verlduft und o0(R;;) genau einmal umschlieBt, so hat

der erhaltene Rieszsche Projektor die Matrixdarstellung

< 0 I >
Daraus folgt leicht die Behauptung.
Betrachtet man R, als Operator in C,, so hat er dort die gleichen

Eigenwerte und algebraischen Eigenriume wie in LZ(M).
Wir setzen jetzt
C, falls m;4+0;>0, i=0,1,

CAu= J' Ch.i falls 7;40;=0, 7fj+0j>0, l:/é], i’jz()’ 1,
{ Cppo,1 falls 7;40,=0, i=0,1,

wobei Cp,; (bzw. Cp,0,1) die Menge aller Funktionen aus C, bezeichnet,
die bei x=r; (bzw. x=r, und x=r;) verschwinden (i=0, 1). Weiter sei
A, die groBte Einschrankung von Ap in C,. Wir vermerken, dal der
Definitionsbereich D(4,) in C 4, dicht liegt (vgl. den Beweis von Behauptung
1.1).

Behauptung 2.4. (Z) Die algebraischen Eigenriume von R, bilden

ein  vollstindiges System in Cg,.

Beweis. Wire die lineare Hiille € des Systems der algebraischen
Eigenrdume von R, nicht dicht in C,, so gidbe es ein x€C), mit
T 7
[ fan=0 fur atle f 2. Wegen RECS folgt | Ruf du=0, d.h.

7o 7o

0=00f o) " uo(rs Ddu@) +01 £ watasndu+ (" 60, 35 2)
du(x) f(y) dM(y).
Fiir die Funktion g€ L*(M):
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e ={"6(x, 5 D), ro< y<ri; 018 =0:{"us (x3 ) dpt (x)
gilt somit (f, g)=0 fiir alle f€ 8, also ist g =0 auf Grund von Behauptung

2.3. Fiir ein beliebiges h € D(A,), A= — Aoh+Ah, ergibt sich dann
gr‘hu)dﬂ(x):&l& kdp=Ch, g)=0.

Da andererseits D(4o) in C,, dicht liegt, folgt x#=0.

Der Operator R, in C, hat einen adjungierten Operator R; im dualen
Raum C,, von C,, und zwar folgt aus (2.5), daB fiir beliebiges 4 € C;, das
Bild Rj;u absolutstetig ist beziiglich M. Den Raum aller beziiglich M
absolutstetigen Elemente von C;, bezeichnen wir mit C,(M).

Der Beweis der folgenden Behauptung sei dem Leser iiberlassen.

Behauptung 2.5. (Z) Das System der algebraischen Eigenriume
von R; ist vollstindig in C,(M).

Der Operator R, in C, bzw. L%*(M) ist die Resolvente von A, bzw.
A, R¥ ist die Resolvente von A*. Bekanntlich ist die komplexe Zahl Z,

genau dann ein Eigenwert von 4 oder A%, wenn ein Eigenwert von

1
A—2o
R, oder R¥ ist, und die zugehérigen algebraischen Eigenrdume stimmen
iiberein. Deshalb kann man in Behauptung 2.3 R, und R¥ durch A4 bzw.
A* und in Behauptung 2.4 R, durch A, ersetzen. Ist ®(A4,) =C,, so
bleibt die Aussage von Behauptung 2.5 auch fir 4§ an Stelle von Ry

richtig, im Falle ©(4,) s~ C, gilt das noch fiir die Adjungierte von A,.

5. Im Falle L%, L*(M) hat der Operator 4 hochstens zwei Eigen-
werte, deren zugehorige algebraische Eigenrdume nicht ganz in L3,

liegen.

Behauptung 2.6. (Z) Es sei Q;=0, 0;>0 fiir i=0 oder 1. Dann

Ki

ist — ein Eigenwert von A, fiir dessen zugehirige Rieszsche Projektion

P; gilt:‘ (Pif) )= f (o).

Beweis. Es sei z.B. i=0. Dann ergibt sich 4(2)=(k¢+0,4) @1(wy(-; 1)),
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also ist ——g"— Eigenwert von A. Fiir die zugehorige Rieszsche Projektion

0
folgt bei Wahl einer geeigneten Kontur C,

Puf) (= | (Baf) (oyda=, 1 f D LTOmTi D gy py,
dabei haben wir die Beziehungen u;(ro; 4)=0, Go(ro, y; A)=0 und
uo(re; A)=0(w(+; 1)) benutzt.

Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Behauptung 2.6 gilt
also fiir alle Funktionen f aus dem Wertebereich von I-P;: f(r;)=0. Des-
halb liegen alle algebraischen Eigenrdume zu Eigenwerten l#—g—i, 1=0, 1,

ganz in L%

§3. Der adjungierte Operator A4*

Der Operator A ist in LZ(M) gemiB den Ergebnissen der Punkte 2
und 3 von §2 dicht definiert und abgeschlossen. Er hat folglich einen
adjungierten Operator A*, dessen Gestalt wir in diesem Paragraphen fiir
den Fall zuldssiger Randbedingungen bestimmen wollen.

Es sei im folgenden stets A >0. Wir berechnen zunichst den Operator
R¥, wenn R, wieder die Resolvente von A bezeichnet. Fiir beliebige f,
g € L*(M) gilt gemdB (2.5)

(R f, )= 507500/ a3 D@ M () +

40 waes Dg@aM @)+ (" 6, 55 0 () aM() g amM )

71

=00 (ro) o) +01 fr) RO+ f (DRI ) dM (),

ot

also ist

BD  EDD= 5] € 3 Dg@dMG), 1< y<ry

(Ri"g)(r,-)=7‘—%S:u,-(x; Dg(x)dM(z)  falls 6;>0.
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Wir bemerken, daB R¥g im Intervall (ro,r;) stetig ist und in den

Randpunkten den Grenzwert

0 falls 7,=0
(3.2) ﬁiffi(mkg) (y)={ Aé/l)g ui(x; )g(x)dM(x)  falls ;>0

hat. Im Sinne des L2(M) konnen wir also

(3.3) (R;kg)(r,.)z{ A(,DS ui(x; Dg(x)dM(x)  falls m;+0;>0

0 falls n;=0;=0

setzen; dann ist R¥g fiir 7;>0 oder 7;=0;=0 stetig in r;.
Fiir Funktionen f auf [ro, r1], die im Inneren dieses Intervalls stetig
sind und in den Randpunkten einseitige Grenzwerte haben, erkldren wir

eine neue Funktion Bf auf (ro, r;) durch die Gleichung

y—s dg.(s).

=rgr1—S

_ nos—y ’
BA@ =0+, 2=Ldge(s)+ £

Dann ergibt sich bei Beachtung der Beziehungen (3.1) und (3.2)

(BREg)(7) =51 [GoC )+ uo()| 2= Lodgo()+

tu@) | I dg )] g()dM )=

S e )S MdQO(s)—ul(x)Sj:Xj—MdQI(s)+

To ri—sS

+K(x, )] g(x)dM(x).
Mit Hilfe der Gleichung

Viz, )=y—x— /IS (y=0)V(x,¢t) dm (t)

folgt daraus
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(3.4) (BR;“g)(y)=2(17){—/1S:y<y—t)gs=t”(s’ t)dqo(s)dm(t)g wogdM—

—lg;v:rn(y—— t)g: ruV(s’ t)dq (s) dm (t)g urg dM +

+0ooui(ro)uo(y) glro) +o1uo(ru(y) g(r) +

+ S:::K(x, y)g(x) dM(x)} .

Ist insbesondere g € Cy, so gilt also BR¥ g€ D(Dy,D)'” und

(Dy,D)BR¥ g(y) = A S Vs )

A(}‘){p(}’) s=y S§—Tp dqo(s)g uogdM —

A _Sy Vis, y)

-5 dq1(s)g ugdM+ (y)ooul(rouuo(y)g(row

s=rqg 'i—3$§

+0(1.')’)0'1uo(r1)/1u1(}’)g(rl)+ o(y )Sr Kz, y)g(x)dMo(x) = A(l)g(y)}

=2(Rtg) (y)—g(y)=(4*R¥g)(y),
d.h., fiir beliebiges f € D(A*) und y € (ro, r1) erhalten wir
B () =a+b(y—ro)+ (" (=9 (4*) () dM(s).

Es sei jetzt wieder g€ C,. Dann gilt auf Grund von (3.4)

DBRt g(y)= A(x){ A" yS Ve, ‘)dq (s)dm(t)g wog dM —

s=t §—

_xgy S: B V (s, t)dq (s)dm(t)g u1gdM+ g(ro)oou(ro)(Duo)(y)+

t=rg r

+ g o) Pud N+ [ urg dMDu) )+ ug dMDu(y)]

7o+

10) Es sei dMy(x) =p(x)dm (x).
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Fur y|ro folgt daraus

VG,

s=t §—

(DBR¥g) (ro+) = A(/I){ /ISS ”>dq (s)dm(t)g wog dM +

+ S:luog dM(Du,) (ro)—dod(l)g(ro)} =

O-Og(rO)—}_A(l)S Uog dM(ICo—}—O'ol)——

ko (A)S wog dM +0o(A*RE g) (ro).

Der erste Summand der rechten Seite ist fiir mo+0,>0 gleich (R¥ g)(ro),
deshalb geniigen in diesem Falle die Elemente f€®(4*) der Randbe-
dingung

lCof(ro) +0'0(A*f>(ro) —DBf(To +)= 0.

Ist my=0,=0, so wahlen wir als Randbedingung gemiB (3.3) f(ro)=0.
Entsprechende Betrachtungen gelten fiir den rechten Randpunkt r;.
Wir filhren jetzt auf den geeigneten Funktionen f & L*(M) die

folgenden Funktionale ein:

Eif (r) +(—1)"*lim DB f (%) +0:(4*f)(r;) falls w;+0;>0,

m’f(f)={
f@) falls 7;=0;=0.

Die obigen Uberlegungen ergeben dann einen Teil der Aussage des folgenden

Satzes.

Satz 3.1. (Z) Das Element f € L*(M) gehirt genau dannzu D(A*),
wenn es die folgenden Eigenschaften hat:
1) f ist stetig in (ro, r1);
2) die Grenzwerte lim f(x) existieren, im Falle ;=0 ist lim f(x)=0,
im Falle 7r,->0x_’or:1er 0;=0 ist f (einseitig) stetig in xr-::‘
3) es gibt ein f*e€L*(M), so daB gilt:
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x
(Bf)(x):a-l—b(x—ro)—i-g (5—8) F*(s) dM(s), ro< x<r1;
7o+
4) f geniigt den Randbedingungen

0¥(f)=0, i=0, 1.

In diesem Falle ist A* f = f*, wobei der Funktionswert A*f(r;) fiir 0;>0
durch die Randbedingung definiert ist.

Es bleibt noch zu zeigen, daB fir f € L% M) mit den Eigenschaften

1)-4) und das zugehorige Element f* aus Punkt 3) die Beziehung (g, f*)=
=(4og, f) fir alle g€ D(A4,) besteht. Das ergibt sich folgendermaBen:

(8 f*)=gro) [0of *(ro) —(DBf)(ro+)1+ gr)Lo1 f*(r) + (DBf)(ri—)]—

—S:: (5+Sj +f*(s) dM(s))dg(x)=

= —rog(0) F)—r18) - | PO @ BHG=

71

== DN —FCorg - —g(—sz%(r[))d% ) ]—

7o

~FErge+ (" BB 4g,)7=

— =0 F@PH@| "+ o) 7 dDg) (0)+

+ faro) [—7o(Dg)(ro) +00(4og) (ro) ]+

+ fr) (7D g) (r) +01(4og) (r1)]=(4og, f)-

§4. Absolutstetigkeit der ﬁbergangsfunktion

1. Die Operatoren T{”. Im folgenden bezeichnen wir fiir 0<a<—721:—

mit @z, den abgeschlossenen Winkelraum aller Punkte z mit 7—a <

<arg(z—7y)<rm+a und setzen O;=03, OL=—06,.

Fiir eine solche

]
Menge O sei @ ihr offener Kern; C,,, bezeichne den positiv orientierten



684 H. Lancer, L. Partzsca unp D. ScuUTzZE

Rand von 65,,.

Wir setzen weiter P=PFy+P; und Q=71—P, wenn P; dieselbe Be-
deutung wie in Behauptung 2.6 hat; sind deren Voraussetzungen fiir den
Randpunkt r; nicht erfiillt, so sei P;=0 (i=0, 1). Dann gestattet L*(M)
die Darstellung

L*(M)=2,+8,,

dabei sind die Teilriume &;:=QL?*(M) und 8;:=PL*(M) invariant beziiglich
A, es gilt 8 CL%, und 8, ist endlichdimensional. Der Operator 4;;:=
A| g, “ist maximal dissipativ in &;, genauer, fir f €8 ND(4) gilt mit
einer Konstanten >0 gemiB Satz 2.1

(4.1) (Af, f)€63.

Wir setzen noch A;;=A4]g,.

Lemma 4.1. (Z) Wihlen wir 1> —Hg‘;‘lnz-%”, so gilt 0(A4) C 609;,»,; fiir
n=0 und teéi{_a konvergieren die Integrale ‘
2

(n) — 1 g n At '
(4.2) T; TrT c,,,l e R,d2

in der gleichmiBigen Operatortopologie und sind unabhingig von v; T®
ist eine stark-stetige Halbgruppe, in éi_a ist T eine holomorphe Funk-
2

tion von t und es gilt

(4.3) % Tw—=Twh 5>, 1D

Beweis. Der Operator A ist der infinitesimale Generator einer stark-

stetigen Halbgruppe (S;), dabei gilt fiir T>”siinzi;” gemiB [137], XI, §2, (Es)

11) Die Holomorphie von T} ergibt sich auch aus [5], IX. 10 (vgl. ebenfalls [14],
Folgerung 2.5).
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Sif = lim 7}5&7_&' AI—A)y'fdi,  feD(A).

Aus (4.1) und einer leichten Verallgemeinerung von [127], IV., Satz
4.1 auf unbeschrinkte maximal dissipative Operatoren folgt fiir alle 1€ 03
mit hinreichend groBem Betrag und eine geeignete Konstante C die
Abschitzung

B Cc
(4.4) A=) = cosca|Im 4| +sinRed”

Mit dem Cauchyschen Integralsatz erhidlt man dann nach einer einfachen
Rechnung

1

S, f— 1
! 271

Sc MAI—A)fdl,  feDA),

wobei der Strich am Integral besagt, dafl bei A=co wieder der Cauchysche

Hauptwert zu nehmen ist.
Andererseits ergibt sich bei Beachtung von (4.4), daB die Integrale
(4.2) fir Werte aus @2 _, in der gleichmaBigen Operatortopologie konver-
2

gieren und die Beziehung (4.3) besteht.

Wir bemerken, daB die Halbgruppe (7\’) gleichmiBig beschrinkt ist;
im Falle L% =L?*(M) besteht sie aus Kontraktionen, denn dann ist A
maximal dissipativ in L%(M).

2. Neben der Norm des Raumes L%(M) fithren wir fiir f € Gy noch
die Norm

1= ([ 1 7 170 ax )2

ein. Ist f €D (siehe §1.1), so gilt fiir re<x, < x,=r;:

(4.5)

2 %2 172
| = fa <[ 10 @ 1 =(|T 10 M) (=)=
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ri—ro >1/2(S:|(Df)(x)|Zp(x)dx>1’2=(H-—>1,2||Df|IF,

~\min(7g, 71) n(7g, 1)
Lemma 4.2. (Z) Fir f€D gilt

rI=IA(§]) am) " wipsi (Rsrs)

min (7{,

Beweis. Angenommen, fiir ein x&[rg, r;| wire diese Ungleichung
nicht richtig. Dann ergibe sich fiir beliebiges w€ [rg, r1] auf Grund
von (4.5)

1A (S, ) DA (s <@ S I —f ) +

min (7{,

HF@ISIF@ DAL ),

min (74, 71)
71 -1/2
also | f(w)| >||f H(S dM) , woraus leicht ein Widerspruch folgt.
Fiir beliebiges f € L*(M) gilt weiter
Pf)x)= 2 (f, 0i) ¢j (x)
mit stetigen Funktionen ¢;(x), also ist
(4.6) [(Pf) ()| =Cllfl

fiir alle x € [ro, 11 .
Ist g€ Cn N\ LY, so gehort die Funktion Ryg zu D(4,), und es ergibt
sich auf Grund der Bemerkung im AnschluB an (2.3)

47 IDRugl={ | (PRg)()| o) d < —Re(ARsg, Rrg)=

=—Rel||Ryg||*+Re(g, Rag) < (|12][|Rill+DIIR:IlI g]I%.

Da der Projektor Q den Raum L?(M) in L%, abbildet, folgt aus Lemma
4.2, (4.6) und (4.7) fir f€Cp
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4.8) (R I®I=(PR.fI®) |+ [ (RaQf ) ()| = ClIRAI f I+

{1 am) ™ AR+ 1R (2 2s) iRl

min (7, 77)

Da aus f,—>f in L*(M) stets (Rifn) (x)=>(R\f) (%), x €[ro, r1], folgt,
besteht die Abschitzung (4.8) sogar fiir alle f € L*(M).

Lemma 4.3. (Z) Ist f € L*(M), n=0, ;eé,zz_a und 7> !izzy , S0

kann fir T f € L*(M) der folgende Reprisentant gewihlt werden:
@) TPH@=p|  BRDAL  xElr s

dabei existiert das Integral gleichmdiBig beziiglich x und ist unabhingig
von 7. Die Funktion (T{f)(x) ist auf [ro,ri] stetig in x, fiir festes

x€[ro, 1] in éfg_a holomorph in t und es gilt
(4.10) L (IPHE=(TF ).

Beweis. Fir 1€C,,, A=7xi(r—r7) tan a0, —oo <<y, gilt (Rel)-
ssin @+ | Im 2| cos @=7 sin a. Deshalb ist ||R,|| auf C,, gemiB (4.4)
beschrinkt, und wir erhalten aus (4.8)

(411) |(Ro fI(®) = (Cr+Ce| 2D £

Der Ausdruck unter dem Integral der rechten Seite von (4.9) ldBt sich

fiir |r| hinreichend groB8 folgendermaBen abschitzen (r=Re ¢, s=Im t):

| 4% MR | S Call FI G+ (r—e)* tan ) 4 errastr=nane;

also existiert dieses Integral fiir festes ¢ aus dem angebenen Bereich
gleichmiBig beziiglich x €[rg, r1 |- Dann muB die rechte Seite von (4.9)
in L*(M) aber mit (T{"f)(x) fir den in Lemma 4.1 eingefiihrten Opera-
tor T{" iibereinstimmen. Die Stetigkeit von (T'{”f)(x) beziiglich x ergibt
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sich leicht aus der Stetigkeit von (R,f)(x) und (4.10) ebenso wie (4.3).
Damit ist das Lemma bewiesen.
Im folgenden wihlen wir fir I'y”f€ L%(M) stets den durch (4.9)

definierten Repréisentanten.

3. Wir setzen jetzt fiir eine beliebige Borelmenge I'C[rg, r1 ] mit

der charakteristischen Funktion %r:

Py(t; %, I'): =(TPur)(x).
Satz 4.1. (Z) Fiir feste t € é'zri_a und x € [ro, 1] ist P,(t; x, )

eine O-additive, beziiglich des MaBes M absolutstetige Mengenfunktion. Die
zugehirige Dichte p,(t; x, ) gestattet die Darstellung

Pt 5 =i 2 CB Ty el rd, ye (o),
Ca,r

27 4(2)
(4.12) ]
1 n 3 A
palt; x, rk)=mgc“l e"’%dl, xE€[re, 1], falls 6,>0
(k=0, 1),
dabei konvergieren die Integrale gleichmdBig in x, 'y bzw. x in den angege-
benen Bereichen. Der Operator T, t€ ég_a, n=0,1,2, ... hat die
Gestalt

(T2 = pules 5 Df M), f L0,

er bildet C, in sigh ab und ist vollstetig in L*(M) und C,.

Beweis. Wir setzen

G(x, y; )

an x €[ro, 11y, Yy € (ro, 11),

G(x, y; D)=

G(x, rk;.l)=y—’§t(—2—‘f)—l—), x€[ro, 1], falls 6,>0 (k=0,1).

Dann ist (ka)(x)=S:1(~;(x, y; Df(PAM(y), fE€L*(M). Auf Grund
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von (4.11) ist (R, .) (%) ein lineares beschrinktes Funktional iiber L*(M),
langs C,,, gilt deshalb

IC(x, .; DI Cit+Col 2]
Aus der Resolventengleichung R,—R,=(u#—2)R\R, folgt
Cx, 53 D=C(x, 55 +(u=D) CCx, 53 DCG, 55 ) dM(S),
%, ¥ € [ro, 1], und damit fiir festes #>0 und 1 € C,,,
1G(x, y; DI 1G(x, y; W] + =216, ; DINGCC ., y; WI <
<Ci+C, 2| VE+Cs| 2%

mit von x und y unabhidngigen Konstanten Cy (k=1, 2, 3). Deshalb kon-

vergiert

271”,3 A" €M G(x, y; 2)dA absolut und gleichmaBig in x und y,
Carr

und es gilt dann wegen Lemma 4.3 fiir f € L%(M)

Ty =g f 1] 6 3 D7) aM(y) di=

:S o Sc,,,ln e G(x, y; 2) dAf(y) dM(y),
woraus leicht die Behauptung folgt.

Aus (4.12) erhilt man jetzt die folgenden Eigenschaften der Dichten
pn(ts x, v): Die Dichte pu(t; x, v) hdngt in (0, o)X [ro, 71X (ro, 1)
stetig von (t, %, ), p,,(t-' xyri) in (0, 00)X[ro, 11| stetig von (t, x) ab;
der (einseitige) Gremzwert Um p,(t; %, y) existiert gleichmiBig beziiglich

x aus [ro, 71| und t aus ]gdem kompakten Teil von (0, o) und

pa(ts %, 1) falls ;>0 oder 0,=0,
im p.(t; x, y)= i=0,1;
y-r 0 falls w;=0,
fiir feste x, y€[ro, ri] ist p,(t; x, y) holomorph in t € é;:‘“ und es gilt

(gleichmiBig in x, y€[ro, r1])
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(4.13) —%P"(t; X y)=Pn+1(t; Xy }’),

es ist
Ipn(t; X, y)l = C.(2)

mit einer von x und ©y unabhingigen Konstanten C,(t), wobei fiir t =1t,>0

die Abschiitzung
(4.14) C.t)<K,e"
mit einer geeigneten Konstanten K, besteht.

4. Die Halbgruppe (7)) in Cs. Fiir den in §2.4 eingefiihrten
Operator 4, gilt die

Behauptung 4.1. (Z) Der Operator A, ist der infinitesimale Gene-
rator einer stark-stetigen Halbgruppe nichinegativer vollstetiger Kontraktionen
T; in Cy,; dabei ist T; fiir t>0 die Einschrinkung von T" auf Cyu,
T 0=I.

Beweis. Zunichst ist A, auf einem dichten Teil von C,, definiert,
und die Gleichung (11— 4,) f =g hat fiir g€ C,, eine eindeutige Losung.
Die erste Aussage folgt damit aus dem Satz von Hille-Yosida, wenn wir
noch zeigen, daB ;](u—jo)—lng% fir >0 gilt.

Auf Grund der im Beweis von Behauptung 1.2 benutzten Darstellungen

fir ¥V und u; sowie der Beziehung W(u,, u;)=4 gilt fiir >0

Teploouetes Dot D+{ 6w, 73 D dm ()} = gpslooustas 0+

01ui(x; z)+H Vs, y; ) dm(y)i‘i_q_"%) wo (w3 A)—

q 1(s)

=577 33 Dam() T s 0+ usys DadmC ot 0+
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+ le wo(y; A)dm(y)ui(x; x)} _

=2ty {watars D goa {22 10s D=Lg )~ (Dun)(ra; 0 |+

1D V) (s, 115 A)—1

7 ri—s

+ wo(oe; VD) (s D+ ualas 1)[611— g dg1(s)—

— Duo)ri5) = w1 (w5 D) (Duo) (33 D} =

=l—41(—17{—/couo(x; D—ru(z; D+ < _}T’

woraus wegen |(R,g)(x)| {o‘ouo(x; D+oiu(x; D)+

1
< _ =
=4
+g ‘Go (%, y; A)dm (y)}]]gH die gewiinschte Ungleichung folgt.

7o

Fir f e C,, gilt weiter
(AI— Ag) f=S:e‘“ T,f dt,
andererseits ist aber in L2(M)
(AT— A)! f=g:e‘“ TOF ds.

Auf Grund der Eindeutigkeit der Laplacetransformation und der Stetigkeit
von T{f folgt daraus T,=T%|c,, .

Wir setzen P(¢; %, I'): =Py(t; %, I') ¢>0), P(0; x, I)=x%p(x) fiir
beliebiges x € [rg, r1 | und jede Borelmenge I C [rg, r1]. Der Leser kann
sich ohne Schwierigkeit davon iiberzeugen, daB fiir >0 im Falle ¢;=0
stets P(t; x, {r,})=0 (x €[ro, r1]) und im Falle 0;=m; =0 stets
P(t;r;, I')=0 fiir jede Borelmenge I" C[rq, 1] gilt.

Eine normale Ubergangsfunktion verstehen wir im folgenden im Sinne
von [157], II, §1; weiter sei
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[To, TI:’ falls 7[,'+0,'>0, l'—'—‘O, 1,
JA'): [7‘0,7‘1]\{7‘,’} falls 71.',"{“0','-—“0, 7Z'j+(7j>0, l?é:], i, ]=O, 1,
1 (o, 71) falls m;+0;=0, i=0, 1.

Behauptung 4.2. (Z) P(t; %, ") ist eine normale Ubergangsfunktion
in S, sie erzeugt die Halbgruppe (T1), t =0, in Cu,:

@15 (L) @={ Pl % dp)f(y) =05 fECh).

Beweis. Die Beziehung (4.15) ergibt sich unmittelbar aus der voran-
gehenden Behauptung, die Tatsache, daB P(t; x, I') eine Ubergangsfunk-
tion ist, aus den Eigenschaften von (7T}) (vgl. [15], Satz 2.1).

Zum Beweis der Normalitit widhlen wir zu x€.#, eine Funktion
fE€C,, mit 0= =<1 und f(x)=1. Dann gilt

(LY@ ={" FIPE; % d) < PG; % 221,

also auf Grund der starken Stetigkeit von (T;) in C4 P(¢; %, F4)—1
fir ¢ 0.

Wir bemerken, daB durch die Gleichung (4.15) auch eine Halbgruppe
in C, definiert wird, die jedoch nur in Cj,, stark-stetig ist. Der durch
(4.15) fiir >0 in C, definierte Operator 7T} bildet auf Grund der Bemer-
kung im AnschluB an den Beweis von Behauptung 4.1 den Raum C, in
Cy, ab.

SchlieBlich vermerken wir noch die Gleichung von Chapman-Kolmogorov

fiir die Ubergangsdichten p(ts x, y): =po(t;x, y):
P(t+t/; X, y)zgrlp(t’ Xy S)P(t/; S, y) dM(S) (ta t/>0; Xy 9’5 [To, rl])s
7o

die sich unmittelbar aus 71%,; = T; T} ergibt.

5. Subinvarianz des MaBes M. Es sei jetzt QoQ:>0. Dann gilt
fiir den Operator 4, aus §1.1, f € D(4,)

(416) [ (o)) M () =00 Aof Yoo) + 01 (Ao f)0) +
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+{ (DD dm(2)=00(Aof)r) = 7oDI) (o) -

_ S:(Df)(x)glxisq_%dx +01(Aof) (r) + w1 (Df) (r) +
+ S:l (Df)(x)gzzrnir(-lﬂ_%dx = — ko f (ro) —£1f (r1).

Sind auBlerdem beide Randbedingungen zuldssig, d.h., ist mwe7;>0, so
t
ergibt sich in C4 =C, mit T,f—f=A0S 0Tsf ds weiter
r r t
S (rf—pram={"af 1. ds am
) ) s=

= —Ico(gts:o T.f ds)(ro)—Iﬁ(S::o T.f dS)("l),

fir f =0 ist alsogrl(T,f—f) dM < 0, d.h.

ng (NP@; %, dy) dM(x) = g F(x)dM ().

Im Falle k,=k:=0 steht in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen.

Damit haben wir die folgende Behauptung bewiesen.!?

Behauptung 4.3. Es sei mom1>0. Dann ist das MaB M subinvariant
fiir die Ubergangsfunktion P(t; x, I'):

(4.17) S:lP(t; x, 1) dM(x) <M ()

fiir jede Borelmenge I' C [y, r1]; im Falle ko=k,=0 steht in (4.17) das
Gleichheitszeichen, d.h., M ist ein invariantes MaB fiir P(t; x, ).

Wir bemerken, daB fiir ;=0 die Beziehung (4.17) richtig bleibt fiir
alle Borelmengen I mit r; & I,

§5. Die Kolmogorovschen Differentialgleichungen

Der Operator A4* ist in L%(M) abgeschlossen und dicht definiert. Fiir

12) Der Beweis dieser Behauptung wurde nur der Vollstindigkeit halber angegeben;
sie folgt bei Beachtung von (4.16) auch aus [15], I, Lemma 1.7.
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seine Resolvente bestehen dieselben Abschitzungen wie fiir die Resolvente

von A, deshalb existieren auch die Integrale

(ny. — 1 S At A1 o,’:
S T Cme AI—A*)=2"dA, tE@T“’

in der gleichmidBigen Operatortopologie, und es gilt im Sinne der

gleichmiBigen Operatortopologie %S?”=S +1) sowie
(5.1) (S, &)=(f, T"g), f, g€ L*(M)

dh. S{P=T®". Insbesondere ist der Operator A* der infinitesimale

Generator der stark-stetigen Halbgruppe (7)) =(S?).
Aus (5.1) und Satz 4.1 ergibt sich weiter

s, =" " pa @ 5 27 g(GIAM(y) aM ()=

:S“S: it %y ) f(x)dM(x) g(y) dM(y),

7o

d.h., S{ gestattet die Darstellung
SENN={" pales 2, F M), f € LAD;

denn aus (4.12) folgt p.(¢; %, ¥)=ps@; %, y). GemiB Satz 4.1 ist S{f

stetig in (rg, r1), die (einseitigen) Grenzwerte lim (S f)(y) existieren,
y—»r,

fiir ;=0 ist dieser Grenzwert gleich Null und fiir 7;>0 oder ¢;=0 ist

S f auch stetig in r;(i=0, 1; n=0). Auf Grund der Holomorphie liegt
T4 f bzw. S{ f fiir beliebiges f € L*(M) und ¢t € @Ozzr_a im Definitionsbereich

von A' bzw. A*, und es gilt
AT £ — d' Tn)
t f di? : f

bzw.
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!
axispp="2 s,

woraus sich leicht

T‘”)———R{(l—i)l T baw. S(n):Rikl(l__d_y S
4 dt ! ! dt g

ergibt (n=0,1,2,..., [=1,2,3,..., 1>0).
Setzen wir in diesen Beziehungen [=1, so folgt

Pn(t; Xy y)Zﬁ{Gouo(xQ '1) [lpn<t: To, y)'—PnJ-l(t; o, }’)]+

+01u1(; DLAP(t; 715 ¥) = puea(ts ry ¥) 1+
] 6 53 D0apates 1 y)—proales s, Y)Y 1M G}
= 2Rapalts - 5 7)) (D)= (Rapasa(t5 -5 ) ()
bzw. entsprechend
Palts % ) =MREpu(e5 % - ) ()~ (Ripaia(ts 5 D ().

Deshalb gehort p.(¢; ., y) zu D(A4o) und pu(t; x,.) zu D(4*), und es
gilt mit (4.13) der

Satz 5.1. (Z) Wahit man die Dichten p.(t; x, y) gemdiB Satz 4.1,
so gelten fiir festes (x, y) € [ro, rijX [ro, r1] die Kolmogorovschen
Differentialgleichungen

Q])"(t%y_)z(/lopn(t; . y))(x)z(A*Pn(ta Xy . ))(y)a AS é’z'i—d) n=0,1,2,...

§6. Das Verhalten der ﬁbergangsfunktion fiir t—oo

1. Der Grenzwert lim 7;. Das Spektrum des Operators A4, liegt

t—ooo

im Winkelraum @z, 0<a<£, deshalb kann auf der imagindren Achse
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hochstens der Eigenwert =0 auftreten.

Lemma 6.1. (Z) Der Nullpunkt ist genau dann ein Eigenwert des

Operators Ay in Cu, wenn

Ko —Qo
Qo:=2— Rang >0
E1 K1(ri—r0)+0Q1

gilt; in diesem Falle ist 0, seine geometrische und algebraische Vielfachheit.

Der zugehorige Rieszsche Projektor Py hat die folgende Gestalt:

2) 7o >0, K=k =0: (Puf)(®) = f()dM(x);
S AM ()70

]

b) wi+£;=0, m;j+£;>0: (P —Flr= x|+ 0; )6, J=0,1;i7];
) Witk mi+r;>0: (Prvf)(x) /Cj|rj""ri|+ij(r)l] i

©) mo=mi=ro=m1=0: (Puf)(®)="T1=fGro)+ - f (o).

Beweis. Beachtet man, daB jede Losung f, der Gleichung D,Df,=0
notwendig die Form fo(x)=a-+pB(x—r,) hat, so ergibt sich leicht die
erste Aussage sowie die Gestalt der Eigenelemente. Im Falle a) ist die
Funktion fo(x)=1 ein Eigenelement. Da der Operator 4 maximal dissi-
pativ in L2(M) ist, stimmen die geometrische und algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes Null iiberein und Py hat die angegebene Gestalt. Im Falle
b) sei z.B. i=0, j=1, d.h., die Randbedingung bei ro hat die Form @(f)
=00(A4of)(ro)=0. Dann ergibt sich ohne Schwierigkeit fiir die in §1.2

eingefiihrten Funktionen
wo(x; 0)=1; wi(x; 0)=x—ro
Do(wo(.5 1)) =004; Do(w1(.; 1))=0; 4(2)=20:01(w1(.; 2));
O:1(wi(; 0)=0Q1+£:(ri—r0);  Oi(wo(.; 0))=k1;

uo(x;0)=Q1+li:1(r1——x); ul(x,0)=0,
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damit erhdlt man fiir einen hinreichend kleinen Kreis %; um den Null-
punkt leicht

_ 1 R _ Qitri(ri—x)
(Paf) )= =407 f () da=- SN2 1(ro),

Entsprechend ergibt sich die Gestalt der Projektion Py im Falle c).

Ist der Nullpunkt kein Eigenwert des Operators A,, so setzen wir
P, N— 0.

Auf Grund des Spektralabbildungssatzes ([137], Satz 16.7.2) hat der
Operator T3, t>>0, in C4, auf der Einheitskreislinie hochstens den Eigenwert
Z=1, und der zugehorige Eigenraum ist der Wertebereich von Py, genauer,
es gilt T,Py=PnT;=Py. Fiir ein beliebiges ¢, >0 liegt dann das Spektrum
des Operators T3 (I—Py) ganz im Inneren des Einheitskreises. Daraus
folgt ohne Schwierigkeit (vgl. [5], VI. 2)

| Tat,— Prllc,, =1 T3,(I—Px)"llc,,—0 fiir n—>o0,
woraus sich wegen || T, fHCAg <1 auch
(6.1) ||T,—PNHCAD—>O fiir t— oo

ergibt.

Wir zeigen, daB die Beziehung (6.1) sogar fiir die Operatornorm in
C,, besteht. Aus T,— Py= T,(I— Py) folgt ndmlich (I;—Py)C, CCy, t>0,
und damit fir ein festes £,>0 und alle f € C,, t >t

H(Tt'_PN)chm:H(Tx—to—‘PN) Trof”cADg H Tt-—to_PNHCAGH TtoHCmeHCm'

Damit ist der folgende Satz bewiesen.

Satz 6.1. (Z) Es gilt

(6.2) lim || T, Pyllc, = 0.9
t—roo

Mit T'; und Py bezeichnen wir die adjungierten Operatoren von T

13) Dabei sei Py=0 in C,, falls diese Gleichung in C,, gilt,
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bzw. Py im dualen Raum C,, von C,, mit u, das MaB mit der Einheits-

masse im Punkte x. Aus (6.2) ergibt sich dann

lim [|T;—Pyllc,=0
t—o0

und daraus die

Folgerung. (Z) Es gilt

lim sup var (P(¢; %,.)— Pyu;)=0;

t—e xE[70,71]

dabei hat Pyu, die folgende Gestalt:
) Tomi>0, ko=k1=0: (P;vﬂ,,)(r)=(g IdM>‘1SrdM;

b) wi+;=0, T;+£;>0: Pj ZZM@ by iy 7=0,1; i5=7;
) T wé ki(r1—ro) +Q; fro b ] #J

e e —() —rn—x X —To .
©) We=mi=ko=£1=0: Pyu,= Uyt U,
ri—ro ri—ro

in allen dibrigen Fillen ist Py=0.

2. Ein Quotienten-Satz. Wir setzen jetzt momy >0 voraus. Ist
ko+#£1>0, so strebt P(z; x, I') gemidB der Folgerung aus Satz 6.1 gegen
Null fiir ¢—>co und alle Borelmengen I"C [rg, r1]). In diesem Fall zeigen

wir die Existenz des Grenzwertes

lim P;x,I)
tow P(t+h; y, 4)

fiir Borelmengen I, 4 C[ro, r1], 1o < x, y=<r; und reelles A.

Lemma 6.2. Die Dichte p(¢; x, y) ist fiir t >0 positiv auf [ro, r1]%
Lro, 71

Beweis. Zunidchst ist diese Dichte nichtnegativ gemidB Behauptung
4.1. Wir nehmen an, es gibe Punkte *>0, (x*, y*) € [ro, r1] X [ro, r1]
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mit p(t*; x*, y*)=0. Aus der Chapman-Kolmogorovschen Gleichung
r
p(e*s 3%y ={" pr—hs %, Iplhs s, yAME),  0<h<e¥,
7o
folgt dann

p(*—h; x*, p(h; s, y*)=0 fir alle 0<A<t*, s€[ro, 11,

woraus sich ohne Schwierigkeit die Existenz eines Punktes (x, yo)E

[ro, rilX [ro, 1] ergibt, so daB p(¢; xo, o) fiir alle ¢ aus einem Intervall
positiver Liange verschwindet. Da die Dichte in @;:_a holomorph von der

ersten Variablen abhiingt, erhalten wir
(6.3) p(t; %0, ¥0)=0 fiir alle ¢>0.

Es gilt weiter fir h>0, f&€C, und 1>0
(6.4) TiRwf={ ™ Tioy f dr=("e 7,1 du.

Nun gestattet die Resolvente R, im Falle m,m;>0 die Darstellung

(R )= 6 33 DI My

mit dem Kern G(x, y; 2) aus (2.4), also folgt aus (6.4) leicht

mg G(s, yo; M) p(h; %o, s)dM(s)=e* S M (e %oy o) dt,

wobei das Integral auf der rechten Seite dieser Beziehung auf Grund von
(4.14) fiir 2>7 existiert. Wegen (6.3) und (1.9) ergibt sich p(h; xo, y)=0
fir alle >0 und y€ [ro, r1], was auf Grund der starken Stetigkeit der
Halbgruppe (7}) in C,, unmoglich ist. Damit ist das Lemma bewiesen.

Aus Lemma 6.2, [167], Satz 6.5 und der Tatsache, daB der Spektral-
radius p; des Operators 7; positiv ist (beachte Behauptung 2.4), ergibt
sich jetzt unmittelbar die
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Bebhauptung 6.1. Es sei womn1>0. Dann ist o; fiir t>0 ein einfacher
Eigenwert von T, und T;; beide Operatoven haben keine weiteren Eigen-
werte vom Betrag 0;. Das Eigenelement fo< C,: T, fo=0:f0 ist positiv, das
Eigenelement o€ CL: TiWo=0,¥, ist ein auf C, positives Funktional*®
Beide FEigenelemente fo und ¥o sind unabhingig von t; der Rieszsche
Projektor P (bzw. P’) auf den Eigenraum von T, (bzw. T}) zum Eigenwert
0: hat die Gestalt

Pr=" FNAN S0 (FEC

baw. P’W=S:1fo( VAFGT,  FeC.

Bezeichnet 1; den gr6Bten reellen Eigenwert von A4, in C,, so folgt
aus dem Spektralabbildungssatz ¢,=e™’ und Rel<A; fiir alle iibrigen
Eigenwerte 1 von A,.

Man sieht weiter leicht, daB ¥, beziiglich M absolutstetig ist mit der
Dichte

b= (" ples 1, A¥o(x)  (y €Lro, riD)

Auf Grund von Lemma 6.2 und der Positivitit von &, ist auch ¢,
positiv.

Entsprechend Satz 6.1 ergibt sich jetzt

lime™ T, f = S:lf(y)dgp'o(y)fo (f €Cw),

o0

tim e T =("fopavyrs  @ecy,

t o0

wobei diese Beziehungen gleichmiBig beziiglich aller f € C,, ¥ € C,, mit
[ fllc, =1, [|Z]|lc,=1 bestehen. Daraus erhalten wir leicht den

Satz 6.2. Ist mom,>0, so gibt es positive Funktionen fo, o€ Cn, so
daB gilt:

14) D.h, es gilt ¥o(f)>0 fiir alle fe €, mit f=0, f+0,
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" FPo)AM5) f o)
(6.5) a) lim f(Z‘th)(x)) :e—mgiz §
1= (Tr18) (y S g()Po()dM ()£ o(%)

fiir alle x, y €[ro, r1], f, g€ Cp mit S ' g&)o(y)dM(y)=#~0 und
reelles h; Beziehung (6.5) besteht gleichmiBig in allen f, g, x, y mit
1£len= 1 llgllenst wnd 0= | [ g0)po()aM ()| @0, betievig);

iy S Fo@d0E piaM ()
(6.6) b) llm——(T, Y")(A)—e .
o= (e (" fowrar @) poyramn
fiir alle Borelmengen I, A4 [ro, 11, 0, ¥ E€C), mit
Srlfo(x)dyf(x) gd Go(y)dM(y)=#~0 und rveelles h; Beziehung (6.6)
besteht gleichmaBig in allen O,¥, T, 4 mit ||0||c, <1, ||PlcL<1
und 8 < S fo(x)dW(x)Sdgbo(_y)dM(y)‘(6>0, belichig).

Folgerung. Ist mom1>0, so gilt fir beliebige x, y€ [ro, 1] und
Borelmengen I'y 4 C [ro, 11| mit M(4)>0:

NPV ) R CLUO)
imo—r22—t - =¢ 5
PO R D ) gots) am(s)

diese Beziehung besteht gleichmdBig in allen z, v, I', 4 mit § < 34 daM
(0>0, beliebig).

Wir bemerken schlieBlich, daB man mit derselben Methode auch
entsprechende Aussagen erhalten kann, falls die Randbedingungen zulissig
sind, die Voraussetzung m,7;>0 jedoch nicht erfiillt ist. Dabei hat man
gegebenenfalls x, y, I', 4 auf Teilbereiche von [r¢, r1] einzuschrinken, die

gewisse Randpunkte nicht enthalten.
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