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Sur la Condition Nécessaire du Probleme Mixte
Bien Posé pour les Systémes Hyperboliques
a Coefhicients Variables

Par

Kunihiko Kajrranr®

§1. Imiroduction

Dans cet article, nous traiterons les systémes hyperboliques du premier
ordre a coefficients variables. Notre but est d’envisager la nécessité de la
condition de Lopotinski, pour que le probléme mixte pour ces systémes soit
bien posé dans I’espace L? ou &. Dans le cas des coefficients constants,
dans [2] et [3] R. Hersh a prouvé que la condition de Lopatinski est
nécessaire et suffisante pour que le probléme mixte soit bien posé dans
I’espace &.

Nous considérons le probléme mixte du systéme suivant; R% ={x € R*,

%,>0},
Ll u(x, t)]=f(=x, 1), t>0, xRk,

(1.1) u(zx, 0)=g(x), x € Rk,
Plu(x’,0,)]=0(x', 1), t>0, x' € R*¥1,

o0& )

—~B(x,t) et A(x,t), j=1,..., k, et B(x,1t)

sont des matrices d’ordre m dont les éléments sont des fonctions suffisam-
ment réguliéres, et P(x’, t) une matrice a [ lignes et m colonnes de rang
I, d’élément suffisamment réguliéres. Nons supposons que A,(0,0) a la

forme suivante,
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A,(0, 0)= a, i
0 ay k1

Aoy

ol a;, j=1,2,..., p sont des nombres négatifs et a;, j=p+1,..., m, sont
positifs.

Nous supposons désormais que L est hyperbolique, a savoir que toutes
les valeurs propres de la matrice Z A (x, t)§; solent réelles pour tout
e R*—{0} et (x,t)eR¥X[O0, T_J, et que A,(x’,0,t) est non singuliére
pour tout (x’, £)ER*1x[0, T]. On considére la matrice suivante dépen-

dante des paramétres 4 complexes, ReA>0, et 7€ R*¥1,
B=1
M(xa i l, iﬁ):AEl(x’ t)(l_i Z Aj(xs t)nj)'
i=1

Alors il découle de I’hyperbolicité de L que pour tout 7€ R*¥ ! et 1 com-
plexe, Re 1>0, aucune des valeurs propres de M(x, t; 4, iy) n’est imagi-
naire pure. Donc, on a une matrice non singuliére N(x, ¢; 4, i7), dont les

éléments varient continQiment en (x, ¢; 4, i), telle que

M- *
N‘lMN=< >,
0 M

ot M~(x,t; R, 1iy) (resp. M*(x, t; 4, iy)) est une matrice d’ordre p (resp.
d’ordre m— p), dont les valeurs propres ont la paritie réelle négative (resp.
positive), p désigne ici le nombre de la valeur propre négative de 4,. On
décompose N=(N-, N*), o N~ (resp. N*) est une matrice 2 m lignes et

p (resp. m— p) colonnes.

Définition 1.1. On dit que (L, P) satisfait ¢ la condition de
Lopatinski, si les propriétées suivantes sont vérifiées,

i) I=p e

ii) la X1l matrice P(x', t)N-(x’,0, t; 4, i) est
non singuliere pour tout (x’,t)eR**x[0, T], A complexe, Re A>0 et
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7€ R¥1,

Définition 1.2. On dit que le probleme mixte (L, P) est bien posé
dans lespace L2, si pour tout f(1)e&HLAH)NEJ(HY), g=0 et h=0, il existe
une solution u(t)e&i(L2YNEY(HY) vérifiant (1.1) avec g=0 et h=0 telle
quw’on ait, T>0,

(1.2) lu(®)| = const. S;Hf(s)ﬂds, pour t&(0, T).

désigne ici la norme naturelle de L*(R%), H'=H(R*) [espace de
Sobolev et &2(L?) (resp. €¥(HY)), p=0,1,2,..., ast constitué des foncitions
p fois contindiment différentiables dans ’espace L? (resp. H?').

Nous allons maintenant énoncer notre résultat.

Théoréme 1.1. On suppose que le probléme mixte (L, P) est bien
posé dans Pespace L%. Alors il faut que la matrice P(x’,t) satisfasse la
condition de Lopatinski.

On va établir ce théoréme dans le paragraphe 2. Nous devons signaler
que récemment R. Sakamoto, [77], a dérivé la condition nécessaire, pour
que les équations hyperboliques d’ordre supérieur soient bien posées dans
l’espace L2?. Elle analyse dans [ 7] des éléments de la matrice de Lopa-
tinski. De plus, nous remarquons que dans [1] R. Agemi et T. Shirota
envisagent la condition nécessaire pour que les équations hyperboliques
d’ordre supérieur soient bien posées dans l’espace L2,

Dans le paragraphe 4, nous allons envisager la condition nécessaire,
pour que la solution du probléeme mixte (1.1) avec g=0 vérifie, au lieu de
(1.2) l'inégalite suivante, pour tout x> x,>0,

T T
(1.3) ﬂSoHe‘f"u(t)szt+S0<e"“u(t)>2dt

T T
< const. {71‘_ S ]je"ﬂ’f(t)”zdt-l—g <e‘f"h(t)>2dt},
0 0

ol la constante ne dépend pas de x. < -> désigne ici la norme frontiére
de L2(R*1).

Définition 1.3. On dit que P(x’, t) satisfait ¢ la condition uniforme
de Lopatinski, si les conditions suivantes sont vérifiées
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(i) p=l et
() Plx’, ) (N-x',0,t; 2, in) est non singulier pour tout
(%', )eR¥1x[0, T7], 7€ R* ' et 2 complexe, Re 2=0.

Théoréme 1.2. Supposons que la solution du probleme mixte (1.1)
avec g=0 soit vérifiée (1.3). Alors P(x’,t) satisfait @ la condition uni-
forme de Lopatinski.

Remarque. 1’évaluation (1.3) a été dérivée par O.K. Kreiss [ 37] sous
I’hyperbolicité stricte de L et la condition uniforme de Lopatinski. De plus,
dans le cas des coefficients constants, Kreiss a déduit que la condition uni-
forme de Lopatinski est nécessaire.

Le principe de la démonstration du Théoréme 1.1. et du Théoréme 1.2.
est le méme que la méthode de [ 5], ol 'on traite le probléme de Cauchy
bien posé dans I’espace LZ2.

Daus le cas m=2 dans les systémes (1.1) & coefficients analytiques, on
peut obtenir la condition de Lopatinski comme la condition nécessaire, pour
que les systémes (1.1) soient bien posés dans l’espace &, 3 savoir au sens
de la définition suivante.

Définition 1.4. On dit que le probléme mixte (1.1) est bien posé
dans lespace & au voisinage de [lorigine, si pour tout wvoisinage U de
Porigine on a un voisinage 2C U telle que pour tout fe C=(REX[0, T7),
g C=(RY) et he C=(R* 1 x[0, T) satisfaisant @ la condition de la com-
patibilité, il existe une solution unique u< CH(R) vérifiant

Llu]=f dans £,
(1.4) \ ul=o=g dans D=82n{t=0},
Pu|,,-o=nh dans G=82n{x,=0},
et
(1.5) lulo, o= const. {| gl p+ |fls,at Rlsc}s

o s étant un entier posifif, et ||, q, p=0, 1, 2,... désigne la norme
naturelle de C*(2).

Dans le paragraphe 5, nous allons considérer les systémes (1.1) dont
Aj(x,t), j=1,2,...,k, et B sont des matrices d’ordre 2 et les éléments
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des 4,(x,t), j=1,2,..., k, B et P sont des fonctions analytiques. De plus
A, et P ont la forme suivante,

a, 0
Ak=< >, 2,<0,a,>0, et

(1.6) 0 ay
P=(a, b), a(0, 0) 0,
respectivement.
On a alors

N

Théoréeme 1.3. Supposons que L et P satisfassent d toutes les con-
ditions énumérées ci-dessus. Si le probléme mixte (1.1) est bien posé au
sens de la Définition 1.3., alors P satisfait ¢ la condition de Lopatinski a
Porigine.

La méthode de la démonstration du Théoréme 1.3. doit a P.D. Lax {6 ].

§2. Préliminaires

Avant d’entrer dans la démonstration du Théoreme 1.1 et 1.2, nous
définissons une suite {c, ,(x’, )} des fonctions, qui jouera un role impor-
tant dans notre raisonnement qui suit. Soit a(x’, t)eCjy tel que supp
[Ca]JcR¥1x(0, T) qui vérifie

T
S S |a(x’, t)|2dx"dt=1.
0 JRE-1
Posons pour n et # des nombres positives,
b1 1 ) )
2.1) a, (x', t)=nia(n?x’, n2t) exp (x’-y°n+(u+io,n)e),

o 7°=@4,..., 73 )ER*1, 0, réel et x'-£0 signifie %69+ +x,-180_1.

On va introduire la norme sous la forme suivante,

o G (o

ott s=0,1,2,.., u(t)eCz(R*x[0, T]) et ||-|| désigne la norme de L2(Rk%).
De plus on définit la norme frontidre telle que pour ve C5(R* 1% (0, T)),

T
[u:lz,s=. Z S
i+i+ivl=s JO
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2.2) <v>,§,s=SRk | Asv|2d %’ dt,
olt s étant réel et I’opérateur A5 désigne par
o), 0= i 2+ 1), Ddodn,
R

ici A=p¢+1i0 et 9(y, ) exprime 'image de Fourier-Laplace par raport a

N

x’ et t, & savoir que
(s, /z)=g ey (!, 0 di’ .
R

Notons que, car s est un entier non négatif, la norme <v>Z définie par

(2.2) équivant a

T _ . 0 V 0 >v , 2 ,
t 40
i+j+§:l=s So SR’H e ﬂ( 0t ><0x’ v(a’s t)l dx'dt.

On définit les opérateurs F§-» et F*, j=1,2,..., k-1, par

{Fé”’”’u=(%—(ﬂ+i0'on))u’ et
(2.3)
LF](”) u =<a—i———in77]°)u, j=1s~"y k_19

ol n et u sont des nombres positifs, 7°=(%9,..., 73_;)ER* ! et 7, réel.
Dans ce qui suit, pour simplifier, nous écrirons F, et F; (j=1,...,k—1)
au lieu de F§-# et de F/™ respectivement.

Ceci préparé, on a facilement le

Lemme 2.1. Soit a, ,(x',t) défini par (2.1). Alors on a pour n et

U des nombres positifs arbitraires, #<n et pour s le nombre non négatif,

(1) <an,,u,>,u,,0=19
(i) <a,,,>, = const. n°,
(i) §:< %0, >, = const. nsg
ou on a éc;z;t t=xg,
(iv) <F{Ye, ,>, < const. n“%,
<F® a, > 2

us S const. n°*z,
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o toutes les constantes sont indépendantes de y et de n.

Preuve. (i) est évident d’aprés la définition de a, ,. (ii). On peut

écrire,

<ety,> 2 =12+ 191 12| a(ebg—n10), nob - p—ioom))|2dadr,
ol a(7y, ) est 'image de Fourier-Laplace. Cela entraine l’assertion (ii).
(iii). Puisqu’on a

<x;0, ,>? —n,‘li‘gl/l-l—lnllzsln% S 2(77 n79),

o
nUA—p—ioen))|2dody,
on peut obtenir (iii). Enfin, notons qu’on a
1,k

1.k 1 1
Fa, ,= n2'ie exp(ix’-7°n+(u+ioon)t)ax (n2x’, n2t),

on obtient (iv).
Dans la suite, on pose

k 1 1
2.4 B.(x', t)=nta(n2x’, n2t)e™.

Corollaire 2.1. La founction B,(x’, t) vérifie,
( i ) < ﬁ > 7,0 = 1
(ii) Z < 3> 1+Z<x iB,>,3 = const. n

2
(i) << o ),8 > 1< const. n,

ou toutes les constantes sont indépendantes de

8

§3. La Condition de Lopatinski

Dans ce paragraphe, nous allons établir le Théoréme 1.2. Pour cela,
nous utiliserons ’inégalité de ’énergie dérivé de I’inégalité (1.2).

Considérons le probléme mixte (1.1) avec g=0, c’est-a-dire,
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|/L[u]=f,
(3.1) I u|4—0=0,
Pu lxk=0=g'

Alors on a

Proposition 3.1. Supposons que le probleme mixte (L, P) soit bien
posé dans Pespace L%. Alors il exsite une solution du probleme (3.1) pour
tout feC5(REX(0, T)) et heCy(R**x(0, T)), supp [h] assez petit,
telle qu’on ait, pour ©>0,

(3.2) ulu], o= const. {[ f], 0+ <h>,1},

Dlus généralement, on a pour s un entier positif
8.3) #lu], < const. {[f ], s+ <h>, 1},
o const. est indépendant de L.

Preuve. Puisque le rang de P est constant et supp [ 4] est assez petit,
on peut construire une fonction ve H(R: x (0, T')) telle que

P’lek=0 =h, et
(3.4)

[v], 1= const.< h>ﬁ,_21.

De I’hypotheése il découle qu’il existe une solution w pour I’équation suivante
L{w]=f—L[v],
W] =9 =0,
Pw|,,-o=0,

et de plus on a

@< const. 1@+ ILLISIDds.

En le multipliant par e=#* et intégrant en ¢, on obtient, d’aprés ’inégalité
de Schwarz,
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#[w], o= const. {[ f1,o0+[v]. 1}

qui et (3.4) entrainent (3.2). Généralement, on remarque que A5u saitsfait

A

a
Ll Asu]=A, A4 f+ AL M, A5 u,
A;u | t=0 =0,

PA;U,lxk=0=|:A;, P]u]xk=0+A/‘ihs

ol M=A;1< gz —ZAJ-%) [M, As] et [45, P] sont des opérateurs
7

pseudo-différentiels d’ordre s et s—1 respectivement. Donc, en appliquant
(3.2) a A5u, on a (3.3).

Dans la suite, on considére le probléme mixte suivant,
‘ L u]=0,
(3.5) u|0=0,
Pul,,_o=h,

oil he C3(R*1x(0, T)) et supp [h] assez petit.
On a alors, en vertu de la Proposition 3.1.

Proposition 3.2. Supposons que (L, P) soit bien posé dans Iespace
L2, Alors la solution u du probleme wmixte (3.5) satisfait a

& k=1
(1) j;o [x;u], = const. {/rl]Z:]o <xh>, 1+ p? <h>, 1.}
on on a écrit t= x,,
= E=1
() X [Fjul,osconst. {7} <F;h>, 1+ p"2<h>,k 3},
=0 ' i=0 "2 "2

on les F; se définissent par (2.3), et toutes les constantes sont indépendantes
de n et p.

Preuve. (i), en multipliant (3.5) par x;, (j=0,1,..., %), on a

L[ x;u]=Qu,
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xjult=0=09
Plxul,,—o=x;h,
ol Q est un opérateur borné. En vertu de la Proposition 3.1, on a
[x;u],, < const. ,a‘l{<xjh>,‘_%+s+[u:|ms},
< const. {,Lt“l<xjh>,‘,%+s+,a"2<h>,‘,s+%},

oll on remarque que x;h s’annule pour j=£k. (ii), faisons opérer F; a
(3.5), on a

L Ful=B,u,
Fjull—’O:OD
P[Fju]lxk=0=FJh+Qu,

ot B;(j=0,1,..., k—1) sont des opérateurs différentiels du premier ordre

et un opérateur Q borné. Donc, compte tenu de (3.2), on a
[Fjul,o < const. 47 {<F;h>, 1+[u], 1+ <u>,1},
< const. ﬂ‘1{<th>pl%+[ujﬂ_1},
d’olt on obtient (ii), en utilisant (3.3).

Corollaire 3.1. Oxn a

k-1 a
-1 0 -2
ul.o < const. {ﬂ ]Z=]1< 9z, h>ﬂ'%+/z <h>m%} ,

N[/ 0 _ 0 _
(i) [<—@t——n>ul,o < const. {,u 1< W—n)h>ﬂ,%+ﬂ 2<h>,‘,%}.

Démonstration du Théoréme 1.1. D’abord on va montre que [=p. Suppo-

® &l

sons que /> p. On décompose

Pll’ P12>

Ple P22

P(0, 0) =<

olt P;; est une matrice d’ordre p. On prouve que P,;; est non singulier.
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Si P;; est singulier, on a la matrice T non singuliere d’ordre p telle que

R,
(3.6) TP, T = .
0..0

ot R, est une matrice & p—1 lignes et p colonnes. On pose

T 0

v= 1 u=Su.

Alors (3.5) s'ecrit

D e nSA- -
dx, v=n85410,08 "v+f,
3.7

P(O’ 0>S*11jlxk;0+¢=h;

¥ = -1 0 _ -1 _ -1 0
ot f=S(A - —n A0, 0)u—S4 S Ay

(DZ(P—P(O’ 0))ulx;¢=0'

On remarque que

68 s comst { BT +[(2 -]
+ Z [;ax ]n, } et
(3.9 <@>, o < const. Z <xu>,,

E=1
< const. {Z n~ Y2 x;ul, +nt2[xu], 0}.
i=0 '
On écrit v="(vy,..., V), Vpi1,-- s v,) =01, ). Alors on a
0D = A1 4 @,
Puisque toutes les valeurs propres de A, sont positives, on a

(3.10) <v@>2 4+ n[v@72 § < const. le AR
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Maintenant on choisit & tel que (T, 0)h=%(0,..., 0, hy, 0...0). Alors
compte tenu de (3.6), de (3.7), de (3.8), de (3.9) et de (3.10), on a

<hy>,0 < const. <vP>, o+ <p>, .,

< o (o B, <[], )

SR
17 Cajul,of,

d’olt ’on a en utilisant le Proposition 3.2 et le Corollaire 3.1 avec y#=n,

P} =1
(B.11)  <h,>,, < const. {n‘m(Z <x;h,>, 50+ 2 <~007h1,>
j=1 j=1 j n,

0 -
Wl p o mcio

k=l
+ n‘5’2<hl,>n,%+ n"1’221< xjh>,,,%}-
=

ol

On ici choisit h,=@8,(x’, t) défini par (2.4) comme h,. Alors, le terme a
droite de (3.11) se majore par comst. n~1'2 en vertu du Lemme 2.1 et du
Corollaire 2.1. D’autre part, le terme & gauche de (3.11) prend 1 d’aprés
(i) du Corollaire 2.1. Cela implique contradiction pour n assez grand. Ce
prouve ainsi que P,; est nonsingulier.

Maintenant nous revenons de nouveau au probléme (3.7). On décompose

S~ ly=u="(u®), u?), Alors (3.7) se récrit

) A"l 0 u
a—uzn ( > < > +f9
X 0 A3l e )

Py, Py, u(®
+o=h.
Py, Py, u® £5=0

Puisque P,; est non singulier, d’aprés (3.12) on a

(3.12)

h(2)=(p(2)+P22u(2)|xk:O+P21P511(h(1)—¢(1)—P12u(2)|xk=0),

d’oll, on peut évaluer, en choisissant h=(0,..., 0, 8,),
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<Bp>n0 Sconst. {<u@>, (+<p>, 0}

Notons que u(® satisfait a (3.10), de la méme maniére ci-dessus on a
I’inégalité (3.11). Cela implique une contradiction. Donc, on a montré
que I=p.

Ensuite, supposons que /< p. On décompose
P, 0)=(P,, Py),

N

ot P, est une matrice a / lignes et p colonnes. Puisque < p, il existe
un vecteur w="(w;,..., w,)#0 tel que

(3.13) Piw=0
On note que A,(0,0) a la forme suivante

ral' 0
-
|

a b |

Qpry
LO A

ot a;, (j=1,..., p), sont réels négatifs et a;, (j=p+1..., m) réels positifs.
On pose

A4,(0,0)=

P
u(x, t) =iZ=:1c,-nk/4 exp (e;lnx +nt)a(nt'?x’, nl'2t)e,,

ou e;=%(0,...,0,14,0...0), j=1,2,..., p sont des vecteurs dan R™. Alors
on a

(3.14) [uT0=2 loa;| 20,

En appliquant ( aax - ) a la fonction u(x,t), on a
k

0 _ —(4-1 41 0 K 0 . _
(= M)u=(470, 0= 47 (x, ) -u-+ 4 Z 45 u=f.

De plus (3.13), on obtient

Pulxk=0=(P(x’ t)—P(0, 0))ulxk=05h-
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Donc, de la définition de u(x, t), on peut évaluer,

[ f .o < const. n'/2, et
(3.15)
<h>, 12 < const. nl/2

D’autre part, puisque (L, P) est bien posé dans I’espace L2, on a, compte
tenu de (3.15),

1
[u]n,o é const. _n'{[f]n,0+ <h>n,l/2}5

< const. n~1/2,

qui n’est pas compatible avec (3.14) pour n assez grand. Cela prouve

que p=l.
Dans la suite, on va prouver que la propriété (ii) de la Définition 1.1,

c’est-a-dire,
dét PN~(x', t; 4, ig)#0

pour tout A complexe, Re 4>0, 7€ R*! et (x/,t)eR *1x[0, T].
Supposons que PN~ est singulier pour 45, Re 1,>0, 7°€ R*! et (x,, ¢o).
Pour simplifier, on prend (x,, £5) =(0, 0). On considére le probléme mixte
(3.5). On pose N71(0,0; 29, i) u=v="(v1,..., U}, Vjs1,..., V) =" (0D, v(2),
Alors (3.5) s’ecrit,
P M=(0,0; 4,4, 7% *
L

> v+f,
0 M+(05 O: Z0’ iﬂo)

(3.16)
P(Os O)N(09 O, }“0: i’?°)”[n=o+¢=h,

olt f et ¢ expriment,

F=N( M, 05—, 527 )= nMQ, 05 2o, 1), et

o=(P(z", 8)—P(0, 0))u | ,\~0,
respectivement. Nous notons que nous avons

(3.17) [ .0 < const. { j‘é‘o [xul, .+ ’Z;:[Fju],,,o} et
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k=1
(8.18) <@>, o = const. {JZ=:0 <x;u>, 0},

A

B k=1

-1/2 1/2 -1/2
const. {n jé:o[sztflﬁ_1+ n ;‘lo[xju]ﬂ,o—i-n Lu ], o}
La derniére inégalité peut se prouver de la maniére suivante,

T
<x;u>?,=—2Re So(e“/"(iju-l—Bu), e #xu) dt,

< const. {-LLMuTE o+ nlxu o+ [uTho}

Soit w le vecteur-nul a2 ganche de PN-(0, 0; 4,, i7°), c’est-a-dire
(3.19) w. PN=(0, 0; 4, i9°)=0.

Maintenant on choisit A tel que w.h=c, ,, qui se définit par (2.1). En
multipliquant par w le second terme de (3.16), d’aprés (3.19) on a

an,p:w'PN+(09 0; 4, iﬂo)v(Z)lxk=o+¢(2)a
d’olt ’on peut évaluer
(3.20) <y, >0 = const. {<v® > (+ <> o}

N

Puisque M*(0,0; 4,, i3°) a seulement les valeurs propres a partie réelle
positive, compte tenu du premier terme de (3.16), on obtient

<v@>2 4+ n[v@]2 ) < const. n I fP]2
qui et (3.20) entrainent
(3.21) <@y, >0 = const. {n V2L f, o+ <o®P> o}
On pose #=Re dy-n. Alors, d’aprés (3.17), (3.18) et Proposition 3.2, on

dérive de (3.21)
3k=1
(8.22) <a,,>, = const. {n2 jZ=:0(< xjac,,,,,>,h%+ <Fa,,>,1

-5/2
+n<lx,,>, D+ <, >, 5.
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Compte tenu du Lemme 2.1 avec #=Re Ayn, le terme a gauche de (3.22)

est égale 2 1 et terme a droite se majore par const. n3. Cela implique
une contradition pour n assez grand. Ce prouve le Théoréme 1.1.

§4. La Condition Uniforme de Lopatinski

Dans ce paragraphe, nous allons établir le Théoréme 1.2, qui, se prouve
de la méme facon que le Théoreme 1.1.
Nous supposons ici que (L, P) soit bien posé dans I’espace L? et de plus

la solution du probléme mixte suivant,
Llu]=f,
4.1) u]=0=0,
Pul,,-o=h,
vérifie (1.2) pour tout x>0, c’est-a-dire,
(4.2) HuT o+ <w>2o < const. {4 L fI2 0+ <h>Z0}

pour tout f€ CF(REx (0, T)) et tout A C5(R*1x (0, T)).
Il découle facilement de (4.2) que l’on a

Proposition 4.1. Supposons que (4.2). Alors il existe une constante
Us pour s entier non négatif telle que pour feCF(REX(0, T)) e¢ heCy
(R x(0, TY),

(4.3) lult +<u>L  <const. {¢ [ f2,+<h>Z}
pour U= u,.
Maintenant, nous considérons le probléme mixte (4.1) avec f=0, a
savoir,
Llu]=0
(4.9) u]4=9=0

\Pu|, —o=h.
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Alors on a

Proposition 4.2. Supposons que (L, P) vérifie I’évalution (4.2). Alors
la solution de (4.4) satisfait aux suivants

. E k=1 k=1 1
(i) # B el e+, <> < const, {jzzjo<x,.h>§,s+;<h>3,s}
pour tout p=pg, s étant un entier non négatif, et on a écrit x,=t,
= - ) r=1 L .
(ii) Jéoﬂ[Fju_;ﬁ,0+ <Fu>2, < const. {]Z=:0<th>ﬁ'0+ﬂ" <h>2,},

pour n=y, ow lon définit F; par (2.3).

Cette proposition se prouve par la méme maniére que le Proposition
3.2. Démonstration du Théoréme 1.2. Nous allons prouver ce théoréme
par contradiction. Supposons que dét (PN~) soit nul pour (xg, t,), et
(44, 7%), Re 1;=0. 1l découle du Théoréme 1.1 que la partie réelle de
2, est zéro. On écrit 4,=i0,. Pour simplifier notre resonnement,
supposons désormais que (xjp, £,)=(0,0). On pose

R(e)=PN~(0,0; e+1i0,, i), e=0.

Puisque les éléments des [V se constituent en des fonctions continues, R(e)
varie continliment en e&. Donc, de I’hypothése il découle que R(0) est
singulier. Soit ¢=(cy,..., ¢;) un vecteur-nul 3 gauche de R(0). On pose
w(e)=cR(e). Alors, par continuité, on a

(4.5) |w(e)| —0, quand £—0.

Maintenent, nous revenons de nouveau au probléme mixte (4.4). On
pose v=N"1(0,0; #/n+ic,, ip°)u=", v2). Alors, on peut écrire 2 la
maniére suivante

5 M=(0,0; #/n+ic,, in°) * _

oy " vtf,
k 0 M*(0,0; #/n+ig,, in°)

(4.6)

R(ﬂ/n)”(l) I 25=0 +PN+1)(Z) l 25=0 +o= h,

oll f et ¢ expriment
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. . 0 0
_ N1 . . v
f=N"10,0; u/n+ic,, 177°)<M<x, t,»aT, 0x'>
4.7 —nM(,0; u/n+ic,, i7°)u et
¢=(P(x/: t)—P(O’ O))ulxk=0

On ici choisit h tel que c.h=2c;h;=a, (x’,t) défini par (2.1). En
multipliant par ¢ le second membre de (4.6), on a

a,, =w(u/m)o|, _o+cPN*(0,0; #/n+ic,, in)v?|,,_o+c-0,
d’ou I'on peut évaluer
(4.8) <y >, 0= |w(u/n)| <v(1)>,‘,o+const. (<v(2)>,,,o+ <@>, 0,

ou const. est independant de x# et de n. En utilisant le premier membre

de (4.6), nous allons évaluer v‘®, qui satisfait 2
(4.9) (2 = nM*(,u/n)v(Z)—}-f(Z),

ot M*(u/n)=M*0,0; #/n+ic,, in°). Nous notons qu’il découle de
I’hyperbolicité de L que la partie réelle des racines caractéristiques de
M+(u/n) se minore par const. #/n. On a donc pour tout £ R!,

(4.10) | (i€ — M(z/n))7t| < const. (n/m)™ ' x (|&]+4)7".

On represente, du (4.9),

(4.11) v (x, 0, t)=%Sl(i§—M(ﬂ/”))_lf(Z)(f)df,

ol f({-‘) exprime I’image de Fourier par rapport a x,, a savoir,
J/‘\(Z)(S)=S:e“"‘k5f(2)(xk)dxk.

Compte tenu de (4.11) on a, en utilisant (4.10) et I’inéqualité de Schwarz,

<o®>, < const. (n/m)" a2 fP],0,

d’ol, on a en vertu de (4.9),
(4.12) <&, ,>, 0= const. {|w(u/n)|<u>,,

(/) f D0t <0 ok
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Notons que f et ¢ vérifient les inégalités (3.22) et (3.23) respéctivement.
Donc, on a finalement d’aprés (4.12) et Proposition 4.2,

=1
<y, ,>,0 = const. {|w(y/n)| <a,,,,‘>,,,0+.20< X0y, > 0
~=

1 1 k=1
+ /e—§<all,,u.>,u,0 + (’I’/ﬂ>m“lﬂ~2( ZO(< xjaﬂ,,u>p,0
Jj=

+<Fa, >, otut<a, >, 1},

qui entraine avec le Lemme 2.1
1 1
(4.18) 1 < const. {|w(x/n)| + (#/n)2+(n/w)m"'n2pu-1}.

On ici pose #=n? 1>0>(m—1+1/2)/(m—1+1). Alors puisque tend
vers zéro quand n—oo, (4.5) et (4.13) ne sont pas compatibles pour n

assez grand. Le théoréme est ainsi démonstré.

§5. Systémes d’Ordre 2 a Coefficients Analytiques

Dans ce paragraphe, nous traiterons le probléme mixte pour les sysémes
d’ordre 2 a coefficients anaytiques.

Nous supposons que A4;(x,t) soient les matrices d’ordre 2, et que
leurs éléments soient analytiques. De plus, supposons que P(x’,t) soit
analytique, et A,(x, ¢) et P(x’, t) aient les formes (1.6), c’est-a-dire,

a,(x, t) 0
(6.1) A(x, t)= < >,a1<0 et, a; >0, et
0 ay(x, t)
(5.2) P(x’, t)=(by(x', t), b2(x', t)), 6,(0, 0)#0.

Notre but de ce paragraph est de prouver le Théoréme 1.5 sous les
hypothéses ci-dessus. Nous utiliserons la méthode de Lax [3]].

Démonstration du Théoréme 1.5. Nous allons établir ce théoréme
par contradiction. Supposons que la fonction scalaire PN~ soit nul le pour
(x',0)=(0,0) et (X, 7)=(L4, 1%, Rely>0. Alors on va construire une
solution de (1.4), qui ne satisfait pas 2 (1.5) dans un voisinage de ’origine.
Posons la fonction cherchée u(x, ¢) sous la forme,
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N
— itz 30 Ui(, 1)
(5.3) u(x, t)=e j§=0 E oy A

n étant un entier positif, et /V assez grand.

Faisons opérer (68———M> a (5.3). On a
Xk

0
(3 =M Ju=nlle =ML, L))o,

(5.4) + Ail—%f{(l,k~M(l,, zy))uj+1+<3%—M>uj}em

i=0

nN

ot M, 1,)= A;l(l,—j;l A;l,). Pour définir I(x, ) et uo(x, £), on
considére la propriété de la matrice M(x, t; 4, iy) dans un voisinage de
(0,0, 45,%7°%). Puisque il découle de I’hyperbolicité que, pour Re 4 >0, la partie
réelle du valeur propre de M(x, ¢; 4, i9) ne s’annule jamais, et 4, a une
valeur propre positive et une valeur propre négative, M(x, ¢; A, i) a une
valeur propre a partie réelle positive, £*(x, ¢; 4, iy), et une valeur propre
a partie réelle négative, £*(x, ¢; 4,17). Notons que &X(x, t; 4, in) est
analytique en (x, ¢, 4,7%), Re A>0. On détermine I(x, ¢) par ’équation

(55) lg,,:E—(x’ t, lh lx')9 et

(5.6) U zmo=1lo(=’, 0),

ot l,(x’, t) est la condition initiale, qui sera déterminée dans la suite. Soit
vy (resp. w,) un vecteur-nul & droite (resp. a gauche) de ({,, —M(l,, [,7)).

On pose

(5.7 uy=0y,,

ott 0¢® est la fonction scalaire. Alors, u, vérifie
(5.8) (e — MLy, 1)) u=0.

Pour faire (5.4) annuler pour j=0, il est nécessaire que u, et n, soient

vérifiés
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(5.9) (s, — M(L,, lx»))u1+<ai—M)uo=o.
X
Puisque (I,,—M(l,, l,/)) est la matrice singuliére, (5.9) a une solution, si

le terme non-homogéne (i-—M>uo est orthogonal au vecteur-nul a droite

0x,
wy de (1, —M(,, 1,7)), cC’est-a-dire,

6 - >
(5.10) Wy (m M Uy
k-1
— 01— b0l + 5, 4,09+ b0 =0,

ol a;=wy A vy, bij=we-A"Av, et b=woo<a—i;—-M>vo, et ici on a
utilisé wy-vy=1. Soit u!{” une solution particuliere de (5.9).

On pose u;=u{®+0Vy, Alors u, et u, satisfont a (5.9).

De proche en proche, en posant au zéro les termes de la méme

puissance de n dans (5.4), on a les formes suivantes

(5.11) (Loa= (L Lt (= My =0,

pour j=1,1,2,.., N. Alors,de la méme maniére que u; on peut construire
u; tel que

(5.12) u;=uf®+0Py,,

ici 69, j=1,..., N vérifient

) k=1 .
(5.13) 08 =bi0f + 5, 0,08 = —wpe(50— M )uf?,
s=1 0x 2
ot u/” étant des solutions particuliéres de (5.11).
On peut chercher les solutions des équations (5.5), (5.9) et (5.13), en
utilisant le théoréme de Cauchy-Kowalevski.

Nous allons maintenant déterminer les conditions initiales telles que
(5.14) Pu;|,,o=0, pour j=0,1,..., V.

Pour cela, nous considérons PN~ au voisinage de (0, 0; 4,, 7°). Puisque
les racines caractéristiques de M(w, ¢; 4, iy) sont simples au voisinage de



282 Kuniaiko KanTant

(0’ 0’ 109 770)3 on a
&0
(5.15) N-1MN= )
0 ¢

Donc on peut poser N-=w,. Pour simplifier, on écrit r(x’,¢; 4, iy)=
P(x’, t)ve(%’, 0, ¢; 4, iy). Alors, de ’hypothése il décole que r(0, 0, 4,,

i7°) soit zéro.

Lemme 5.1. Pour (,, 7°) tel que r(0,0; 44, i9°)=0, on a
( aa/l r) 0, 05 A9, i7®) 0.

Preuve. Pour simplifier la notation, on écrit P,=P(0, 0), vo(d)=
1,00, 0; 2, i9°) et ro(A)=r(0,0; 2, i7°). On a égalité ry(1)=Pywv,(4).
Puisque v,(4) est le vecteur propre correspondant a la valeur propre £5(4)
=£(0, 0; 4, i°) de My(2)=M(0,0; 2, iy°), (5.15) se récrit

Mo(D)vo(2)=£5(1)vo(4).

En le dérivant par repport & 4, on a
(5.16) A0, 0)vo(2) + Mo(2)vo(2) =£5,()ve(4) +£5(A)ven(4).

Si ron(Ao)=0, d’aprés ry, (4,) =Pyvg (1), on a vy, (1) =awy(4,), ol & est
un scalaire. Donc, compte tenu de (5.16), on a la relation A~1(0, 0)vy(4,)
=£5(A)ve(4y). Donc v,(d,) est le vecteur propre et £3(4,) est la valeur
propre de 471(0,0). De la forme (5.1) de 4,(0, 0) il découle que vy(4,)
=1%(1,0). Dautre part, r,(1,)=Pywy(4,)=50,(0,0) ne s’annule pas de
I’hypothése (5.2). Cela implique une contradiction.

Il découle du Lemme 5.1 que l’on a une fonction 4(x’, ¢; i) analytique
en (x’,t,7) au voisine de (0, 0, 7°) telle que

(5.17) r(=', t; (%', t; i), i) =0.

Maintenant on va déterminer la condition initiale de I(x, ), solution
de (5.5). On choisit la condition initiale [,(x’,t), qui vérifie I’équation

suivante
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l()t(xli t)=l<x,1 Z, le'>’
(5.18)
Lo(x', 0)=ix'+7°.

Du théoréme Cauchy-Kowalevski il découle qu’il existe une solution de
(5.18). Alors on a d’aprés (5.17) et (5.18),

(5-19) onlxk=0=r(x/s Z, lon le’)s
=0.

Dans la suite, nous allons déterminer la condition initiale de ¢ telle

que
(520) u;O)lrk=0:05 (j=1,2,..., N)s

ot u/® étant la solution particuliere de (5.11). Pour cela, il faut et it
suffit que pour w,(x, ¢) le vecteur-nul a gauche de (¢¥(x, ¢, [,, ) — M(l,,
7)), on ait

0
wl'( _M)uj—llxk=0=0’

axk

ou en posant 69 "(x-, 0, )=0§ "V (x’, t), on récrit

. k=1 . ;
(5.21) ol 0+ 5 do g0+ dog ™ =0,

ici, dy=w, 43, d;=w,- A4, 4,0, et d=w1-( 0

0x,

w,v,=0. Notons qu’il découle de w,-v,=0 et de la forme de 4, que d,

—M)v0 et on a utilisé

ne s’annule pas. Donc, d’aprés le théoréme de Cauchy-Kowalevski, on peut
trouver la solution de (5.21).

Maintenant nous allons montrer que la fonction (5.3), dont nous avons
construit, ne satisfait pas a (1.5). On pose
(5.22) o=max Rel(x, t)=Rel(x,, t,) .

(z,DEQ

Notons qu’il découle du primier terme de (5.18) que la partie réelle de
1,(x, t) est positive dans £. Donc on a

(5.23) 0>p,=max Rel(x, 0).
x€D
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La fonction u(x, ¢) définie par (5.3) vérifie

(=)o (g er=s

Donc on a

(5.24) |f]s, e < const. n,\l,_s err.

De plus, la valeur initiale u(x, 0)(= g(x)) de u(x, t) satisfait a

(5.25) | gls,p < const. nsero™.

En vertu de (5.19) et de (5.20), on a

Pulxk=0:0.

D’autre part, d’aprés (5.22) on a

|uCro, )] = e uoCos 1) =0( ),

= const., er”.

Donc, il découle de (5.23) que u(x,t) ne satisfait pas a (1.5) pour n

assez grand et N=s+1. Cela prouve le Théoréme 1.5.

[1]
[2]
[31
[4]
[5]
[6]

[7]

References

Agemi, R. and Shirota, T., On necessary and sufficient conditions for LZ-well-
posedness of mixed problems for hyperbolic equations II. Jour. Fac. Sci. Hokaido
Univ., 22, (1972), 137-149.

Hersh, R., Mixed problem in several variables, J. Math. Mech. 12 (1963), 317-334.
————— , Boundary conditions for equations of evolution, Arch. Rational Mech.
Anal. 16 (1964) 243-264.

Kreiss, O.K., Initial boundary value problems for hyperbolic systems, Comm.
Pure Appl. Math. 23 (1970), 277-298.

Kajitani, K., A necessary condition for the L2-well posed Cauchy problem with
variable coefficients, J. Math. Kyoto Univ. 18 (1973), 701-711.

Lax, P. D., Asymtotic solutions of oscillatory intial value problems, Duke Math.
J. 24 (1957), 627-646.

Sakamoto, R., L2-well-posedeness for hyperbolic mixed problems, d paraitre.



