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Sur la Condition Nécessaire du Problème Mixte
Posé pour les Systèmes Hyperboliques

à Coefficients Variables

Par

Kunihiko KAJITANI*

§ 1 . Introduction

Dans cet article, nous traiterons les systèmes hyperboliques du premier
ordre à coefficients variables. Notre but est d'envisager la nécessité de la
condition de Lopotinski, pour que le problème mixte pour ces systèmes soit
bien posé dans l'espace L2 ou ^. Dans le cas des coefficients constants,
dans p] et p] R. Hersh a prouvé que la condition de Lopatinski est
nécessaire et suffisante pour que le problème mixte soit bien posé dans
l'espace £.

Nous considérons le problème mixte du système suivant; R$. = {

(1.1)

>(*', 0, 0>A(*', 0,

où L = -j-- S A;(x, 0 -/--£(*, 0 et Aj(x9 t\ ; = !,..., A, et B(x9 t)
(/ J> ï = 1 (/ OC j

sont des matrices d'ordre m dont les éléments sont des fonctions suffisam-
ment régulières, et P(xf ', t) une matrice à Z lignes et TTI colonnes de rang
Z, d'élément suffisamment régulières. Nons supposons que -^(0, 0) a la
forme suivante,
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al ^
a9 0

où a,j, j = l, 2,..., p sont des nombres négatifs et ay, j = p 4-1,..., m, sont

positifs.

Nous supposons désormais que L est hyperbolique, à savoir que toutes

les valeurs propres de la matrice Aj(x, £)fy soient réelles pour tout

feJÎ*-{0} et (#, £)eJ^x[0, îj/et que ^(^', 0, £) est non singulière

pour tout (^', £)eJR^~1x[]0, T]. On considère la matrice suivante dépen-

dante des paramétres /l complexes, ReA>0, et

Alors il découle de l'hyperbolicité de L que pour tout ^^Rk~l et /l com-

plexe, Re / l>0 , aucune des valeurs propres de M(x, t; 2, iij) n'est imagi-

naire pure. Donc, on a une matrice non singulière N(x, t; À, iif), dont les

éléments varient continûment en (x, t; À, iirf), telle que

où M~(x, t; À, irf) (resp. M+(x, t; À, if]}) est une matrice d'ordre p (resp.

d'ordre m — p), dont les valeurs propres ont la paritie réelle négative (resp.

positive), p désigne ici le nombre de la valeur propre négative de Ak. On

décompose N=(N~,N+}, où N~ (resp. N+) est une matrice à m lignes et

p (resp. m —p) colonnes.

Définition I.I. On dit que (L, P) satisfait à la condition de

Lopatinski, si les propriétées suivantes sont vérifiées,

i) l = p et

ii) la Ixl matrice P(x'', t}N~(xf, 0, t; 1, iy) est

non singulière pour tout (xr, £)eRk~ l xQO, T], A complexe, R e A > 0 et
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1*2. On dit que le problème mixte (L9 P) est bien posé

dans r espace L2, si pour tout f(t)^^}(L2)Ç\^Q
t(H

1}, g^O et A = 0, il existe

une solution u(t)<=g}(L2){~\gy(H1} vérifiant (1.1) avec g=0 et h = Q telle

qu'on ait, jT>0,

(1.2) \\u(t)\\ ^ consfc. llftsjllds, pour t e = ( Q 9 T ) .
Jo

||» || désigne ici la norme naturelle de L2(R^.)9 Hl = Hl(R^) l'espace de

Sobolev et $p
t(L

2} (resp. ^(Jï1)), p = Q, 1, 2,.. . , ast constitué des foncitions

p fois continûment dijférentiables dans l'espace L2 (resp. H1).

Nous allons maintenant énoncer notre résultat.

Théorème 1.1. On suppose que le problème mixte (L, P) est bien

posé dans l'espace L2. Alors il faut que la matrice P(x'9 t) satisfasse la

condition de Lopatinski.

On va établir ce théorème dans le paragraphe 2. Nous devons signaler

que récemment R. Sakamoto, [7], a dérivé la condition nécessaire, pour

que les équations hyperboliques d'ordre supérieur soient bien posées dans

l'espace L2. Elle analyse dans [7] des éléments de la matrice de Lopa-

tinski. De plus, nous remarquons que dans j^l] R. Agemi et T. Shirota

envisagent la condition nécessaire pour que les équations hyperboliques

d'ordre supérieur soient bien posées dans l'espace L2.

Dans le paragraphe 4, nous allons envisager la condition nécessaire,

pour que la solution du problème mixte (1.1) avec g=0 vérifie, au lieu de

(1.2) l'inégalité suivante, pour tout

(1.3) A (T \\e-" u(i)\\2dt+
o

rgconst.

où la constante ne dépend pas de /t. < • > désigne ici la norme frontière

de L2(Rk~l).

Définition l«,3o On dit que P(x'9 t) satisfait à la condition uniforme

de Lopatinski, si les conditions suivantes sont vérifiées
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(i) p = l et

(il) P(V, t}(N~xf, 0, t; À, iy) est non singulier pour tout

et À complexe, R

Théorème I020 Supposons que la solution du problème mixte (1.1)

avec g=Q soit vérifiée (1.3). Alors P(x' ', t) satisfait à la condition uni-

forme de Lopatinski.

Remarque. L'évaluation (1.3) a été dérivée par O.K. Kreiss Q3] sous

l'hyperbolicité stricte de L et la condition uniforme de Lopatinski. De plus,

dans le cas des coefficients constants, Kreiss a déduit que la condition uni-

forme de Lopatinski est nécessaire.

Le principe de la démonstration du Théorème 1.1. et du Théorème 1.2.

est le même que la méthode de |J5], où l'on traite le problème de Cauchy

bien posé dans l'espace L2.

Daus le cas m = 2 dans les systèmes (1.1) à coefficients analytiques, on

peut obtenir la condition de Lopatinski comme la condition nécessaire, pour

que les systèmes (1.1) soient bien posés dans l'espace <?, à savoir au sens

de la définition suivante.

Définition 1.4. On dit que le problème mixte (1.1) est bien posé

dans l'espace ê au voisinage de l'origine, si pour tout voisinage U de

l'origine on a un voisinage Qc.U telle que pour tout /ŒC'00(JÎ5-XQO, î7]),

g^C°°(Rk
+} et h<=C°°(Rk-lx[jd9 TJ) satisfaisant à la condition de la com-

patibilité, il existe une solution unique u&Cl($) vérifiant

(m.u~}=f dans $5

(1.4) u\t=0 = g dans D =

=Q = h dans G =
et

(1-5) Ho.n^const. i\g\,fD+\f\..*+\h\..G},

où s étant un entier posifif, et [• \PIÛ, p = Q, 1, 2,... désigne la norme

naturelle de

Dans le paragraphe 5, nous allons considérer les systèmes (1.1) dont

J(X, t}, / = !, 25 . . .9 k, et B sont des matrices d'ordre 2 et les éléments
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des Aj(x, t), j = l, 2,..., k, B et P sont des fonctions analytiques. De plus

Ak et P ont la forme suivante,

/«i 0 \
Ak = ( }9 al<0,a2>0, et

(1.6) \ 0 a2 /

P=(a9b), a(050)^09

respectivement.
On a alors

Théorème 1.3. Supposons que L et P satisfassent à toutes les con-

ditions énumérées ci-dessus. Si le problème mixte (1.1) est bien posé au

sens de la Définition 1.3., alors P satisfait à la condition de Lopatinski à

r origine*

La méthode de la démonstration du Théorème 1.3. doit à P.D. Lax JJ5].

§28

Avant d'entrer dans la démonstration du Théorème 1.1 et 1.2, nous

définissons une suite {ccnj^x'', £)} des fonctions, qui jouera un rôle impor-
tant dans notre raisonnement qui suit. Soit a(x\t}^.C^ tel que supp

xCO, T) qui vérifie

Posons pour n et y des nombres positives,

É 1 1
(2.1) OLn^(xf, t) = n*a(n*xf, n2t)exp(ix'°i}°

où ^^(^-..^-OeJS*-1, (T0 réel et *'°f° signifie

On va introduire la norme sous la forme suivante,

2

où s = 09 1, 2,..., M(*)eCj(lîîx|lO, O et ||*|| désigne la norme de L2(Rk
+).

De plus on définit la norme frontière telle que pour #G C^(Rk~1 X (0,
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(2.2)

où 5 étant réel et l'opérateur À^ désigne par

ici A=ju + iff et v(y, 1} exprime l'image de Fourier-Laplace par raport à

%' et t3 à savoir que

v(y* <î) = \ e-ix'">-™v(x', t)dx'dt.
JR*

Notons que, car 5 est un entier non négatif, la norme < v > 2
f i t S définie par

(2,2) équivant à

ni - *Jo J5*-i -'* dxr dt.

On définit les opérateurs F(
Q

n>*} et Fjw)
9 j = 1, 2,..., A-l, par

Qnju9 et

(2.3)

7" u =( ® -f^)ttf ;=!,..., A-l,
\ (/^Uy /

où n et /^ sont des nombres positifs, ^° = (^ î 9 . - - 5 ^E-i)e i?*"1 et <T0 réel.

Dans ce qui suit, pour simplifier , nous écrirons F0 et Fj (y=l,..., 4 — 1)

au lieu de F^^ et de Fjw> respectivement,,

Ceci préparé, on a facilement le

Lemme JLIL Soit an> ^(x\ t) défini par (2.1). ^4/ors on a pour n et

IJL des nombres positifs arbitraires^ /j. ̂  n et pour s le nombre non négatif ^

(O <«»^>^o = l»
,> l f^ const. ns

9

(iii) S <^^»f/,>/,.*^ const.

(iv) <ir^ / i)aw>/i> /4)S^ const.

> a « l > i S ^ const.
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où toutes les constantes sont indépendantes de IJL et de n,

Preuve, (i) est évident d'après la définition de ccni/t. (ii). On peut

écrire,

où â(y, À} est l'image de Fourier-Laplace. Cela entraîne l'assertion (ii).

(iii). Puisqu'on a

+|?H

on peut obtenir (iii). Enfin, notons qu'on a

+

on obtient (iv).

Dans la suite, on pose

(2.4)

Corollaire 28I0 La fonction &n(x'9 t) ver i fie ̂

( ii ) L < 7 5 r /?. 1 + < «A > ». f ^ const. ny=i \o>Xj / '2 j=o J '2

(iii) /(-ê- - »)^»\.l ̂  const. n,
\\ (/t / / 2

ow fowfes 7^5 constantes sont indépendantes de n.

§3e La Condition de Lopatinski

Dans ce paragraphes nous allons établir le Théorème 1.2. Pour cela9

nous utiliserons l'inégalité de l'énergie dérivé de l'inégalité (1.2).

Considérons le problème mixte (1.1) avec g = Q, c'est-à-dires
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(3.1) tt|,-0=0,

Alors on a

Proposition 3.1. Supposons que le problème mixte (X, P) soit bien

posé dans r espace L2. Alors il exsite une solution du problème (3.1) pour

tout /e CQ (J£* x (0, T)) et AŒCjCR^xCO, 21)), supp [A] assez

(3.2) /4XUo^ const.

^/^s généralement, on a pour s un entier positif

(3-3) /4>IU.^ const.

o^ const. est indépendant de y.

Preuve. Puisque le rang de P est constant et supp \J\\ est assez petit,

on peut construire une fonction vŒH1(R^x(0, T)) telle que

k=0 = h, et
(3.4)

De l'hypothèse il découle qu'il existe une solution w pour l'équation suivante

w|»=o=0 ,

et de plus on a

\\w(fy ^ const.

En le multipliant par e~^* et intégrant en t, on obtient, d'après l'inégalité

de Schwarz,
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/*OIU o ^ const.

qui et (3.4) entraînent (3.2). Généralement, on remarque que Â^u saitsfait

à

où M = Àkl- -- EAj-- [M, A£\ et [_A*,P~1 sont des opérateurs
\ Ot 0 OC j /

pseudo-différentiels d'ordre 5 et 5 — 1 respectivement. Donc, en appliquant

(3.2) à A*pU, on a (3.3).

Dans la suite, on considère le problème mixte suivant,

(3.5)

où heCQ(Rk-lx(Q, T)) et supp [A] assez petit.

On a alors, en vertu de la Proposition 3.1,

Proposition 3B2e Supposons que (L, P) soit bien posé dans respace

L2. Alors la solution u du problème mixte (3.5) satisfait à

(i) ioD^i.^const.{^

où on a écrit t~%§,

(ii) Ç* pF>IUoâ const. {//

oà /^5 jFy s^ définissent par (2.3), e^ toutes les constantes sont indépendantes

de n et ju.

Preuve. (i)9 en multipliant (3.5) par xj9 (/ = 05 1,..., i)9 on a
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où Q est un opérateur borné. En vertu de la Proposition 3.1, on a

OyzO^, ^ const. #-l{<Xjh> ,,.1+, + [>]*}>

^ const. {#-l<Xh>tti

où on remarque que %jh s'annule pour j = k. (ii), faisons opérer Fj à

(3.5)? on a

où Bj(j = Q, 1,..., A — 1) sont des opérateurs différentiels du premier ordre

et un opérateur Q borné. Donc, compte tenu de (3.2), on a

[*>:Uo ^ const

const /t,

d'où on obtient (ii), en utilisant (3.3).

Corollaire 3.I* On a

const-
const-

Démonstration du Théorème 1.1. D'abord on va montre que £ = /?. Suppo-

sons que l>pa On décompose

/ Pli, Pl2 \
P(0,0) =

\ -Pzi» -^22 /

où Pn est une matrice d'ordre p. On prouve que Pn est non singulier.



LES SYSTÈMES HYPERBOLIQUES 271

Si PU est singulier, on a la matrice T non singulière d'ordre p telle que

( R° \0.6) rpnr-i = \o ... o /

où R0 est une matrice à p — 1 lignes et p colonnes. On pose

/ T 0

v — u = Su,

Alors (3.5) s'écrit

d^kl>~ v^nSA-^WS 'v + f,

(3.7)

9 doù f=S(A~l—~ 7iA~l(Q, 0))w — SÀ~l 2 A;-^—u et,/ v «* v » y/ ^ n l - v .-f

On remarque que

(3'8> C/1,0 ^ const. { i IxA, +\U>-n\~\
(j=o L\ vt / Jw,o

n_ Q s' const. < *,- « > .. o
J=o

(3-9) _

^ const.

On écrit v = t(vl,..., vp, u i ) f l , . . . , vw) = '(t;(1), v(2)). Alors on a

t/2) = re^V2)+/(2).

Puisque toutes les valeurs propres de A+ sont positives, on a

(3.10) <« (2 )>? ; ,o + ̂ f(2)]2..o ^ const. J-C/C^2,,,.
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Maintenant on choisit h tel que (T, 0)A = '(0,..., 0, hp, 0...0). Alors

compte tenu de (3.6), de (3.7), de (3.8), de (3.9) et de (3.10), on a

* const.

d'où l'on a en utilisant le Proposition 3.2 et le Corollaire 3.1 avec fi = n,

(3.11) <ht>Ht0 < const. ^" 3 / 2 s <*A>». 3/2

On ici choisit hp = @n(x', t) défini par (2.4) comme hp. Alors, le terme à

droite de (3.11) se majore par const. n~112 en vertu du Lemme 2.1 et du

Corollaire 2.1. D'autre part, le terme à gauche de (3.11) prend 1 d'après

(i) du Corollaire 2.1. Cela implique contradiction pour n assez grand. Ce

prouve ainsi que Pn est nonsingulier.

Maintenant nous revenons de nouveau au problème (3.7). On décompose

S-lv = u=t(u(l\ u(2)). Alors (3.7) se récrit

(3.12)

Puisque JPn est non singulier, d'après (3.12) on a

d'où, on peut évaluer, en choisissant & = (0,.. .S0,
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Notons que u^ satisfait à (3.10), de la même manière ci-dessus on a

l'inégalité (3.11). Cela implique une contradiction. Donc, on a montré

que l^p.

Ensuite, supposons que l<p. On décompose

où Pl est une matrice à l lignes et p colonnes. Puisque l<p, il existe

un vecteur w = *(w l5...5 Wp)=t=Q tel que

(3.13)

On note que ^/(!(0, 0) a la forme suivante

4 0\

^(0,0) =

\ 0

où ay, (/ = !,..., p), sont réels négatifs et aj9 (j = p + l...9 m) réels positifs.

On pose

où ey = *(05..., 0, y", 0...0), y = l, 2,..., p sont des vecteurs dan Iîm. Alors

on a

(3.14) Mlo

En appliquant f-^ -- M\ à la fonction u(x, t), on

De plus (3.13), on obtient
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Donc, de la définition de u(x9 t), on peut évaluer,

C/D» o ̂  const. ri112, et
(3.15)

l2 ^ const. n112.

D'autre part, puisque (L, P) est bien posé dans l'espace L2, on a, compte

tenu de (3.15),

Ol,o ^ const.— {C/lf0+ <*>,,, 1/2}*n

^ const. n~112,

qui n'est pas compatible avec (3.14) pour n assez grand. Cela prouve

que p = L

Dans la suite, on va prouver que la propriété (ii) de la Définition 1.1,

c'est-à-dire,

pour tout A complexe, Re / t>0 , 7j^Rk~l et (x'9 t)<=R k ~ 1 x [ j d , T~].

Supposons que PN~ est singulier pour A0, Re À0>09 yQŒRk~l et (xQ3 t0).

Pour simplifier, on prend (#09 ^0) = (0, 0). On considère le problème mixte

(3.5). On pose N~\Q9 0; A0, *V)M=i; = '(f;1,..., i;/8 t;/+1,..., O=V1}. ^(2))-

Alors (3.5) s'écrit,

9 / Jlf-(0,0; J0, 'VO * \
-^T2; = ?l ^+/>
^^ \ 0 M + (0 ,0 ;^ 0 , ii») )

(3.16)
P(09 0)7V(09 0; J0, i^v\X

où / et cp expriment,

;^i^u9 et

respectivement. Nous notons que nous avons

(3.17) C/1.0 ^ const.
.7=0
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(3.18) <?>„ o ̂  const. {*% <xju>/l 0},

const. {»-!'2S [>,«:! i+» 1 / 2 E C*y«i o + rc-1/2[>:Uo}.y = o - • ' - ' • • y = 0

La dernière inégalité peut se prouver de la manière suivante,

CT
< * y t t > J f 0 = - 2 R e \ (e~^(MxjU + Bu), e'^Xju) dt,

£ const.

Soit w le vecteur-nul à ganche de PN~(Q, 0; ^0, ^°), c'est-à-dire

(3.19) w. PN-(0, 0; A0, ̂ °) = 0.

Maintenant on choisit h tel que w.h = an>^ qui se définit par (2.1). En
multipliquant par w le second terme de (3.16), d'après (3.19) on a

+(0, 0; A0, ïW2)|,t

d'où l'on peut évaluer

(3.20) <«,.„> ft0 ^ const. {<« (2)> / J,0+

Puisque M+(0, 0; /10, iy°) a seulement les valeurs propres à partie réelle
positive, compte tenu du premier terme de (3.16), on obtient

, 2J.o ^ const. n

qui et (3.20) entraînent

(3.21) <Un,»>^ ^ const. {«-1/2C/^,o

On pose ,«=:ReA0-7i. Alors, d'après (3.17), (3.18) et Proposition 3.2, on

dérive de (3.21)

(3.22) <«„,„>„.,> ̂  const. {n^Z«Xjaaifl>
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Compte tenu du Lemme 2.1 avec # = Re/l0 t t , le terme à gauche de (3.22)

est égale à 1 et terme à droite se majore par const. n~2. Cela implique
une contradition pour n assez grand. Ce prouve le Théorème 1.1.

§4. La Condition Uniforme de Lopatinski

Dans ce paragraphe, nous allons établir le Théorème 1.2, qui, se prouve
de la même façon que le Théorème 1.1.

Nous supposons ici que (L, P) soit bien posé dans l'espace L2 et de plus

la solution du problème mixte suivant,

(4.1)

vérifie (1.2) pour tout #>0, c'est-à-dire,

(4.2) /O02.o+<K>io ^ const'

pour tout /e CjCRi x (0, 71)) et tout h^C^(Rk~lx(Q, T)).

Il découle facilement de (4.2) que l'on a

Proposition 4.1. Supposons que (4.2). Alors il existe une constante

{As pour s entier non négatif telle que pour f(= CQ(R*I. X (09 T)) et

(4.3) fcuft. s+<u>ls^ const.

pour y^tts.
Maintenant, nous considérons le problème mixte (4.1) avec /=09 à

savoir,

(4.4)
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Alors on a

Proposition 4928 Supposons que (L9 P) vérifie révolution (4.2). Alors

la solution de (4.4) satisfait aux suivants

,*< const. E < *,h >l . + -
y-O l./ = 0 /*

wtt entier non négatif ~, ^ on a écnY A;O = ^S

(ii) Z1AL^^,o+<^^>^o ^ const. {1

pour n^ju, où l'on définit Fj par (2.3).
Cette proposition se prouve par la même manière que le Proposition

3.2. Démonstration du Théorème 1.2. Nous allons prouver ce théorème

par contradiction. Supposons que dét (P7V~) soit nul pour (x'Q, £0), et
(^ O J ^°) 3 Re ^o^O. Il découle du Théorème 1.1 que la partie réelle de

A0 est zéro. On écrit ÀQ = i(î0. Pour simplifier notre resonnement9

supposons désormais que (x'Q, ^0) = (0, 0). On pose

R(e) = PN~(09 0; e + iffQ, i?°), e^O.

Puisque les éléments des 7V se constituent en des fonctions continues, R(s)

varie continûment en e. Donc, de l'hypothèse il découle que J?(0) est

singulier. Soit c = (c l5...5 c/) un vecteur-nul à gauche de jR(0). On pose
w(è) = cR(s). Alors, par continuité, on a

(4.5) |w(e)|-»0, quand e->0.

Maintenent, nous revenons de nouveau au problème mixte (4.4). On

pose v = N~1(Q, 0; jU/n + io~0, ÎTJQ)U = (V(I\ t;(2)). Alors, on peut écrire à la
manière suivante

9 I M-(0, Q

(4.6)

où / et <p expriment
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/=tf-i(0, 0;

(4.7) -raJlf(0, 0; ju/n + iff^ iyQ)u et

On ici choisit A tel que c.h = Icihi-=an>fl(x
l ', t) défini par (2.1). En

multipliant par c le second membre de (4.6), on a

+(0, 0;

d'où l'on peut évaluer

(4.8) <aHift>fti0^\w(ju/n)\<v^>lt

où const. est indépendant de ju et de TZ-. En utilisant le premier membre

de (4.6), nous allons évaluer v^2\ qui satisfait à

(4.9) *;(2) - nM^(jU/n)v™ +/(2)
9

où M+(ju/n) = M+(Q, 0; /i/n + i(î0, iy0). Nous notons qu'il découle de

l'hyperbolicité de L que la partie réelle des racines caractéristiques de

n) se minore par const. ju/n. On a donc pour tout

(4.10) (Ïf-Jlf^»)-1! ^ const. (n/ji)»-'x(\Ç\ +A)"1.

On représente, du (4.9),

(4.11) t/2)« o, 0=^5"-(^-^(A/»))-1/(2)(0^

où /(£) exprime l'image de Fourier par rapport à xk, à savoir,

Compte tenu de (4.11) on a, en utilisant (4.10) et l'inéqualité de Schwarz,

<v™>^ const.

d'où, on a en vertu de (4.9),

(4.12) <««.,,>„. o^ const. {|
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Notons que / et ç vérifient les inégalités (3.22) et (3.23) respectivement.

Donc, on a finalement d'après (4.12) et Proposition 4.2,

const. _
y-o

y=o

qui entraîne avec le Lemme 2.1

(4.13) 1 ^ const. {\w(fi/n)\

On ici pose ju = ns, l>d>(m — l + l/2)/(m — l + l). Alors puisque tend

vers zéro quand n,-»oo, (4.5) et (4.13) ne sont pas compatibles pour n

assez grand. Le théorème est ainsi démonstré.

§5o Systèmes d'Ordre 2 à Coefficients Analytiques

Dans ce paragraphe, nous traiterons le problème mixte pour les sysèmes

d'ordre 2 à coefficients anay tiques.

Nous supposons que Aj(x, t) soient les matrices d'ordre 2, et que

leurs éléments soient analytiques. De plus, supposons que P(x\ t) soit

analytique, et Ak(x9 t) et P(x', t) aient les formes (1.6), c'est-à-dire,

/ ai(x, 0 0 \
(5.1) A(x,i)= , »i<0 et, a2>0, et

\ 0 a2(x, t) ]

(5.2) P(x'9 t} = (bl(x', t), b 2 ( x f , 0), &i(0, 0)^0.

Notre but de ce paragraph est de prouver le Théorème 1.5 sous les

hypothèses ci-dessus. Nous utiliserons la méthode de Lax £3],

Démonstration du Théorème 1.5. Nous allons établir ce théorème

par contradiction. Supposons que la fonction scalaire PN~ soit nul le pour

( x f , i ) = (Q,fy et (A, T?) = (A0, 97°), ReA 0 >0 . Alors on va construire une

solution de (1.4), qui ne satisfait pas à (1.5) dans un voisinage de l'origine.

Posons la fonction cherchée u(x, t) sous la forme,
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(5.3) u(*,0 = e"'-""i;-^ 3

n étant un entier positif, et 7V" assez grand.

Faisons opérer (-= -- Mj à (5.3). On a

(5.4)

-
où M(lt3 lv) = Âl1(lt — ̂ à Ajlx). Pour définir I ( x 9 t) et UQ(X, t)9 on

y=i 3

considère la propriété de la matrice M(x9 t; À, iy) dans un voisinage de

(09 0, A05 77°). Puisque il découle de Thyperbolicité que, pour Re À >0, la partie

réelle du valeur propre de M(x, t; A, iij) ne s'annule jamais, et Ak a une

valeur propre positive et une valeur propre négative, M(x3 t; Ày ifi) a une

valeur propre à partie réelle positive, f+( x, t; À, iiff), et une valeur propre

à partie réelle négative, Ç+(x, t; A, i-q). Notons que ^(x, t; A, iif) est

analytique en (x, t, A, ̂ ), Re/ l>0. On détermine I ( x 9 t) par l'équation

(5.5) l*t = S-(x,*,ltJ,'), ^

(5.6) l\Xk=0 = lo(x',t),

où lQ(x'9 t) est la condition initiale, qui sera déterminée dans la suite. Soit

VQ (resp. WQ) un vecteur-nul à droite (resp. à gauche) de (lXk — M(lt9 ^'))-

On pose

(5.7) u0 = (T(0V

où tf(0) est la fonction scalaire. Alors, UQ vérifie

(5.8) (lXk

Pour faire (5.4) annuler pour y = 05 il est nécessaire que HI et nQ soient

vérifiés
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(5.9) V*t

le terme non-homogène f-~ -- M JuQ est orthogonal au vecteur-nul à droite
\

Puisque (lXk — M(lt, l^)) est la matrice singulière, (5.9) a une solution, si

le terme non-homogène f-~ -- M J
\ 0^ft /

w0 de (Z, f c-Af(Zf, /*')), c'est-à-dire,

(5.10) ^.(^L-M)^

* ) = 0,

où al~WQ^A Iv0, bj = wQ-À~] AjVQ et i = M > 0 - ( ~ -- -Mjï'o» e^ ici on a

\ (/A;^ /
utilisé w0*v0 = l. Soit iti0) une solution particulière de (5.9).

On pose itj = u{°} +(T(1)t;0. Alors wx et it0 satisfont à (5,9),

De proche en proche, en posant au zéro les termes de la même

puissance de n dans (5.4), on a les formes suivantes

(5.11) (l,t

pour 7 = 1, 1, 2,..., N. Alors, de la même manière que u1 on peut construire

Uj tel que

(5.12) Uj=u}

ici ff(j\ j = l,...9N vérifient

(5.13) **- btffp + 'b.

où MJO) étant des solutions particulières de (5.11).

On peut chercher les solutions des équations (5.5), (5.9) et (5.13), en

utilisant le théorème de Cauchy-Kowalevski.

Nous allons maintenant déterminer les conditions initiales telles que

(5.14) pUj\Xk=Q = Q, pour ; = 0, !,..., JV.

Pour cela, nous considérons PN~ au voisinage de (0, 0; 10, T?°). Puisque

les racines caractéristiques de M(x, t; ^, iy) sont simples au voisinage de
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(0, 0, J0, 9?°)9 on a

/ ?+ ° \(5.15) N-1MN=[
\ 0 S' I

Donc on peut poser N~ = v0. Pour simplifier, on écrit r(x\ t; À9 iy

P(x'9 t)vQ(xr
9 0, t; A, ifj). Alors, de l'hypothèse il décole que r(0, 0,

n?°) soit zéro.

50I0 Pour (/10, ̂ °) te/ que r(0, 0; ^05 i^0) = 0, on a

Preuve. Pour simplifier la notation, on écrit P0 = P(Q, 0), tf0W
 =

w0(0, 0; ;, »V) et r0(J) = r(0, 0; A, 17"). On a l'égalité r0W = P0»oW-

Puisque v0W
 est 1e vecteur propre correspondant à la valeur propre £ôW

= f-(0, 0; A, }^°) de M0(A) = M(0, 0; A, i^°), (5.15) se récrit

En le dérivant par repport à À, on a

(5.16) ^(0, 0)t;0(^) + M0(Vv0W = f ïx(^)

Si rox(^0) = 0s dsaprès rox(20) = P0t;oX(^o)J on a vox(A0) = ai;0(A0), où a est

un scalaire. Donc, compte tenu de (5.16)9 on a la relation À~l(09 O)VO(ÀQ)

= £ 0(^0)^0(^0)' Donc v0(^o) es^ ^e vecteur propre et f"jj(^o) es^ ^a va^eur

propre de -4"1(0, 0). De la forme (5.1) de Âk(Q, 0) il découle que t;0(^o)

= f(!90). D'autre part, r0(^0) = P0î;0(^0) = 61(05 0) ne s'annule pas de

l'hypothèse (5.2). Cela implique une contradiction.

Il découle du Lemme 5.1 que l'on a une fonction A(x'9 t; if]) analytique

en (x'9 t, y) au voisine de (09 0, T?°) telle que

(5.17) r(x'9t;l(x',t;iiï9iiiï = 0.

Maintenant on va déterminer la condition initiale de /(#, ^), solution

de (5.5). On choisit la condition initiale I 0 ( x f , i)9 qui vérifie l'équation

suivante
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Z0,O', o = ̂ O', *,/„*-),

Du théorème Cauchy-Kowalevski il découle qu'il existe une solution de

(5.18). Alors on a d'après (5.17) et (5.18),

(5.19) Pv0|, t_0 = r(*',f, I 0 i , l 0 x ' ~ ) ,

= 0.

Dans la suite, nous allons déterminer la condition initiale de ff^ telle

que

(5.20) uj»'|,.-o = 0,(; = l,2,...,^),

où i£J0) étant la solution particulière de (5.11). Pour cela, il faut et it

suffit que pour w^x, t) le vecteur-nul à gauche de (g+(x, £, lt, lx') — M(lt,

/,'))> on ait

ou en posant ff^-1^*/, 0, O^o7"1'^'. 0» on récrit

(5.21) dkff£-"

ici, djfe = w1
9^4^1î;0, dj = w^Àl1Àjv0 et d = w1 .f-^ -- -M)i;0 et on a utilisé

'

W1-v0 = 0. Notons qu'il découle de ti;1-t;0 = 0 et de la forme de Àk que rf^
ne s'annule pas. Donc, d'après le théorème de Cauchy-Kowalevski, on peut

trouver la solution de (5.21).

Maintenant nous allons montrer que la fonction (5.3), dont nous avons

construit, ne satisfait pas à (1.5). On pose

(5.22) p = max ReZ(#, t) = Rel(x0, *0) .
(*, f)ea

Notons qu'il découle du primier terme de (5.18) que la partie réelle de

I t ( x 9 £) est positive dans û. Donc on a

(5.23) p>p0 = ma_x Rel(x9 0).
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La fonction u(x, t) définie par (5.3) vérifie

Donc on a

(5.24) |/| g

De plus, la valeur initiale &(#, 0)(= g(oc)) de w(#9 £) satisfait à

(5.25) \g\,,D ^ const- nsep*n.

En vertu de (5.19) et de (5.20), on a

Pu\Xk=Q = Q.

D'autre part, d'après (5.22) on a

^ const. e*"1.

Donc, il découle de (5.23) que u(x9 t) ne satisfait pas à (1.5) pour n

assez grand et N=s + l. Cela prouve le Théorème 1.5.
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