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Sur les Problemes Mixtes pour
Equation des Ondes
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Mitsuru IKAWA*

§1. Introduction

Soit @ un domaine de R"={(x,,...,x,); x;eR} dont la frontiere
S est compacte et indéfiniment différentiable. Considérons le probleme

mixte
0%u & 0%u _
Cu(x, 5 = -=Z| o [(x, 1) dans @x 70, T[
Bu(x, t) = +d( ) —g(x, 1) sur Sx 10, T[
(1.1)
u(x3 O) =llo(x)
% (00 =, (x)
ol g—f:— (x) et v(x)=(v,(x), v5(x),..., v,(x)) est un vecteur

réel 1ndcﬁmment dlﬁ'erentiable défini sur S. On suppose que v(x) est
toujours transversal par rapport a S, C'est-a-dire, si l'on désigne la
normale extérieure unitaire de S par n(x)=(n,(x), ny(x),..., n,x)) il a
lieu

(1.2) v(xX)n(x)= ﬁjl v{(x)n(x)#0 sur S.

Est-ce que la condition (1.2) serait suffisante, si I'on prend d(x)=0,
pour que le probléme mixte (1.1) soit bien posé au sens de C®?

Communiqué par S. Matsuura, le 15 juin 1974.
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Ici, on dit que le probléeme mixte (1.1) est bien posé au sens de
C* quand pour toutes les données {u,, u,, f, g} satisfaisant a la condition
de compatibilit¢ d’ordre infini (1.1) admet une solution unique u dans
C>(@x[0, T]) et pour chaque t,e[0, T] lapplication {ug, u,, f, g}—u
est continue de C®(R)xC2(Q)x C>(Qx[0, to])x C*(Sx[O0, t,]) dans
C>(Q %[0, t,]).

La condition de compatibilit¢ d’ordre infini pour les données {uy, u;,
f, g} signifie qu’il a lieu

ou _ org
avl' +d(xX)uyy = < (x,0) sur S

pour p=0, 1, 2,..., ol u,(x), p=2,3,... sont définies par récurrence par
la formule

up(x)=gu,,(x)+ g::—_zzf(% 0).

A propos de la question posée tout a I’heure, ou de savoir si le
probléme mixte (1.1) est bien posé au sens de C® sous les conditions
de d(x)=0 et de (1.2), la réponse est négative en général. Nous avons
montré dans [4] et [5] que, au cas de n=2, on peut trouver un exemple
d’un domaine Q et d’un vecteur réel v(x) défini sur 0Q tel que le proble-
me mixte (1.1) n’est pas bien posé au sens de C*®.

Le domaine Q construit dans [5] est convexe, compact et a la
frontiére indéfiniment différentiable. La méthode de construction de Q
et de v(x) n’est pas difficile mais nous ne pouvons pas dire que Q, lui,
est un domaine de la forme simple.

Dans cet article, nous allons montrer que, au cas de n=3, on peut
trouver des exemples de Q et de B en forme trés simple pour lesquels
le probleme mixte (1.1) est mal posé au sens de C*.

Théoréme 1. Soit Q un domaine de R3 compact et convexe dont

la frontiére S est indéfiniment différentiable et contient
So={xeR3; x{+x3=1, |x3]=1}.

Etant donné v(x) un vecteur réel indéfiniment différentiable défini sur
S vérifiant sur S, la condition suivante:
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X 0(x)+x,05(x)=a#0

(1.3)

X102(X) = X0, (x)=b

L v3(x)=c

ot a, b, c sont des constantes réelles. Alors, a la condition
1.4) d(x)=d sur Sy

pour d une constante réelle, le probléeme mixte (1.1) n’est pas bien
posé au sens de C* si

(1.5) JbZ+cr>dz — (JbP+c?, d2+cr#0.

D’aprés le théoreme 1 il est immédiat de voir que pour I'opératcur
frontiere B vérifiant (1.3), au cas de d(x)=0, le probleme mixte (1.1)
n’est pas bien posé au sens de C® si c¢#0.

Comme on I'aperecevra tout de suite par la méthode de démonstra-
tion du théoréme, le probleme (1.1) est mal posé au sens de C® au
cas que le domaine @ soit convexe et que 02 contienne un ouvert de
S, ou B satisfait a (1.3), a (1.4) et a (1.5).

Nous allons démontrer le théoréme | dans les paragraphes 2 et 3.
En ce moment la, la méthode de Ludwig [8] pour construire des solu-
tions asymptotiques & unc caustique convexe joue un role essentiel.

Considérons le cas ou Q={xeR3; x}+xi<l]. §il a lieu (1.3) et
(1.4) pour tout x;eR on peut caractériser les constantes {a, b, ¢, d}
pour lesquelles le probleme mixte (1.1) est bien posé. Nous le con-
sidérerons brieévement dans le paragraphe 4.

§2. Construction des Solutions Asymptotiques de l’ﬁquation des Ondes
(@apres la méthode de Ludwig [8] pour ’expansion asymptotique

b

uniforme 3 une caustique convexe)

D’abord introduisons I’espace SP(D). Etant donnés D un domaine
et p un réel. w(x; k)e S?(D) signifie que pour tout k=1 w(x; k) ap-
partient 3 C®(D) et que {k™Pw(x; k); k=1} est borné dans C=(D).

Notons que si wix; k)eS™(D), j=0,1,2,... et po=p;=--

[1\%
v

P
P,+1-—>—00, on peut trouver we SPo(D) telle que pour tout j
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j—1
w— > w,eSP(D).V
=0

Dés maintenant nous désignons un point de R3 par (x,y,z) au
liew de (x4, x5, x3). Dans ce paragraphe en suivant Ludwig [8] nous
cherchons une solution de I’équation des ondes sous la forme suivante:

2.1 u(x,y,zt; k)=exp{ik<0(x, y)+Cz+\/£k— —Tt— \/»lk——c—t»

T

2
X {go(x, Vs 2z, t; kK)V(p(x, y)k3)

1

1
ik3

2
+ g%, p, 2, 15 k) V%pu,nkw},

ou g;€ SP(R*), i=0, |, { et T sont des constantes réclles telles que
(2.2) 1= /1+(2,

el V(z) est la fonction d’Airy.?
Nous prenons 6(x, y) et p(x, y) des fonctions a valeurs réels in-
définiment différentiables de fagon qu’il ait lieu

(2.3) p(x, )=0  sur x2+y2=r}

2.4 VO +p(Vp)*=1

2.5) yovp=0,

ou V= ox oy ) Dés maintenant A signifie Laplacien par rapport a
est-a-di 02 02

(x, y), c’est-a-dire, W_'_W .

Notons que les fonctions vérifiant (2.3)~(2.5) s’écrivent pour (x, y),
x2+y2>r3 comme suit: désignons par (r, w) les coordonnées polaires
de I'espace (x, y), c’est-a-dire,

X=rCosw

y=rsinw,

1) Voir, par exemple, Hormander, le théoréme 2.7 de Pscudo-differential opcrators
and hypoelliptic operators, Proc. Symp., on singular integrals, Chicago, 1966.
2) Voir, A. Erdélyi, Asymptotic expansions, Dover Publ., New York, 1965, page 94.
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alors quand rzrg

wiN

3 —_— -
p= [3{\#2 =73 —Arc cos '—r°~H _

Posons

K T

Y(x, y, z,t; k)=k<()+Cz+ \71/—2—‘”— \—/IT it>

Appliquons [ a4 u(x, y, z,{; k) donnéc par (2.1) ct nous avons,
cn utilisant les propriétés de la fonction d’Airy

V'(z)+-V(2)=0
V"(z)+zV'(2)+ V(z)=0,
(2.6) —exp(—iy)u

=—k2Vg,[(F0)2+ p(F p)*]

5
~ g L0+ 0 p)]

Fik3V go2[F0-Fpl4+Kk3 Vg, 2[70- 7 p]
+ihVI2P0-Vgo+A40-go+2pVp-Vg,

+pdp- g+ p)*g,]
FKSV2Pp-Pgo+Ap-go+2P0 Vg, +A40-g,]

_1
+V-Ago+ik 3V'Ag,

+UU+VENYgoV + —-g.7")

1
IK3

20+ ) Woyt 1 iy

ik3
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_<—i(kt+\/75%—>>2<goV+ ;% glV’)

l

+21(k1+\/k CX %0 4 ﬂi% o, V')

0%go _ 0%g, 1 (d%g, _ 6291) ,
(G -G+ i\ e )

Donc si 'on pose
eX) g% v, 7, = T kP hgu(x, poz, 5 k) i=0, 1,
jz0

g:;€SO(R*), grice a (2.2), a (2.3), a (2.4) et a (2.5), pour que Ju=0
soit satisfait asymptotiquement, il suffit que g;; vérifient pour tout j

(2.8) 270-Vgo;+40-go;+2pVp-Vgy;+pAp-g,;+(Vp)g,;

0go; 0doj 4 1
+2C7#+21 i + P Joj

0doj-1 { 0g0; 1 =
+2 0; +2= - a; t[]gOJ_Z—O

2.9) 2Pp-Vgoj+A4p-go;j+2F0-Vg,;+40-g,;

g, ; d
+2¢ gzl1+2r g“ +—— g1,

0g1j-1 § 0g1j-1 _; =
+2 621' +21 6:‘ i0g4;-2=0.

Pour trouver {go; g;;} successivement, d’abord considérons le systeme

suivant:

(2.10) 2P0-Vho+A40-ho+20Vp-Vh +pdp-h,+(Vp)*h,
4200 aho +20 00 +-Lho=1o

2.11) 2Vp-Vho+A4p - hy+2F0-Vh +A40- hy

L Y
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En posant H={hy, h,} et F={f,, fi} nous désignons (2.10) et (2.11)
par

(2.12) ZH=F.
Soit I',, un cylindre {(x, y, z, t); x2+y2=r3}. Etant donné un point
(X0s Yo» Zo» to)€y,.  Une droite

{<x0+ Yoy yo—2og 2o+, t0+1:l>; —oo<l<oo}
ro ro

est tangente & I',, en (X, Yo, Zo, to)-
Pour chaque point P=(x, y, z, t) tel que x2+y2>r3 il existe un et
un seul point (xq, Yo, Zo, to) de I',, tel qu’il a lieu pour certain 1<0

(xo 200, yo= 204, 204U, totl)=(x, 7, 2,).
ro l'()

Désignons ce point (X, Yo, Zo» to) €I, par Q(P) et la droite passant P
et Q(P) par L(P).

Quand on écrit P=(r, w: z, t) il signifie que (x, y) s’exprime en les
coordonnées polaires, a savoir,

P=(rcosw, rsinw, z, t).
Et nous décrivons aussi g(x, y, z, t) par g(r, w: z, t), C’est-a-dire,
g(r, : z, )=g(rcosw, rsinw, z, t).

Pour P=(r, w:z,1) et W=(wo, 2o, t;) on désigne par P;y le point
(r, o—jwg: z—jzg, t—jto).
Pour H={hy, h,} posons sur p(x, y)=0

HE=hy(x, y, z, )+ \/p(x, Nhy(x, y, z, 1).

Lemme 2.1. Soit r;>ro. Pour Hg(ry, w:z,t)e C°(I',) quelconque
il existe une fonction appartenant a (C*(R*))?2 avec les propriétés
suivantes:

(2.13) H (x, y, z, )y=Hj(x, y, z, 1) sur T,

(2.19) LH=F dans {(x, y, z, t); x2+y?=r3}
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(2.15) supp Hn {(x, y, z, 1); x2+y2 =13}
c{L(P); PesuppHg UsuppF n {p=0}}.

Et plus, si F=0, en posant

(2.16) W,=(¢n (V1?2 =15+ /r1—18), (> —r§+ ri—r3))

\ r
ou (p,=Arccos—ri +ArccosLl?—, pour tout P=(r, w: z, 1), r=ry, on a
1

2.17) H*(P)=c(r, ry, ro)H5(Pw,)

ou c(r, ry, o) est une constante positive déterminée par r, ro et r.
Démonstration. Puisque pour M une constante positive arbitraire,

on a

9P 20y>0 i |p|SM,

or

nous pouvons prendre 6 et p comme un systtme des coordonnées de
Pespace (x, y). En utilisant (2.5) on a

Pu=(r)2.9%
Po-ru=(70)2 2

Fu=(F )2 0%
Pp-Pu=(Fp) '

Si Pon pose n=./p dans {(x,y, z, 1); x2+y2=r3}, on déduit de (2.10)

(2.10)’ 2(70)2

0hq . 2 Onhy .
20 +40-ho+2(Fp) an +ndp-nh,

ohy
0z

ohg

+2LEZ0 42050 o=

Multiplier (2.11) par 5 et on obtient
@.11)’ 2(Vp)2—‘931’n—°— +ndp-ho+2(70)2 2150 1 Ag-nn,

onh, onh, i _
+2¢ 7z +21 o +—T—2—}1h1—1]f1.
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Puisque HX*=h,+nyh,, de (2.10)" et de (2.11)’ on déduit

+ +
(2.18)* 2(V9)26H +2(Pp +2r 61;12 +2r ag

)2 0H*
on
+(A9inAp)Hi+—Ti2~Hi=Fi
Rappelons que F0, Pp, 40 et Ap sont des fonctions indéfiniment

différentiables de 6 et de n2. D’apres (Fp)?=cy,>0 pour tout |g|=
1
M?Z, si 'on prend

n=/p(rycos, ry sin w) (=11

comme le plan initial, (2.18) admet une solution unique H™(y, 0, z, 1)
(—oo<n< o) pour la donnée initiale

H~(n,, 0, z, ) =H5(r,, %0: z,0).

En tenant compte de la forme des coefficients de (2.18) et de F*, si
I’on pose
H+(’77 95 z, I)=H—(—’7= 9’ z, 1)
H* vérifie (2.18)*. Donc
ho(n, 0, z, )=H*(n, 0, z, )+ H~(n, 0, z, 1)

hy(n, 0, z,0) =71(H+(11, 0, z,0)—H (1, 0, z, 1))

satisfont a (2.10)" et & (2.11)’. D’autre part il existe hyo, 0, z, t) € C°(R%)
telles que

hi(rlz, 6’ Z, t)=ﬁi(rla 99 z, t), l=0’ 1

Alors on voit immédiat que H={hy(p, 0, z, 1), hy(p, 0, z, 1)} satisfait a
(2.14).

Notons que (FO+ \/ pVp,(,T) est constant sur L(P) parce que
(FO+/pPp)?+({2=1% Donc si F=0, puisque H* est une solution de

270+ p7p)7 H=+20 P 400 O
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+(40+/p dp)HE + {Z—Hi =0

(2.17) déduit de la définition de H*.
Nous etendrons H dans {p<0} de sorte que H appartienne a
C*(R*). C’est possible parce que HeC®R*n{p=0}). c.q.f.d.

Etant données Gjo(r;, w: z, t; k) e S°(I,), r;>7o, j=0, 1, 2,... en ap-
pliquant le lemme 2.1 on peut obtenir successivement G(x, y, z, t; k)=
{90j> 91,3 de fagon que

Gi(ry; w: z, )=Gjo(ry, 0: 2, 1)

et qu’ils vérifient (2.8) et (2.9) pour j=0, 1,..., dans {p=0} en posant
G_,=G_,=0. Donc il existe G={g,, g,} €(SP(R*))? telle que

N i N

gi(xa Y9 Z, l; k)_ Z k zgij(x’ y, Z, t; k) ES 2(R4)'

j=o
Alors pour la fonction u définie par (2.1) avec {g,, g,} ci-dessus il a
lieu
(2.19) Ou e S™=(R%).

En effet, (QueS™*(R*n {p=0}) se déduit immédiat du fait que (2.8)
et (2.9) sont vérifiés dans {p=0}.
Notons que pour tous j=0 et N>O0 il existe une constante C;y>0
telle que
0G ; { 0G;_,

Jj=1 42> —i L ZC; N
0z +_r ot ZDG’_21=C’NIPI ’

ZG;+2

Cela se déduit de G;e C°(R*) et de

0G;-y , 5L 86,

0z T Ot

ZLG;+2 —i[Gj-,= dans {p=>0}.

Notons que 'on a pour p<0
51 3

Vipk )=—2_\/—1}'(—Pk )""'e'(z’a"'"—”"(I+0<-%(_pk%)-2/3>)

lorsque k—oo (Erdélyi, page 94). En utilisant une estimation
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2 — —-21 2 2 — \2!
e‘“s’"f’"(—p)’|=‘<lk> e‘i’—!’"<——k\/—p> ‘
3 3
sk=2iC,,

on obtient [queS™(R*N {p<0}) de la forme de [Ju et du comporte-
ment asymptotique de V(pk%). Donc (2.19) est démontré.

Si I'on utilise le comportement asymptotique de V(pk%) pour p>0
(Erdélyi, page 94) on obtient, en posant

ot =k<9i %p%>+kgz+\/%z—kn—\/ﬁ %z,

2 2
(2.20) u=-cxp (iy) {goV(pk3) + ‘lil g.V'(pk3)}
1K3

=ut+u-,
ou
-1 — _1
(2.21) Zrt=p-a(got/pg)=p 2G*,

et Z*te SP(R*). Par la mémc sorte nous avons

. 1 )
uj=exp(l¢)<90jV+ i gle)
ik3

1
=k -%i{eiw*<zy+ 1 Z;)

—qt -
=ujtuj.

Alors il est évident que
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(2.22) ur=73% kP~ ] uf asymptotiquement .
iZ0

Supposons que 0<ro<1 et { sont des constantes rélles vérifiant
(2.23) —aJT=r3+bro+c{—dJT+{Z=0.

Etant donnée

(2.24) m(w: z,t; k)= exp {ik(row + Cz+\/1_k« z—Tt— \/—1__7{%0}

X Zok’l‘%mj(w: z,t; k),
iz
mj(w: z, t; k)e S°(I';). Supposons que
(2.25) supp m; < {(w, z, t); t=ty} .

Nous allons construire une fonction u(x, y, z, t; k) telle que

(2.26) Clu e S~=(R%)
(2.27) Bu=—meS™(I)
(2'28) Suppuc{(x, Vs Z, t); t;to}-

D’abord notons que

(2.29) do*
D’apres (2.20), (2.22) et (2.29)

L p-se-% exp (ip~)

r=1 =2\/

Bu~

[

E|

x ¥ kp-%[{ik(—a\ﬂ 4 bro+ el —dv)
p2

+i\/?<c— _‘?T_>} (Z;-+ ~klZ;>+<BZ; + %BZF)J .

Donc on obtient (2.27) pourvu que
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I
D) L
(2.30) D 3 -+

W] —
Il
Q

et que

2.31) i(c - d%)z;

=2\/Ee""/‘*{mj—i(c—a’%)(BZ;_l

r=1
+BZ7 542,

pour j=0, 1, 2,... Supposons

(2.32) c-—d—i— £0.

Alors puisque

nous pouvons trouver en récurrence G;={go; g,;},Jj=0, 1, 2,... vérifiant

(2.8), (2.9) et (2.31). Alors on voit immédiat que u(x, y, z, t; k) définie

par (2.1) avec les G; construites au-dessus satisfait a (2.20), a (2.27) et a (2.28).
Drapres (2.20)

Bu*

r=

=exp(ipt) i k‘l‘%“ll {ik(a\/l—r%+br0+c§~—(lr)
j=0

— C)l( + +> ( F+ _1_ —”‘+>.|
+iyk(e—a i (25 + 124 )+( B2+ | B2 .
Donc on a pour k—wo

di

Bu* ~7\/% exp (i(p*)k’”% dia\J1-rjea Z§.
r=1 Z

D'autre part en appliquant a G, le résultat (2.17)

ZE§(P)=c(ro)Zo(Pw)
- c(ro){z(c - d—5>}~1 27 ¢ % mo(Py)

ou
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W=(2arc cosrg, 20 /1713, 21 /1—r}).
Donc nous avons

Proposition 2.2. Soit

B=a—a~+b 0 +c 0

9
o e +d

0z ot

Etant données ry, { des constantes réelles telles que O0<ro<1 et que

—a\/1=r}+bro+cl—d /1+{*>=0.

Prenons une fonction de C®(I'y) de la forme

m(w: z,t; k)= exp {ik<r0w+6z+ Z 1t ——I——£t>}

Jk Jk T
xkin(w: z, t; k),

ou neSlry) et n—ny(w: z, t)eS‘% pour une certaine fonction ng(w:
z, t)ye C=(I',).
Alors il existe une fonction u(x, y, z, t; k) de la forme (2.1) satis-

faisant a
Ou e S~(R*%)
[Bu=—m],., €S™™(Iy)
et a
(2.33) suppu n {p=0} <. S\ﬂjpp mL(P) .
Et plus
(2.34) Bu*|,.,= exp {ik(r0w+Cz+\7%—_—tt—:/l—??t }

1
x k™ 2p,(w: z, t; k)
ou ny eSO('y) et

ny(P)—c(ro)(—2a\/1—r} )(c—d C>—1nO(PW)eS‘%(I'1) .

T
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§3. La Démonstration du Théoréeme 1

Soit Q,={(x, y, z, 1); x2+y?<1}. Nous nous plagons sous les
hypothéses de la proposition 2.2 sur Dopérateur frontiere B et des
constantes r, et .

Etant donnée
, 1
(3.1 m(w: z,t; k)= exp {zk<r0w+Cz+\~/%—rt—:/T%t>}

xn(w: z, t),
ou n(w: z, t)e C=(I'y) telle que
3.2) suppn(w: z, Hc{(w, z, t); 0St=¢gy}
3.3) n(0: 0, g/2)=1.

Appliquons la proposition 2.2 & m(w: z, t; k) de (3.1). Alors il
existe uy(x, y, z, t; k) satisfaisant a

Oug € S™(2;)

[Bug—m],=, € S™(I"y)

Bu§ | =y =exp (ig*)(kmo + )
ol

mo(P)=con(Py),

co=—c(ro)2a/1—r (c - d%)u1
et

Hige SO(I",).
Nous avons

suppug N R, <, N {01527 /1—rd+g,}

et
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supp Bu}

c {2t /1=r3 <12t/ T=r3+eo} .
1

=
Appliquons encore la proposition 2.2 a —[Bu}l,-,. Il existe une
fonction u, vérifiant

Cu, € S™(Q,)
[Bui+Butl,=,€S™(",)
et
[Buil,=1=exp(ip™)(km, + i)
ol
m,(P)=c§n(P,y),
i, e SI(T,).
Et nous avons aussi
suppu, N 2, <@, N {2t /T-r3<t<4e/T—r§+e}
supp [Buil, -, = {41 /T-r<t1<4t /113 +eo}.

En répétant cette procédure nous obtenons uj, j=1,2,... avec les

propriétés suivantes:
Ou; e S™*(Q,)
[Bui_,+Buj],-,€S8™(y)
[Bu}‘],.=1=exp (ip™) (k%—l—mj+rﬁj)
ol
3.4 r”j(P)=c{)+1n(P(j+1)W)’
;e S%(F,),
suppu; N @y < {2jr/I—r§<t<2(j+ 1) /T—rd+e}.

Fixons g, de sorte que 0<so<r\/ l—r3. Définissons u(x, y, z, t; k)
par
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C’est bien possible parce que pour tout (x, y, x, 1)eQ, au plus deux u;
ne sont pas nulles. On voit immédiat

Cu e S™(Q,)
[Bu—m],—,€S™{;)
suppun Q,={t=0}.
D’autre part dans un voisinage de
Pi=(1, (j+1Dgo: 2(j+ DL /T=13, 2(j+ Dt /T=r})
u s’exprime
u=uz+ 2 u.
i<
Et plus
J .
Ui ~exp(ip )k 2 eyt my(P)
J J-1
| Y u|=Ck 2,
=0

Donc on obtient grice a (3.3) et & (3.4)

o
sup lu(x, y, z, t; k)| Zcht1kz.
21n{0St=2(j+1)ty 1-r3+eo}

Donc nous avons

Proposition 3.1. Supposons que 0<ryo<l1 et { vérifient
—a\/I=r3+bro+cl—d\/1+(*>=0.

Alors pour une fonction m(w: z, t; k) donnée par (3.1), (3.2) et (3.3)
on peul trouver une fonction u(x, y, z, t; k) satisfaisant a

Ou e S™(Q,)

[Bu—m],- € S™(I',)
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suppu N Q, = {20}

by

et a

1 t
(3.5) sup [u(x, y, z, 15 b)| 2(cok?) (T V)
2,:n[0,t0]

Nous nous mettons a démontrer le théoréme 1 annoncé dans I’in-
troduction. Avant tout, admettons le lemme suivant, dont la démonstra-

tion n’est pas difficile.
Lemme 3.2. Supposons que des constantes réelles b, ¢ et d vérifient
Jb2+er>d= — (/b2 +c2, d2+c2#£0.

Si b'd=0, pour tout n entier positif on peut trouver des constantes

réelles r, et {, telles que

1—L<r,,<1 <I——1—<—r,,<1 si b-d<0>
n n

—a\J1—r2+br,+cl,—d/1+{2=0

{

—d—=2_#0.
c d\/H_C'%#

Supposons que le probléeme mixte (1.1) soit bien posé au sens de
C» sous la condition (1.5). Alors d’aprés la définition pour toute {m,
f1eC% (Sx(0, to]) x C¥(Q % (0, to]) il existe une solution unique u(x, y,
z, ) e C*(Qx [0, t,]) vérifiant

Ou=f dans Qx[0, #,]

Bu=m sur  Sx[0, t5]
ou
u(x,y,z,0)= -a—t—(x, y,2,0)=0

et pour tous te[0, t,] et {0, 1,2,...}* il existe des constantes C,, N,

telles que

(3.6) ﬁi‘g(l;’ i [D*u(x, y, z, OIS Co{lmly,sx0,i1F | fIn,ax10,11) 5
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ou

|m|y,sxpo,e= sup | D*m]| .
la| =N

(x,y,z,t?eSX [0,1]

D’aprés (1.5) le lemme 3.2 est applicable. On voit que {{,; n=
1,2,...} est borné et {,—{, lorsque n—oco. Supposons' que pour tout n

1——1—<r,,<1.
n

Quand 1——’1;<—r,,<1 il suffit de remplacer les role de u* et de u-
dans les considérations jusqu’a la proposition 3.1.
Prenons t0=% et N=N(y,0,0,0 Choisissons n de fagcon que

1/2
3.7. —1>2N+1,
(3.7 2J1T=rZJ1+(32 *

cela est possible puisque r,—1, {,—{, lorsque n—co. Avec cet n définis-
sons une fonction m par

. 1 <
m(w: z,t; k)= exp {zk(r,,w +lpz+ e — Tl — —__"t>}
JVEk Jk T
xn(w: z, t; k)

ou

(3.8) suppnc{(, z, 1); 0<t<t, JI—=rZ, |z|<|l,|/T—rZ}.

En tenant compte de la définition de S nous pouvons considérer
m(w: z, t; k) comme une fonction définie sur Sx[0, o). L’application
de la proposition 3.1 & m(w: z, t; k) nous donne I’existence d’une fonction
u(x, y, z, t; k) telle que

(3.9 CueS™=(Q,)
(3.10) Bu—meS~=(I',)
suppun Q, = {t=0}

et
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1 1/2
(3.11) sup u(_x, ¥, 2, t; k)‘ > (L-Okz) ( ZV—l_r’zI .f1+gi -1) .
Q1N[0,1/2]

Si l'on applique (2.32) a chaque u; apparue en construction de u,

on voit que pour tout te[0, 2(j+ 1)z, /1—r2]

supp u(x, y, z, t; k)< {(x, y, 2); x2+y2 <1, |z|<2(j+ 1), /T=72}.

(x,9,2)

Donc pour 0=¢<1/2,

supp u (¥, 7, 7, 15 K) < {(3, », 20 24721, 2] < 5}
(x,y,2) =

Donc quand on considere u(x, y, z, t; k) commc une [onction définie
dans 2x[0, co) nous avons de (3.9) et de (3.10)

OueS~=(2x[0, 1/2])

(3.12) [Bu—m]se S'°°<S>< L':O, %])

u(x, y, z,0; /c)=-%—l;(x, y,2,0;k)=0.

Grace a la forme de m(w: z, t; k) on a [m|y g0, 3= Cyk”, ct en con-
séquence

(3.13) |Bu|y sxio, 175 Cyk".

Et on déduit de (3.12)

(3.14) |Ouly,axr0,11=Chy -

La substitution de (3.13) et de (3.14) a (3.6) nous donne

sup |u(x, y, z, t; k)| S CykN.
2x[0,11

D’autre part, d’apres (3.11)

N 1/2 “1)
sup u(x, y, z, 55 k) | 2 (cok 2) V2vrim 2V 2
ax10,11

par (3.7)
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1
=cpkNt2 (cp>0).
Donc on a
’ N+'L N
cok” 2= Cyk pour tout k=1.

C’est une contradiction. Donc on a démontré le théoreme 1.

§4. Remarque

La considération que nous avons faite pour démontrer le théoreme 1
cst essentiellement pour le domaine Q={(x, y, z); x*+y2<1}. Si nous
nous bornons au cas dc @ au-dessus et dc B de la (orme
0

—+d g

=g ! U
B=a—+b—+—+c or o

or Jw
ou u,b,c et d sont des constantes réelles et a>0, il est possible de
déterminer quand (1.1) est bien posé au sens de C*. A savoir,

Théoreme 2. (i) Si Jb2+c2<d (1.1) est bien posé au sens de L?.

(i) Si Jb*+c2>dz— \JbZ+c?, d?+c2#0, (1.1) est mal posé au
sens C®.

(1)) Si c=d=0, pour tout b (1.1) est bien posé au sens de C”.

(iv) Si d#—1 et — /b*+c?>dz— /b>+c2+1, (l.1) est bien
posé au sens de C*.

(v) Si d=-1 ou d<—./b*+c*+1 (1.1) est mal posé au sens
de C=,

En effet, (i) est un cas spécial dcs résultats de Miyatake [9].

(ii) est le théoreme 1 lui-méme.

(iii) peut €étre montré par le méme raisonnement d’lkawa [3], qui
est pour QcR?2.

(iv) est I'un des exemples plus typiques appartenant a la classe
introduite dans Ikawa [6].

Au cas de (v) on trouve r, { réels et Im7<0 tels que

—aJt?=r? =024 br+c{—dr=0,
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Alors la méthode de construction des solutions asymptotiques de Lax
[7]1 est profitable et on peut démontrer sans aucune difficulté le fait que
(1.1) est mal posé au sens de C*.

[1]
[21]

[3]
(4]
[31]
[6]
(7]
(8]
[9]
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