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Sur les Problèmes Mixtes pour
FEquation des Ondes

Par

Mitsuru IKAWA*

§ 1. Introduction

Soit Q un domaine de R" = {(x1,..., xn); x£eR} dont la frontière

S est compacte et indéfiniment différentiable. Considérons le problème

mixte

d'u - d2u =/(.v,/) dans flxlO, T[

• = g(x, t) sur Sx]0, T[
UU Ul(1.1)

0) =«0(x)

ou n Bu
ou -ô—= 2J uiW-2— et ^W^C^iW? î;2WJ---:' ^w) est un vecteurov 1=1 ôxt
réel indéfiniment différentiable défini sur S. On suppose que v(x) est

toujours transversal par rapport à S, c'est-à-dire, si l'on désigne la

normale extérieure unitaire de S par «(x) = (n1(x), n2(x),...5 nn(x)) il a

lieu

(1.2) v(x)n(x)= 2 ^-(xK-OO^O sur S.

£sf-ce gwe /a condition (1.2) sera/ï suffisante, si l'on prend

powr ^we /e problème mixte (1.1) sozï è/ew posé aw sens de C°°?
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Ici, on dit que le problème mixte (1.1) est bien posé au sens de

C°° quand pour toutes les données {u0, M l 5 / , g} satisfaisant à la condition

de compatibilité d'ordre infini (1.1) admet une solution unique u dans

C°°(Ôx[0, T]) et pour chaque *0e[03T] l'application {u0, u^f, g}-*u

est continue de C°°(Ô) x C°°(Ô) x C°°(f2 x [0, f0]) x C°°(S x [0, r0]) dans

C-(Ox[0, r0]).

La condition de compatibilité d'ordre infini pour les données {uQ9 ul9

/, g} signifie qu'il a lieu

x) up+ i = - r ( x , 0) sur S

pour p = Q, 1, 2,..., où up(x)9 p=2, 3,... sont définies par récurrence par

la formule

A propos de la question posée tout à l'heure, ou de savoir si le

problème mixte (1.1) est bien posé au sens de C°° sous les conditions

de d(x) = Q et de (1.2), la réponse est négative en général. Nous avons

montré dans [4] et [5] que, au cas de H = 2, on peut trouver un exemple

d'un domaine Q et d'un vecteur réel v(x) défini sur dQ tel que le problè-

me mixte (1.1) n'est pas bien posé au sens de C°°.

Le domaine Q construit dans [5] est convexe, compact et à la

frontière indéfiniment différentiable. La méthode de construction de Q

et de v(x) n'est pas difficile mais nous ne pouvons pas dire que O, lui,

est un domaine de la forme simple.

Dans cet article, nous allons montrer que, au cas de n = 3? on peut

trouver des exemples de Q et de B en forme très simple pour lesquels

le problème mixte (1.1) est mal posé au sens de C°°,

Théorème L Soit Q un domaine de R3 compact et convexe dont

la frontière S est indéfiniment différentiable et contient

Etant donné v(x) un vecteur réel indéfiniment différentiable défini sur

S vérifiant sur S0 la condition suivante:
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x i vi(x) + x2v2(x) = a 7e 0

(1.3) xtv2(x)-x2vL(x) = b

où a, b, c sont des constantes réelles. Alors, à la condition

(1.4) d(x) = d sur S0

pour d une constante réelle, le problème mixte (1.1) n'est pas bien

posé au sens de C°° si

(1.5) ^bT+cT>d^-- jW+c2, c/2 + cVO.

D'après le théorème 1 il est immédiat de voir que pour l'opérateur

frontière B vérifiant (1.3), au cas de d(x) = 0, le problème mixte (1.1)

n'est pas bien posé au sens de C°° si c^O.

Comme on l'aperecevra tout de suite par la méthode de démonstra-

tion du théorème, le problème (1.1) est mal posé au sens de C°° au

cas que le domaine Q soit convexe et que dQ contienne un ouvert de

S0 où B satisfait à (1.3), à (1.4) et à (1.5).

Nous allons démontrer le théorème 1 dans les paragraphes 2 et 3.

En ce moment là, la méthode de Ludwig [8] pour construire des solu-

tions asymptotiques à une caustique convexe joue un rôle essentiel.

Considérons le cas où £2={xeR3 ; x\ +x|<l]. S'il a lieu (1.3) et

(1.4) pour tout x3eR on peut caractériser les constantes {a, b, c, d}

pour lesquelles le problème mixte (1.1) est bien posé. Nous le con-

sidérerons brièvement dans le paragraphe 4.

§ 2, Construction des Solutions Asymptotiques de l'Equation des Ondes

(d'après la méthode de Ludwig [8] pour l'expansion asymptotique

uniforme à une caustique convexe)

D'abord introduisons l'espace SP(D). Etant donnés D un domaine

et p un réel. w(x; k)eSp(D) signifie que pour tout / c^ lw(x; /c ) ap-

partient à C°°(D) et que {k~p\v(x; /c); /c^l} est borné dans C°°(D).

Notons que si w/x; /c)eSp<D)5 j = 0, 1, 2,... et po^p^-'^pj^

pl + i ---- » — oo? on peut trouver weSp°(D) telle que pour tout./
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W- Z1 W, 65^(1)). ̂
/=0

Dès maintenant nous désignons un point de R3 par (x, y, z) au

lieu de (xl5 x2, x3). Dans ce paragraphe en suivant Ludwig [8] nous

cherchons une solution de l'équation des ondes sous la forme suivante:

(2.1) u(x,y9z,t9k)=exp\ik(o(x9y) + Çz+-£r -T/- -7=4*
( \

> y,z,t; k)V(p(x,

c, y, z, t; k)—^-y'(p(x, y)/ ,

où 0£eSp(R4), i = 0, 1, £ et T sont des constantes réelles telles que

(2.2) T=X/ITCI
9

et V(z) est la fonction d'Airy.2)

Nous prenons 6(xy y) et p(x, y) des fonctions à valeurs réels in-

définiment différentiables de façon qu'il ait lieu

(2.3) p(.\", y) = Q sur x2 + y2 = r$

(2.4)

(2.5)

où P=(-^—5 TP~)- ^s maintenant J signifie Laplacien par rapport à

(x, y), c'est-à-dire,

Notons que les fonctions vérifiant (2.3) ~(2.5) s'écrivent pour (x, y),

x2 + y2^r2
} comme suit: désignons par (r, co) les coordonnées polaires

de l'espace (x, y), c'est-à-dire,

x = r cos co

y = r sin œ,

1) Voir, par exemple, Hormander, le théorème 2.7 de Pseudo-difTerential operators
aiicl hypoelliptic operators, Proc. Symp., 011 singular intégrais, Chicago, 1966.

2) Voir, A. Erdélyi, Asymptotic expansions, Dover Publ., New York, 1965, page 94,
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alors quand r^r0

Posons

Appliquons D à u(x, y, z, t; k) donnée par (2.1) et nous avons,

en utilisant les propriétés de la fonction d'Airy

(2.6) -exp(-ii//)Dw

T
//C3
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Donc si l'on pose

(2.7) 0i(x, y , z , t ; K ) * = £ k^ig^x, y, z, t ; k) i=0, 1 ,

4), grâce à (2.2), à (2.3), à (2.4) et à (2.5), pour que D"=0
soit satisfait asymptotiquement, il suffit que gtj vérifient pour tout j

(2.8)

-2 = 0

(2.9)

+ 2 g u - i +2 g^-1 -/Dgl,-2=0.

Pour trouver {g0j, g^j} successivement, d'abord considérons le système

suivant :

(2.10)

(2.11) 2F p - F/Zo + zfp • h0 + 2P9 - F^+AO • h1

dhi î ,
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En posant H={hQ9hl} et F = { f 0 9 f 1 } nous désignons (2.10) et (2.11)

par

(2.12) 3?H = F.

Soit Fro un cylindre {(x, y, z, t)9 x
2 + y2 = r$}. Etant donné un point

(*o> Jo» zo> *o) e rro. Une droite

est tangente à rro en (x0, y0, z09 t0).

Pour chaque point P = (x9y,z,i) tel que x2 + y2>r§ il existe un et

un seul point (x0, y09 z0, tQ) de rro tel qu'il a lieu pour certain /<0

Désignons ce point (x0, yQ, ZQ, r0) 6 rro par g(P) et la droite passant F

et Q(P) par L(P).

Quand on écrit P = (r, co: z, *) il signifie que (x, y) s'exprime en les

coordonnées polaires, à savoir,

P = (rcosc0, rsinco, z, 0-

Et nous décrivons aussi g(x, y, z, 0 par g(r, a>: z, 0» c'est-à-dire,

g(r, o>: z, 0 = ^(^cosco, rsina>, z, f).

Pour P = (r, or. z, f) et ]^=(co0, z0, f0) on désigne par Pjw le point

(r, co-jœ0: z-jz0, r-jï0)-
Pour H = {h0, hv} posons sur p(x, j)^0

H± = hQ(x, y9 z, 0± VpCxTjiÔfti(x, y? z, 0-

Lemme 2.1. Sozï ^ i>^o- Pour Hg(rl9 co: z, OeC°°(rri) quelconque

il existe une fonction appartenant à (CGO(R4))2 0z;ec Jes propriétés

suivantes:

(2.13) H-(x, j, z, t) = Hë(x9 y9 z, 0 swr rri

(2.14) ^H = F Ja«s {(x9 y9 z9 t)'9
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(2.15) suppHfl {(*, y, z, t); x2+y2^r2}

c{L(P); PesuppHôUsuppFf ] {p^

Et plus, si F = 0, en posant

(2.16) Wr = (9

ù <pr = Arccos-^- + Arecos-^-, pour tout P = (r, CD: z, f), r^r0, on ao

(2.17)

où c(r, r1? r0) est une constante positive déterminée par r, r0 et r±.

Démonstration. Puisque pour M une constante positive arbitraire,

on a

s

nous pouvons prendre 9 et p comme un système des coordonnées de

l'espace (x, y). En utilisant (2.5) on a

du

Si l'on pose ? |=y / /pdans {(x9 y, z, t)i x2 + y2^r2
)}, on déduit de (2.10)

(2.10)'

Multiplier (2.11) par f/ et on obtient

(2.11)'
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Puisque H± = hu±j]hï9 de (2.10)' et de (2.11)' on déduit

Rappelons que P0, Pp, A9 et Ap sont des fonctions indéfiniment
dififérentiables de 9 et de rj2. D'après (Pp)2^eM>0 pour tout |rç|<;

l
M 2 , si l'on prend

comme le plan initial, (2.18)~ admet une solution unique H~(Ï], 0, z, f)

(— oo<rç<oo) pour la donnée initiale

En tenant compte de la forme des coefficients de (2.18) et de F±
9 si

l'on pose

H+fo, 0, z, 0 = H"(-^ 0, z, 0

H+ vérifie (2.1 8)+. Donc

Sofa, 09 z, r) = H+(/7, 0, z, r) + H-(iy, 0, z, 0

«!(//, 0, z, t) = (H+(n, 9, z, t)-H-(*i, 9, z, /))

satisfont à (2.10)' et à (2.11)'. D'autre part il existe fc^cr, 9, z, OeC°°(R4)
telles que

Alors on voit immédiat que H={hQ(p, 9, z, t\ h^p9 9, z, t)} satisfaite
(2.14).

Notons que (F0± ̂ /p Fp, C, T) est constant sur L(P) parce que
Ç2 = r2. Donc si F = 0, puisque H11 est une solution de
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(2.17) déduit de la définition de H+.

Nous étendrons H dans {p^O} de sorte que H appartienne à

C°°(R4). C'est possible parce que H e C°°(R4 n {p è 0}). c. q. f . d.

Etant données G~j0(rl9 co: z9 t; k)eS°(rri)9 r1>r0, j = 0, 1, 2,... en ap-
pliquant le lemme 2.1 on peut obtenir successivement G/x, y, z, t; k) =

(9op 9ij} de façon que

Gj(rl5 CD: z, 0 = Gj0(rls co: z, 0

et qu'ils vérifient (2.8) et (2.9) pour j = 0, 1,..., dans {p^O} en posant
G_2 = G_1=0. Donc il existe G = {g0, gv] <=(SP(R4))2 telle que

9i(x, y, z9 t- k)- ^kp-i9ij(x, y, z, f; k) eSp^ (R4).

Alors pour la fonction u définie par (2.1) avec {gQ, 0J ci-dessus il a

lieu

(2.19) nweS-°°(R4)8

En effet, DM eS-°°(R4 n {p^O}) se déduit immédiat du fait que (2.8)

et (2.9) sont vérifiés dans {p^O}.
Notons que pour tous j^O et JV>0 il existe une constante Cj^>0

telle que

0 j- _
h Z— -- g^ - — Z - J - _ 2

Cela se déduit de Gj 6 C°°(R4) et de

2=0 dans {p^

Notons que Ton a pour p<0

lorsque fc-x» (Erdélyi, page 94). En utilisant une estimation
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on obtient Qw eS~°°(R4 n {p^O}) de la forme de Qw et du comporte-
2

ment asymptotique de F(p/c3). Donc (2.19) est démontré.
2

Si l'on utilise le comportement asymptotique de K(p/c3) pour p>0

(Erdélyi, page 94) on obtient, en posant

ç±=k(Q±^pl^ + k^z + Jkz-kït-^~k i-/,

(2.20) tt=

OÙ

(2.21) Z ± = p - t o o ±

et Z±eS/7(R4). Par la même sorte nous avons

Alors il est évident que
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(2.22) u±= X kp~2Uj asymptotiquement.
ji=o

Supposons que 0<r0<l et £ sont des constantes relies vérifiant

(2.23) -aVî

Etant donnée

(2.24) m(a): z, t; k)= exp ̂ i

x £ kv-imÂQ}'. z,t; k) ,
j ^o

mj(co: z, /; fyeS0^}). Supposons que

(2.25) supp nij c {(co, zs 0 ; ̂  ^0}.

Nous allons construire une fonction u(x, y, z, t; k) telle que

(2.26) n«eS-°°(R4)

(2.27) Btr-meS-^rj

(2.28) supp u c {(x5 3;, z3 0 ; ^ /0}.

D'abord notons que

»•=!

D'après (2.20), (2.22) et (2.29)

1 i/6e ni exp

X

Donc on obtient (2.27) pourvu que
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(2.30) J?-4- + 4-=#

et que

\ T / r= 1 l \

+ JBZJ_3+Z;_2)}

pour j = 0, 1, 2,... Supposons

(2.32) c-r fJL^o.
T

Alors puisque

r=l r=l

nous pouvons trouver en récurrence Gj = {g0j, glj}, j = 0, 1, 25... vérifiant

(2.8), (2.9) et (2.31). Alors on voit immédiat que w(x, y, z, t; /c) définie

par (2.1) avec les G7 construites au-dessus satisfait à (2.26), à (2.27) et à (2.28).

D'après (2.20)

Bu4 = exp(f(p f) ik(a ^ 1 - r g + br0 + cÇ - di)

Donc on a pour k~*co

Bu+ - ^4= exp (/>+)A:«+i 2/WÏ-':o"^""^ zo
;•= 1 -y 7C

D'autre part en appliquant à G0 le résultat (2.17)

ou
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W= (2 arc cos r0, 2£ ̂ Jl-rl, 2t ̂ /1-rg) .

Donc nous avons

Proposition 2.28 So/f

*Œfl 3 +4 3 S rf S
or coj oz et

Etant données r0, Ç des constantes réelles telles que 0<r0<l e£ que

Prenons une fonction de C00^) rfe /a forme

m(co: z,t;k)= exp î * 0 c o + Cz+ -- -it - -i.

: z, i\ k),

où neS0^^ et n — n0(a>: z, t)eS~2 powr ime certaine fonction

,4/ors i/ exfsfe wne fonction u(x, y, z, f, k) de la forme (2.1) satis-

faisant à

(2.33)
Pe supp m

Et plus

(2.34) 5«+|r.!

xk*+ in j (<B:z, t; fe)
où n^S^Fi) et
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§3» La Démonstration du Théorème 1

Soit Q1 = {(x, y, z, i); x2 + y2<\}. Nous nous plaçons sous les
hypothèses de la proposition 2.2 sur l'opérateur frontière B et des

constantes r0 et £.

Etant donnée

(3.1) m(co:z,t;k)= exp /* ; r 0 û> + Çz+ - T/ - -~ --/

x n(co : z, t) ,

où n(cy: z, OeC00^) telle que

(3.2) suppn(û): z, t)d{(œ9 z,t);Q^t^e0}

(3.3) ii(0:0,e0/2)=l.

Appliquons la proposition 2.2 à m(co: z9 t; k) de (3.1). Alors il

existe MO(X, y, z, f; fc) satisfaisant à

où

et

Nous avons

suppw0 H Oi cOj n

et
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Appliquons encore la proposition 2.2 à — [J3wo]r=i- H existe une
fonction «, vérifiant

et

où

Et nous avons aussi

supp M! n^c jQj n

supp [JBt4]r=1 c {41 /̂1 - rg ̂  r^4i >/! - r§ + e0} .

En répétant cette procédure nous obtenons Uj,j=l,2,... avec les

propriétés suivantes:

où

(3.4)

supp 14j n Ox c {2/171 - rg g ̂ 2Q +1)!^! - rg +s0} .

Fixons e0 de sorte que 0<e0<TA/l-r§. Définissons w(x, y, z, f; k)
par
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on

«= Z «y
J = 0

C'est bien possible parce que pour tout (x,y,x,t}eQt au plus deux wy

ne sont pas nulles. On voit immédiat

suppw n (

D'autre part dans un voisinage de

M s'exprime

M = M J + 1 + S.

Et plus

wj+ ! - exp (f ç)-)fc 2 c£+ 1

t W i l ^

Donc on obtient grâce à (3.3) et à (3.4)

sup \u(x9

Donc nous avons

Proposition 3.1. Supposons que 0<r0<l et £ vérifient

Alors pour une fonction m(œ: z, t; fe) donnée par (3.1)? (3.2) et (3.3)

on peut trouver une fonction t/(x, y, z, t; k) satisfaisant à
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et à

(3.5) sup |W(x, y, z, t; k)\^

Nous nous mettons à démontrer le théorème 1 annoncé dans l'in-
troduction. Avant tout, admettons le lemme suivant, dont la démonstra-
tion n'est pas difficile.

Lemme 3.2. Supposons que des constantes réelles b, c et d vérifient

Si b'd^.0, pour tout n entier positif on peut trouver des constantes

réelles rn et £„ telles que

•)si b-d<0

- ay/ï=ï* + brn + c£B - <VÏ+C2 = 0

^vmr*0'
Supposons que le problème mixte (1.1) soit bien posé au sens de

C°° sous la condition (1.5). Alors d'après la définition pour toute {m,

/} eC^ (Sx (0, toi) x Cg>(0 x (0, f0]) il existe une solution unique u(x, y,

z, 0 e C°°(Ô x [0, *o]) vérifiant

Du =/ dans O x [0, ?0]

Bu = m sur Sx[03r0]

et pour tous £e[0 9 f 0 ] et ae {0, 1, 2,...}4 il existe des constantes Ca, Na

telles que

(3.6) _ S U p | D a w ( ^ 5 y,
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OÙ

|wU,sx[o , f j = SUP \D*tn\ -

D'après (1.5) le lemme 3.2 est applicable. On voit que {£„; n =

1, 2,...} est borné et C,,-»^ lorsque n-*ao. Supposons* que pour tout n

1- —n "

Quand 1 — — < — r n < \ il suffit de remplacer les rôle de u+ et de u~

dans les considérations jusqu'à la proposition 3.1.

Prenons t0=-^- et N = N(0i0fQ)Q). Choisissons n de façon que

(3'7J

cela est possible puisque r,,->l, Cn^Coo lorsque n-»oo. Avec cet n définis-
sons une fonction m par

: z, t;k)= exp J/^rBc» + CBz+ — -TB/

où

(3.8) supp/ic{(a;3 z, 0; 0<a<T î lX/l-r,f, |z|<KB | V1"^}-

En tenant compte de la définition de S nous pouvons considérer

m(co: z, f; fc) comme une fonction définie sur Sx[0, oo). L'application

de la proposition 3.1 à m(a>: z, t\ k) nous donne l'existence d'une fonction

u(x, y, z, t; k) telle que

(3.9)

(3.10)

et
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1/2 ~
(3.11) sup u(x9y9z,t',k)

oin[o , i /2 ]

Si l'on applique (2.32) à chaque uj apparue en construction de u,

on voit que pour tout fe[0, 2(j + l)TH^/l — r2]

Donc pour Ogfgl /2,

suppw (x,y, z,t; k)a \(x,y9 z);
( x , y , z ) (

Donc quand on considère u(x, y, z3 t\ k) comme une fonction définie

dans Ox[0, oo) nous avons de (3.9) et de (3.10)

(3.12) l u m s

u(x, r, z, 0; fc)= " (.T, y, z, 0; *)=0.

Grâce à la forme de 111(0): z, f, k) on a |w|/v,sx[o,i] = Qv^ ct en C011"
séquence

(3.13)

Et on déduit de (3.12)

(3.14)

La substitution de (3.13) et de (3.14) à (3.6) nous donne

sup \u(x, y, z, t; K)\£CNkN.

D'autre part, d'après (3.11)

r 1/2
sup^ \u(x,y, z,t;k)\ ^ (c0/

par (3.7)
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^C'0k
N+* (C' 0>0).

Donc on a

c'0k
N+2^CNkN pour tout /c^l .

C'est une contradiction. Donc on a démontré le théorème 1.

§ 4. Remarque

La considération que nous avons faite pour démontrer le théorème 1

est essentiellement pour le domaine Q = {(x, y, z); x2 + y2<l}. Si nous

nous bornons au cas de Q au-dessus et de B de la forme

ur cJoj (Jz cl

où a, b, c et d sont des constantes réelles et a>0, il est possible de

déterminer quand (1.1) est bien posé au sens de C°°. A savoir,

Théorème 2. (i) Si \Jb2 + c2^d (1.1) est bien posé au sens de L2.

(ii) Si ^Y2~^2>d^- ^~b2~+c^2
9 d2+c2^Q, (i .l) est mal posé au

sens C°°.

(iii) Si c — c/ = 0, pour tout b (1.1) est bien posé au sens de C'-".

(iv) Si d^—l et - ^/b2 + c2>d^ - N/62 + c2 + l, (1.1) est bien

posé au sens de C°°.

(v) Si d=—l ou d< — ̂ /b2 + c2jrl (1.1) est mal posé au sens

de C°°.

En effet, (i) est un cas spécial des résultats de Miyatake [9].

(ii) est le théorème 1 lui-même.

(iii) peut être montré par le même raisonnement d'Ikawa [3], qui

est pour £2c:R2.

(iv) est F un des exemples plus typiques appartenant à la classe

introduite dans Ikawa [6].

Au cas de (v) on trouve r, C réels et lmi<0 tels que
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Alors la méthode de construction des solutions asymptotiques de Lax

[7] est profitable et on peut démontrer sans aucune difficulté le fait que

(1.1) est mal posé au sens de C°°.
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