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Problèmes Mixtes pour l'Equation des Ondes

Par

Mitsuru IKAWA

§ 1. Introduction.

Soit P une courbe simple, fermée et indéfiniment différentiable dans

H2= {(xl9xz) ; Xj&R, .7=1, 2}. Désignons par J2 le domaine intérieur

ou extérieur de F.

Considérons un problème mixte

(i-i)

t (jXi OX2

dans û X (0, T)

;,t)=b1(x^+b2(x)^_ = g(x,t) sur rx(0,T)

u (x, 0) = u0 (x

du ,m n x . .

où bj(x), j=l,2, sont des fonctions à valeurs réelles appartenant à

C°°(/T) telles que le vecteur b (x) — (bl (x) , bz (x) ) soit toujours trans-

versal par rapport à F, c'est-à-dire,

(1-2) ét (x) ^ (x) -1- bz (x) 77, (x) ^=0 sur F

où ^ (x) = (HI (x) , ?^2 (x) ) est la normale extérieure unitaire de F en x.

Est-ce que le problème mixte (1 • 1) serait bien posé au sens de C°°,

pourvu que la condition (1-2) soit satisfaite?

La réponse est négative en général. Savoir, d'après les considéra-

tions dans les articles précédents ([4], [5]), on peut dire que, pour

que la condition (1*2) assure que le problème (1-1) est bien posé au
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sens de C°°, il faut que S soit le domaine extérieur d'un contour con-

vexe. Autrement dit, au cas où 1" n'est pas convexe ou Q est le domaine

intérieur on peut trouver bi(x) , bz(x) des fonctions sur .F à valeurs

réelles indéfiniment différentiables et satisfaisant à (1 • 2) , pour lesquelles

le problème (1-1) n'est pas bien posé au sens de C°°.

Pour plus de sûreté, nous donnons la définition des problèmes bien

posés au sens de C°°.

Définition. On dit que le problème mixte (1 • 1) est bien posé au

sens de C°° quand pour toutes les données {UQ, ul9 /, g} satisfaisant à la

condition de compatibilité d'ordre infini (1-1) admet une solution unique

u dans C°° (û x [0, T] ) et l'application {uQ,u1,f,g}->u est continue de

C-G0) xC°°(J2) xC°°(J2x [0,T]) xC°°(rx [0, T])-»C°°(J2x [0,T]).

La condition de compatibilité d'ordre k pour les données {uQ9ul9f,g}

signifie qu'il a lieu

sur

pour p = 0, 1, 2, • • • , k, où up (x) , p = 2,39 • • • , & , sont définies par récurrence

par la formule

up (x) = A^p_2 (x) + -Ç^~ (x, 0) .
(jt

A propos de b (x) = (bi (x) , b2 (x) ) pour lequel le problème (1 • 1)

est bien posé au sens de C°°, nous avons montré dans [3] que, si b(x)

vérifie la condition

(1 - 3) *! (x) nz (x) - bz (x) n, (x} ^0 sur F

encore plus, le problème (1-1) est nécessairement bien posé au sens

de C00.

Dans cet article nous allons montrer le fait suivant:

Théorème,, Soient F une courbe simple fermée dont la courbure

est strictement positive et Q le domaine extérieur de F. Le problème

mixte (1 • 1) est bien posé au sens de C°° pourvu que le vecteur b (x)

satisfasse à la condition (1 • 2) .
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Le plan de démonstration du théorème est comme suit: D'abord

nous construisons les solutions du problème de Dirichlet pour A avec

un paramètre p = ik+ /JL, /J>0

(&~p"}-w(x) -0 dans fi
(1-4)

( w(x)=g (x) sur F

et puis déduisons quelques propriétés de l'application Q\ C°° (F) —>C°° (F)

définie par

â ) : g ( j c ) >Bw(x)\r.

En utilisant les propriétés de 3), on montre qu'il existe une solution

unique dans H2(Q) du problème aux limites

( (A — pz)*w(x) — 0 dans fi
(1-5) \

\ —h(x) sur F

pour toute h(x) eC°°(F) lorsque Re/>>/j0, où /J0 est une constante

positive.

Alors de l'existence des solutions du problème (1 • 5) on peut déduire

immédiat le théorème.

La partie essentielle de notre article est la construction des solu-

tions de (1-4) par la méthode directe. C'est-à-dire, nous les construisons

par la méthode de la développement asymptotique des ondes diifractées

par un object convexe, en faisant usage de l'idée de Ludwig [9], [10].

Concernant la vitesse propagatrice du phénomène gouverné par (1 • 1) ,

nous notons que la vitesse est finie sous l'hypothèse que les points ac-

cumulâtes de l'ensemble Fn~rn sont finis, où Fn= {x^F,n1b2 — n2b1 = Q}
o

et rn désigne l'ensemble des points intérieurs de Fn. Cela se déduit du

résultat de [3] et du théorème.

§ 2. Notations

On désigne le produit scalaire de .H"m(fi) par (( • , • ))m, c'est-à-dire,

pour

et la norme de Hm (fi) par ]]| • ||U, c'est-à-dire, pour u
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Et on désigne le produit scalaire et la norme de H1 (F) par (u, v) i et

H ^ l l , respectivement.

Posons

H™ (S X R1) = {u (x, f) ; e-^'u (x, t) ^Hm(ûx R1) }

H,1 (F X R1) = {u (s, f) ; e-^u (s, t) ŒHl(Fx R1) } .

Soit K un domaine. Pour u^HBm(K}, on définit u\mjK par

\u\n,K= sup \D"u(x)\.
XGK

\a\gm

Soit û) un domaine. Pour u (x, a) , v (x, a) des fonctions définies sur a>

avec un paramètre ae[ — a:0?^0], on désigne

w CT? a) ^'y (̂ :, a) (mod a00) dans a)

lorsque pour tout sousensemble compact K de a) et tous entiers positifs

m et JV, il existe une constante CmjN)K telle que

\u(x9d) -v(x,a)\m,K<CmjN,K\a\N vae[-a0,a0].

De la même façon pour & (x, a,&) , v (x, a, k) des fonctions indéfiniment

différentiables définies sur o) avec deux paramètres a^ [ — ̂ 0,^0]? k^R+,

on désigne

u(x, a, k) ̂ v(x, a, k) (mod a00^"00) dans o)

lorsque pour tous sousensemble compact K de a) et entiers positifs ;;z,

N il existe une constante positive CmjN}K telle que

\u(x, a, K) -v(x, a, A) U

Pour une suite des fonctions de C°°(a)) aj(x) , j — 0, 1, 2, ••• on peut

trouver une fonction (2 (.r, a) telle qu'il ait lieu

pour tous ;;/, N entiers et K sousensemble de o.^ On désigne une

1) Voir, par exemple, le théorème '2. 7 de Hôrmander; Pseudo-difterential operator^ and
hypoelliptic operators, Proc. symp. on singular intégrais. Chicago, 1966.
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fonction a (x9 a) vérifiant (2 • 1) comme

a O, a) ~X! cij (x) aj.
.7=0

Supposons

Alors on a

a (x, a) ^b (x, a) (mod a°0 dans o) .

De la même manière pour ajt(x) ^C°°(o)) , j, 1=0, 1, 2, ••• il existe

une fonction a (x, a, k) telle que

pour tous w, A^ entiers positifs et K sousensemble compact de eu. On

désigne

00

a (x, a, k) ~ XI ajî 0e

J,Z = 0

Et plus les relations

eo

a (x, a, &) — XI ̂ /z

entraînent

a (x, a, £) ̂ 6 (x, a, £) (mod a°°^~ œ) dans o) .

Nous allons faire usage des opérateurs pseudo-différentiels sur F avec

un paramètre p — ik 4- jj. e C+ = {p: P^C9 Re />>0} , mais nous ne rédigeons

pas ici les théorèmes des opérateurs pseudo-différentiels que nous allons

utiliser. On trouve tous les théorèmes utilisés dans cet article dans les

chapitres 2 et 3 de Kumano-go [7]. Dans cet article a(s,$,p) ^S™S(D

signifie que a(s,ç,p) est une fonction de F Y Rl X C n et elle satisfait à
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pour tous /?, 7% v entiers positifs.

Et a(s, s',Ç,p) eSTXD signifie que

§ 30 Réduction du problème,,

Soient F une courbe simple, fermée et indéfiniment différentiable

de R2 et J2 le domaine extérieur de F.

Comme on le sait très bien, le problème de Dirichlet (1-4) pour

A avec le paramètre p^C^ admet une et une seule solution w(x) ^H2($)

pour toute Q (s) e C°° (/") et plus il a lieu l'estimation

(3-1) H \p\l\Mi<<Cm\\g\\m+w.
l + l'<m

Désignons par U(p,Q:x) la solution w(x) de (1-4) pour g (s).

Admettons le théorème suivant:

Théorème 3. 1. Supposons que la courbure de F est strictement

positive et que

(3 • 2) b, (x) n, (x) -f b2 (x) nz (x) = 1 sur F .

Alors il existe

telle que

(3-3)

Et l'opérateur pseudo-différentiel ÇB (5, DSj p) a la propriétés sui-

vante: Pour tout m nombre réel on a

(3-4) -

ou CQ est une constante positive déterminée par F seul et Cm une con-

stante dépendante de m mais pas de p^C^., ni de

Nous allons considérer le problème aux limites (1 • 5) . Notons que

sous la condition (3-2) B s'écrit

(3-5) 5 = J_ + i(5)J_,
dn ds
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où 9/95 signifie la dérivée tangentielle sur P et b(s) est une fonction

à valeurs réelles eC°XT).

Introduisons l'opérateur adjoint de B

,
on as

et admettons encore plus que le théorème 3. 1 reste valable pour J3*,

c'est-à-dire, il existe

telle que

(3-6)

et que l'on a l'estimation (3-4) en remplaçant S$ par

Alors on a

(3 • 7) (3(s, Ds, p) g, h} „ = (g, 3*(s, Ds, p) A) „

pour toutes g, AeC°°(/T). En effet, en posant Ui= U(p, Q: x) , U2

= U(p,h:x) il a lieu

0 = (( (A -p2) Ult U2))0 - (( Ult (A - P2) U2))0

D'autre part, par l'intégration par partie

*' ds ' V, r1' ds
Donc on a

cela est identique à (3 • 7) .

Posons

(3-8) 0o = — (l + Co + CLO

et on a

pour Re />>/*„, {&(s, A, #) Q ; 0 e C°°(D } est dense
(3-9)

dans L2(r).
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Supposons le contraire, c'est-à-dire, qu'il existe v^L2(F) telle que

Prenons une suite des fonctions de C°° (F) , v 3 (s) , j=l,2, ••• telle que

vj(s)-*v(s) dans L2(r). Par (3-7) on a

s, A,

Il est évident que le premier membre converge au zéro lorsque j— >oo.

D'autre part grâce à (3-4) et à (3-8)

cela montre que <B# (s,Ds, p^Vj tend vers &#(s,Ds,p)v dans H~l(F).

Donc on a

on en déduit £B#(sy Ds, p)v = Q, et en conséquence v = 0. Donc on a

(3-9).

Lemme 3. 2, Lorsque Re^?>^0j pour toute h e Z/2 (F) il existe une

et une seule solution g de l'équation

(3-10)

Démonstration. Grâce à (3-9), pour h^L2(r) on peut trouver

une suite des fonctions g^eC^CT), j=l,2, ••• telle que

<$Qj—>h dans U (F) lorsque /-»oo.

Grâce à (3-4) et à (3-8) il a lieu

llgy-gill^lISgy-^g.HO, si j,/->oo.

Donc g^- converge à une fonction geL2(F). D'autre part,

flr||,->0 si j^oo.

Cela montre que ÇBg j converge à ÇBg dans if""1 (/") . D'après l'hypothèse

sur ®g,, on a ^gr = A dans H'1 (F), donc 5gr = A dans L2(r).
C.Q.F.D.
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Lemme 3. 3. Etant données h et g satisfaisant à (3 • 10) . Sup-

posons que h^Hm(F} pour m un nombre positif. Alors on a

si Re />>#i, où jj.i est une constante indépendante de m>0.

Démonstration. Pour g^L2(F), on a

'flO + \_$, <A>'] g

Notons que l'on obtient

| ([<£, <A>']<A>-'«, «),|< -C

en faisant usage de la forme de .S (s, ?,A)2). Alors il a lieu

Sous la condition

/<i = — (Cx +1)

on a

Donc par le même raisonnement que le lemme 3. 2, l'équation

admet une et une seule solution dans L2 (F) pour toute 7zeL2(jT), si

Re />>#i. Donc pour tout /e (0, 1], <Dsy
lgtEL2(F) se déduit de

Supposons 772 >1 et h^Hm(F). Puisque (J^.H1(F) est déjà montré,

si l'on appliquer le raisonnement au-dessus à l'équation

on a immédiat

Donc pour m positif arbitraire, on obtient g^Hm(F) si h^Hm(T} en

répétant cette procédure. C.Q.F.D.

2) Voir le raisonnement du paragraphe 6.
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Etant donnée h<=Hm+2(r}> ra>0. Désignons par g la solution de

l'équation

pour Rep>fti et posons

F(p,h:x)=U(p,g:x).

Du lemme 3.3 et de (3-1) on déduit l'estimation

(3-11) 2 \P\l\\F(P,h:x)lv<Cm\\h\\m+,.
l + l'gm

Donc on a

Proposition 3.4» Po&r tawte h<=Hm4~2(r), m>0, z7 e-rz'ste ^^^ et

une seule solution F(p,h:x) dans Hm(&) du problème aux limites

(1-5)

(A -£2) w = 0 dans Q

Bu = h sur F

si Re />>#!. E^ plus F(p,h:x) vérifie l'estimation (3-11).

En utilisant la proposition précédente, on peut construire une solu-

tion du problème mixte

Du = 0 dans Q x R1

h(s,i) sur FxR1,
(3-12)

Supposons que h(s,t)^Hfl
m^2(rxR1) si jLt>fJi'9 où ji' est une certaine

constante. Posons

et on a

(3-13)

Si l'on définit u (x, t) par

(3-14) u(x,t)= f
JR
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il est évident que

(3-15) u(x,t)^H™(QxRl) si #>^'

d'après (3-13) et (3-11), et on vérifie immédiat que u(x,t) satisfait à

(3-12). Notons que pour h (s, t) ^H™^(T X fl1) le problème (3-12)

admet une seule seule solution dans H^m (Q X I?1) . On a en plus

Lemme 3. 5. Lorsque h (s, t) e= H^m+2 (F X R1) et

supp h 0, t) CZr X [>o, °°)

u (x, t) la solution de (3 • 12) définie par (3 • 14) vérifie

(3 • 16) supp u (x, 0 CIJ2 X |>0, <x>) .

Démonstration. D'après l'hypothèse sur le support de h(s,t) on a

Donc en utilisant (3-11) on a

d'où (3-16) se déduit. C.Q.F.D.

Supposons que les dennées {u0,Ui,f,g} du problème (!•!) satisfont

à la condition de compatibilié d'ordre m et f^Hft
m+2(ûxR+

1)9 0e

ff/t
m+2(rxU+

1). Soit w(o:,0 une fonction vérifiant

f dans j?xl?+1

(3-17)
w (x, 0) = UQ (x) sur

\j*m} s r\\ / \(x, 0) = Ui (x) sur

Alors il suffit de trouver une fonction v (x, t) satisfaisant à

Ov = 0 dans Q x R1

(3-18) sur

supp

Posons h (s, t) =h(s, t) -Bw(s, t) pour ^>0 et h (s, t) =0 pour ^<0. La

condition de compatibilité d'ordre m assure h (s, t) Œ H/1 (F X l?1) . De
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l'application du lemme 3. 5 pour h (s, t) , on obtient une fonction v (x, f)

vérifiant (3-18).

Donc en tenant compte de l'unicité des solution de (3-12) dans

H/^CQxjR1), on a

Théorème 3.6. Pour toutes les données { u Q y u l y f y g } vérifiant

/eJ/ / t
m+2(J2xJR+

1), ge^m+2(rxl?+
1) pour #>/*„ et la condition de

compatibilité d'ordre m, il existe une et une seule solution u (x9 t) de

(1-1) dans Hf(QxR+l)

Le théorème annoncé dans l'introduction se déduit immédiat du

théorème 3. 6. Donc il reste à démontrer le théorème 3. 1. Dans les

paragraphes suivants nous allons le faire.

§ 4. Décomposition de u (s) Œ C°° (/*)

Dès maintenant on suppose que F est une courbe simple fermée de

j?2, dont la courbure est strictement positive. Supposons que 7" est

représentée par {s (<T) = (xl (<7) , x2 (<7) ) ; ff Œ [ — ff0, tf0] , s (0) = SQ} dans un

voisinage de sQ^F, où 6 est la longueur d'arc de s0 à s. Posons jT0= {s((T);

(Te] — (70, <T0[}. Nous indentifions à) (A) avec â)(] — tfo, 0"o[) par la

correspondance pour u^S)(FQ} u(G) = u(s((f)} eâ)(] — 0"0, ^o[) •

Pour toute u(s)^S) (Fo) , on a

(4-1) » (5 (<T) ) = f (V* <'-"'>« (5 ((7') ) J(TVf .

Nous désignons

à la place de (4-1).

Introduisons des fonctions à valeurs réelles %./(/) ^C°°(R), j=l,

2, • • • , 5 telles que

f 1 ;< -1-200

0 Z>-l-a0
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et que

S
.7=1

où ŒQ est une constante positive, qui sera déterminée assez petite dans

la suite.

Posons pour u^S)(F^

(4 . 2) vjU (5) = r r ̂ «•-/)x, (4) ^ (/) ^jfj j \ k i

alors Vy est un opérateur pseudo-différentiel sur FQ avec un paramètre

.

Nous allons construire des opérateur Uj(p,u:x) tels que

dans J2
(4-3)

La construction des UJy j=2,4: est plus difficile que celle pour les

autres j. Nous l'abordons au cas où j=2 et &>0. Admettons l'existence

des fonctions d (x, a) , p (x, a) avec les propriétés suivantes :

(4-4)

et

(i) (V0)2 + p(Vp)2^l (moda00) dans J3

(ii) V0-Vp^O (moda00) dans fi

(iii) p=— a (moda00) sur F.

La construction des fonctions a été faite dans Ludwig [9], [10],
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mais nous allons la faire encore dans § 5, afin de faire usage de leurs

propriétés plus détaillées.

Selon la procédure de la construction de 6 et de p, on a sur 7"0

(4.5) dO(s,a) ^i + ̂ vpfoO^' + afafaoO,
ds 2

où ci (s, a) e C°° (FQ X [ — a0, a0] ) et

(Vp(s,0))2=(la(s)

«(5) est la courbure de F en 5. Donc

6 (s, a)-0 (/, a) = (5 -/) + a f- (Vp,) y
»y S' ^

+ a2 CiO, a)ûfc
Js'

où PO (5) = p (5, 0) . Si l'on pose

5 — s' J«' 2 s —s

il a lieu

(Z)2-^T fS
Cl(5,a)^-a,

5 — 5 J«'

9(5

Donc d'après F (s, s', 0, 0) — 0, il existe une fonction ®(s,s',(x) in-

définiment différentiable dans un voisinage de (s0, SQ, 0) telle que

C'est-à-dire, 0(s,s',a) satisfait à

(4-6) 6 (s, $(s,s',ay) —6 (/, 0 (s, s

dans un voisinage de (s0, SQ, 0). Et plus on a

9$ j _ FI __ ̂  /^ N _2

9a ?rs°/ ^

Si l'on choisit jT0 et aQ suffisamment petits, il existe ai>0 et

tels que
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(4-7) {$(•*, s ,d) ; ae [ — ài,âi~]} Z>[ — a\, ai].

Désignons par a —2F(s,/ , a) l'inverse de a — @(s, s', ex). Alors grâce à

(4-6) et à (4-7)

VU(A- f I>I+-"'-''>Y nV*u(s)- jje % 4(J

n .̂(.,i(M ,«))- (. ,.(.,. ,.)))%

= f f ̂ (^(..a)-^.',«))%4 (1 + y (5> /, a) ) 2

X (5, s' ,a)u (V) kds'da
dà

Prenons y^ (Z) , j = l, 2, 3 des fonctions à valeurs réelles C°°(I?) de

façon à

f l K - 2

0 l>-l'

1 Z>2

, 0 Z<1

et à 25=i y yW 2 = l -
Posons

(4 - 8) V,,« (5) = J J^cc-^-'c.',^)^ (^a)

X X4 (1 + y (5, /, a) ) 2|̂ (5, /, a) u (O ̂ 5'

et on a

0 |J|>2

1 Z>2
«.(/) =

Le nombre s>0 sera déterminé plus tard. D'après les définitions

de %4 et de i>2, en tenant compte de (4-7)

02 (k£d) 2%4 (1 + W (5, /, a) )2 =
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§ 5. La Construction de f/42

Pour V42 on va construire un opérateur Ui2 satisfaisant à (4-3).

Sous l'hypothèse

(5-1) |a|<£-£,

on considère la construction d'une fonction w (x) telle qu'elle satisfait à

( (^-p2)w(x)=0 dans S
(5-2)

asymptotiquement par rapport à \p\. D'abord nous considérons le pro-

blème (5-2) sous la restriction

(5-3) ^k~^<aQy

où la constante <20>0 sera choisie assez petite dans la suite.

Posons

Nous débutons dans la construction des fonctions y (x, a, p) , C (•£, #, p)

e C°° (R2 X [ - ai, ai] X C+) vérifiant

_
1 1* ik

(mod a°°\p\ °°) dans
(5-4)

VC=0 (moda00!^!'00) dans

y (s, a,p)=0 (s, a) sur F,

où Ç(x,a,p) est définie par Ç(s(0(x, 0)), a,p), autrement dit, la valeur

de C Cr, a, p) est égale à celle de Ç 0, a, P), s e T tel que 0 (5, 0) = 6 (x, 0) .

Nous faissons la construction en divisant en trois étapes.

lère étape. Construction de 6(x9a) et de p(x,a).

Nous cherchons 6 et p sous la forme

j=Q

3) Concernant les définitions de Az'(*) et de Bi(z), voir A. Erdélyi [1], §2.6.
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p(x,a)=J2pj(x)aj.
j = Q

Pour que (iii) de (4-4) soit satisfait, il faut la relation

Po O) =0 sur F

(5-5) sur

pjx=0 sur

(V0) 2 +p(Vp) 2

i- a {V60 - V0i + V0i • V00 + Po (Vp0 • Vpi + Vpi • Vp0) + pi (Vp0)
 2>

+ a2 {V00 • V02 H- Vfli 'V01+V02'Vd0

+ Po (Vp0 • Vp2 + Vpi • Vpi + Vp2 • Vp2)

Vp0) +p2(Vp0)2} + ......

-f ...... + Vp rVp0)

pi(Vp0 • Vpy-i + Vpi • Vp^ _2 + Vp2 • Vp^_3 + ...... + Vpy_! • Vp0)

En égalant les coefficients de a3 dans les deux membres et en tenant

compte de (5-5), on obtien les relations

(5 -6)0

(V6o)2-f po(Vpo)2-! dans Q

V0o-Vp 0 = 0 dans S

Po = 0 sur r

2V 60 • Vfli + 2p0Vp0 • Vpi + pi (Vp0) 2 = 0 dans

(5.6)j \ V 0 o - V p i + V f l i - V p 0 = 0 dans Q

Pi = — 1 sur r

et pour j>2,
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H- Pô (Vpi • Vpj-i + Vp2 • Vpj-2 H

(5 • 6) j <J 4- PI (Vp0 • Vp^-_i + Vpi • Vp j-z + 4- Vp/_i • Vp0)

V0o-Vp,+V0/-Vp 0 = -(V0rVp/_i+ -V0,_i-Vpi) dans Q

PJ=Q sur r.

Les démonstrations de l'existence et des propriétés des fonctions

0o, PO vérifiant (5-6)0 se trouvent dans l'article de Ludwig [9], page 225

et l'appendice.

Montrons que l'on peut trouver Oj et pj successivement.

Lemme 5.1. Soient a (y, tf), b (y, (5"), c (y, <T), d (y, 0") des fonctions

indéfiniment différentiables à valeurs réelles définies pour (y, tf)

XR+1. Supposons que ô(y, (T) >c0>0. Posons

, - ,
dy dz

Pour hj(y,(î) ^^(R'xR^1) et m(y) <EE <B°° (R1) , les solutions G±(y)z')

des problèmes

\ L^ (y,z}= h, (y, 2
2) ± zh, (y, 2

2)
(5-7)

satisfont a la relation

(5-8) G+(y,z)=G-(y, -z),

et vérifient l'estimation

(5-9) |G±Cy,z)U,Jr<Cm,J t{|A,(y,<r) ».>3Ei+ \h,

OM K=R1~x. {z; \z\<C}. Et si l'on pose

, ̂ 2) = - {G* (y ,«) - G- (y , z) } ,
z
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d'après (5-8), g, (y, tf) eC°°(jR.,.2) ^ ^r l'estimation (5-9)

(5-10) |ffo(y,

Parce que la démonstration est très facile nous l'omettons.

Lemme 5.2. Soient c(x), d(x) e^'Cl?2). Le système des équa-

tions

(5-11)

dans fi

(5-12) 2Vp0-V/o+2V(9o-V/1 + ̂ (x)/0 + c(x)/1-/i1 Aw« fi

(5-13) Ms)=m(s) sur T

a une solution unique {/0,/i| eC°° (fi) /?owr fes données hQ, h^ e C°° (fi) ,

m e C°° (D, ^ V application {h0, hlf w}-»{/0,/i} J^ C°° (fi) X C°° (fi) X C°° (D

C°°(fi) xC°°(fi) ^5^ continue.

Démonstration. Le changement des variables

Po (*) = t7

donne une correspondance indéfiniment différentîable et surjective d'un

voisinage de fi dans un ouvert de R1 X i?1, dont l'inverse est aussi indé-

finiment différentiable. Et .refi corresponde à (T>0. Donc pour .re fi,

on a

(5 • 14) 2V00 • V/0 + 2p0Vp0 • V/i + (Vp0) 2/! + M W/i + ̂

(Vp0) dff
(5-15) 2Vp»-V/o + 2

= 2(Vp»)2

dff
où f, (y, ff) = /, (00 (x), po O) ) =/, (x).
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Multiplions (5-15) par ± V(T et l'ajoutons à (5-14) nous avons

(5 • 16) * 2 (V0.) 2~ (/, ± Vff/O ± V rf (Vp.) Sr- (/„ ±

' {2(V00)2(y, 22)^-_ ..... _
l C/3/ fe

+ (c± VFJ) (/0±

En posant z=Jlî, F± (y, z) =/0± V^/i (5-16)± se déduit à

(5-16)*'

Alors le lemme précédent est applicable à (5-16)*' et on peut trou-

ver F±(y,z). Définissons fj(y,<f), j=0,l, par

et on voit que fj(y,ff) eC°°(jR+
2) et satisfont à (5-16)% en conséquence

à (5-14) et à (5-15) dans {x\ G(x) >0> =£. La continuité de l'appli-

cation {A0, AI, TTZ}-» {/0,/i} se déduit immédiat de l'estimation (5-10).

C.Q.F.D.

En utilisant ce lemme construisons 0i O) , Pi (X) vérifiant (5-6)!.

Puisque p0 = 0 sur F et p1 doit être égale à —1 sur F, Oi(x) doit

satisfaire à

(5 • 17) j 2V0o Cr) • V0i O) - (Vp0)2 sur F.

Si l'on pose 0i(s0) =0, les valeurs de 0i(X) sur F sont déterminées

par l'équation (5-17)i. Nous écrivons cette fonction déterminée comme

0i(5). Alors l'application du lemme 5.2 en prenant c(x) =d(x) =0, A0

^/ij^O, m(s)=6i(s) donne l'existence des fonctions Oi(x), PI(X) satis-

faisant à (5-6)1 sauf la relation pl= — 1 sur F. D'autre part de la pre-

mière équation on a

2 = 0 sur F.
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Et on a (po+1) (Vpo)2 = 0 sur F d'après (5-17)i. Donc en tenant compte

de (Vp0)2¥=0, on a PI= — 1 sur P. De cette façon nous avons 61 (x),

P! (x) vérifiant (5 • 6) i.

Ensuite nous cherchons 6 j ( x ) , Qj(x) satisfaisant à (5 -6) J9 à sup-

poser que di(x), Pi(.z0, 1= 0, 1, • • • , j— 1 soient déterminées. Par la re-

lation sur F

(5-17),- 2V6Q-Vdj=-liJVdl-Vdj,l-p^Vpl'Vpj-l-l9
1=1 1=0

si l'on pose Oj (s0) = 0, Oj (x) sur F est déterminée. Désignons cette

fonction par 6j (s) . Alors par l'application du lemme 5.2 on trouve des

fonctions 6 j ( x ) , PJ(X) vérifiant (5-6)y sauf la demande PJ(X) =0 sur

F. Mais par 0 j (x) = 6 j (5) sur F, 6j(x) satisfait à (5-17)^. En tenant

compte que Pi= — 1, p/ = 0 si j=£l, de la première équation de (5-6)y

on obtient

P/(Vp0)2-0 sur T,

donc on en déduit Pj = 0 sur F.

On voit que les Oj(x)9 P/(-^) sont construites successivement de telle

façon qu'elle satisfassent à (5-6)^-. Donc si l'on prend 0 (x, a) , p (x, a)

comme

il est évident qu'elles satisfont à (4-4).

Lemme 5. 3. Soient c (x, a) , d (x, a) e ^°° (R2 x [ - a0, a0] ) •

A0 (x, a) , hi (x, a) , m (s, a) il existe des fonctions f0 (x, a) , f\ (x, a) véri-

fiant

(5 • 18) 2V d - V/0 + 2pVp • V/i + pdf, + (Vp) 2

(mod a00) dans

(5-19) 2Vp-VfQ + 2Vd-Vf1 + df0-i-cf1^h1 (mod a00) <

/o (^, CL) —m (s, a) (mod a00) swr F .
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Démonstration. Posons

p(x, a) ~E
y=o y=o

c (x, a) ~E £,- O) a-7', ^(.r, a) — E ^ O) a-7",
y=o ./=o

ht O, a) ~ E AI j O) a-7' , m(s,ct)~Èmj (s) aj ,
y=o ^=o

et cherchons /i (x, a) sous la forme

fi(x,a)~^fij(x)aj .
j = Q

Donc il suffit de trouver ftj (x) . Pour que f\(x, a), 1=0, 1 satisfassent

à (5-18) et à (5-19) il faut qu'on ait les relations

2V0o • V/o, + 2p0Vpo • V/!, + pQdQ (x)flt + (Vp0) 2fu + ^o W/o,

-v /^ - ] E vp.-vp^/,-,
î = l m = 0 1=1 m = 0

y-i / /-i j-i
- PO E ̂ -ï/u - E E Pidj-m-ifim - E o/o/-i dans

i=0 Z = l m = 0 1 = 1

2Vp0 • V/o, + 2V '0, • V/,,

dans J2

f*j(s)=ms(s) sur T.

On peut obtenir /0 y (x) , f i j ( x ) vérifiant les relations au-dessus suc-

cessivement en appliquant le lemme 5.2. C.Q.F.D.

Remarque. /0 (x, 0) , fl (x, 0) sont les solutions du système (5-11),

(5-12) et (5-13), en prenant c(x)=c(x,0), d(x)=d(x,G), pour les

données hQ (x, 0) , AI (x, 0) , m (s, 0) .

2e étape. Construction de 6 et v.

Ensuite nous allons contruisons des fonctions o" et y satisfaisant à
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/ \ 2 _

(5-20) > ^ , , , ,_ x , 7>
V(T-Vy=0 (moda^lPl °°) dans fi

G(x,a9p) =0(x,a) sur /".

En posant

.7=0

nous cherchons les ffj(x9a), V j ( x , c c ) pour que (5-20) soit satisfait. Par

la substitution de (J et de y dans (5-20), en comparant les coefficients

de (ju/ik)j, on voit qu'il faut vérifier les relations

(Wo)2+Vo(Vy0)2 E E E 1 (moda00) dans J2

(5-21)0 •{ V(T0-Vv0=0 (moda00) dans J2

Q = d(x, a) sur /"

V(Ti + 2 i ;oVvo-Vvi+Vi(Vvo) 2 =2 (mod a00) dans J2

(5-21)! \ 2V(70-Vvi + 2V(7i-VVo=0 (mod a00) dans J2

tfi ( :̂, a) = 0 sur F

et pour j>2

(5-21), (mod a00) dans

y_i (mod a00) dans

= 0 sur F ,

où JSTy = l pour j=2 et JVy = 0 pour j>3.

La relation (5-21)0 est justement (4-4). Donc nous prenons

p(x,a) construites dans lère étape comme tf0, V0. Pour j^l on peut

obtenir successivement 6j,Vj satisfaisant à (5-21) en faisant usage le



78 MlTSURU IKAWA

lemme 5.3. Donc si l'on prend des fonction CF et y comme

lkl

v, (x9 a) 4) ' 9
7=0

on voit immédiat qu'elles sont des fonctions désirées.

Remarque. Notons que

(5-22) Vi(^a) = 2 + Q(oO sur F.

En effet, en tenant compte que (Ti = 0 sur r, et que p= — a sur /"*, on a

2V<7o-V<ri + 2v0VjvVvi = O(a) sur T.

Donc la première relation de (5-21)! nous donne (5-22).

Lemme 5. 4. Soient c (x, a, & , d (x, a, 0) e ^°° (J?2 x [ - a0, a0]

X [0, j9] ) . Powr A, (.r, a, /£/*) e 5p-0 (fl) , ̂  = 0, 1 ̂  m (5, a, /£/*) e 5™0 (r) ,

il existe fj(x,a, n/k) e5™o(-S), J=0, 1 satisfaisant à

, a, — j fQ=h0 (mod a°°\P\

(5 • 23") ^ / // \ / IL^u &*j) 9 T 7 ^^_x . _^_2V(7• V/i + ^(x a — )/"o + ^ (-^ a

^^! (mod a00!^!"00)

î .a.AWm^.a.A) (mod a=

Démonstration. Soit (/-j, 7,) e [ —a0, ai] X [0, £„]. Considérons des

fonctions Ay (̂ :, 7*1, /2) dépendantes de deux paramètre fr, f2 mais indé-

pendantes de a et de p. Lorsque les second membres des relations

(5-23) sont indépendants de a et de p, on peut construire fj(x9a9/Ji/K)

vérifiant (5-23) par la méthode utilisée pour la construction de G et de
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y. Désignons des solutions de (5-23) pour les données hj (x, YI, ïz),

m (s, ri, Tz) Par fj <X oc, /JL/k, ri, 72) - Définissons /, (x, a, fji/k) par

/H*'a'T =/' *>a 'T'a 'T\ Ri \ k k

et on voit facilement qu'elles satisfont à (5-23). Le fait que fj(x,a,

jU/k) eSjjjCS) se déduit de hj^S™Q(&) et de m^S™0(r) peut être véri-
fié par l'estimation

/i\™
k

et par la façon de dépendance de ^i et de TV C.Q.F.D.

3e étape. Nous allons construire y et £ vérifiant (5-4). Pour cela,

premièrement notons que une propriété de H(z)9 qui est déduite im-

médiat des développements asymptotiques de Ai(z) et de Bi(z). Posons

alors R(z) est indéfiniment différentiable dans un voisinage de l'axe réel,

et il a lieu

(5-24) -R(z)~cn
±z1/2~n lorsque z-* ± oo,

où CK* sont des constantes.

Alors on obtient

(5-25)

En effet, parce que i)(x, a, /*/&)= — a-\- (fi/ib) (2/(Vp(s, a))2) + • • - ,

on a

(5 -26) VP - ̂  f
z^ 9s

Donc on a

(5-27) v
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Par (5-24) et par \&\<C\a\

ik1/*
cela nous donne

(5-28) -a.,0,1, k>0.

De la même manière on obtient VG

Egalement

k da \i \da

En employant ce raisonnement on obtient (5-25).

Nous cherchons des fonctions yjl9 Ci telles que

V (ff + ft) - -^-R (&2/3P) Vp)' + (v + G) (V (y + Ci) )2

(moda00!^!"00) dans Q
\ iw

(5-29)
V (ff + ?i) - -7~^R (^2/3P) VP ) • V

=0 (moda00!^!"00) dans Q

= 0 sur P.

D'abord trouver des fonctions 971, Ci vérifiant

( 2W-V^ + Ci(Vî0 2 +2yVv-VCi

= - 2 V f f ——R (^2/3P) • VP - (—^—R C^2/3P) • Vp)

(5-30) )
i00!^!"00) dans
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ff (moda00!^-00) dans fi

sur

Cela est possible en utilisant le lemme 5.4. Et plus d'après (5-26) et

(5-28) les seconds membres de (5-30) sont majorés par C - k~£/z

donc on a

(5-31) \Dx"

Pour Ci °n obtient la même estimation.

Prenons 2, C2 des fonctions vérifiant

dans fi

Vff • VCt + V V • Vfl^--J? (£2/3P) VP • VCi - V^! • VCi dans S

?]2 = Q sur r.

D'après (5-31) les seconds membres sont majorés par

Donc 972, C2 ont la même estimation. En répétant ce procédure, on obti-

ent ^C/, .7=1,2, • • • . Et si l'on définit ^i, Ci Par

j=i J 9 j=i

TJ! et Ci satisfont à (5-29).

Ensuite, nous cherchons 7J2, C2 vérifiant

V («r + fc + ̂ 0 - ~r^ (^2/s (v + CO ) V (v + CO

dans

=0 dans

sur
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Puisque

{R (k^ („ + G) ) • V (v + CO - R (£2"P)

| • | V (v + G) |

en tenant compte que ^ et Ci satisfont à (5-29), on obtient

Pour £2, on a la même estimation.

Nous obtenons successivement 7^-, Cy et voyons qu'elles ont l'esti-

mation

Donc si l'on prend y, Ç comme

et on voit qu'elles satisfont à (5-4).

Par les considérations jusqu'à maintenant nous avons

Lemme 5. 5. Etant données hj (x, a, fi/k) e S^o (fi) , m (s, &->
e Sy3,Q(r) . Il existe des fonctions fj (x, a, fJL/k) e 5^3,0 (fi) satisfaisant

à

V/0 + 2C VÇ • V/, + C^ x, a, /,

o^^o (moda-ip|— ) dans fl

V/0 -r 2 ( VT? - - - R (è2/3C) VC • V/> + d x, a, /„
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00!^!"00) dans J2

^ms,a,- sur F.

Sous les hypothèses (5-1), (5-3), cherchons w(x) vérifiant (5-2)

asymptotiquement sous la forme

(5-32) „,(,) =^

x, a, p) ) fii, (x, a, p) .

Appliquons (A— p2) à w(x) en forme de (5-32) et nous avons

ik

+ ( AT? - -ïTT-KAÊ - — R'k^ (VC)2) S1» + V (C • VO ffil + Ag.l
\ ik1/* i ' ) J

+ -JëSkff(^2((^-7èr^c)%C(vo2)-^}g1

2 v y - — R V Ç • Vffi + 2VC

AT? - R AC - '

Puisque rj et C satisfont à (5-4) il nous reste de chercher g0 et

vérifiant

(5-33)
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0 (modb|-°°) dans S
ik

(5 -34) 2 VTJ - -—R VC • V<7i + 2 VC • Vg0 + V VC - -r* Vf (7i
1 3 1 3

LAgi=0 (mod \p\ °°) dans fi,
ik

et

(5-35) ^o +-T~TJ-^(^2/3C(-5, &9P))Qi—v(s) (mod \p\~°°) sur

Notons que, d'après

ik1/s

on a

sous l'hypothèse (5-3).

L'application du lemme 5.5, en prenant c(x,a,p) = V ( V ^ — (l/ik1/3)R

X VC) , d (x, a, p) = AC, nous donne des fonctions {gr01, g^} e 5^ 0 (fi)

vérifiant (5-33) et (5-34) et

(5-36) Q0i(x,a9P)=v(s) (moda00!^!-00) sur T.

En effet, en posant

nous déterminons gny successivement de telle façon que gn et gu véri-

fiennent (5-33) et (5-34) et

0010 = ^00 sur F

gQij = 0 sur F pour j>l.

C'est bien possible par l'usage du lemme 5.5. Alors nous avons

(5 • 37) -L..R (F/t (s, a, P) ) gu (s, a, p) e 5
z/è '
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En effet, d'après (5-24) il a lieu

(5-38)

d'où on déduit (5-37) en tenant compte de (5-1).

Ensuite, prenons {(702, £12} de telle façon qu'elles satisfaissent à (5-33),

à (5-34) et à

ii (x, a,p) SUT F.

D'après (5-37) on a {002, 012> e= 5^? (5) , donc grâce à (5-38)

-_
ik '

Sr/fox2 (D .

En répétant ce procédure, nous obtenons {goj, 0iy}, j=l, 2, ••• satis-

faisant à (5-34), à (5-35) et à

ÔW (x, a,p) = - -R (£2/3C) Qu-i (x, a, p) sur r j>2.

Alors on a

donc si l'on définit gr0, ^! par la formule

vérifie (5-33) et (5-34), et plus (5-35).

9 / H(k^Q\ _ _ d y 1 , 9C \

et notons le fait qu'il a lieu

-Re ik

dans un voisinage de .T, dont la démonstration sera donnée dans le par-

agraphe suivant. D'autre part pour x tel que p0(x)>0

x, a, P) ) ~el
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et

Donc on obtient, en tenant compte que \eilc"(H(k2/s^ /H(k2/sÔ) | =1 sur

r,

(5-39) <C • e-*'"'.

Quand à {{70, 0i}, on a d'après la méthode de leur construction

ID x
q Qj (x, a, P) \ <Cq • ec'Po.

Donc à propos de (5-33), on voit qu'il a lieu

(5-40)

+ V V,_

De (5-39) et de (5-40) nous avons

Proposition 5. 6. Nous nous plaçons sous les hypothèses (5 • 1) et

(5-3). Il exists /Âo>0 tel que pour tout Re^>#o et v(s) e 3) (7"0) on

peut construire w(x) en forme de (5-32) satisfaisant à (5-2) asym-

ptotiquement, c'est-à-dire, pour tous entiers m et N, w(x) satisfait à

l'estimation

- N , .\\-w(s,a,P)-v(s)\\m<Cm,N\P\-N\v

Définissons U^ par

(5-41) U.<p. u:x^ J J^^^.

X JH(^2/t (x, a, P) ) flf, (x, s', a, p)

x, a, p) ) g, (a:, /, a, /») }

x u2 (k
sa) 2u (s'") kds'da ,
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où Qj (x, s', a,p), j=Q, 1, sont construites de telle façon qu'elles satis-

faissent à (5-33) et à (5-34), et à

(5 • 42) g0 (x, /, a, p) + -R (£2/3Ç (x, a, p) ) g, (x, s', a, p)

sur T.

Alors on a immédiat de la proposition 5.6 et de la définition de ¥42

Proposition 5. 7. Nous nous plaçons sous les hypothèses (5 • 1) et

(5-3). Pour /ÂQ de la proposition précédente, si Re^>^0, H a Heu les

estimations pour toute u^3) (T*)

-£2) Ut2(p,u: x) |||,<C«,.,.,|#|-*1«L,

I Uu (p, u:x)- Vtzu\\m<Cm,m,,N\p\ ->||m, ,

où N est un entier arbitraire, et m, m' des nombres réels arbitraires,

et Cm,m,lN une constante positive indépendante de p et de u^S) (7"0) .

§6. Sur

De la définition de C742 par (5-41) et (5-42) on a

9Ut2 _ f f fe«*(i;(»,a,ii)-»(i',a». 1

r L J J H(p

x a HWQ g, + -L_//-

. (H'

— ' 2« (O Wi' r

en appliquant (5-4)

= r r e*<»(..a)-»(.',«»r j
JJ Ll
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9p0 dp»

5>p0

= J Je**C'C».<'>-<><''.«»fl42 (a> /

Posons

dp, dpj da

(6 • 1) bi2 (s, a, p) =
t

— bm (s, a, p) + ibm (s, a, p) .
Evidement on a

£42! (5, «,/•)= W* ReR(- ak**) + p -—k1/1 Im R' ( -
(Vp)2

Notons ici quelques propriétés de la fonction R (z) . On a

où F(z) = (Ai(zy + Bi(z)*)1/2 et F(z) a les propriétés suivantes:

(i) pour z^R,F(z) est à valeurs réelles.

(iii) F(z)2 ±—eW"'tn+^(±z*'*} +>~) lorsque z-» + oo>• ' >• * i— \ « - » - i / - » \ « - « i I ^
7TV ^

(iv)

4) Voir Miller [11].
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Donc on obtient

Ri(z) — (1 + O(2:-3)) lorsque z-* + oo
z

Rl (z) V~=^ (1 + O O~3/2) ) lorsque *-> - oo

^iO)<0 pour tout zel?,

et

R2 (z) V^ (1 + O O~3/2) ) lorsque *-> + oo

R2(z)~O(\z\~y) VAT>0, lorsque z-> - oo.

Donc nous avons deux lemmes.

Lemme 6.1. Pour C une constante positive assez grande, on a

- £421 (5, a, />) >£0 ( - - + -yM 5f
\ a N ~a>

- bm (s, a, p) >c,W* si ak^\ <C

si a^/3>C,

où c0 est une constante positive.

Le ni ni a 6.2. Pour tous q=(qi,q2,<2z) on a

dk

D'après la définition on a

En utilisant (5-42) et \tf'*R(W*Ç)VCI<C, nous avons
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Quand à ai22, lorsque \a\<C-k~2/B il a lieu

et lorsque \a\>C-k 2/3, depuis on a

il a lieu

&(c-

D'où on déduit, en tenant compte du lemme 6.1

(6 • 2) la* (5, s', a, p) | <C- 1 ( - *« (5, a,

^
Ensuite considérons <zm — è« (d¥/da) .

da

dp,

=1 + 11 + 111.

Par la définition de £ on a

Et on a aussi

(6-3)
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(Vp)2 ) da

îA (Vp ) f / J v ' da

dw

Par le procédure de construction de Ç et (5-22) on a

2
(Vp)2/

Et d'après (5-24)

C pour !a|<Or2/3

, ^ pour

Donc pour \a\<C-k^\

\ J-J-J-i I *^/ * R> ' —
k1/s

et pour \a\>C-k~w

IHIj [ <C • k~s/2 • !L JL — ki/s

k <J\a\W*

<C • • k~^<C • k~^ ( - bm (5, a, p) ) .
v|a]

Savoir, on a obtenu

(6 • 4) IIII, | <C • k-'fl ( - bm (s, a, p) ) .

<sup\R"

- - s i \a \ <
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Donc on a

k
Par la même manière on a

Reunir les estimations et on a

Lemme 6.2. Lorsque \a\<k~s, on a

a42 0, 5', a, p) - ô42 (s, a, P) -—- (s, s', a)
\ da

J j>cec!,a>-*cs<>a))a42 (5j

= f J e«(.(.,.(.,,',

= J J 42 (J, J, à,

Posons

,^s,s', --l),p, j=l,2

^42^ (5, S,P)= BUJ (5, f , 5, />) , B42 = B

et
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= Bi2j (s, D., s',p),

Alors

Posons

et nous avons

dUi2(p, u\ x)

9po

Lemme 6. 3. // a lieu

(6-5) I^WÂ» (*,£,/»)

pour q= (ql9 <72) , ç2^l.

Démonstration. Depuis

d®(s, s', a) _ 1
95 S'=s 2

da 5 > 5 > a ~ :

et

-Bi2(s,s,a,p) f£= lorsque^42 V^, ̂ , LH,, /xy - .

k da v—a

d'où on obtient (6-5) pour q = (0,1), en tenant compte du lemme 6.1. Pour

5) Soient 3>(5, £ j',/0 e«%(O et QO, £, 5',^) e5p^(r). (^-Q) (5, A, 57,/>) signifie
l'opérateur pseudo-différentiel défini par le symbole °W (s, Ç, sf,p) =5*(5, f, ^^p) -Q(5, f, sf, p)
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q arbitraire il suffit de répéter ce raisonnement en utilisant le déve-

loppement asymptotique de F(z).

Proposition 6.4» Soit m un nombre réel. On a

- Re (r2*J242r2ze;, w) m> (l - C (aQ
2 + - + k'

\ \ fJL

X (l-

pour toute iv^^D (Fo) , où [ — Bi2ï\ F désigne la partie de Friedriches

pour le spmbole — -B421.

Démonstration. Posons -w2 = T2zu. D'abord démontrons

(6 -6) |Re (i<£i22-w2, -Wz) m <Cm— ( [ —

= Re (i<Bmw2, ivz) m-Rei( [5422] Fw2,

Par le théorème 4.2 du chapitre 3 de Kumano-go [7], page 125, on a

symbole (^422 - [#122] F)

-0(D tf ) £422(1) (s, f , />) + 2 0.,^ (f ) &»81 (^ f i ̂ ) •

Depuis 0!(f) e5vî|0> 5422(1) (s, Ç,p) e5}/8ï0, on obtient

0iœ3422(i)(*,?,£)eSÎ /3,o.

Pour /3 = 3, a = 0 d'après la définition de 0a,^(f),

0o,3(f)e5r/3:o1/3,
et 5422(3)e 5^/3,0, nous avons </)0)Z(Ç)Bm(v eSï#î.

De la même manière, nous avons aussi

Et l'annoncé du théorème 4.2 montre

S 0.,̂  (f ) ̂

D'autre part, en utilisant le lemme 6.3 et la propritété de 0a,0(?)> P°ur

on a
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Les termes que nous n'avons pas encore considérés sont

00,2-0422(2) et 00,4^422(4) •

Notons qu'ils sont à valeurs réelles et que

L00, 2-^422 (2) J F 00,2°-£>422(2) ^ ^ 1/3,0

[00, 4-0422(4)] F — 00j 4° -^422 (4) ^ ^1/3,0 •

Répéter le raisonnement au-dessus on obtient

-w =

B est un symbole à valeurs réelles, le symbole de 2$ est majoré par

C//JL- ( — Bm) . Il est clair qu'il a lieu symbole de ( [£421] F — &MI) est

majoré par C-^"1/3( — Bm) .

Réunir les estimations jusqu' à maintenant et nous avons (6 • 6) .

D'après le lemme 6.2 et les estimations

- Re i
dp, da

Re(ik-^-R(-

on a la proposition 6.4. C.Q.F.D.

De la proposition 6.4 et de la définition de SP42 on a

Proposition 6. 5. Soit m un nombre réel. On a

(6-7) -Re(
dU*(p'u:x\

^ ' '

> l - C a»2 + - + k~^ ( [ - 5421] FT2u,
/JL

pour toute u e à) (7"0) -
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Corollaire. Soit <B(s)*=£) (r0). Pour toute u(s}^S) (A) on a

(6-8) — Re( "l^'ftW u.
\ 9po

>(i-cL2+l+£-e/2))([-,

fonction appartenant à 3) (T*) telle que § = 1

port de jS(j) e£ J*2 ^5^ «^ opérateur pseudo-différentiel dont le symbole

est égale 1 sur le support de D2(k
€@ (s, s', a)).

Démonstration. On a

D'après le lemme 6. 3 on obtient

d'où on déduit

> - Re ( (A12oy2
2) /3M, 0») m - C -

L'application de la proposition 6. 5 au premier terme du second membre

nous donne (6 • 7) .

Remarque. Jusqu'à maintenant nous avons fait la considération

sous la restriction (5-3). Au cas où

(6-9)

si l'on prend

on peut achever le même raisonnement et obtenir la proposition 6. 5
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pour p vérifiant (6-9).

§ 7. Construction de 1741 et Ses Propriétés

Construisons Un(p9u:x) tel que

(7-1) \\(à.-p*)

(7-2) \\Utl~Vtlu\

D'abord nous construisons </}(x, a) pour a<0 telle que

(7-3) (V0(.r,a))2-l dans J2

(7-4) <l>(x,a)=d(x,a) sur T.

Soit d(s9a) une fonction de ^°°(r X [0, o:0]) satisfaisant à

Désignons par {s, r} le point P= (xlf x^) sur la normale extérieure

de F en s dont la distance de s est égale à r. Alors il est claire que

la correspondance de Pe$ à {s, r} e/"xjR+ est bijective et que son in-

verse est aussi différentiable.

Désignons par L(s,a) la droite passant se/"1 et coupant F en angle

a. Quand on pose

ç(s,a) = v7 — a d (s, a) ,

lorsque \a\ est assez petit, pour — a>0, pour PeJ2 il existe un point

unique sQ^F tel que

(7-5) Pe Lfo,,p (*,«)).

Lemme 7. 1. Qua?id on considère que SQ est une fonction de PŒJ2

et de a<CO définie par (7-5), e/z conséquence une fonction de {s,?"}

et de a on a

(7-6)
95,

ds

(7-7) -^

<C

9r \/-a + -

frj Q\ USQ ^ f~1
(7 - 5) ^ G .
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Et plus dso/dr s'écrit comme

£>„ 1

(7-9)
9r

par une fonction F (s, s', fi) indéfiniment différentiable de s, de s et de

A et

F(s, s', v/^â")>

On en déduit l'estimation

(7-10) 9 W 9 W 9 V3 , xs0(s,r,a)
9r

<C
V-a +15 — 50|

Démonstration. A la place de (.rj, j^)» désignons x=(y,z) dans

cette démonstration. Supposons que F est donnée par y=f(z) et /(O)

=/'(0)=0, -/"(y)>c>0.

La droite L(s0,(p) est représentée par l'équation

z —

Supposons y0<0 et prenons P= {s, r} sur L(sQ,q>) tel que s =(0,0).

Alors nous avons immédiat

r =

Depuis

/(y.) - yo/' CvO = - y»2 f V" (*y.) dt
Jo

Posons ç?= J — a6(s, a)9d(s9 s0) =JJ0Vl+/ /(02^ et nous avons que

_Ë^o et -^ sont indéfiniment différentiables.
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Donc nous pouvons écrire

(7-11) r = d(s,sQyr(s,So) +dO,s0) J-ad(s0, a)c(s0, V-

où 7(5,50) est une fonction indéfiniment différentiable de SQ et de s,

c (50, /S) indéfiniment différentiable de SQ et de /?, et elles satisfont à 7" (5, s0)

Différentier (7-11) par r en considérant SQ comme une fonction de

s, de r et de a, nous avons

dr

^ foo dr

En tenant compte de dd(s,sQ) /dsQ= —1, on obtient

(7-12) L = - l/ {2 r̂ + v7^*^ (50, v
7^^^) + O (J2 +

9r

De (7-11) on déduit

Donc nous avons (7-7) et (7-9) pour a assez petit.

De la même manière, (7-6) et (7-8) se déduisent des différen-

tiations de (7-11) par s et par v7 — a respectivement.

On peut montrer (7-10) inductivement en utilisant (7-9) et les pro-

priété (7-6), (7-7) et (7-8). C.Q.F.D.

Etudier des propriétés de la fonction </)(x,a) satisfaisant à (7-3)

et à (7-4). Posons

(7-13)

d'après (4-5)
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Posons

<p(s, a) =y (s, a) -— (5, a) = V-a£ (s, a) ,
/ as

et nous avons b(s9 a) e^°°(r X [ — a0, 0]) et &0,a)>c

Parce que (V0)2 — 1 = 0, V0 est constant sur L (s, ç (s, a) ) . D'autre

part depuis

V0-V0=1,

si l'on désigne la distance de s0^F à P^L(sQ, <p(sQ, a)) par d(sQ,P) ou

par 6? (s0, 5, r) , il a lieu

Donc on a

j^^j^j^
9r dr

D'après (7-7) on obtient

1
<C

90 _ 9(? 9s0 ,— j—

et par (7-6) on a

90
95

de la même façon

90

En répétant ce raisonnement et appliquant (7-10) on a

A_W—rdr' \ ds I

Donc nous avons

Proposition 7.2. Pour a<^0 les fonctions 0(X a) satisfaisant à
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(V0O,a))2=l dans Q

(p (x, a) = 8 (x, a) sur F

vérifient l'estimation

— a

Et plus pour <jj telle que 90/9r<0 nous avons

(7-15) --= V^lVpol (1 +aCl(s, a)}
dr

(7-16)
v —a

où C(s,a)>0 VSGET.

Démonstration. (7 • 14) est déjà démontré et (7 • 15) est identique

à (7-13). Donc il suffit de montrer (7-16).

Notons que

(7-17) |

Puisque V0 est constante sur L (s0, ç (sa, a) ) et |V0|=1 on a

où A est l'angle formé par la droite L (s0, <p (SQ, a) ) et la normale de F

en s^F. Et

l — — = ç(s, a) -fCO,
Zi

Donc d'après

dr dr

et A | r=o — 7T/2 + (p (s, a), nous avons

~ /-—c (s, a),(7-18) ^
dé

donc de (7-17) et de (7-18) se déduit (7-16). C.Q.F.D.
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Ensuite pour v (s) ^3) (Fo) cherchons w (x) satisfaisant à

(A-/>2)w(X)=0 (mod |£|~°°) dans J2

w (x) \r^eike^v (s) (mod £~°°)

sous la forme

(7 - 20) w (x) = e^wg (x, a, p) .

Nous avons

e*** (A -p2) w(x) = { (z£V0) Z9 + 2ikV<J> ' ̂ 9 + **A0 • g + Ay - (^ + fi) 2

d'après (7-3)

Donc nous cherchons ff(x,a,p) de façon qu'elle satisfasse à

-l(^2-A)^^0 (mod|#|— ) dans
(7-21)

ff\r = v(s).

Posons

Pour que (7-21) soit vérifié il faut et il suffit qu'il ait lieu

.£^0 = 0 dans S

ffo = v (5) sur r ,

et pour j>l

j:^ = -^(y-A)^_, dans fl
^2

ffj = 0 sur T.

En tenant compte que V0 est constante sur L (s0, ÇP ($0, ûî) ) on peut

obtenir Qj(x, a, p) successivement. Etudions les estimations de Qj(x, a,p)

pour <2<0.

Notons que, si l'on met la condition 90/9r<0 sur F, il a lieu (7-16).

Posons
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et nous avons pour jj. assez grand

(7-22)

D'après 90/9r<0 on a

/ cd
~ / 73\ / \ / I 73 77 1#o (f) = v (s0) exp — 1 Kal\ jo y

où d = d(sQ,P) et SoRdl signifie l'intégrale de R(P, /JL) sur la droite

L (SQ, ç (50, a) ) de 50 e F au point P. Alors on a

9r 95o 9r \ o \ o / ds, 9r

D'après le lemme 7. 1 et la proposition 7. 2 nous avons

De la même façon pour tout q = (ql9 q2,

9r

Et ainsi de suite

Lemme 7. 3. Powr j^O on obtient

9 W 9
p-23) •„,/

K i \10 // i i c i + y / r°
V^+V7) +7^} exp(- jo

Si l'on choit e>0 de façon que e/2-10<l, c'est-à-dire,

(7-24)

pour a,p tels que

(7-25)
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on a

Donc il est possible de prendre g(x,a,p) telle que

9(x,a,p}>
.7=0

et il est claire que cette f onction g (x, a, p) satisfaite (7-21). Plus par

(7-22) on a

(7-26) |i*(2V0- V0+ A0-y + 2/«0 + (-0V+ Ay) |<C^~^-w2)r.

Donc sous les hypothèses (7-24) et (7-25) nous avons construit

ze;(x) de la forme (7-20) satisfait à

(7-27)

Définissons Utl en profitant le résultat au-dessus. Dans (7-19) nous

prenons comme v (s) la fonction

, , 9 9oa

avec deux paramètres s' et a, et construisons g (x, s', a, p) de façon que

(7-26) soit satisfait. Posons

(7-28) Utt(p, u-x) = eikw>-'«'>*»ff(x, s', a,

Grâce à (7-27) nous avons

Proposition 7. 4* Nous nous plaçons sous l'hypothèse (7 • 24).

toute u(s) e à)

(A-^2) C741(A tt: x) ||U<Cmfm,fy|*|-l«|

V entier, w, wx nombres réels.

Et puis considérons 9Z/41/9p0|r.
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n i $(/)

( dûn9p0 r J J ' 9p0 9p0

Notons que

9p0

En effet, d'après (7-13)

dr

9p0

D'autre part

dg

9p0 |vp0

Posons

(7 - 29) *41 (5, 5', a, P) = ik^-g + 1^
9p0 9p0

(7-30) é41(5,5',a,/,)
v — a \ 2

= ^411 + 2^412 .

Par le changement des variables

(7-31) -?^= f f^<1+«><-^41(5, /, ^(5, /, a), ^
9p0 J J

x M. (5, /, a) Wl (F0 (5, /, a) ) 2u (/) W/ Ja .
9a

Posons encore

241 (5, 5r, a, />) - a41 (5, s, 0 (s, s', a) , />)

s, 0 s, -f - 1 ,P - ^, -k
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BHJ (s, S , P) = BUJ (s, S , s, p) , £4i (5, £ , p) = Bm + zS4

Alors de la proposition 7. 2 et du lemme 7. 3 on déduit

Remarquons que

fft (s, s', a, p) *- (s, s', a) = ^- ~X, (1 + y (s, s', 0 (s, /, a) ) ) 2

Donc par la définition

(7-32) -Bm=-jL=(- —

On en déduit immédiat si

(7 • 33) %4 (1 + a)2 \ ds^d^ds'^B^z (s, f, s', p) \ ̂ Cq • — ( — Bm (s, «

Posons

&«, = BtlJ (s, D» s', p) ,

^4,, = 54W (5, D., /,) ,

et

Nous avons

Proposition 7.5. 5ozï m^>0. Pour toute «eâ)(.F0),

X4«, r,X4«) » - Re (ff^it, «) . -
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Corollaire. Soit /? (s) e 3) (A). Pour toute u^S) (r0)

X^u, Y,X£u-) - Re (S^u, 0u)

où j9Œâ)(ro) ^//e que (3 = 1 sur le support de $, X^X^I + D^ dont

le symbole est égal à 1 sur le support de celui de Xif et T1 = lJ1(k
6((Ds/k)

— 1) ) et ïïi (/) = 1 sur le support de DI.

La proposition 7. 5 et sa corollaire sont démontrées par la même

procédure que celles de la proposition 6. 4, mais celles-là sont beaucoup

plus simple que celles-ci. Nous les omettons.

§ 8. La Construction de t74S et Ses Propriétés

Pour

(8-1) a>k-\

construisons w(x) satisfaisant à

dans
(8-2)

D'abord, construisons (/)(x,a) vérifiant

(V0)2-l dans J2
(8-3)

( 0 (x, a) = 6 (s, a) sur P

à un certain sens.

En employant les coordonnées {s, r} , on a

(8-4)

Supposons que le développement de (Vs)2 en r = 0 est donnée sous la

forme

(8-5) (Vs}2
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Posons

00

0 (s, r, a) = £j Ci (s, a) rj

et nous allons déterminer <pj(s,a) de façon que (8-3) soit vérifié.

.7=0 .7=0

i + <?o'2 + { (2<?2 • pi 4- 0?i • 2^2) 4- G?/ • <po' 4- <p0' ' ci}

4- { (3<?3 • pi + 2çz • 2ç2 + Ci ' 3p3) 4- ((pz ' PO' + ci ' ci 4- PO'

-f- a, (<pj - cpQ' + (pj - <p/) + az(pQ
n} r2 + - • •

4- (fpi ' ÇQ + Çj-i ' Ci + ...... + ÇQ ' Ç/} + ^i (Çj-i ' ÇQ

où on désigne dçj/ds par ^7-
x.

En égalant les coefficients de rj de (8-3), on déduit

(8-6)0 <pi2 + <po'2 = l

(8 • 6) ! 2ç2 •<?!+<?!• 2çz + (ç?/ - ̂ o' -f ̂ o' ' ç?/) + a^z = 0

(8 • 6) y (j + 1) py+1 • ^ + O'^y) (2^2) + ...... + <pi • 0'+ 1) <?,-+i

!/-i ' Ci + ...... + <?i' • ̂ -_i + ^O
x • ç/}

+ ÇQ ' Ç7y_i) "f ...... 4" a j(p0'* = 0 .

Donc en mettant ÇQ (s, a) = 0 (s, a) , nous cherchons Çj (s, a) de la manière

que (8 -6) ^ soient vérifiés. De (8-6)0, on obtient en tenant compte de

(4-5)

pi (s, a) = Vl-^o'2

= zVâ|Vp0(*)|- (l + O(a)) = zVa • i?i(5, a),

alors T?I (5, a) e ^°° (r X [0, ac] ) et

(8-7)
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De (8-6)! on a

q>t (s, a) = — —— { (ÇQ • ci + (pi - çj>o') + #K?o'2} = -7=72 (s, a)
£çi va

où if]z(s9 a) e^00 (T X [0, a0]) . Supposons maintenant que pour tout j<k,

Vf (X CL) s'écrivent sous la forme

/ 1 \ 2.7-3

, a) = -/= ^- (5, va) ,
Wa/

où ^y(^, /?) ̂ <$°°(rx [0, Va0]). Alors quand on définit ç^+ifo a) par

la formule

, a) = -

+ ai (Çk-i ' ÇQ + (p'k-2 ' Cl + ...... + ÇQ • (p'k-l) -+- ...... H- tffc + Kpo

on voit immédiat que çk+i(s, a) s'écrit sous la forme

2(*+l)-S

5, Va)-/=
a

où ^A+1 (5, /9) e S00 (r x [0,

Définissons ^(5,2;, Va") EE^°°(FxCx [0,

_ oo

$ (s, z, Va) — 0 (5, a) + zas/2^i (5, a) * + % 0) I] a3/2^- (5, Va)
J=2

OÙ

0

Posons

0(5, r, a) =0 (5, —, Va
a

et on a pour tout N entier

(8-8) (v0)2-lj<CV(-i-

D'autre part grâce à (8-7) on obtient
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(8 • 9) Im 0> c0 Vâr = c0a
s/2z , vr> o ,

si l'on choisit C^>0 assez petit.

Il est évident qu'il a lieu

(8 - 10) 0 O, a) = 0 (s, a) sur F .

Nous chershons w(x) vérifiant (8-2) sous la forme

(8 - 11) w (x) = eW'^g (x, a, p) .

Appliquons *-'**<*'«> (A-/*2) à w(x) de (8-11).

«rlfc*(*'B) (A -/>*)«>(*)

2 - 0"& + ,«) 2} g (x, a, #) + 2ikV(/jVg + f* A0 • g + Ag

Posons

(8-12) <7 = I7/(i,r, a, /•)*-'
y=o

(8 - 13) flf y (5, r, a, />) =

9r Qr ds ds

= ((pi ' 0oi + ^o' • flQ H-

(ci • 000 + (p* '

' '00,0+ ̂ 1(^-1' 0oo+ •

Supposons

A0 = fè,(5,a)^.
y=o

En posant tous les coeificients de 2V0-V00+ (A0 — ̂ )00 zéros, nous

avons successivement

#00 (5, a) = 77 (5)
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0oi(s, a) = -— {<?<>'• 0o'o + (*0-/O0oo>

, a) = -—
O-+D?»

\<P3 * 0oo 4~ ' ' • + Ç?o * 00./) ~h

De la même manière que ^ on voit que QQj s'écrit comme

et g0j-e C°° (.T X (0, Vao) X [0, oo)). Donc quand on définit g0 par

N ^( "^^ '0o(5,r,a,^)—g

g0 vérifie pour tout entier

(8-14)

De la même façon on peut trouver une fonction Qj (s, r, a, p) sous

la forme (8-13) vérifiant

(8-15) Vg,+ (A0-2//)g,Hhl(A- j(r_
\a

Définissons g (5, r, a, />) par

00

g (s, r, a, ^>) — I] g, (5, r, a, />) ̂ 'J' .
.7=0

On déduit immédiat de (8-14) et de (8-15)

(8-16) \ik(2V<I>-Vg+

Avec cette g, définir w(x) par (8-11). Par (8-8) et (8-9) on a
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<CN - e-
k'aa'2'r/a 'k2— <CN'k* (te3/2)

Quand il a lieu

(8-17)

on a

De la même manière on a

| eu* {ik (2V0 • Vfir + (A0 - 2/0 g) + (A -

En tenant compte de (8-9) nous avons sous la condition (8-17)

III (A ~p^ w Cr) \\\m<CN>mk-N*' • fi».

Si l'on choit £>0 de (8-1) assez petit on a (8-17) pour £0>l/2 et

(8-18) k-£°ju<k-£i pour

si k>ju2-£*, £2>0.

Alors on a

(8-19) |||(A-^)W||

Soit g (x, /, a, ^>) une fonction constuite par la méthode au-dessus

pour la donnée

'
da

Définissons t743 par

s, s', a) %4 (1 + F (5, /, a)Y

(8-20) Uu(p, u:x)= J Je'*(«-.«>-»<'''«»g (a:, 5', a,

Grâce à (8-19) nous avons sous la condition (8-18)

(8-21) 1! (A-£2) t74s!



PROBLÈMES MIXTES POUR L'ÉQUATION DES ONDES 113

et par la définition

(8-22) Ua(p, u: x) |r= V,zu

Ensuite étudions

9p0

= f (>(*(.,«>-*(.',«» \i

r J J l 9p,

(5, /, a,

D'après la procédure de la construction de 0 on a

Notons que

(8-23)
9p0 |Vp0

Posons

et

(8-24)
9p0

43

• DZ (k
€® (s, /, a) )2— (5, s', a) u (/) kds'da .

Posons encore

us(5, /, a, p) = a**(5, /, 0(5, /, a),p)'^-(s, s', a)
oa

ivpo!
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JU = -A43 (S, A, *', P) , cJ?43 - I43 (5, A,

Depuis A43, £431eSLM(r), (dg/dp0) - (dû/do) ^Sl_€>Q(D on a im-
médiat

Proposition 8.1. L'opérateur f/43 défini par (8-20) satisfait à

(8-21) et à (8-22) et nous avons pour toute u^3)(FQ}

(8-25) -Re
9p0

Corollaire. Soit fj(s) e à) (T^o) . Powr ^ow^ w e 3) (Fo) nous avons

3w, r3X4^«) m - Re

C • k~f'* ( [ - B431

§ 9. La Démonstration du Théorème 3» 1

Définissons Ui(p,u:x) pour tteâ)(jT0) par

II est claire, d'après les constructions faites dans § 5~§ 8, que

(9 • 1) 1 (A -£2) Ut (p, u : x) UU<Cm,»!*|-1«||,

(9-2) \\Ut(p,u:x-)\r-Vtu\\m<Cm,m,,N\p\-N\\u\\m.

(9.3) -Re(dU^'»--*\

-CHU'.
Montrons que
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(9-4) s £P4,es;/3,0(r).J=l

En tenant compte de la définition de DJ il suffit de considérer le £P4j-

pour k, a tels que

(9-5) C2 •

(9-6) C2'

Sous la restriction de (9-5) par (7-29)

D'autre part on a

d'après la forme de <242 et le développement asymptotique de R(z) .

Notons qu'il a lieu

T, (ik J=a) o^T, + T2 (ik J^a) Opr2 - (ik V^^) op e 5ÎIÎS"0 (F)

d'après u^ + y/^l sur (9 -5), où (ik^/ — a)op désigne l'oprérateur pseudo-

différentiel z&Vl— (DS/K). Donc on a

+ (îfc V^

- {^ (f A V^â) op2^i + T2 (z^ O P 2

De la même manière sous la restriction (9-6) on a

^H-ffi, e5u.cn.
Donc on obtient (9 • 4) .

Posons

3
\ * [

3

I]

et on a pour toute u^S)
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(9-7) -Re(
9U^'u:x\

Soit £0) eâ)(r0). On a

(9-8) — Re ( 4^? "^s' u'x) ^ u

Sous la restriction de

(9-9)

pour Vi, Vs, par la méthode de § 8 on peut construire U\ et Uc tels que

f ! (A -p2) Uj (p, u : x) |||.<C.,m,,,|^rl«|U,
(9-10)

( \\U} (p, u: x) \r- VjU\\m<Cm,m,>N\p\-N\\u\\m, ,

et plus ils satisfont à

(9-11) -

Encore plus pour (}(s) e S) (Fo

D'autre part pour ¥3, par la méthode du § 7 on peut construire U& tel

qu'il satisfait à (9-10) et à

(9-13) -Re
\ 9p0

Et pour /9(j) Œâ)(/Y) on a

On peut construire U2 par la même procédure que C74. Définissons

9u:x) par
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Alors on a immédiat

III (A-£2) U(p, u: x) \\\m<Cm,m,,N\p\-N\\uln,

\\U(p, u: x} |r-M||m<Cm,m^H-ffH|ro, .

De (9-7), de (9-11) et de (9-13) on a

.7=1,5

-CJWIL.

On voit aisément, d'après la définition de BjF, j=2,4, et les propriétés

fondamentaux de BJ-ll,j=2,4, 1=1,2,3, que

(9 - 15) B

Donc nous avons pour toute

(9-16) _RJdU(pu: ? ^
\ 9p0

De la même façon on a

(9-17) _Re(^(A^(5)
v 9p0

Supposons que weC°°(r). Prenons fa ( s ) , fa (s) eC°°(D de telle

façon que

sur

fa(s)=l sur supp/9y(5), supp^y(5)CZ/"/, où 7^y est une partie de

telle qu'on peut appliquer le raisonnement jusqu'à ici à toute Fj.

Pour M e C°° (jT) , définissons U par
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II est claire qu'il a lieu

(9-18) ! (A-£2) U(p, u-.x) l*<Cn,m,N\p\-*\\u\\^

(9-19) IU\r-ulm<Cm,m,}N\p\-N\\u\\m,.

Et on a

/ c\ T T f t. -.. -_\ \ n.

= - SRe

l--

||i - C • k-v* ( (B2F + BtF) ë,u,

On voit facilement

<C
j=l

Donc il a lieu

(9-20) -Re

]

Désignons par f/x (^>, w : x) la solution de

| (A-pz)U'(p,u:x) = -(A-p2)U(p,u:x) dans

[ U'(p, u:x) =u-U(p, uix)\r sur r

alors grâce à (9-18) et à (9-19), en utilisant (3-1), on a

(9-21) S W W(A «: *) |||^<Cm, ̂ «11.- |#|-y .
Z+i'^m

Posons Û=U+U'. Alors on a pour toute u<=C°°(r)

( (^-p2)Û(p9u:^=0 dans J2

1 Û(p,u:x)\r = u.
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Etudions BU. D'après (1-2) on peut supposer que B s'écrit B=

+ b(s) (d/ds), où b(s) est une fonction à valeurs réelles.

~Re(BÛ(p,u:x)\r9u)m

Et on a

/ ÏÙTT \ I / SU. \

<C.IMIds
D'autre part grâce à (9-20) et à (9-21) il a lieu

Finalement on obtient pour toute w

-Re (BÛ(p, u: x), u}m>c^\\ufm-Cm\\ufm .

De cette façon, on a démontré le théorème 3. 1.

§ 10. La Construction de U Lorsque

II nous reste à construire U(p,u:x) pour p = ik + /j. tel que

n o « ~ n i&K//3/2
\±\J ' ±J | /C| _^^* .

Premièrement supposons que

(10-2) |£|<2-|*|.

Considérons 0 (x, f, p) telle que

(î"V0)2— (ik + /jC)2 dans &

Posons

Comme dans le paragraphe 8, cherchons 0^ (5, f , />) en égalant les coef-

ficients de rj de la relation (£V0) 2 = (z"& 4- /^) 2. Or on a
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et pour

{ 0'+ 1) 0y« ' 0l +fl>i • 202 + ...... + 0! • 0'+ 1) 0,+l}

-01' + ...... + 0o'-0/)

Donc on obtient

0! (*, f , />) = xVf f +( t / fe + /£)', Im V£'

Sous les hypothèse (10-1) et (10-2) on a

£2 «S
_ 5 _ <C •

Et plus, si l'on définit 0y+J (5, f , />) par

0y+i fe f , P) =

on a immédiat

Lemme 10. 1. Pour tous j>l il a lieu

Définissons 0 (x, f , ̂ >) par

et nous avons pour tous

| (zV0) 2 - (jk + ftY\<CN

Posons

w(x) =*»<'•'•*>!! (x),

et on a
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(10-3) (&-P*ÏW(X}

En utilisant le lemme 10. 1 on peut trouver, comme au cas de § 8, une

fonction g (x, Ç, p) satisfaisant à

] 2z V0 • Vg + i A0 • g + Ag | <CN (#1/2r) *

gO, f , / > ) l r = i •
Notons que

(10-4) Im 0(X f, p)>c Im01-r> /«-r.

Donc en appliquant (10-3) au premier membre de (10-3) on a

| (A-p2) w (x) \ <CNe-*r W2r) N<CN^~N/2-e~^2,

ainsi

III (A -p2} w (x) \\\m<Cm,Nju-N<Cm,N\p\-N .

Définissons U(p,u:x) par

U(p,u:x) =

et nous avons

(10-5)
U(p,u:x)

Au cas où |£|^2-|&|, le raisonnement du § 6 est applicable sans

modifier. Puisque démonstration du fait

-Re (BU (p,u:x-),u-)m>c.{i\\ufm-Cm- \\u\\l

est très facile, nous l'omettons.
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