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Problèmes Mixtes pour l'Équation des Ondes II

Par

Mitsuru IKAWA

§ 1. Introduction

Soit O un objet borné dans RB= {x\ x= (xly x2, x^) , Xj eH} dont la

frontière F est une surface indéfiniment différentiable, fermée et simple.

Posons Q = R*-0-r.

Soit

.7=1 dxj dt

un opérateur différentiel du premier order à coefficients indéfiniment

différentiables définis dans un voisinage de P. Supposons que

(1.1) bj(x), .7=1, 2, 3 et c(x) sont à valeurs réelles

3

où n (x) — (HI (x) , nz (x) , ns (x) ) désigne la normale unitaire extérieure

par rapport à 0 de f en x.

Considérons le problème mixte

nw(jc, £) = ~~Zj ^~/'(:r>^) dans J2X (0, oo)

Bu(x,t)=g(x,t) sur rx(0, oo )
(P)

u (x, 0) = HO (x)

On dit que le problème mixte (P) représente un phénomène pro-

pagateur avec une vitesse finie lorsqu'il existe une constante 7>0 avec

la propriété suivante :
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pour (x0, to) e Jî? X [0, oo) et u (x, t) e C°° (£ X [0, oo) ) quelconques les

égalités

Dw-0 dans J3x [0, oo)

Bw-0 sur F X [0, oo)

, 0) = -- (*, 0) - 0 dans fi x {* = 0} fl A (*„, *0)
dt

entraîne u(xQto)=0, où

Et puis dans cet article l'inférieur des j avec la propriété au-dessus

est dit la vitesse maximume du problème mixte (P).

Le fait que nous allons montrer dans cet article est le suivant:

Théorème. Supposons que la courbure Gaussienne de F soit

strictement positive. Pour que (P) soit bien posé au sens de C°° et ait

une vitesse finie de propagation il faut et il suffit, sous les restrictions

(1.1) et (1.2), qu'il ait lieu

(1.3) c(x)<\ pour tout x^F.

Et lorsque (1. 3) a lieu la vitesse maximume de propagation du

problème mixte (P) est égale à

(1. 4) max(l, sup - ^-7---^^^^^^===^

ou

Dans l'article précédent nous avons considéré les problèmes mixtes

dans un domaine de R2 qui est l'extérieur d'un objet convexe. Comme

nous l'avons remarqué la supposition sur le domaine joue un rôle très

important. Nous voulons souligner encore que le problème (P) n'est

plus bien posé au sens de C°° en général sous les condition (1. 1), (1. 2)

et (1. 3) au cas où le domaine n'est pas l'extérieur d'un objet convexe.

A propos de ce remarque, nous avons considéré dans [3] les propriétés
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fondamentales des problèmes mixtes pour l'équation des ondes dans un

domaine de Rs qui est l'intérieur d'une surface fermée.

§ 2. Réduction du Problème

Soit cp(x) une fonction à valeurs réelles vérifiant V^e^(I?3) et

sup |Vp (*)!<!.
x<=R*

Posons

Aç (9/9*, 9/9*) - (1 - ( V?)2) - - 2V^ • V--

^—J y \ x i _ ^ ,_ ; \ x ~ \ x.7=1 \ axj axj ot i ai

et considérons le problème mixte

f A9u=f(x,i) dans flx (0, oo)

Bçu = g(xyt) sur .T" X (O^ oo)

(.r, 0) = z^! (x) .

Afin de montrer la résolubilité du problème (Pp) nous considérons le

problème au bord avec un paramètre p = ik-}-/j, /^^>0

A, (p, 9/9*) w (x) - 0 dans J2
(2.1)

^ (A 9/9*) w (x) — 7z (*) sur F.

L'important est d'obtenir les estimations à priori des solutions de

(2. 1) pour tout p à partie imaginaire suffisamment grande.

Noter que le problème au bord

A9 (p, 9/9*) u (x) = 0 dans Q
(2.2)

u (x) =g (x) sur F

admet une solution unique dans f] Hm (J2) pour toute g (x) e C°° (F) et

qu'il a lieu l'estimation
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lorsque Rep = jU>jU<p, /19 une certaine constante.15

Désignons par U9 (p, Q : x) la solution n (x) de (2. 2) pour la donnée

g (V) e C°° (r) et définissons *B9(p) par

<»„ (p) Q = Bç(p, d/dx) U9 (p, g : x) r .

Alors Ç&9 (p) est une application linéaire de C°° (J"1) dans C°° (F) .

Concernant l'opérateur ÇB9(p) admettons le

Théorème 2. 1» Nous nous plaçons dans l'hypothèse sur Q faite

dans le théorème de l'introduction. Alors pour Re^>/^ on a

(2.3)

pour toute geC°°(r), où

~\(ps\
z -v\(ps\-c)

1) n

et Cç,,m est une constante indépendante de p et de g.

Posons V,(x) =2nj(x) ~bj(x), d\x) =d(x) + -— (n 3(x) - b ̂ x)
/=i dxj

et puis

3=1 dxj dt

Alors il a lieu

(2. 4) ((Af (p, Q/dx) V, WJ)0 - ((F, A., (p, d/9x) W)),

= (Br (p, d/9z) V,W),-(V,B'^ (p, d/dx) W) „

pour toutes V, W e C~ ( J2) R H2 (Sf) . Donc si l'on définit <B'f(p} par

^ (/») Q = ̂ ; (A 9/9^) Ur(p,g:x)\r,

on déduit de (2. 4)

(5, 0) flf, A) „ = (g, SLr (p) h) „ , vg,

D'après le théorème 2. 1 les relations

1} Voir, par exemple, Sakamoto [11]. ']- | | im et | , - | J B désignent les normes des espaces de
Sobolev Hm(J2) et Hm(F} respectivement.
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s (*',(*)-»/(*))'=s
résultent qu'il a lieu l'estimation

— Re(j3%(^) A, A)TO> (#£o(00 — C) ||A||m —C^ f m | |A| |J .

L'inégalité

(2.5)

entraîne cQ(yi)^>Q. Par conséquent, on peut démontrer selon le raison-

nement analogue à celui fait dans §3 de [4] que, lorsque <p(x) vérifie

(2. 5), le problème (2. 1) admet une solution unique w (x) dans f| Hm (J2)
m>0

pour h(x~)^C°°(r) si Re/>>#,,, où Ji.9 est une certaine constante.

Désignons par F(p,h:x) la solution de (2.1) pour la donnée h(x)

eC°°(D. Alors on a

Alors on déduit immédiat des faits au-dessus que le problème

A9 (9/9*, d/dx) w (x, *) = 0 dans Q X ( - oo, oo)

B9 (9/9*, d/dx) w (x, *) = h (x, *) sur F X ( — oo, oo)

admet une solution unique w(x91) dans H™(Q) X (— oo? oo)) pour la

donnée au bord h(x,t) <=H™+1(Fx ( — 00,00)) si p>p99 m>2. Et plus

on peut montrer que

supp h(x9t)drx [*0, oo)

entraîne

supp w (x, *) dû X [*0, oo) .

Donc on a le

Théorème 2. 2. Soit ç (x) une fonction à valeurs réelles vérifiant

Vç?e^(U3), sup\V(p(x) |<1 g* (2.5). Powr uQyu1^Hm+2(û'

(Sx (0, oo)), gç=H™+2(rx (0, oo)) /£> problème mixte (P,)

solution unique u(x,t) dans H™(ÛX (0, oo)) 5Z uQ,ul9f et g satisfont à
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la condition de compatibilité d'ordre m>2 et si /JL^Jjiç. Lorsque UQ = U!

= 0 et f(x, t) = Q,g(x9 1) =0 pour 0<£<£0 on a u(x9 t) =0 pour 0<*<*0.

Supposons que (1. 3) ait lieu. Le théorème 2. 2 montre que le

problème (P) est bien posé au sens de C°° puisque une fonction ç(x)=Q

satisfait à (2. 5) . Démontrons que la vitesse propagatrice du problème

(P) est au plus (1. 4) . D'abord considérons l'unicité locale des solu-

tions de (P^) pour ç vérifiant (2. 5) .

Soit XQ^F. Supposons que u(x, t) eC°° (J2 X [0, oo)) est une solu-

tion de (P^) et que pour un voisinage QJ, de XQ dans Rs et

UQ (x) = u± (x) = 0 dans J2 H ̂ U

f(x, 0-0 dans (S H ̂ ) X [0, *0]

g(x,o=o sur
Prenons une fonction </>(x) de telle façon que

<J>(x)=\x-xQ\2 dans <U

dans

et que <p-\-<p satisfasse à (2.5). C'est bien possible en prenant

suffisamment petit. Après le changement des variables

x' = x

la fonction u(x', t') définie par

u (x'9 1') =u(x,t + </)(x»=u (x, 0 pour (x, t) e= (û H ̂ U) X [0, *0]

et ^(^x, ^0 =0 pour (x'9 1'} tel que *'<0(-r')- Alors on voit que

2(^,0 eC2(^x[0,^0]) et qu'elle vérifie

A,+, (9/9^, 9/9^0 a = 0 pour t'<tQ

B9+t(d/dt',d/dx')?t = 0 pour ^<^0

Puisque ^ + 0 satisfait à la condition du théorème 2.2 il se résulte que

u(x',t') s'annule pour t'<t§, d'où on déduit que u(x,t)=0 dans
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O X [0, *£] pour un voisinage £[},' de l'origine et *J>0. Il est

évident que l'on a l'unicité locale des solutions dans un voisinage de

. Donc on a la

Proposition 2. 3. A propos du problème mixte (P9) ? si cp satisfait

à (2. 5) il a lieu l'unicité locale des solutions.

Nous allons considérer la vitesse propagatrice de (P) . Posons

v, = max (1, sup (1 + z;2) ( - cv + Vr+TtT^?]) -1)
x<=r

et

pour Oo, *0) e ^ x [0, oo) .

Supposons que w(^:, ̂ ) eC°° (»Ô X (— oo, oo)) vérifie

{
[Hw = 0 dans J2x (- oo, oo)

Bu = Q sur TX (-00,00)

u (x, 0=0 dans A (XQ, tQ)

Posons

r (^o, O ^ { (X, ^) ; ̂  = t + <?r (x) , x' = X, (X, t)€=A (X0,

or Cr0, o - yir (x0, *0) n (r x ( - oo, oo) )
et

pour 0 7 ^ o -

Par le changement des variables

(2. 7) se transforme à

A^ur(x', O =0 dans

Bm ur (x' t'} = 0 sur
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où ur (X, *') = ur (x, t + cpr (x) ) = u (x, 0 •

Supposons que ur(x', 0) =0 dans J2r pour ^<^,a<f<tl. Alors nous

avons

A9aua (x', t'} = 0 dans Aa (x,, t,}

B9aua (x'91') = 0 sur Ga (XQ, *Q)
(2.8)

u a (x'9 0 ) - - - (*', 0 ) - 0 dans

En tenant compte que (pr(x) satisfait à (2.5) si f>0 l'application de la

proposition 2. 3 à (2.8) déduit que ua(x\ O =° dans ^a-e X [0, e], où

£ est une constante positive. Cela signifie que ur (x
è', 0) = 0 pour tout

a—£<T'<^O. De cette façon on montre que ur(x'9Q)=Q pour tout

0<7-<£o, à savoir, u(x,f)=Q dans yl(xfl, to).

Donc nous avons démontré que la vitesse maximume du problème

mixte (P) est majorée par (1.4).

D'autre part, on peut montrer que la vitesse maximume est au

moins (1. 4). Ça sera démontré dans § 9, où nous allons démontrer aussi

qu'il faut la condition (1. 3) pour que (P) soit bien posé au sens de C°°

et que représente un phénomène avec une vitesse finie.

Dans les paragraphes 3-8 nous démontrons le théorème 2. 1.

§ 3. Décomposition des Fonctions sur F

Nous allons construire une fonction u (x) vérifiant (2. 2) asympto-

tiquement par rapport à \p\.

s désigne un point sur F. Supposons que l'origine 0 appartient à

F et que ?z(0) = (0, 0, 1). Nous commençons la construction de u(x) par

une décomposition de g (x) e C°° (F) dont le support est contenu dans

un voisinage suffisamment petit de l'origine.

Supposons que F est représentée dans un voisinage FQ de l'origine

comme

s ((T) = (51 (<Ti, <T2) , *2 ((Ti, (T2) , 53 (ffj, <T2) )

par les paramètres ff= (ffly tf2) e Iff= [ — tfio, #10] X [~0"20, #20] de telle façon

que
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5(0) =0

n) c n) ç
— (0) = (1,0,0), — (0) - (0,1,0).

ou 2

oDésignons (p , par 0°. Prenons des fonctions à valeurs
V ddi 9tf2 >^ *

réelles %y (Z) eC°° (H1) , ^'=1, 2, 3 de façon que

f l
Xi(0 =

0

et que

f^Xj(iy=l pour tout
y=i

où a0 est une constante positive qui sera déterminée suffisamment petite

plus tard. Soit Fi un voisinage de l'origine tel que /^CI/"^. Alors

pour toute g(s) Œ<D (A) on a

<7(*(<r ) )= f <# f ^exp{^
Jiï2 Jru

Définissons V_/{7, j— 1,2, 3 par

^f f (*( f f ) )=K*(f f ) ) f rff f rfff'exp^Xff
J122 Jlff

où À (s) e .à) (/"o) vérifiant ^ (s) — 1 sur /"j. Alors il est évident que

(3. 1) E Vy<7 (*) = g (J) pour toute g e ^ (A) .
/ = !

En posant £ = *{(l + a)£'-p°},a>-l, f 'e£= {(&,£,); £+8=1} , on a

(3.2) V y f f ( j ( f f ) )= ; (5 ( f f ) ) f r f f f"^ f d(7/

Jj J-i J/ff
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D'après la définition de fo(7)

f df { da{ dff'
J^ J/« J/ff

où 4=[-2a0,2a0].
Nous construisons Uj (p, Q: x), j= 1, 2, 3, des fonctions satisfaisant

asymptotiquement à

A9Uj(p,g:x)=Q dans S

Uj(p9g:x)=Vjg sur T.

La construction de Uz est plus difficile que les autres. Nous commençons

à construire U2 par l'introduction 60(x97j)9 Po(x9 y) des fonctions définies

dans J2 avec un paramètre y^2. Pour 97e^ posons

et prenons une fonction f(G9 y) définie dans un voisinage de ff = 0 de

telle façon que

?) = 0 sur &„

et

dffi'
Le théorème de Hamilton-Jacobi assure l'existence unique de telle fonc-

tion f. En choisissant FQ suffisamment petit, une fonction f ( s y ij) définie

par f(s((f)9 ff) =f(ff, fj) appartient à C°°(ro) pour tout y ^.2 et satisfait à

9) 2 = l dans T 0

et à

(V/)(0,^)=VlA+ » .
dffi 062

Puisque la courbure Gaussienne de F est strictement positive, en suivant
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le raisonnement de Ludwig [7], on peut construire des fonctions 6Q(x,7}}9

Po (X 7]) e C°° (^U X I) , où U est un voisinage de l'origine dans I?3, avec

les propriétés suivantes:

2 + po(Vp0)2=l dans

(3.3) <j V(VVpo = 0 dans

l 0*(s9-q)=f(s9Tf) sur

Remarquons qu'on a

(3.4) dp*(x,ti

d'après la méthode de construction de 6Q et de p0, où RI et ,R2 sont les

courbures principales de F en 5—0.

Désignons par L+ (5, 37) (L~ (s, 97)) pour s^F0 et 77 e 2* une demi-droite

s'étendant de 5 à la direction V00(s, ^) ( — VOQ(s, 97)) et par L(s,tj) une

droite L+ (5, ??) U L~ (s, if) . Si l'on corresponde pour xej? un pair

{s, r} e /" X jR+ de façon que ^: soit sur la normale de F passant 5 et que

la distance entre x et s soit r, on a une application bijective de Q dans

/" X H+ d'après la convexité stricte de 0. Nous désignons par {5, r} un

point .rej? selon la nécessité. Et nous posons

r, X [r1? r0] - {.r; Jc= {s, r},

En posant

on a 00
±(^,^)eC00(fincU) et

(3-5) |V0?|2 = 1 dans âr\<U.

Notons que 0? (x, 77) peut être prolongée à une fonction définie dans

U L+ (5, fj) et vérifiant (3. 5) . A propos de ces 00, p0 on a le
ser0

Lemme 3.1. Soient Y(JC), d (x) e ^ (U3) . L^ système des équa-

tions

2V 60 - V/0 + 2p0Vpo • V/i + (Vp0) 2/i + Poô (x)f, + r Cr)/0 -
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2Vp0-V/o + 2V6>o-V/1 + (î(x)/o + r(^)/i = ^i dans

/0 (s) = m (s) sur F0

ademt une solution unique {/0, /J e C°° (J3 fl ̂ ) pour les données

h09h1ŒC°°(ân<U'), m (s) SE C00 (r0), ** l'application {hQ, hl9 m} -> {/0,/i}

*rf continue de C°° (à H <i£) X C°° (5 0 ^U) X C°° (A)

1
U supp hjd U -i
/=0 sgsuppm

entaine

U supp fj d u î
j=0 s G supp m

Donc selon le raisonnement de § 5 de [4] nous pouvons construire

des fonctions 0(x9y, &) , p(x,y,(ï) définies pour

= -&& et vérifiant

(3.6)

Alors par le processus de la construction on voit que

(3.7)

l (rnod^00) dans

V6-Vp^O (mod/900) dans

P=-/Î sur

2 -y)2 \ V3

(3-8) _ _ (0,7,0)=,, 2 E -

Posons

- ^ (5 (<r) ) + ̂  (5 (O ) + <<r - <r',^°> - (l + a)<(r - G', $ '

et

F(ff, ff', y, 0, §', a) =S (ffy-O^Cff, ff', T?> A f, «)
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Alors on a d'après (3. 8)

r d26 d26 d20

= dét
0=a = Q
ff=a' = Q

tyidffi 9^29d"i dffdffi

7]i f]2 0

Il est évident qu'il a lieu

P1XO,0,7 ,0,7 ,0)=0, vve£, j=l,2,3.

Donc on trouve des fonctions rjj (<J, ff' , ? r, a) , j=l, 2 et /?((T, (T7, f r, a)

définies sur Iffxlffx2xla telles que

^ (ff, ^', ^, /S, ?x, a) - 0 , 7- 1, 2, 3, v (^ ^? ^? a)ŒlffxIffxZxIa

en choisissant Jff, JQ, petits s'il est nécessaire. Cela signifie

Puisque 7(0,0,?' ,0)=f, /9(0, 0, f, 0) =0, (0, 0,f ' , 0)
9a

= (Vp (0, 77, 0)) ~2 il existe la fonction inverse de

pour Tye2", /?e/^. Prenons a0>0, /90>0 de telle façon qu'il ait lieu

IflC^Cff.ff ' . f , a) ;«£/„}

pour tout (ff9 (?', f) e 7ff x/ff X 21. Désignons cette fonction inverse par

Alors il a lieu

D(ë',à)
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Donc on a

f da [d? de'
Jla Js

'tr

Prenons des fonctions à valeurs réelles (^ (/) e C°° (JR1) , j=l, 2, 3 de

telle façon que

1 Z<-2

0 Z> -1 '

et que èoy(0'=l.

Définissons V^-, y=l, 2, 3 par

0 \l\>2

1 Z>2

0 /<!

f ^ f^ f dff'exp[_ik{d(s(ff),7i,iï
JI0 JS JIff

où £ est une constante positive, qui sera déterminée plus tard.

Il est évident que

D'après la définitions de %2 et de i)2 il a lieu

2

pour ^ suffisamment grand.

Nous allons construire U2j(P9 Q: x) , j— 1, 2, 3 vérifiant asymptotique-

ment par rapport à \p\

J A, (p, d/dx) U2j (p,g;x)=0 dans j?

( C7iy(A^:-c)lr=Vwg(j :) sur T.
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§ 4. Construction de t/22

D'abord considérons un problème aux limites avec une donnée au

bord oscillatoire

f A9 O, d/dx) u(x)=0 dans Q
(4. 1)

( u(x) = exp{ik(0(s, -y, /3) - < p ( s ) ) } v ( s ) sur F,

où v (s) ^ 13) (Fï) . Nous cherchons une solution asymptotique de (4.1)

sous la forme

(4. 2) u(x: p, y, 0) - exp {ik (v (x, ?,&/>) - <p (x) ) }

1

où

et Ç(x,y,(i9p) est définie par Ç(s, ̂ , #, />) en désignant j:={5, r}. Ap-

pliquer Ap à w de (4. 2) .

V v

ik ik1' ï \ ik

a» + 2C vc • vgt + v (CVC) i/ij - Ag0]

- -t k / s
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- ik \2 fw 4- -4-Vp - -^TT^VÇ) Vg1 + V V v -t-
ik

0i + 2VC • Vg0 + AC • g0} - Agi] .\ J

Donc nous cherchons y et £ de façon qu'il ait lieu

(moà\p\-°°^ dans

(4.3) <j / Y 7 , . _ J _ tt Y7x, 1 J?r7fM.Y£ = 0

) dans

et puis fif0 et g^ de façon que

(4. 4)

+ 2C • VC • vgi + CAC • 0i + (VC) fgi -f -^ Ag0=o

^l^+l / î l ) 0 8 ) ^ans

/ n 1
i + V Vv+-^-Vû?-

z/fe '

où Rou ^(

+l/SI)") dans

(mod(|/»|-1+ ]/9|) -) sur

.

Les constructions de v, de £, de g0 et de g± peuvent être faites selon

le raisonnement de § 5 de [4] sous la restriction

(4. 5) 0</£<ao*1/8

où <z0 est une constante assez petite. Notons qu'il a lieu
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et que £ est développée sur FQ comme suit:

(4.6) C(*,iM9,/0

^ n )2(i-v^).ve(*,y,o)) . Q / i .p & \ 2

Alors la fonction u (x, y, j9, />) définie par (4. 2) avec ces fonctions

satisfait à

)K=0 (modOJ- '+l / î l ) 0 0 ) dans

(4.7)

[ (modd^l^+l^ l ) 0 0 ) sur m^U-

Supposons que pour

et que

u L (*, T?) n r x [o, rj cr0 x [o, r j .
is/-,vei1

Alors puisqu'il a lieu pour x e ro X [r0, rj

Re &2/3Ç (j;, 77, /3, p) -> oo lorsque ^-

M (x, ^, jS, />) s'exprime, en utilisant le comportement asymptotique de

H(z) pour Re £— >oo, comme

u (x, 7}, 0, P) = exp iA v - ^> + C

où on a G+e^^o (finit)- Et en posant

0+ (x, i],t,P)=VT -1 -̂ T
O ^

il a lieu

Grâce à la méthode de construction de ^0
 et de gfj pour tout 1\

voisinage du support de v il existe ?^^>0 tel que g0 et gfj s'annulent

dans (F - A) X [0, r0] . Donc
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(4.8) G+ = 0 dans ( U^ L(s, ?)) HT X [0, rj.
ser-Ti

7E^

Notons que G+ est indéfiniment différentiable par rapport à k~l, à (-—

et à /?. Supposons que G+ se développe dans /"0 X [rfl, rj comme

(4. 9) G+~-£ G;im (

et cherchons les relations que les Gjim(x, if) doivent satisfaire. D'après

(4. 3) et la définition de 0+, nous avons

(4. 10) v0+ + - - V p 1 + -

+l jSI ) 0 0 ) dans ToX^rJ .

Puisque 0+ est indéfiniment différentiable par rapport à (-J— ) et à /?,
V z'& ;

nous avons

La substitution du développement à (4. 10) nous donne

(4. 11)

où M = 2, JV2 = 1 et A^r = 0 pour r>3, et ^,,= {({A q} , {r, s}) ; p + r = l,

2
Notons que 00

+
0 (j;, if) = 0+ (j;, 77, 0, fji + zoo) = 00 (x, ^) + — p0 (x9 if) 3/2 est

o
définie sur (J L^ (5, if) et qu'une équation

*eA>

( V00
+o • V/= A O) dans U ^+ (*, tf) H T X [r0, oo)

admet une solution unique dans C°° (U^+ (5, ^) H/" X [r0, oo)) pour les

données A, weC00. Donc les fonctions 0/i (•£,??), J + ^^l, qui sont dé-

finies sur /"o X [r0, rj , peuvent être prolongées en U £+ (^, ̂ ) H T X [r0, oo)
se^o

par les relation (4. 11) . Ainsi nous pouvons supposer que la fonction 0+

est définie sur U L"1" (s, ij) f| /" X [r0, oo) et vérifies

z/e
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dans U L+ (s, fj) H F X [r0, oo) .

D'après A9 (exp{z&0+} -G+) =0 dans jT X [r0, n] nous avons

1
ik

Par la substitution de (4. 9) en relation au-dessus nous donne des équa-

tions que Gjim doivent vérifier et Gjtm sont prolongées dans \J L+ (5, fj)

n/^x[r0 , oo) en satisfaisant aux équations. Donc G+ peut être pro-

longée de façon que

A9 (exp {iktf>+} - G") ^0 dans F X [r0, oo) .

A
dr

X exp {fi (y - ci) } - £T(£2/3C) • #(&2/3C)

et

donc nous avons

i exp {ik (v ~ ç) }H(k^Q -H(k^Q -1 1 <exp ( - ctltr)

pour 0<r<7^0

et d'après (4. 11)

| exp (z&0+) | <exp {-CQ/J. (r — r0) } exp ( - c0#r0) •

D'autre part, les équations qui déterminent gf0, g^! et G"1" montrent qu'il
/

,

existe une constante c /^>0 telle que

ig^l^C-expG/r) pour 0<r<r0

|G+|<C expfc'Cr — r0)} pour r>r0

De cette façon nous avons

(4.12)
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Définissons U22(p,g\x). Pour une fonction

avec les paramètres s', 77, /?, construisons les fonctions

j— 0, 1 et G+ (x, s',y, (3, p) selon la méthode jusqu'à maintenant. Re-

marquons que les supports de (7y et de G+ sont contenus dans \JL(s,7}).
_ ser0

En posant g, O, /, 97, /?, />) = 0, G+ = 0 dans J2-U£+0, tf) , on a g,- et

G+eC°°(J2). Définissons

(4. 13) Un(p,Ç:x)= d0dy d<5' • exp {^(^«^0, ^, ff) ~
J/0 J^ J/ff

X [exp {fi (v (x, y, A #) - (^))> - H (F/3C) -

X g0 (^, 5 (O , ̂  0, P) H- -^ (£2/3C (^, 7, ft

x G+ (x, 5 ((T7) , 7, ft /») • y, (—) 1 »2 (*•« '*•(/ (^ (O ) .
\ r0 / J

Alors t/22 (/>, g : x) e C°° (fl) et supp U22d \J L+ (s, tj) .
s^r0^e^1

En tenant compte de \p\<k~€ on déduit de (4. 12)

(4. 14) |||A^22(Ag:^)II

(4.15) \\Un(p,g:jc)\r

pour tous m, m', N les constantes non-négatives.

Donc nous avons la

Proposition 4.1. Pou?' p — ik + ju. tel que jJ^jJ.^ jU<aQk1/3 l'ap-

plication U22 de 3) (Fi) dans C°° (j?) est continue et satisfait à (4. 14)

et à (4. 15) .

§5.
3n

Par le définition de U,, nous avons



(5.1)
dn
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= f d$ \dy f dG' exp[z&{00((T),7?, j9) —0(s(ff')9-q,&)
J i& \)E jiff

X

r r r /
J-f/9 J-2" Jlff

+ <p(s(ff'»}']ai2(s(ff),s(ff'),ii,p,p)(l + a)k2i

Posons

: 9C
ikl/ \an dn

&22Z — #22 ~~ #221 "~ #222 ,

et

(5. 2)

Alors on a

(5. 3) bm = «/« Re J? ( -

Grâce au comportement asymptotique de R(z) nous avons deux lemmes

suivants :
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Lemme 5. 1. Pour une constante C assez grande, on a

p V — p

où ca est une constante positive.

Lemme 5. 2* On a pour tout q =

(5.4)
9/9 / V / f e dy

Comme nous avons démontré dans § 6 de [4] il a lieu

l*.

Et il est évident que

^223 G: ^ 1/3,0 (/ û) •

D'autre part

.-bvb, y, /?,/>) -WR^-W) -—
an \an dn

(Vp0)2

X jR' ( - /S*2/') -
dn

dn dn dn d

Selon les considération du § 6 de [4] nous avons pour |/9| <^^~

(Vp0)2
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0k2/*) ) -
dn dn

^ dn dn

et

dn '

C'est ainsi que l'on a le

Lemme 5.3. Prar p = ik + /t et 0 tels que 0<jU<:a0k
1/\

a22 (s, s', 7> /î, /,) - , , ,
dn an

dn 9

En posant f = £{(1 + a)?' — ̂ °} nous définissons A22, £22.? etc. par

•A22 (5, f, 5X, p) = ^22 (5, /, ?? (5, 5', f7, a), /9 (5, /, f', a), />)

(s, f , /, /.) = Ô22, (5, /, f, (s, s, f ', a) , /3(s, /, f, a) ,

*n = B22J (s, D., s',p),

w = B22J (s, A, P) ,
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f f f= i d$ \ d-n I aG •
JI0 J2 JIff

-(p(s(ff^+cp(s(ff^}']'a22(s(^9s(^97j^

= f A* f^' f <fo'
J/« J^" J/ff

= f * f dff'
J«2 Jl(t

x ^22 (5 (ff) , s, s (O , #) o, (5 (ff) , $ , s (O />) 2g (s (a') )

Posons

3>22=
et nous avons

9Ua(5.5)

Grâce à la définition des B22j et au comportement asymptotique de

R(z) nous avons le

Lemme 5.4. Pour q=(qlt g2) ^

\Dïd?B222 (s (cr) , f , />) | <c,*-<'*' -1»»! - B22l (S

Désignons par [_B22^F la partie de Friedrichs pour le symbole B22J

et nous considérons le symbole de ^222— [J3222]F selon Kumano-go [6],

le chapitre 3.

Symbole de (j3222 — [^222] F)

V1 < (s, ?,
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Puisque 0 r(f) e-S"1 nous avons

I] & (£) B2mw (s, S, Pî e 5^,0 (O .
ir |=i

Notons que pour |7|

th
^

Donc pour 7, 5 tels que |7J + |5|^6 il a lieu

0r,a (£)£«$£ 5i°/3,o(r).

Soit |rl>l. D'après 0r,8(f) e5-(!rj-|5|)/6(r) et le lemme 5.4

Donc lorsque ir|>l, |7| + |5|>2 on a

Pour |$| impaire >3 d'après la définition de 00,s(f)

00jS(f
Donc pour | f f | impaire

Pour |5| paire

0M (f ) è222(s) est à valeurs réelles

et appartient à *S^p
1
(?

l/6 CO • En appliquant le raisonnement jusqu'à

maintenant nous avons

I00,S (?) ^222(8) (^, f , P) ~ [00,sé222(8)] p- ^ 00jS' (?) 00,3
5': paire

D'autre part, 00>s (f ) 00>r (?) B222(S+SO (s, f , #) e S^8'*" (D . En répétant

ce processus nous avons un symbole 5 (5, ? , />) à valeurs réelles apparte-

nant à 5^.0(0 et ^e 5^3,0(0 tels que



86 MlTSURU IKAWA

^222 = [3222] F + [3] r + H (S, Ds,

et que

En posant w2 = T2Q nous avons
-^

2) m 1 < |

De cette façon on a la

Proposition 5. 5.

—n

Et puis si l'on pose

f, ,
an

on peut vérifier facilement qu'il a lieu des estimations

(5. 6) |Re (V(s, D., /, p) w2, w^m\<Cmk-s(\_- 5IH] Fiv2,

(5-7) |

Du lemme 5. 3, de la proposition 5. 5, de (5. 6) et de (5. 7) on déduit

la

Proposition 5. 6. Il a lieu l'estimation

> (1 - C (A"1

II 2
i l m »
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pour toute g (s) e 3) (Fi).

Corollaire. Soit ? (s) e 2) (F5). Pour toute g (s) e 3) (F0) il a lieu

-Re(

Re (SWff , r 9-) . - Ck-*'2 ( [ - 3221 J ,? 2f g, fffg) m~Cm\\ TQ || '. ,

où D 2 (Z)=1 />o#r |/|^3 e£ v2(F) =Q pour |/|^4, J*2 es£ l'opérateur pseu-

do différential défini par le symbole D2(k
e@(s, s', f7, a)) ^ 7 w^^ fonc-

tion telle qu'elle est égale à 1 s&r un voisinage du support de Y (s) -

Remarque. Nous avons fait une considération pour p tel que

<<20&
1/3, mais pour kï/2> jU>aQkï/& nous pouvons achever le raisonne-

/ 2 \ment en employant expf — 2:3/2j à la place de H(z) et obtenir les estima-
\ o /

lions de la proposition 5. 6 et de sa corollaire.

§ 6. Construction de Un et Ses Propriétés

Afin de construire U2\ nous considérons un problème au bord (4. 1)

pour $0^ — /9>^"£, 0<C/^<^1/2. Cherchons u sous la forme

(6. 1) u(x9v9 ft #) - exp {£* (0 - ç) } - G.

Puisque

exp{ — *"&(0 — ç?)} -^^w

- (1 - (Vç?) 2)^2G - 2pVy - ik (V0 - Vp) G - 2^> Vç? • VG

- (ik ( V0 - V0 ) 2G - 2z* ( V0 - V<p) • VG - ik ( A0 -

— AG—

= \P2- (
l ik / ) \ ik

-^-V - VG

nous choisissons 0 de telle façon que
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î
dans

(6.2)
|
( </) = Q (s, y, $) sur F

et G de telle façon que

\ / .. \ î
r = 0 dans J2- -

(6. 3) J ik I \ ik i ik

= v(s) sur F.

D'abord considérons la construction de 0 vérifiant (6. 2) .

lère étape. Sur la solution 00(^, ^, /?) des équation

( (V00)2 = l dans J2
(6. 4)

l 0o(^,V,/9)=fl(^,7, j8) sur F

nous avons les

Lemme 6.1. Une fonction 0(x, y, /?) satisfaisant à (6.4) vérifie

l'estimation

il a lieu

-J==t99
\r V— /9

Lemme 6. 2. La solution de l'équation

V00 • V/= A ^a^5 j^

/|r = v sur F

pour les données v (s) e C (7^0) , A (.r) e C°° ( U L+ (5, ̂ ) ) admet l'estima-
ser0
7G21

tion
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d q> i i'"'•
/ 1 \*j r* }

+ 2 * ^ |A|,rfr .
j+i=\d\ \v — /? + v r/ J* )

Supposons que 0 (.r, ^, /9, />) vérifiant (6.2) se développe comme

/ tt \s
En substituant 0 à (6.2) et en égalant les coefficients de (—— 1 nous

\ ik i
avons

(V00)2-l dans Q

et pour j>l

j
(6. 5) 2 V0j_ï • V0Z -f 2V'ç -

où Ni = 2, N2 = 1 et Nj = Q pour j^3. Choissons 00 de façon que 00|r

= 6 (s, y, /9) et que d00/dr<^0. Et puis nous déterminons les 0^, j'̂ 1

de façon que </}j = 0 sur /"* et que (6. 5) ait lieu. Sur 0lf par exemple,

nous avons en utilisant le lemma 6. 2

d'après le lemme 6. 1

De la même façon, à propos de 02 nous avons

et ainsi de suite en employant le lemme 6. 2 pour

/ ^ \(6-6) -
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Donc pour — {£>.k~e, 0<S<C — X — , l'estimation (6.6) nous permit de
o &

trouver une fonction 0 (x, y, fi, p) telle que

Alors 0 satisfait à

—) dans
ik

et à

0lr = 0(*,?,|8) sur

Rappelons que 0j vérifie l'équation

D'autre part nous avons choisi 00 de façon que 900/9r<<0. Donc il a

lieu

d'où on déduit

(6.7) |

Passons à la construction de G vérifiant (6. 3) . Supposons que G

se développe comme

G= S/ , i=o

En substituant G en (6. 3) et égalant les coefficients nous avons les rela-

tions auxquelles les Gjt doivent satisfaire et nous pouvons déterminer les

Gji (x, y, fi) par récurrence. Et il a lieu l'estimation

9 9 9 9 ^V r ^} G»(x>y>®/

exp (cr) .

L'estimation au-dessus permit de définir G(jc,y,f)9p) par, si 0<£<C -

y, 1=0
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Alors une fonction définie avec ces 0 et G par

u — exp {ik ((/}~<p)}G

vérifie

(6.8) \dïA,u\<Cytrk-*'exp[-{c(l-\V<p\)v-C\r], v^efi

d'après (6. 7) pour tous 7" et N^>0, et évidement aussi

(6.9) u\r = expVk(0(s,v9ft-<p(s»}-z>(s).

En utilisant la construction de solution asymptotique de (4. 1) nous

définissons U2i. Pour

construisons G(.r, s', y, /?, p) par la processus au-dessus. Posons

U2i (P, 0 : x) — l dï? l dfj \ d$f exp [z& {0 (x, y, /?,/>) — 6 ( s ( f î ' ) ,
J/^ J2: Jjff

Grâce à (6. 8) et à (6. 9) nous avons

(6.10) IIIA.^^g-.^IIU^C^^-^UglIo

(6.11) U21(p,g:x)\r = V2lg.

Ensuite considérons

dn

dn

P f f— l dp \ dy \ d<Sf

r ji$ js Jiff

on

= f d$ f d7 f ^'
J/^ JZ J/(f

x (

D'après le lemme 6. 1
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a ~\ ^"7/A . TV ̂ «

(*,?)

et

Posons

-
V-/9

Selon le paragraphe 5 définissons

^21, -C>21, />21j, -"21, &21J >

Jl*,£*,&Hi,$«,$ui,2*.

Alors par la même considération que § 5 nous avons la

Proposition 6. 3. Powr toute g (s) e 5) (Ti) z7 a &e& l'estimation

r / m

l - C k~£ + -([

'm|| y | |m,

Corollaire. 5o^ / (5) e ^ (A). A/orj />0«r ^oaite g (5) e S) (r0)

avons

dn
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- c - k-*'2 ( [ - ôm] rf ,x,f g, r,x,f g) »,
7 = 1 swr fe support de 7,

1

, Si(0=-
0

§ 7. Construction de l/23 et Ses Propriétés

Considérons le problème (4. 1) pour p et 0 tels que

"£. Nous construisons une solution asymptotique de (4. 1) sous

la forme

Premièrement cherchons une fonction vérifiant

f
(7. 1) ik > \ ik

La construction de telle fonction seras faite selon le processus dans

§ 8 de [4], et on peut supposer que 0 satisfasse à

(7.2) Im0Cr,^,/9,£)>^7r.

Ensuite, la même considération permit de trouver une fonction G

telle que

2 (V0 + -4-V<?) • VG + ( A0 + -^-A<?) G + — - AG^O
\ ik ' \ ik ' ik

(7'3)

Alors

-G
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ik I \ ik

D'après (7. 1) et (7. 3)

X e x p f — —W /?r)sup(exp( —r) -r7').
2 / r>o

Puisqu'il a lieu par la supposition sur /?

nous avons

(7.4) \A9u

Prenons G(x, /, 77, @9 p) comme une fonction vérifiant (7.3) en

posant

*(*)=*« (! + «(*, *',?,«:

et définissons U2Z(p,Q:x) par

f f f '
Jip J^ Jiff

xG(x, 5(d-0,^,/3,,

Grâce à (7. 1) et à (7. 4) nous avons

= \
J/

ex
/, Jj;

G+
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Posons

Alors nous avons la

Proposition 7.1. Pour toute g(s)^^D(Fi) il a lieu l'estimation

,
du \r /m

Corollaire. Soit ? (s) e .à) (jTi) . A/or <? ^owr ^ow^ g e £) (r0) nous

avons

dn

c • K (L

§ 8. Démonstration du Théorème 2.1

Posons

pour gGjD(Fi). D'après les résultats des paragraphes 4^7 il a lieu

(8. 1)

Et puis nous avons

(8.2) -E
97?

où

, -
r / m 2
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puisqu'il a lieu

Et aussi nous avons

(8.3) -Re(J*
dn

~c\\rg\\l-k-*>

pour r e ( A ) et g

Puis construisons C/j et ?73.

Pour ^e {^e/î2; |^|<1 — aa/2} nous construisons une fonction

0o (s, T?) ^ £-°° (jTo) en suivant la considération dans §3 telle que

Alors on peut trouver une fonction <pa
+ (x, tf) e C°° (T X [0, oo) ) telle que

X7)|2 = 1 dans j?

t}=d»(si) sur A,

D'autre part la méthode de construction de d0(s,y) assure l'existence

d'une fonction indéfiniment différentiable y(s, s'9 f) pour |f|<l — a0 véri-

fiant

Alors F^ s'exprime

f J^ f d(î'
JlJZ JJff
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En utilisant le raisonnement de § 4 nous pouvons définir U^ vérifiant

(8.4)

par

U1(p,g:x)= f d-n \ dff' exp [/£ {0 (>, ?,£)-?<>:) -0» (
J«! J/ff

où 0 (.r, 7], p) est une fonction vérifiant

î>|~°°) dans J2,
ik

(l)(x,Tj,p)=dQ(s,'rj) sur

et G (.r, /, 77, p) vérifie

VG + A0 + - - A ^ G + -AG^
ik I \ ik i ik

(mod |/>| -°°) dans fl

^^ | ) I ^ sur T.

Alors

dn
= ( dy\ dfi'

J Rz Jlff

et on a

— t

En posant
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nous avons pour

^p g:x)
(8.5)

dn

Et aussi pour 7- e .à) CTi) , 0e .à) (A)

(8-6) -

Concernant t/3, on peut construire Us(pyQ:^c) vérifiant

(8-7)

en utilisant le raisonnement de § 7. Alors nous avons pour g^S) (A)

(8.8) -5
dn

et aussi pour T-e^(A),

(8.9) -Re(^^

Alors pour gre.£D(A) définissons U(p,g:x) par

Il est évident qu'il a lieu d'après (8. 1) , (8. 4) , (8. 7)

Posons

(8.10) BF=X*B2FX2 + Xfl- Bn

et nous avons pour

(8.11)
V dn

Et aussi nous avons

(8.12) -RedU(p '^

,g) >(BFg,g)m-Cm\
r /m

V \r /m



PROBLÈMES MIXTES POUR L'ÉQUATION DES ONDES 99

La définition de U(p,Q:x) pour g eC°° (/"") sera faite comme suit:

Prenons yy (s) e C°° (T"1) , ./=1, 2, • • - ,« / , de telle façon que

r,(*) = l sur
.7=1

et que le support de chaque f j soit si petit qu'on puisse faire la con-

struction de U dans un voisinage du support. Et pour g^C°°(r) posons

Alors par les considérations jusqu'à maintenant on a

\\U(p,g-.x)\r-g\\m<CN,m\p\-

Ei

(8. 13)
\ dn

- | |<7«î,-<
V 1 — 7j~

puisqu'il a lieu

— - /.,
<;"o VI — 7

y* R ~y r•^*-2 •*-52jP-"-2

En tenant compte que B9 s'exprime comme

B9(p, d/dx) = + vjrp(v.
on ds

où v - est un champ de vecteur réel sur F,
ds
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Notons qu'il a lieu l'estimation

Admettons le

positif lorsque

sup |<^s«inf - ,
v (5)2

Donc il a lieu pour toute

- Re (fi, (£, 9/9x) U(p,g:x), g) m> (c0 (^ p - Cm) || g || i.

C'est ainsi que nous avons démontré le théorème 2. 1 au cas où

0<#<C&1/2. Nous omettons la démonstration du théorème 2. 1 pour p

tel que |&|1/2<#.

§ 9. La Nécessité de la Condition (1. 3) et
sur la Vitesse Propagatrice

Pour démontrer la nécessité de la condition (1.3), nous n'avons

qu'à vérifier que le théorème de Kajitani [5] est applicable. Mais afin

d'appliquer sa méthode pour la considération de la vitesse propagatrice

nous donnons d'abord une démonstration de la nécessité de (1. 3) selon

la méthode de Kajitani.

Supposons que c(50)^l pour s0^F et que le problème mixte (P)
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soit bien posé au sensé de C°° et ait la vitesse finie de propagation. Soit

CIL un voisinage dans I?3 de SQ. W est une transformation définie dans

CIL telle que

Désignons par A (x9 d/dx, d/df) et B (x, d/dx9 d/df) les opérateurs trans-

formés par W de D et de B. On déduit de la supposition sur (P) que

le problème mixte pour (A, B) dans R3
+ est locallement solvable dans

un voisinage de l'origine et qu'il a une vitesse propagatrice v0. Posons

•0> *0) = { (x9 f) ; Cr, t)^A Cr0, *0) ,0:3 = 0}.

D'après la supposition et l'appendice de Mizohata [10], il a lieu

que pour tout m>0 et pour tout (x91) e W (û H °U^ X {^>0}

°û |w|m j û ,= sup IZ)"^) et m7 est une constante dépende de m et in-

dépendente de (x, t) .

Posons

n dx dt

« = 12, ,

Alors pour (xQ9 10) fixé, on a

(9. 2)

En effet, l'estimation (9.1) en prenant (x, £) = (—,—) résulte (9.2)
\ n ;

d'après le changement des variables x' = nx, t' = nt.

Soit C(SQ) =€>!. Prenons
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et

N

Un (x, 0 — XI exP (n<P (x, t) ) ' n~J'w3- (x9 t) .j=l

Par les développement de Taylor des coefficients de A(n) et de B(n)

nous avons

A (») = «2 - £V ^

,
dx dt / \ n dx

Notons que A0 = Lll.

Et sans gêner la généralité on peut supposer que B s'exprime sous

la forme

.
dxz dxi dt

j sont des opérateurs différentiels d'ordre 2 à coefficients polynôme et

j d'ordre 1 à coefficients polynôme.

)Wy) =exp(»0)

et pour />!

^ (exp (»0) wy) =exp(?z0) {^2Aîo(w^) +wA l l(wy) -f -

où Aim, m = 0, 1,2 sont des opérateurs différentiels à coefficients polynôme

d'ordre m. Posons

+A19.
\ dxz dxz dt i

Alors

A(n) (u^) =exp(^0) •n

+ 72"1 {^Cw2 H- A^WI

-h • - - + rr* {KwJ+1 + (A
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4-

Par la même considération on a

B (n) ul = exp (w0) [ (B0wQ 4- BlQwQ) + n~l { (B,w, + B10wJ

4- (#20^0 + ^H^o) } + ' '

Donc nous cherchons v3 de telle façon que

n —0,
(9.3)

et que pour j~>0

(9. 4) Xw,+1 - - {A20w;, 4- Auwy 4- • • • 4- (Ay+20 4- Ay+

50w^+i 4- B1Qwj+1 =- { (B2Q 4- Su) w, 4- • • • 4- (Bj+2Q

La substitution de la relation

r
^s=o L

_

qui se déduit de (BQ-\-BlQ) wQ\X3=Q = 0, à ^w0 = 0 nous donne

(9.5) 2(-Çc + p) ̂ - - 2Çb®™- 4- 2t7i2-^- - Çb10w + AlQw = 0

où w = w0 (x, t) U3=0. Le théorème de Cauchy-Kowalevski permit de

l'existence de w (xi, x2, t) vérifiant (9. 5) dans un voisinage de l'origine

et w (xly x2, 0) = 1, puisque — Çc + p^Q. En utilisant encore le théorème

de Cauchy-Kowalevski nous avons VQ (x, t) satisfaisant à

dans un voisinage de l'origine. D'après la relation (9. 5) que w vérifie

on voit que la fonction ze;0 vérifie (9. 3) .

Par la même processus on peut trouver W j ( x ^ t ) , j=~L^2,--,N

vérifiant (9.4). Puisque wQ(0, 0)=1 on trouve ^>0, x1Ny x2N,

tels que

- ex

\A(n) u%\m>tA&N.tN<)<CN,m • n~N+m' - exp (nt^
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\B(n) ul \m>,G(XNttNi<CN)mn-N+m' • exp (ntN)

pour tout #>0, où XN = (x1N, cc2Ny 0) .

En choisissant N suffisamment grand par rapport à m' , qui est

déterminé par 772 — 0, la substitution des estimations au-dessus résulte

^) +Cnm' , v«>i.

C'est une contradiction.

C'est ainsi que nous avons montré la nécessite de la condition (1. 3) .

Et puis nous allons démontrer que, lorsque la condition (1. 3) a

lieu, la vitesse maximume est au moins (1. 4) . Il suffit de considérer

le cas où

puisque le résultat de Miyatake [9] montre que la vitesse est égale à

1 si T>(.s)< — c(s) sur F. Supposns que

(9.6)

où VQ désigne la vitesse maximume du problème (P) .

Après la transformation W nous pouvons trouver une constante ç

vérifiant

(9 • 7) ~ ° Q ~~ c

où VQ désigne la vitesse maximume du problème pour A, B dans un

voisinage de l'origine. Alors Pinégarité droite de (9. 7) permit de trouver

des constante réelles $2>0, f <0 telles que

? 4- (c — bç) = 0, où b — v (SQ) et c = c (s0) •

Posons

0O,/O =f:

Grâce à
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et à

nous pouvons construire une fonction Un sous la forme

N

u^ = exp (w0) X! Wy O, 0 rc"-7'
.7=0

qui est définie dans UN X [ — £#-, tN~] où *UN est un voisinage de l'origine

et *tf>0 et satisfait à

Prenons j;10> t0^>0 de façon que

(x0, *0) = (^10, 0, 0, ^0) eq,U X [0, ^]

Pour tout (xi, x2, xs, i) &A (xflj ^0) il a lieu d'après (9. 7)

t — ç

Donc nous avons

D'autre part

! ̂  Cr0, *o) ! ^^v • exp (n (t0 — (px10) ) .

La substitution des estimations au-dessus à (9. 2) donne une contradiction

si l'on prend N assez grand. Ainsi nous avons démontré que la vitesse

maximume de (P) est au moins (1.4). Mais nous avons déjà montré
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dans § 2 que la vitesse maximume est majorée par (1. 4). Donc la vitesse

maximume est égale à (1. 4).
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