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Problémes Mixtes pour I’Equation des Ondes II

Par

Mitsuru IKAWA

§ 1. Introduction

Soit @ un objet borné dans R*= {x; x= (x, 23, x3), x; € R} dont la
frontiére I est une surface indéfiniment différentiable, fermée et simple.
Posons @=R*—~O—T.

Soit

B=3 b te@) L +a@)

axj

un opérateur différentiel du premier order & coefficients indéfiniment

différentiables définis dans un voisinage de . Supposons que

1.1) b;(x), 7=1,2,3 et c(x) sont a valeurs réelles
3

(1. 2) Ybi(x)n;(x) =1 sur [
i=1

ot n(x) = (m(x),n,(x), ns(x)) désigne la normale unitaire extérieure
par rapport & O de I' en x.
Considérons le probleme mixte

Du(e,) = 0% 57 0% _r sy dans @x (0, 00)
at j=1 a.l'j-

Bu(x,t) =9 (x,t) sur "X (0, o)
®)
1w (z, 0) =u,(x)

Ou
ot

(x,0) =u,(x).

On dit que le probléme mixte (P) représente un phénoméne pro-
pagateur avec une vitesse finie lorsqu’il existe une constante y>0 avec
la propriété suivante:
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pour (xz, t) €2 x[0,00) et u(x,t) eC”(2x[0,0)) quelconques les
égalités

D=0  dans @x [0, 00) A (zo, )

Bu=0 sur "X [0, 00) N A (xy, t)

2 (z, 0) =g—;‘(x, 0)=0  dans DX {t=0} N4 (zs, 2)

entraine u (x,, &) =0, ou
Az, ) = {(x, 8); [ —x| =7 (£ — 1)}
Et puis dans cet article linférieur des y avec la propriété au-dessus

est dit la vitesse maximume du probléme mixte (P).

Le fait que nous allons montrer dans cet article est le suivant:

Théoréme. Supposons que la courbure Gaussienne de I” soit
strictement positive. Pour que (P) soit bien posé au sens de C* et ait
une vitesse finie de propagation il faut et il suffit, sous les restriciions
(1.1) et (1.2), qu’il ait lieu

(1.3) c(x) <1 pour tout xe<] .

Et lorsque (1.3) a lieu la wvitesse maximume de propagation du

probleme mixte (P) est égale a

/ ] RERACE
(1.4 max (1, :chg —c(x)v(x)+\/1+;7’(x)2_€<x)zf>

v(2) = (2 (5 (@) —n, (D).

Dans D’article précédent nous avons considéré les problémes mixtes
dans un domaine de R? qui est l’extérieur d’un objet convexe. Comme
nous l’avons remarqué la supposition sur le domaine joue un réle trés
important. Nous voulons souligner encore que le probléme (P) n’est
plus bien posé au sens de C™ en général sous les condition (1.1), (1.2)
et (1.3) au cas ou le domaine n’est pas ’extérieur d’un objet convexe.

A propos de ce remarque, nous avons considéré dans [3] les propriétés
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fondamentales des problémes mixtes pour I’équation des ondes dans un

domaine de R® qui est l’intérieur d’une surface fermée.

§ 2. Réduction du Probléme

Soit ¢(x) une fonction a valeurs réelles vérifiant Vo B (R®) et
sup |V (z) <1.
TER?

Posons

n O ) )
A,(0/0t,0/0x) = (1— (Vo)) -2 —2Vyp- V-2 —A—Ap- L
(0/92,0/02) = (1~ (Vo)) L5~ 2V V- o

B, (8/0¢,0/0%) =3 b, () < ai + gf _a@t") + c(x)%—%—d(x)
J=1 b 7

et considérons le probléme mixte
Au=f(x,12) dans £2x (0, o)

Bu=g9(z,¢) sur "X (0, c0)

P u(x,0) =uy(x)
0u —
a_t(x, 0) =u(x) .

Afin de montrer la résolubilité du probléme (P,) nous considérons le

probléme au bord avec un parametre p=ik+ g, ©£>0

A,(p,0/0x)w(x) =0 dans £
2.1

B,(p,0/0x)w(x) =h(x) sur [,

L’important est d’obtenir les estimations a priori des solutions de
(2.1) pour tout p a partie imaginaire suffisamment grande.
Noter que le probléeme au bord

A,(p,0/0x)u(x) =0 dans £
2.2)

u(x) =9 (x) sur [

admet une solution unique dans () H™(2) pour toute g(x) €C*(I") et
m=0

quwil a lieu I’estimation

2 2w (@) e SCo o0 s
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lorsque Re p=u=>u,, n, une certaine constante.”
Désignons par U,(p,9: x) la solution «(x) de (2.2) pour la donnée
g(x) €C=(I") et définissons B,(p) par

B, (£)9=B,(,0/02) U, (p,9: ) |r.
Alors B,(p) est une application linéaire de C*(I") dans C=(I").

Concernant ’opérateur B,(p) admettons le

Théoréme 2.1. Nous nous placons dans Phypothése sur @ faite

dans le théoréme de Uintroduction. Alors pour Re p=u, on a

2.3 —Re(B,(2)9, D) w= (s (9) =O) 97— Co,ml 9l

pour toute ¢=C=(I"), oun
c(g) =inf (V' 1—]g* —vlgsf —0)

ps=Vo— (Vo-n)n

et C,n est une constante indépendante de p et de .

Posons 5 () =21, (&) ~8; (@), ' (&) =d(@) + L2 (1)) b,(a)
7=10x;
et puis
B=30(x)- 0 tc(@) Lt d (2).
j=1 axj 8t

Alors il a lieu
2.4 (A, (2,0/02) V, W)o—(V, A_, (P, 0/0x) W),
= (B,($,0/02) V, W)~ (V, B, ($,0/0x) W),
pour toutes V, WeC=(2) NH*(2). Donc si ’'on définit B, (p) par
B (£)9= B, (p,0/02) U, (p,9: 2)|r,
on déduit de (2.4)
(B,(£)9,1)0= (9, B o (P) )0, Y9, hEC (D).

D’aprés le théoréme 2.1 les relations

Y Voir, par exemple, Sakamoto [11]. |-|i= et - = désignent les normes des espaces de
Sobolev H™(2) et H™(I") respectivement.
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8 /
;L: b3 () n;(x) =1

3 3
2 (0 (@) — (@)= 1 (b (@) =, (@)’
résultent qu’il a lieu 1’estimation

~Re (B, (p) b, D) = (1160 (9) —C) | 20— Comlls.

L’inégalité

(2.5)  supos| <inf (—c(2)v(z) + Vitjv(@)'—c(@)’) A+v (@)D

entraine ¢,(¢) >0. Par conséquent, on peut démontrer selon le raison-
nement analogue a celui fait dans §3 de [4] que, lorsque ¢(x) vérifie

(2.5), le probléme (2.1) admet une solution unique w(x) dans () H™(R2)

m=0
pour h(x)eC~(I") si Rep=>J,, ou Ji, est une certaine constante.

Désignons par F(p,h:x) la solution de (2.1) pour la donnée %(x)
eC=(I"). Alors on a

(2.6) 22, [PV, e 2) [l =Cono | 2

Alors on déduit immédiat des faits au-dessus que le probléme
A,(0/0¢,0/0x)w(x,t) =0 dans @X (— o0, 00)
B,(0/0t,0/0x)w(x, t) =h(x,t) sur "X (—o0, c0)

admet une solution unique w(x,¢) dans H(®) X (—oo0,)) pour la

donnée au bord A(x,t) e Hp""(I' X (—o0, )) si u=f,, m=2. Et plus
on peut montrer que

supp h(x, t) CI X [y, 00)
entraine

supp w (x, £) CR X [2, 00).

Donc on a le

Théoréme 2.2. Soit ¢(x) une fonction a valeurs réelles vérifiant
Vo B(RY), sups{V(a(x) |<<1 e (2.5). Pour wu,u;,csH™(Q), fFEH™?
2 x (0, oo)),zeg;ee H}?(I'x (0,00)) le probléme mixte (P,) admet une
solution unique u(x,t) dans HP (X (0, 00)) si wo, uy, f et § satisfont a
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la condition de compatibilité d’ordre m=2 et si p=Jp,. Lorsque uy=1u,
=0et f(x,¢t) =0,9(x, ) =0 pour 0=t=t, on a u(x, t) =0 pour 0=t=¢,.

Supposons que (1.3) ait lieu. Le théoréme 2.2 montre que le
probléme (P) est bien posé au sens de C™ puisque une fonction ¢(z)=0
satisfait 2 (2.5). Démontrons que la vitesse propagatrice du probléme
(P) est au plus (1.4). D’abord considérons !’unicité locale des solu-
tions de (P,) pour ¢ vérifiant (2.5).

Soit zyeI'. Supposons que #(x,t) €C=(2 X [0, c0)) est une solu-
tion de (P,) et que pour un voisinage | de x, dans R® et >0

#y(x) =uy(x) =0 dans 2NU
fz,2) =0 dans  (2NU) x [0, 4]
9(z,2) =0 sur  (I"NU) X [0, z].
Prenons une fonction ¢(x) de telle facon que
¢(@) =|lz—xz|° dans U
¢ (x) =c>0 dans CQJ

et que @-+¢ satisfasse a (2.5). C’est bien possible en prenant

suffisamment petit. Aprés le changement des variables
t'=t+¢(x)
r=x
la fonction u(x’,¢’) définie par
a2, ) =u(x, t+¢(x)) =u(x,t) pour (z,¢t) < @NU) x[0,z]

et #(x’,t’)=0 pour (x/,¢") tel que #'’<¢(z’). Alors on voit que
%2, t’) eC*(@ %[0, ¢t]) et quelle vérifie

A, ., (0/0t,0/0x)7=0 pour &t <t,

B,.,(0/0t,0/0x)%=0 pour t'<t,

#(x’,0) =

0% , »
0) =0.
0 0

N

Puisque @+ ¢ satisfait 2 la condition du théoréme 2.2 il se résulte que

#(x’,t’) s’annule pour ¢'<¢,, d’ot on déduit que u(x,¢)=0 dans
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@NAU) %[0, 2] pour un voisinage U’ de 'origine et £ >0. Il est
évident que l’on a l’unicité locale des solutions dans un voisinage de

zo&I'. Donc on a la

Proposition 2.3. A propos du probléeme mixte (P,), si ¢ satisfait

a (2.5) il a lieu Punicité locale des solutions.

Nous allons considérer la vitesse propagatrice de (P). Posons
vy=max (1, sup A+ (—cv+V1+ =D
et
Az, o) = {(x, ) ; x€Q, |2~ 20| Swo (2 — 1)}

pour (x,, %) €2 X [0, o0).
Supposons que u(x,£) €C*(2 X (— o0, 00)) vérifie

f Ca=0 dans @ X (— o0, 00) N4 (y, t)
2.7 Bu=0 sur "X (— oo, 00) (A (s, )
1 u(x, ) =0 dans A (xy, 2) ) {£=<0}.

Posons
_ /. .1 2
(ﬂr(x)— T"|"—2—lx_‘xgl — £
(4

A, (zo, t0) = {(&", 1) st/ =t + g, (), 2" =z, (x,t) €EA(xo, L) }
G, (xo, 20) = A, (o, 20) N (I" X (— 00, 00))
et
2, {29, ¢, (2) <0}
pour 0=<y=<<#.

Par le changement des variables

{ r=x
V=ttg,(2),
(2.7) se transforme a

A, u,(x', ) =0 dans A, (x, t)

B, u,(z',t) =0 sur G, (x, ty),
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ot u,(x/, t’) =u, (x,t+¢,(x)) =u(x,?).

Supposons que #,(z’,0) =0 dans @2, pour 0<a<<y=<<s%. Alors nous

avons
[ A, u,(x',t")=0 dans A, (x, to)
@.8) B, u,(x',t") =0 sur G, (x, o)
u, (z’, 0) = g;‘,“ (z/,0) =0 dans 2,.

En tenant compte que ¢, (x) satisfait & (2.5) si y>0 D’application de la
proposition 2.3 a (2.8) déduit que #,(x’,¢’) =0 dans £,_.X [0, ¢], ot
¢ est une constante positive. Cela signifie que #,(z’,0) =0 pour tout
a—e<y=<t;. De cette facon on montre que #,(z’,0)=0 pour tout
0<y=<t#, a savoir, u(x,t) =0 dans A(x, ).

Donc nous avons démontré que la vitesse maximume du probléme
mixte (P) est majorée par (1.4).

D’autre part, on peut montrer que la vitesse maximume est au
moins (1.4). Ca sera démontré dans § 9, oil nous allons démontrer aussi
quwil faut la condition (1. 3) pour que (P) soit bien posé au sens de C*
et que représente un phénoméne avec une vitesse finie.

Dans les paragraphes 3-8 nous démontrons le théoréme 2. 1.

§ 3. Décomposition des Fonctions sur I

Nous allons construire une fonction u(x) vérifiant (2.2) asympto-
tiguement par rapport a |[p|.

s désigne un point sur /. Supposons que l’origine O appartient a
I' et que #(0)=(0,0,1). Nous commencons la construction de «(x) par
une décomposition de ¢g(x) eC~(I") dont le support est contenu dans
un voisinage suffisamment petit de [D'origine.

Supposons que [I” est représentée dans un voisinage [, de l’origine

comme
s(0) = (s:(04, 05) , 8:(01, 03) , 55 (07, 02)

par les parameétres 0= (0}, 0y) €I, =[— 0y, O] X [ —0un, 0xn] de telle fagon

que
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0s 0s _g

voel,
00, 00,

s(0) =0
50—1(0) =(1,0,0), 50, 0)=(0,1,0).

Op(s)  0p(s)
ooy 00,
réelles y,; (1) eC*(RY, j=1,2,3 de facon que

N

> par ¢". Prenons des fonctions a valeurs
o=0

Désignons <

() =

0 [>1—a,

1 1—11<a
x(l) =

0 [l —1|=2a,

1 I>1+2a,
xs (D) =

0 l<1+6¥o

et que

i D)i=1 pour tout [ER,

j=1

oli & est une constante positive qui sera déterminée suffisamment petite
plus tard. Soit I; un voisinage de l’origine tel que I,C7I,. Alors
pour toute ¢ (s) €D (I';) on a

06@) = | a8 [ dr expiicr—a',8)9 @),
Définissons Vg, j=1,2, 3 par
Vi0G0) =26) | dt [ do’expico—a', )y @/k+ )9 (07)
ot A(s) e DI"y) vérifiant 1(s) =1 sur Iy, Alors il est évident que
(3. 1) DVI@=9()  pour toute g DT,
En posant §=k{(1+a) & —¢},a=—1,'€X={(5,5); E1+&=1},ona

(3.2) V,00(0)) =2(s(0)) Ld&’ ﬁda Lda' exp[iE{(1+a){o0—0", &>
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—<0—0", 0 s A+ ) A+a) g (s(07).

D’aprés la définition de y,(J)
Vig (s(0)) = 2(s(0)) L de’ L det L do’ exp[ik{(1+a)<o—0", &

—0—=0", D} A+ )P 1+ ) 9 (s (7)),
ot I,=[—2a, 2a,].

Nous construisons U;(p, ¢:x), j=1, 2,3, des fonctions satisfaisant

asymptotiquement a
{ AU;(p,9:x) =0 dans @
UJ- (17, ' x) = V]g sur r.

La construction de U, est plus difficile que les autres. Nous commencons
a construire U, par lintroduction 6,(x, %), 0s(x, ) des fonctions définies

dans 2 avec un paramétre y€J3. Pour €23 posons
&, =10; (qo1+ 77262) = — (—7n0:+ '01(72) B

et prenons une fonction f(0,7%) définie dans un voisinage de ¢=0 de

telle facon que
f((f, 77) :O sur g'l

(o5 0

=7

=0
et
_2 £\ 2 -2 £\ 2
<ﬁ> <@”_) +<ﬁ> (?Ji) =1,
00, 00, 00,/ )00,
Le théoréme de Hamilton-Jacobi assure l’existence unique de telle fonc-

tion #. En choisissant /", suffisamment petit, une fonction f(s, ) définie
par f(s(0), ) =f(0,y) appartient a C*(I'y) pour tout 32 et satisfait a

(Vf(s,p)i=1 dans I,

et a

0 )
V£) (0, 9) = p—o-+ .
(V) ©, ) ’7‘001 772662

Puisque la courbure Gaussienne de I est strictement positive, en suivant
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le raisonnement de Ludwig [7], on peut construire des fonctions 6,(x, ),
0o(x, ) €C=(Ux2Z), ot U est un voisinage de l’origine dans R’, avec

les propriétés suivantes:
J (VO +0:(Vp)?=1 dans 2NU
(3.3) V0o Vo=0 dans 2NU
1 Go(s, 1) =S (s, ) sur I'NU.
Remarquons qu’on a

(3. 4) 000 (‘r, 77)
on

2 2\ 18
-5 %)
z=0 =t R;
J
d’aprés la méthode de construction de 6, et de p,, ot R; et R, sont les
courbures principales de " en s=0.

Désignons par L* (s, ) (L™ (s, 3)) pour s, et y= 2 une demi-droite
s’etendant de s a la direction V8,(s, ) (—V0(s,7n)) et par L(s,7) une
droite L*(s,7) UL (s,7). Si l'on corresponde pour z&@ un pair
{s,77 e xR, de facon que x soit sur la normale de I” passant s et que
la distance entre x et s soit 7, on a une application bijective de £ dans
I' X RY. daprés la convexité stricte de . Nous désignons par {s,7} un

point x& 2 selon la nécessité. Et nous posons
Iix[r,rd=4{x,z=1s,7}, s€l';, n<r<ry, j=0,1.
En posant

68 (z, 7) =0 (z, 7) + %po (z, )"

on a ¢i(x,7) €C*(QNU) et
(3:5) Vs |P=1 dans 2NU.

Notons que ¢i (x, 7) peut étre prolongée a une fonction définie dans

U L*(s,y) et vérifiant (3.5). A propos de ces 6, 0, on a le

sely
Lemme 3.1. Soient y(x), 0 (x) € B(R*). Le systéme des équa-
tions
2V00-Vfo+ 200900 VI i+ (Vo) if1+ 000 () f1+ 7 (2) fo=ho
dans 2NU
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2V 0, Vfo+2V0,-Vii+0 () fo+ 1 (@) fi=h dans 20U
Fo(s) =m(s) sur I

ademt wune solution unique {f,, fi} €C*(@NAU) pour les données
ho, R, eC(2NU), m(s) €C=(I"y), et Papplication {hy, hy, m} — {fo, f1}
est continue de C*(RNU) xC=@NU) xC>(I"y) dans C>(QNU)
xXC=(@NAU). Et plus

1
Uosupp h;C U L(s, 9
Pt

sS&supp m
€2
entaine

1
,Li suppf5;C U L(s, 7).

aesupp m

Donc selon le raisonnement de §5 de [4] nous pouvons construire
des fonctions 0(x,7y,B8), o(x, 5, 8) définies pour z€Ql, y3, i,
=[—p, Bo] et vérifiant

(VO +p(Vo)'=1 (mod ) dans UNR2
V6o-Vo=0 (mod 8~) dans 2NU
(3.6)
] o=—R sur I'NU
0(3,77,0)=60(S,77) SEFHCLL, 7752

Alors par le processus de la construction on voit que

0 0
3.7 Vo) (0, 7,0 g
3.7 (Vo) (0,7,0) =3 5. s 501
9% 2 ,//g 173
3-8 0) =7, i)
38) P OUDRACH S
Posons

F(0,0,7,8,¢,0)=0(s(0), 9,8 —0(s(6"),7,8)
—(s(@) +¢ (@) +<o—0", 9> — 1+a){6—-0", &>

et

F(O‘; OJ, 7, 3, 5’; a) =j2=l (Gj _0-1,) F.i (G, 0_,1 75 B’ SI, a)
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F3(6’ 0.,7 75 B’ 5’, a) =7711‘|_ 77;'—1-
Alors on a d’aprés (3. 8)

0% 9°0 0°0
6771661 6772601 0886]

_QDLM \ =dét| 9% 8% 5%
(11, 72, B) v 079:00, 07,00, 0800,
" 7 0 Ji
=— (V0o (0, 7, 0)) 0.

Il est évident qu’il a lieu
F;(0,0,9,0,9,0) =0, v9el, j=1,2,3.

Donc on trouve des fonctions y;(0,0",&", @), j=1,2 et 3(0,0’, &, )
définies sur I, X I, x Y X1, telles que

F;(0,6',9,6,8,a) =0, j=1,2,3, V(0,0 ,&8 a)cl,xI,x3xI,
en choisissant I, I, petits s’il est nécessaire. Cela signifie
0(s(0),71,8) —0(s(0”), 9,8 —¢(s(0)) +¢(s(@"))
=—K0-0, ¢+ A+a)o—0",§),
7itp=1.
Puisque 7(0,0,&’,0) =&, B(0,0,¢&’,0) =0, %(0, 0, &, 0)
= (Vp(0,7,0)) % il existe la fonction inverse de
70,07, &, ) =7
3(0.0°, &, a)=4
pour p€ 2, fl,. Prenons a,>0, §,>>0 de telle facon qu’il ait lieu
I;C{p(0,0", ¢ o). acl}
pour tout (0,0’,&) €I, xI,x%. Désignons cette fonction inverse par

a:=a(6, 6/, U B)’ E’:E’(G, 6,’ 77"8)'

Alors il a lieu

DE,a) | (Vo0 7. 0))E.
DB Jemgo (Vo(0,7,0))
B=0

I

¢
|7
la
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Donc on a
Vig@) =1 | da [ae' | do’ explibi—<o—0', "
F 4@~ T+ ) B 1+ @0 (0))
—100) [ d8 [ an |, do exlik 0 @), 7, 8) =00, 2, 8)

—0(s(0) +o (@M} 2A+ (0,0, 9,8)*

D¢, o)
D (3, 8)

Prenons des fonctions a valeurs réelles v; () €C~(R"), j=1,2,3 de

xEA+a(o, 0, 7,8) g(s@)).

telle facon que

1 I<-2
Ul(l)={
0

1 |I<1 1 I>2
> UZ(Z):{ , Us(l)={
0 |l|=2
et que i:luf(l)ZZI'
Déér_lissons Ve, j=1,2,3 par
Vg (5@ =20 [ a8 [ ay [ a0’ exolit (0@, 2,8
—0(s(@), 7,8 —¢(@) +o(s(@N}H A+ A+a)

x Ko, (K6) %%—g))—g (@),

oll ¢ est une constante positive, qui sera déterminée plus tard.

Il est évident que
3
Vg = 21 V9.
=

Draprés la définitions de g, et de v, il a lieu

LA +alo, 0,9, 8) vk R) =, (kB)?, YBE
pour k suffisamment grand.
Nous allons construire U,; (p, 9: x), j=1, 2, 3 vérifiant asymptotique-

ment par rapport a |p|
Acv (P; a/al‘) Uzj (P, g, -ZT) =0 dans @

Us;j (5,9: ) [r=Vy9 (x) sur [,
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8§ 4. Construction de U,

D’abord considérons un probléme aux limites avec une donnée au

bord oscillatoire
A, (p,0/0x)u(x) =0 dans £
u(x) =exp{ik(0(s,7,8) —¢())}v(s) sur [,

“4.1)

ot v(s) €D (I'Y). Nous cherchons une solution asymptotique de (4.1)
sous la forme
(4' 2) u(xp,nsﬁ):exp{Zk(V(x, 7773,?)—40("6))}

% _ 1
H (& (z, 7, 8, 7))

{H (K¢ (x, 7, B, ) 90

S H (BP(2,7, 8, £)) 04

H(z) = Ai(—2) +i Bi(—=2)

et £ (x, 7, B, ) est définie par {(s, 7,8, ) en désignant x={s,»}. Ap-
pliquer A4, 2 « de (4.2).

exp{—ik(v—9)} -HFE) A, (»,0/0x)u

=HEO | {#- @ (v + £ 50— Liree) +c 00

— (k)*? <VV+ 7 —Vp— k1/sRVS>CVC g

— ik {2 (vo+ Z_’—Zw- A RVE) V04V (Vo + L9y

RV )0+ 20V V04V (CVO 01f ~ Aga]

-+

kl/sH'(kf/-’*c)[{ —(ik)2{<v»+ Ay kl/“ RVE)

+EO} 0 @ (V9 + L VoL RVE)VE g,
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1
EAT

—ik {2 <v» +H v, RVE) Vo, + v(v» Ay,
ik ik

— 5 RVE) 0,4+ 2VC- Vou + AL-0f ~ Adi).

Donc nous cherchons y et £ de facon qu’il ait lieu

— 2__ LZ
(v + L9 LoRVE) + (V0 =(1+ -4 )
(mod|p|~"8=)  dans 2NU
@D (v+Lvp— L RVE) . VE=0
(mod (lp|7'+18D)=)  dans 2NU

v(s,v,ﬂ,ﬁ)=0(5,77,ﬁ) sur chu

et puis ¢, et g; de facon que

2(Vy+-Lvp- kl/sRVC>Vgo+V<Vv+ L vy _L-RVE) g,

4 20.VE-Vg,+CAL- g+ (VE) 291+—;,1k—AgoEO

(mod (Ip|7'+18D=)  dans 2NU

va)Vg,+ v (v» s vga—LRvE) o

(4. 4) 2<Vv + Ly %

ik ik
+ ZVC : Vgo+ AC'go+—%Ag1EO
z
(mod (|p| 7'+ 8D =)  dans 2NU

REFQ) gi=v(s) (mod(|p|7'+[BD*) sur I'NU

L Jo+ kl/s
H' (2)
H(z)

Les constructions de y, de &, de g, et de g; peuvent étre faites selon

ot R(z)=

le raisonnement de § 5 de [4] sous la restriction
4.5) 0<u=<ak”
oll a, est une constante assez petite. Notons qu’il a lieu

gi(x3 W’B,P) ESIO/:!,O (gmq/l), .]20,1
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et que ¢ est développée sur [, comme suit:
4.6) £(s, 1,8, P)

oy & [2(—=Vg(s)-VO(s,7,0)) u
=t { Vo(s,7,00)° +0<'B'+ k>}'

Alors la fonction u(x,y,B,p) définie par (4.2) avec ces fonctions

satisfait a
[ A, (2,0/0x)u=0 (mod(|p|”*+[B)") dans 2NU
4.7) u(s, 7,8, p) =exp{ik(0(s,7,6) —¢())} v (s)
1 (mod (Ip}™"+8D™)  sur I'NU.
Supposons que pour 0<lry<r;
Tyx [0,n]CU
et que

U L(S, 77) ﬂFX [0,7'1]C1—'0X [0,7'1].
serlr,

€2

Alors puisqu’il a lieu pour x& 'y X [ro, 7]
Re B¢ (x, 4, B, p) > oo lorsque k—>o0
lIm kZ/sC (x’ 7}’ ﬁ’ P) lSC‘lO Vk>0 ’

u(x,y, B, ) sexprime, en utilisant le comportement asymptotique de

H(2) pour Re z—o00, comme
G 8.) =exp ity =+ S| HER) 67 27,6, 9)
ot on a GTE S (2N). Et en posant
+ — 4y 2 3/2 1 2/3%

il a lieu
o e Sl (IoX [, 71]).

Grace a la méthode de construction de ¢, et de ¢; pour tout /',

voisinage du support de v il existe 7,>>0 tel que ¢, et ¢; s’annulent
dans(I"—1") x [0, 7,]. Donc
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(4.8) G*=0 dans (PU?L(S,W))OTX[O,rO].
ser'—-r,
€2

Notons que G* est indéfiniment différentiable par rapport a £7%, a (—%)
1

et 3 f. Supposons que G* se développe dans I'yX [ry, 7;] comme
i
(4.9) G~ X Gl (o, ! (4) B,
ik

et cherchons les relations que les Gji,(x, ) doivent satisfaire. D’apres

(4.3) et la définition de ¢*, nous avons
2 2
4.10 B =(1+-4
(4.10) <V¢ +ikv¢> <+ik>
(mod (Jp; 7'+ 18])™) dans TIyX [, 71].

Puisque ¢* est indéfiniment différentiable par rapport a (—'i—) et a B3,

z
nous avons

i
v~ T i ()
7.l ik
La substitution du développement & (4.10) nous donne
(Vg '=1

2V Vi + >, Vg Viis=N, Jj+i=1

Up. g, {rsHEIH 1

(4.11)

ou Ni=2, N;=1 et N,=0 pour 7=>3, et H;,={({p,q}, {r,s}):p+r=],
q+5:j’ {p,q}y {r’s}egi+l+l}7 gkz{{P,Q}’P+q§k}
Notons que ¢a (z, ) =¢* (z, 7, 0, #+700) =0o(z, 7) "‘%00(1, 7)%" est

définie sur U L7 (s,7) et quune équation

ser,

Vi -Vi=h(x) dans L}j L* (s,9) NI X [ro, 00)
sel'y

firso=m(x)

admet une solution unique dans C*(UL*(s,y) NI X [ry, 00)) pour les
données h, meC=. Donc les fonctions ¢;,(x, ), j+I=1, qui sont dé-
finies sur [y X [7y, 71], peuvent étre prolongées en UFL+ (s, 7) NI X [, 00)
par les relation (4.11). Ainsi nous pouvons su{)epooser que la fonction ¢*

est définie sur J L7 (s, y) NI X [ro, 00) et vérifies
ser,

(Vo +-L5g) = (1+4)" (mod 1217+ [81)")
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dans U L¥(s, ) NI X [rg, 00).

SEn

Draprés A, (exp {tk¢*} -G¥) =0 dans [ X [y, 7] nous avons
2Vt - VG + Agp* -G+ — /e AGT=0

Par la substitution de (4.9) en relation au-dessus nous donne des équa-

tions que G}, doivent vérifier et Gj;, sont prolongées dans |J L* (s, y)
sery

NI X [ry, o0) en salisfaisant aux équations. Donc G* peut étre pro-

longée de facon que

A, (exp{iky*} -G™)=0 dans "X [ry, 00).

%@xp (kv — @)} - H(BAT) - H (B1E) )
_ {0y bg s O o OF
_Zk{ar ar+k1/3<R(k/C) —R(¥%) )}
x exp {ik (v — ) } - H(BC) - H (K'Y 1,

et

—Re zk{ g;j g i <R (kmc) aC R<k2/3§) e >} ol

donc nous avons
jexp i (v~ )} H(BC) - H(B/E) ™ Sexp (—conr)
pour 0=<r=<r,
et d’aprés (4.11)
lexp (k¢™) | <exp{—c{u(r—70)} exp(—copry).

D’autre part, les équations qui déterminent g, g; et G*™ montrent qu’il

existe une constante ¢’>0 telle que
19;,1=C-exp(c’r) pour 0<r<<py
IG*|<C exp{c’(r—ry)} pour 7=>ry.

De cette fagon nous avons

(4.12) | A,u| <Cyexp(—cur) (!B!—f—i—%b vzeq.
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Définissons Uy, (p, g: ). Pour une fonction

D(S’, C(L ’
DB (s, 5,7, 8)

avec les parametres s’,7,f, construisons les fonctions g;(x,s’, 7,8, 2),

v(s) =2(s) A+als s, 7,8)

7j=0,1 et G*(x,s’,y,08,2) selon la méthode jusqu’a maintenant. Re-

marquons que les supports de ¢, et de G* sont contenus dans U L(s, 7).
ser,

En posant ¢;(x,s’,9,B,») =0, G*=0 dans 2— J L*(s,3), on a g; et
— serly
G*eC~(2). Deéfinissons

(4.13) Un(p,0:2) = | dB [ dy [, do"-exp 00", 7, = o@D}

X [exp ik (» (z, 9, B, ) — (p2))} - H (R°0) ™ {H (B (z, 7, B, £))

1

e H (BP0, 6, )

Xgo(‘r, S(G’)1 77’ 13, P) _L

X012, 50", 7, 8, D)} () +exp ik @ (2,7, 8, 2) —p (@)

7o
XG* (2,50, 7,8, 8) (L) | B ®0 (50).

Alors Uy(p,9:x) eC~(2) et supp UpC U L* (s, 7).
serl,
LS

En tenant compte de |B]<<k~¢ on déduit de (4.12)
(4.14) 14,Us (2, 9: 2) ln=Con,m.x|2] ™[9] n

(4.15) [Un(2,9: ) |r—Vad | n=Cunn. x| 9] n

pour tous m, m’, N les constantes non-négatives.

Donc nous avons la

Proposition 4.1. Pour p=ik+yu tel que p=u,, p=ak’” Cap-
plication Uy, de D(I'y) dans C*(R) est continue et satisfait a (4.14)
et a (4.15).

oU,,

5. Sur
: on

Par le définition de U, nous avons
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aUZZ
5.1) —=
G =

v Ldﬁ Ldﬂ Ldff * exp[ik{0(s(0),9,8) —0(s(6"), 7,8

~p(s0)) +o @I #{ 222 R eent)
af"“ac L 2/3 7 (B2/3
X<a_n 0—n>}H(k2/35){ (BC) g+ l,aH (k’C)g}

o (00 0%}] 0, (KB) H (s(0))

- j ap | dn | do’ explikl0 (@), 7,8 ~0(:@"),7,6) =¢(s(0))
+o(@NHanG0), 507, 7, 6,8) L+ D Fn @R (s(@)).

Posons

~

R (EC) ( QC_)} LG

4221=ik{ 0y 0(/; +

on  on k‘/*’ on D (3, B)
am=it{C— (2 REO) } g,
Qoo = Agp — Qg1 — Agg2,

et

5. 2) by = {kz/sR( — Bk + kl/s 2u(1—=Vo(s) -Vbo(s, 7))

(Vools, m)*
X R (-0} oo

=byy +7 by

Alors on a

s AR 2(1—V¢(5)‘V00(5,W))
(5.3) b= Re R(— k") + 1 CTREEL

X Im BR’ (— o) 060
on

Grace au comportement asymptotique de R(z) nous avons deux lemmes
suivants:
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Lemme 5.1. Pour une constante C assez grande, on a

—bu (s, 1,8, ) =c <~— E + 1/__> st —kPR=>C

— b2 (s, 7,8, P) =k si |pRSI<C
—bu (5,7, 8,0) =ckV B si BES>C,

0it ¢, est une constante positive.

Lemme 5.2. On a pour tout q= (qi, ¢z, Gs, Gu)

(3 L) () () mensn

chk—(qﬁqﬁqo/s ( . 17221 (s, 7, .87 k) ) .

(5. 4)

Comme nous avons démontré dans §6 de [4] il a lieu

it{e— (RO ) 1o

<CL(—ty).
U

Et il est évident que
ﬂzstSlo/s.u(r 0.

D’autre part

BOR(E1C) o —bu(s, 1, 6,2) —RPR (i) (9. 000)

2(1—Vg- V)

1
= | R kz/sc _ {kz/sR — BRHYY 4 —_-kl/a/,l
| #eR@ER0) (—BH) + 2 s

xR (—ger) | |90 iR e —FAR (~ )

x (g—i— %%) + KPR (— BEP) %C{ —%%) :

Selon les considération du § 6 de [4] nous avons pour [F]<<k"*

IkZ/sR(kz/sc) _kZ/sR(_BkZ/s) _lkl/s_ 2(1— Vo- ;Vao) R’( Bk”s)
Z (Voo)

SCmax< > (=& (s, 7,6, 2)

PR



oY -
PROBLEMES MIXTES POUR L’EQUATION DES ONDES 83

<C ai(— bz (s, 7, B, ?2)),

1 (B**R (B**C) —kE*R (— BE®)) (%_%)

SCk—E (—' bZ?l (S, 77, By P)) ’
ikz/“R (— gk (g%— %‘;)l <Ck™*(—bun (s, 7,8, 2))
et

! AR (=GR _géj <CE*(—bu(s,7,8, 7).
n!

C’est ainsi que l’on a le

Lemme 5.3. Pour p=ik+yu et 8 tels que 0O u<ak'’, |B|<k~*

il a lieu

an (s, s, 7, 8, ) — {bzz (s, 1, B, p) +F/°R(— Bk (%‘%)

[0y 0 D(f’ 05) f 2

+k____¢_} 2 D) | <Ca2 (=)

z <an an> D(?], ﬁ) | = ao( 221)

En posant é=£%{(1+a)& —¢’t nous définissons Ay, By, etc. par
AZ? (59 S: S’, P) =dy (39 S/, 7](51 S/, Sly a) ) B(S, sla 6,: a) ,p)

X D(él, a) (S, S,a éla
D, 8

BZZI (S, 5: S,, p) :bﬂj (S’ Sl, 7 (S’ Sy 5,’ a) ’ B(S) sly 5’5 CZ) ,P)
By =By +iByy

a)

By (s, §,0) =Buy (5, §,5,0),

By =By, +iByy,,

0:(s,§, 5, 2) =0 (kB (s, 5, §, @),

A= An(s, Ds, 5", P)

Baoj=Ba; (5, Dy, 5, 0),  Bapy= By +i Bopy
Boy=Ba; (5, Dy, 1), PBry=Bops+i Bony
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Y,=0,(s, D, 5", p).

n| = | a8 an | ao-explit (0G0, 7,0 ~0G©), 7,8

—9(s(0) +9(s(0))}]-an(s(0),s@), 7,8, p)
X (14 a) Eo, (kB)*g (s (67))

_ £ da Ld{-" L o’ exp[ik {6 —0", &> A +a)
—<0._0,s ¢D>}]A22(S(O-)a S, S(UI),p)Ug<S(6), S, S(O‘/),P)Z
X A+a) kg (s(c”))

— J de f do’ expido—07, €5}
R? Ig
X Apn(s(0),&,5(0"),2)0:(s(0), &, 5(0) )9 (s(0”))

= (Azov}) (s(0), Ds, 5", )9 (s).

Posons

g;n: (Azz"Ug) (s, D, 5’, p) — 2"z*u‘qzzrz

et nous avons

(5.9 ?;]722 P Yo* AnYog + Pug .

Gréace a la définition des By; et au comportement asymptotique de

R(z) nous avons le

Lemme 5.4. Pour q=(q,,q5) tel que |q,|=1 il a lieu

|DY0# Bua (s.0), &, 2) | SCob L (- B (50), £, ) ).
Yz

Désignons par [Bzzj]p la partie de Friedrichs pour le symbole By,
et nous considérons le symbole de _@m— [Eggz]p selon Kumano-go [6],
le chapitre 3.

Symbole de (By— [Bus]#)

N(Z ¢ (€) Bzz?(r) (s,6,7) +|r] %>2¢r.8 ) Bmgsg (s,6,2).

ri=1
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Puisque ¢, (§) €S~ nous avons
MZJJT & Bzzzz(r) (5,8, ) €Sipol).

Notons que pour |y|+|0|=2
Gr.s (&) Bmgg e Sipipiri+iena (Y
Donc pour 7, ¢ tels que |7|+]6]=6 il a lieu
P, (€) Emfﬁ €Sy ().
Soit |y|=1. Draprés ¢, (&) €S- UM=100/5(I") et le lemme 5.4

W5 (8) BB (s, &, p) | SC RV —1)k(|r|—|ﬁ;>/s% (— Bay)

<C k(z—lrl—iﬁl)/ﬁ'_}_ (—— Bzzl) .
/i

Donc lorsque jy|==1, |y|+16|=2 on a
2B <C B
97,5 (8) B (5, €, 2) l_—ﬂ—(— B.).

Pour |0]| impaire =3 d’aprés la définition de ¢ 5 (&)
(o5 (§) €SV,
Donc pour |¢| impaire
Po,5 (&) Bassay € Szl =27(I0) .
Pour |§] paire
Gos (6) Bopisy est a valeurs réelles

et appartient a S}3¥*(I"). En appliquant le raisonnement jusqu’a

maintenant nous avons

l([)n,s (6) BZZZ(S) (sy E’ p) - [¢0,BB222(8)] F— 6’:§ire¢)0,8’ (5) ¢0,8 (S) BZZZ(S-{—E’)

18712
<cl (-3
<C—(—Bu).
U
Drautre part, ¢o,;(£) ¢o,sr (€) BZ22($+8’) (5,€,0) €Sz (I'). En répétant

ce processus nous avons un symbole B (s, &, p) a valeurs réelles apparte-
nant a St (") et @ESf/a,o(F) tels que
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@mz [Bzzz]i"{‘ [E]F+ @1(3, D, p)

et que
1B, 8, ) ls%eBm).

En posant w,=1%¢ nous avons

ITm (B oartos, w3) m| <[ (B w3, 3) m]
S-Q ( [ - Em] FlW3, wz) me

De cette facon on a la

Proposition 5. 5.

—Re(Bu)29, 1) m
> <1-——C———Ck'e/z) ([—Boal #1290, o9 m.
¥

Et puis si I’on pose

758, 9,) = R G, &, ) (22— 001)
n n

€685, 1) =ik(9(5,5,7,8,8) ~ 2 9

on peut vérifier facilement qu’il a lieu des estimations
(5.6) |[Re (& (s, Dy, 57, p) ws, o) m| <Crnk™* ([ — BZZI] FW2, W) m
(5'7) IRG(S(S, DS, S,ip)w27 wZ)m’-—<—C”w2”?’L‘

Du lemme 5.3, de la proposition 5.5, de (5.6) et de (5.7) on déduit

la

Proposition 5.6. Il a lieu lestimation

on Ir’
ZA-Cu ' +k*+ay)) ([—BZZI]FTZg, T:0)
—Re (P9, ) u—Culgln,
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pour toute 9(s) € DT y).

Corollaire. Soit 7(s) € DT")). Pour toute g(s) € D(I"y) il a lieu

“Re( U (2, 7()*9(5) : x)
\ on

= A-C(u "'+t *+ap) ([~ Budrl379, 57D m
—Re (szrg, Tg)m—Ck_eﬂ([“Bm] Ffz?g, Y“a’?g)m—cmllrg”fn’

o 5:(0) =1 pour |U|<3 et 5,(1) =0 pour ||=>4, 1", est Popérateur pseu-
do différential défini par le symbole 0,(kK°B(s,s’,&',a)) et ¥ une fonc-

tion telle qu’elle est égale a 1 sur un wvoisinage du support de 7(s).

Remarque. Nous avons fait une considération pour p tel que
0<<pyu<<a,k'?, mais pour k2> y>>a.k'® nous pouvons achever le raisonne-
ment en employant exp(%zm> d la place de H(z) et obtenir les estima-

tions de la proposition 5.6 et de sa corollaire.

§ 6. Construction de U, et Ses Propriétés

Afin de construire Uy nous considérons un probléme au bord (4.1)
pour (3,=—RB=>k¢, 0<u<k”. Cherchons # sous la forme

(6.1) u(z, 7, B, p) =exp{tk(p—¢)} -G.
Puisque
exp{—ik(p—@)} - A,u
= (11— (Vo)) p'GC—2pV -k (Vp— V) G—2p V- VG
— (R (V) — V)G —2k(Vy— V) - VG —ik(Ad— Ag) G
—AG—pAgp-G

. {pz— (ik)2<V¢+7/“‘k—V¢>z} -G—zik<v¢+iikv¢) VG
—ik<A¢+%A¢>G—AG,

nous choisissons ¢ de telle facon que
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2 2
vo+- A vy =(1+-4 d Q
(6.2) .( < T ¢> < ik > e @
l\ =0@s,9,8  sur I

et G de telle facon que

1 —
2(vo+-£vp)-vG 2 Ap)G+—AG=0 dans 2
6.3) 5 (70 79) ¥+ (204 rae) o e

G=v(s) sur .

D’abord considérons la construction de ¢ vérifiant (6. 2).

1¢ gtape. Sur la solution ¢,(x, 7y, ) des équation
(Vo) i=1 dans @

¢)D (x’ 775 B) = 6 (x’ 779 B) sur F

(6. 4)

nous avons les

Lemme 6.1. Une fonction ¢(x,y,B) satisfaisant a (6.4) vérifie

5" G (=) () )

<cC, (V =B+ Vr) - Catlaitatw

Pestimation

Et plus pour ¢, telle que 8¢,/0r<<0 il a lieu

_ 0o
or !

=V =B 1Vou(s, )| A+Bei(s, 7, )

a6 = a0

ok ¢;(s,7,B) €EC™(I' X T X[, 0)) et cs(s,n, B) =c>0.

Lemme 6.2. La solution de léquation
Vo Vi=h dans 8
Flr=v sur T

8
7

pour les données v(s) €C(I'y), h(x) eC=( U L*(s,y)) admet lestima-
(2
cX

tion
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()" (&) () () A=ed (=) ot
+ /+;Iql<\/ B-{-\/ J‘ Al dr}
Supposons que ¢(x, 7,3, ») vérifiant (6.2) se développe comme

_¥ L\’
¢(x7vaB,P)_§¢j(xs 7]13) <—ik—> .

j
En substituant ¢ a (6.2) et en égalant les coefficients de <—ﬂ—> nous
Z

avons
(Vi) i=1 dans @
et pour j=>1
j
(6.5) ?__n: V5.0V +2Vg-V¢; 1=N;

ol Ny=2, N;=1 et N;=0 pour j=>3. Choissons ¢, de facon que ¢,
=0(s,y,8) et que 0¢,/0r<0. Et puis nous déterminons les ¢;, j=1
de facon que ¢;=0 sur I et que (6.5) ait lieu. Sur ¢, par exemple,

nous avons en utilisant le lemma 6. 2
) G (35)" ()

<C, 3 (V=B+Vr)* fmoh,dr

1+17=lq|

d’aprés le lemme 6.1

=Co X (J —B+ V)TV =B+ V)

=C, (x/i—[ﬂ V) o,

De la méme facon, a propos de ¢, nous avons

9 ql<i Qz< Py ‘13< >
<6r> 05> 8B> b
et ainsi de suite en employant le lemme 6.2 pour j=>2

(6.6) <_807>‘11<%>qg<603>qa< ) ¢,|<qu(\/ B4 A7) Sain

<Cp(V—B+7r)a-
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<C,; (v —p) ~tual+i-b,

Donc pour —p=k"¢, O<s<-;—><—;-, I’estimation (6.6) nous permit de

trouver une fonction ¢(x,7, 8, ») telle que
~3 AN
o~ i 0 (L)
Alors ¢ satisfait a
Ay =144 — 2
(v¢+ & w) _<1+ ik) (mod 2~)  dans 2

et a
Glr=00s79,8  sur [.
Rappelons que ¢, vérifie I’équation
Vo Vi =1—V V=1~ |Vp|>c,>0.
D’autre part nous avons choisi ¢, de facon que 0¢/07<C0. Donc il a
lieu
— i (z, 9, 8) Zc(1—|VoDr,

d’ott on déduit

6.7)  lexp{tk(¢(x,7,B8,0) —¢(x))} | <exp{—c(1—|Vg|) ur}.
Passons a la construction de G vérifiant (6.3). Supposons que G
se développe comme

G=.§

J

Gz, 9, Bk <%> l-

0

En substituant G en (6. 3) et égalant les coefficients nous avons les rela-
tions auxquelles les G, doivent satisfaire et nous pouvons déterminer les

G (x,7y,B8) par récurrence. Et il a lieu estimation

<C, ;i (¥ =B) ~0U+ith exp (cr).

L’estimation au-dessus permit de définir G(x, 7,8, #) par, si O<a<—i%—

-y Ay
G 3 Gula, 1, A (L)
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Alors une fonction définie avec ces ¢ et G par
u=explik(p—¢)} G
vérifie
(6.8)  107A4,u|=Cuy k" -exp[—{c(1 - Vo)) p—C}r], Yzl
d’apres (6.7) pour tous y et N>0, et évidement aussi
6.9) ulr=explik(6(s, 7, ) —¢()} v (s).

En utilisant la construction de solution asymptotique de (4.1) nous

définissons U,;. Pour

0(s) =4 () LA +als, s, 7, 5”““‘“)%%%

construisons G (z, s, 5,8, #) par la processus au-dessus. Posons
Un(p,0:2) = | d8 [ dy | do” exolitto(a 0,8, =06, 7,8)
8 4

—¢(2) +¢(s(@N}G (=, 5(0"), 1,8, L) v: (kB)*g (s(0)) F*.

Gréce a (6.8) et a (6.9) nous avons

(6.10) A Un (2, 9: 2) ln=<Cxnk~ "9,
(6.11) Un(p,9:2)|r=Vug.
oUy

Ensuite considérons

n Ir
U
on

= [, a8 [0 | a0’ exolik(0Gs(0), 7, ) ~0 50, 7. 8)

r

~pG@) +o @D fik( 202G+ B |, tepytg (o) ¥

= [, a8 (@ | do" explik10s(0), 7. ) =0 50, 7. )

—¢(s(0)) +o(s(0))}]-an(s(0),s(0"), 7,5, P)
X (1+a) Bv; (k°B) g (s(07)).
D’aprés le lemme 6.1

W __y=p 1 a0
i B]Vpo(s,'l])l( +0(®)
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_u 1=V, V¢|Vpo(5 77)[<1+O< +|B|>>

itk V-8
et
08| = (~ap+0M) 4, G+O(4)
on
=—_1—Bcz(s,77,ﬁ)<l+0<\/jﬁ-+%>>-G.
Posons

bi’-l ’,’ » ¥y ——k‘/ T— . <~
(s, 5", 7,8, 9) z Bleo(s Y

‘/—(1 V- V) [Vo (s, 77)|'"_Cz(5 ', 1, 8)

=by1 +1by;.
Selon le paragraphe 5 définissons
Asi, By, Byyj, By, Baiy,
Az, B, Baj, _@21, _‘Em, Py,

Alors par la méme considération que § 5 nous avons la

Proposition 6.3. Pour toute g(s) € D(I"y) il a lieu lestimation

)
r m

<1 C<k + >>([ Bzu]Frleg,TlXZg)m

—Re(aUn(p’ g:x)

on

_Re(gang, g)m_cm”g”;’

ot X, =1:(|Ds|/k).

Corollaire. Soit 7(s) € D(I'). Alors pour toute g(s) €D )

g>
I m

(aUm(P, 7(9)%: )
on
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1 -~
= (1-C (k4 ) ([~ Bud s 1Xer0, T:Xi70)

~Re(Pur9, 19) n—Cal 1915
-C‘k_é/z([" Bzu] Fflzz7g, lez?g)m,
o 7€ D(I"y) telle que y=1 sur le support de 7y, et

1 I<l—a 1 i<-1

Dy (l) =

\

22 ={

, 1
0 I>1—ay/2 0 l>—3-

§ 7. Construction de U, et Ses Propriétés

Considérons le probléme (4.1) pour p et B tels que 0<u<(k”’
Bo==pF>k%. Nous construisons une solution asymptotique de (4.1) sous

la forme

u=exp{ik(y(z,7,8,0) —¢)} -G(z,79,8,?).
Premiérement cherchons une fonction vérifiant
[ (VoLvp) =(1+4) (mod(r+181+1217H")
(7. 1) ik ik
L Olr=0(s,7,0).

La construction de telle fonction seras faite selon le processus dans

§ 8 de [4], et on peut supposer que ¢ satisfasse a

(7.2) Im ¢ (z, 7, 8, p) =cV Br.
Ensuite, la méme considération permit de trouver une fonction G
telle que
[ 2<V¢+—§;—V¢>~VG+(Ag{:—i—?_ﬂk—Ago)G—i-%-AGEO
.3 (mod -+ 18] + 217 )
l Glr=v(s).
Alors

Au=exp{ikG—0)} [ {(Gh+ 1)1~ @YY+ 199 -G
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. U . N
ik {2 <v¢;+-z_?v¢;) VG+(ag+-4 A¢) G} +AG].
Drapres (7.1) et (7.3)
[A,u|=<|exp{ik(y—@)} |- Cx(r+ 18]+ 2]

<Co 3 (V) @+121 " exp(~ 1V Er) -

S@i@f) 6+ Ipi-l)N_,<k_¢2_§>-j

Xexp(—lk«/-{?r>sup (exp(—r) -77%).
2 >0
Puisqu’il a lieu par la supposition sur

kB =R,

nous avons
(7.4) | A,u| <Cy- ip[‘NeXp<—%k1/2~r>.

Prenons G(xz,s’,%,8,7) comme une fonction vérifiant (7.3)

posant

v =nl+al s, B>>2'%('<%'%A (s)

et définissons Uy (p, §: x) par
Un(p,0:2) = | a8 [dy [, do"-exolikty (e, 7,8, 2)
B a

—0(s(0), 9,8 —¢(x) +o(s(0))}]
X G (.Z', 8(6,) ’ 773 B’ P) *Us (keﬁ) 2g (S(O"))kz,
Grace a (7.1) et a (7.4) nous avons

1A Usslln=Cuul2| 910

Unlr=Vug.

0 UZB
on

r

_ Lﬂdg Ldﬂ Lﬁda’ -exp[i£{0(s(0), 7, B)

—0(s(0"), 7,8 —¢(s(0) +¢(s(6))}]

X {z‘k (%”; _ g—i> G+ %;i} vs (B8) g (s (07))

en
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- Ldﬁ Ldv Ld"' -exp{ik(0—0’, §" ) (1+a) —<0—0", ¢}

X as(s(0),s(07), 1, 8, P)K'q (s(07))

Posons

bu(s,s’,&,0)=—kV B(s,5,&,a) .

Alors nous avons la

Proposition 7.1. Pour toute g(s) € D(I") il a lieu Pestimation
—Re <%[ s g> Z ([— st]stng, rsXZg)m
on ' /=
—Re (g)zsg, g)mwcm”g“;

Corollaire. Soit y(s) € D). Alors pour toute gD (I"y) nous
avons

2. g
—Re(aU?s(%’nT g:x) r,0> Z ([= Byl e l:X279, Vs X179 m

~Re(Pur9, 1) n—Cl19ln
—C k([ — B i1 X579, T'sX79) m.

§ 8. Démonstration du Théoréme 2.1

Posons

3
(]2(P5 g: x) :jZ::lU2]([): g"r)

pour g D (I';). D’aprés les résultats des paragraphes 4~7 il a lieu

{ A, Uslln=Cuxalp!""lglo
(8.1)

1Uslr = V9 lln=Cxul2] " [9gls.

Et puis nous avons

(8.2)  —Re <_—6Uz (;2;797 + )

1 .
- g) =2 BurXif, X:0) n—Cal0ls

~

ou
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Bur= Y770~ BysT,
puisqu’il a lieu
132 (@8, )l SC A (Bar X, X,0) n + Clgl
Et aussi nous avons

2. |
B8  —Re(PHBIED | ) > (BuXiys, Xio)n

—Clrgln—k" (B X¥9, XFDn

pour ye D) et ge D).
Puis construisons U, et U,.
Pour pe{y=R* |y|<1—ay/2} nous construisons une fonction

0:(s, ) €C=(I'"y) en suivant la considération dans § 3 telle que

V0o (s, ) [*=[7]*

00, .
00‘_1 ( ’ 77) M1, J >

Alors on peut trouver une fonction ¢,* (x, ) €C*(I" X [0, c0)) telle que
IVgi (z, ) [*=1 dans 2
g (z,7) =0u(s,)  sur T

05
6’n<'

D’autre part la méthode de construction de 0,(s,7) assure l’existence
d’une fonction indéfiniment différentiable (s, s, ) pour |§|<1—q, véri-

fiant
00(s(0), 1) =060 (s(0"), 1) —¢(s(0)) +¢(s(0”))
={0~0",6)—<0~0",¢"
7(0,0,¢) =¢€.

Alors V,g s’exprime

Vig (s(6)) = (s (0)) Lgdﬂ Lgdo" exp {ik (0, (s(0), 7) — 0a(s(0"), 7)
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—0(s(0) @M} -1 (&G0, s@),p)?
% 98 kg (s(67)).
oy

En utilisant le raisonnement de §4 nous pouvons définir U, vérifiant

% A, Uilln=Cu,alpl 910
Ul][’ = Vlg

8.4

par
Usp,0:2) = [y [, do" exvlik g (@, 1, 0) ~p(2) =0, )
R2 Ig
+o(s(@N}1G (z,5(07), 9, D) K9 (s(07)),
ot ¢(x,7,p) est une fonction vérifiant
U 2= u 2 » _
(VoG 7,8 +LVo(@) ) =(1+4)" (mod[p|™) dans
¢) (x5 77, P) = 00 (S, 77) sur ]—'
et G(x,s’,y,p) vérifie
A v L aG=
[ 2<v¢+ 2 V¢>VG+<A</)+ 4 Ag)G+ 2 AG=0
(mod |p|™) dans 2
1 G=2G0) s, 77)])2%% sur I.
Alors

0U1 (P, g M x)
on

= (a1 [ a0’ exp 20,50, ) 050, 9

r

on 0n n

~pG@) +@M} - k(2 -22)6+ Iy (5(0)),

et on a

(00 _ 0¢ __-{ 1_:_0O¢ 1-V¢ Ve
Bl ——2 ) =ik —V1—y— 2=
’ <6n 6’n> )= 1= On}+ﬂ Vi—7 TOW.

En posant

b:'k{—Jl— 2_@1} 1-V¢o- Vg
= T o) T A
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= bu + ibn
nous avons pour g& 9 (")

(8.5) —Re <_a_U_1_(_&_g_x_)

on

r,g)ﬁZ([—Bu]FXIg, X,0)m—C|g|.
Et aussi pour ye D), ge D)

(5-6) —Re(OBTUD | ) = ([ B.):Xrg, Xr0)a—ClTol.

Concernant U,, on peut construire Us(p, ¢: x) vérifiant
{ A, Uslln<Cux,nl2 ™ llg ]
Uslr =V

(CR0)

en utilisant le raisonnement de § 7. Alors nous avons pour g9 (")

®.9) —Re(Usl£.0:2) (;’;g: z)

0) Zck|Xagla—C- ol
et aussi pour y€e D), 9€ DT

2.
3.9 —Re(PUBIUD | g) >k Kol ~Clrals.

Alors pour g€ 9 (I';) définissons U (p,g: x) par
3
U(p,9:x) =jZ_1Uj(p, 9:x).
Il est évident qu’il a lieu d’apres (8.1), (8.4), (8.7)

AU (2, 9: ) ln=Cxnl2l 9l
1U2,9:2)|r—9Ia=Cuxnl2I 9]0
Posons
(8.10) r=XFBorXo+ XF [ — Bul o X+ ck X3 X,

et nous avons pour g€ 9D ™)

(8.11) ~Re<ﬂ%ﬁ)—!r,g>mz (Br9, ) n—Callglz.

Et aussi nous avons

2. | \
®.12) —Re(ﬁ[ﬂ%u)—!r, 0) = (Br79,70)n—Cal0 |-
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La définition de U(p, g:x) pour gC=(I") sera faite comme suit:
Prenons 1,;(s) eC>(I"), j=1,2,---,J, de telle facon que

J
ZT](S)zzl sur r’
=1

et que le support de chaque y; soit si petit quon puisse faire la con-

struction de U dans un voisinage du support. Et pour g=C=(I") posons
J
U((p,9:x) =21U(1>, 730 x).
i=
Alors par les considérations jusqu’a maintenant on a

1A, U (2, 9: 2) |n=Cuwultl "9l

1U(2,9:2) Ir—91a=Cuul2| ™19,
Et

(8.13) —Re(W(2.9:2) (g;zg £ )

0
r m

5 re (W00 | g )

i=1 on Ir

=5 eint (=TT 4 12— Cull
j=1 1—77

> ,.inf (1—V§[)S'V¢J) 2 2
— 41 ‘_“—‘\/1—_772 ”g“m Cm“g”m’

puisqu’il a lieu

§ o
Xt[Bulr Xy Xi <| inf QTVlsL?fYQ) X,
71=ao —

X#Byr X,> ﬁ&:xx

En tenant compte que B, s’exprime comme

B,(5,0/02) =2 +v2 1 p(v-Vo+o) +d
on 0s

ol v—g—— est un champ de vecteur réel sur I,
s

—ReB,U(2,9:2), D)= (Brd, ) u—21((6-Vo+0)9,9) n—Cx|9]%
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=(Br—u®Ve+))9, Dn—Cunl9ln.
Notons qu’il a lieu D’estimation
Br—u-(6-Vo+c¢)

> y-inf {( 1—V¢Jﬁ,-777)72-V¢(x) >__b.V¢—c}

171<1
ze&I'

= u-inf {*—L”W; '—'U'I(Dsl—c}
1=y

[71<1
zerl’
> p-inf {(VI1—|glP—v-|o] —c}.
zel
Admettons le
Lemme 8. 1.
C((p) =inf (\/1— ]¢:|2 —v- l(”si —6)
zel

est positif lorsque

—c(Dv() +V1i+[vE)’ —c()
1+v(s)? ’

sup || <inf
ser

Donc il a lieu pour toute g C=(I")

—Re (B, (9,0/02) U(,9:x),9) n=(co(@) t—Cu) 9] 7-
C’est ainsi que nous avons démontré le théoréme 2.1 au cas on
0<<u<k'“’. Nous omettons la démonstration du théoréme 2.1 pour p
tel que |k’ <u.

§9. La Nécessité de la Condition (1.3) et

sur la Vitesse Propagatrice

Pour démontrer la nécessité de la condition (1.3), nous n’avons
quwa vérifier que le théoréme de Kajitani [5] est applicable. Mais afin
d’appliquer sa méthode pour la considération de la vitesse propagatrice
nous donnons d’abord une démonstration de la nécessité de (1.3) selon
la méthode de Kajitani.

Supposons que c(s,) =1 pour s, et que le probléme mixte (P)
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soit bien posé au sense de C* et ait la vitesse finie de propagation. Soit
Ql un voisinage dans R® de s, ¥ est une transformation définie dans
A telle que

¥ (s)) =0
‘Qﬂq/b_)Ri: {(‘Zl, Tz, x3) > .Z'3>0}
I'NU—{x; 2;=0}.

Désignons par A(x, 0/0x,0/0t) et g(x, 0/0x,0/0t) les opérateurs trans-
formés par ¥ de [] et de B. On déduit de la supposition sur (P) que
le probleme mixte pour (A, B) dans R% est locallement solvable dans

un voisinage de l’origine et qu’il a une vitesse propagatrice v,. Posons
Az, t0) = {(x, ) ; |z — x| 0o (8s—£) , 022, 2,0}
D (zy, ) = {(x, 0) ; |x— x| Zr0pty, 23>0}
G (zy, t0) ={(x,8) ; (x,¢t) € A(xy, ty), 23=0}.

D’aprés la supposition et ’appendice de Mizohata [10], il a lieu
que pour tout m=>0 et pour tout (x,?) €¥ (@NU) x {£>0}

9.1) ,ulm,A(r,c)Scm{[Aulm’,/l(.z-,t) + }Eulm’,ﬁ(z,t) + |u

m’.D(z,t)}

Ol |#|m,o=sup |D%u| et m’ est une constante dépende de m et in-
rco

la|<m
dépendente de (xz,¢).

Posons
_ x 0 0
A(n) —A<7Z—, n—ax , n——at )
Bn)=B(% 20 ,0\ ,_12 ..
(n) B<n,nax,nat>, n=1,2, .

Alors pour (x,,t,) fixé, on a

(9 2) lulm,A(.‘co,z.,) Scmnm‘ {EA (ﬂ) uim’,/t(za,to) + |B (72) u

m’,G(Zg, to)

+ Iu 'm.’,D(.tn,t,,)}) VuEC& (Ei- X [0’ OO)).

En effet, I’estimation (9.1) en prenant (z,¢) = <ﬂ, i) résulte (9. 2)
n’ n
d’aprés le changement des variables x’=nzx, t'=nt.

Soit ¢(s;) =c=1. Prenons
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n=0, p=vc'—1, p=1, é=—c

¢z, t) = (5x3+i772-7—'2+t)

et

W (z, ) = 2 exp (np(z, £)) - n~"w; (x, 1)

Par les développement de Taylor des coefficients de A(n) et de B(n)

nous avons

e T
e

Notons que A,=_].
Et sans géner la généralité on peut supposer que B s’exprime sous

la forme

0 +b 0 +ci.

B,=
axs 0.2:1 0t

A, sont des opérateurs différentiels d’ordre 2 & coefficients polynome et

B; d’ordre 1 a coefficients polynome.

Ao(exp () =exp () {2 (60020 459,00 1 000 4 (1 )
Zs3 2

et pour [=>1
A, (exp (ng) w;) =exp (ng) {n*Aw(w;) +ndAn(w;) + Aw(w;)}

ot A;n, m=0,1, 2 sont des opérateurs différentiels a coefficients polynome

d’ordre m. Posons

0 .0 0
K=2 +p— )+ A
( 0, 0, 2 ot > A

Alors
A(n) (uY) =exp (ny) - n*[nKw,+ (Kw, + Ay, + Anwy)
+n? {ng + Apw; + Anw; + Ay + Apw,+ Alzwo}

T+ +7’l—j{K‘ZUj+1+ (A20+A11)w/+
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+ (Agemt Ayt A i} + ]+ 2 " A @)
Par la méme considération on a
B () ul = exp (n¢) [ (Bywo—+ Buwy) + 77" { (Byw: + Byywr)
+ (Bywo+ Buwg) } + -]+ Byadl.
Donc nous cherchons v; de telle facon que
[Biw,+ Biws] z,-0=0,
9. 3)
Kwy=0
et que pour j=0
9.4 Kw;u=—{daw;+Anw;+ -+ (A0t Ajn+ Aj) wet
Byw; i1+ Buwj=— {(Bo+Bu) w;+ -+ (Bjin+ Bjyu) wo .

La substitution de la relation

awo] ___[_ 0w, 0w, _ ]
[—al’g - b—__@x c Py by (z, 2) w, 2yt

qui se déduit de (By+ By) wylz,-0=0, 8 Kw,=0 nous donne

9.5  2(—éc+p) a@"‘j’ _2¢b gﬁ’ + 247, gifv’ Sl @+ A@=0

X Ty
ol W=w,(x,t) |z Le théoréme de Cauchy-Kowalevski permit de
Iexistence de @ (x4, x,, £) vérifiant (9. 5) dans un voisinage de l’origine
et @(xy, x,0) =1, puisque —&c+p5<0. En utilisant encore le théoréme
de Cauchy-Kowalevski nous avons wv,(x, ¢) satisfaisant a
Kwy=0
'wo!x,=o= w (-Tl, Xz, t)

dans un voisinage de l’origine. D’aprés la relation (9.5) que @ vérifie
on voit que la fonction v, vérifie (9. 3).

Par la méme processus on peut trouver w;(x,¢), j=1,2, -+, N
vérifiant (9.4). Puisque w,(0,0) =1 on trouve x>0, iy, ZToy, cy >0

tels que
|uf (xy, ty) | =cy-exp (nty)

|A () uﬂr!m’,A(zN, ) SCN,m s~V exp (nty)
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N+m

|B () url

', 6wty =Cry,mn~ -exp (nty)

Ly

m’, D (zp, tzv)gcl",mnm s

pour tout #=>0, ol xy= (Ziy, Tsy, 0).
En choisissant N suffisamment grand par rapport & m’, qui est

déterminé par m =0, la substitution des estimations au-dessus résulte
cy-exp(nty) <Cy,n-n "™ exp(nty) +Cn™, Yn=>1.

C’est une contradiction.
C’est ainsi que nous avons montré la nécessite de la condition (1. 3).
Et puis nous allons démontrer que, lorsque la condition (1.3) a

lieu, la vitesse maximume est au moins (1.4). Il suffit de considérer

le cas ol
1+7° 1+v(s)?
sup = >1
sel —co+V1+|vP—cY  —c(s)v(s) +V1+v(s)i—c(s)?

puisque le résultat de Miyatake [9] montre que la vitesse est égale a

1 si v(s)<—c(s) sur I'. Supposns que

1+v(s)?

(9.6) TS v () + 1oy =)

ot ¥, désigne la vitesse maximume du probléme (P).
Apreés la transformation ¥ nous pouvons trouver une constante ¢

vérifiant

—c(s)v(s) +V1I+v(s)i—c(s)?
1+v(s)?

9-7 vy > >

ot v, désigne la vitesse maximume du probléme pour A,E dans un
voisinage de l’origine. Alors I’inégarité droite de (9.7) permit de trouver

des constante réelles 7,>>0, £<0 telles que
(1—¢") — (€*+ ()" =0
E+ (c—bp) =0, ot b=v(s) et c=c(s).
Posons
¢ (x, t) =Exs+igxs+ (E—gxy).

Gréace a



PROBLEMES MIXTES POUR L’]::QUATION DES ONDES 105

(V)P =t
et a
Bo¢:o,

nous pouvons construire une fonction z) sous la forme
N u 7
uy =exp (ng) 2 w;(z, Hn™’
=0

qui est définie dans Uy X [ —ty, tx] ott Uy est un voisinage de ’origine

et £y >0 et satisfait a
lun| =Zcn-exp(n(t—gzi+6x)). V(x, ) €Uy X [—tw, ta]
|D*A (n) uz| <exp (n (£ — g1+ E24) ) - Coy o™ 714142,
V(z,t) €Uy X [—ty, tx]
| DB (1) un | <exp (n (¢ —¢x1)) - Cyan " H141*,
V(z,t) €Uy N {xs=0} X [—2w, tx].
Prenons xy, £,>>0 de facon que

(J,‘o, tu) = ($10, 0, O, to) S CLZN X [O, ZN]
1

Vol T30 —1y.
@

Pour tout (xy, x;, a3, %) € A(x, %) il a lieu d’apres (9.7)
L — @z + X ty— @Z1o.

Donc nous avons

| A () |, gy, iy =XP (2 (80— pX10) ) * Coy eV ¥4

|B(n) 4l | 6oy, 1 XD (7 (g— 910) ) *Cy s V1™ F?

qufl m',D(z‘,,rﬂ)ScN ™
Dr’autre part
le¥ (o, o) | =y exp(n(to—@xn) ).

La substitution des estimations au-dessus a (9. 2) donne une contradiction
si I’on prend N assez grand. Ainsi nous avons démontré que la vitesse

maximume de (P) est au moins (1.4). Mais nous avons déja montré
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dans § 2 que la vitesse maximume est majorée par (1.4). Donc la vitesse

maximume est égale a (1.4).
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