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Un Exemple dans le Probléme de Cauchy
pour les Equations Faiblement Hyperboliques

Par

Sigeo TARAMA®

§ 1. Iniroduction

On considére le probléme de Cauchy pour l'opérateur différentiel
dont le polynéme caractéristique est t?—exp(—2¢7")&? et étudie la con-
dition pour que ce probléme soit bien posé.

D’aprés Oleinik-Radkevich [6], Mizohata [2], le probléme de Cauchy

s [(%>Zz¢—t2"<%>zu+t‘-a%u=0 dans [0, T] xR
' 1(%)iu(o,x):ui(x),i_——o,l,

ou %k et s sont des nombres entiers £=>1, s=>0, est bien posé, si et seule-
ment si s=>k—1.

Quant aux opérateurs faiblement hyperboliques contenant I’exemple
mentionné ci-dessus, on sait la condition suffisante pour que le probléme
de Cauchy soit bien posé (Oleinik [5], Menikoff [1], Ohya [4]). Mais
comme la question est assez compliquée, on ne sait pas encore si ce type
de conditions est nécessaire ou non pour des cas généraux. Donc on va
donner et examiner un autre exemple pour éclaircir cette situation.

Soit L Vopérateur différentiel

0\* _ 9\ e 0
1.2 L= ~> —Atexp(—20) -2} £ Bt exp(— 2y 2
1.2) <6>z exp ( )(6I> + exp ( )ax
ou A, B,n et [ sont des constantes: A>0, 2>0,/ réel, B0 complexe.

Pour cet opérateur L on considére le probléme de Cauchy
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© <ﬂ>iu(0,x)=ui(x), i=0,1.

(Lu=0, [0, T]x R
|

D’aprés Nersesjan [3], lorsque [<<0, le probléme (C) est bien posé.
Dans cet article on propose la condition nécessaire et suffisante pour que
ce probléme soit bien posé.

Dans le n° 2 on précise la notion “bien posé” et énonce le résultat.
Dans les n°® 3 et 4 on montre les propositions nécessaires pour démontrer
le théoréme dont la démonstration sera donnée dans le n° 4.

L’auteur remercie Prof. Ohya pour ses conseils et encouragements.

§ 2. Définitions et Résuliat

Soit 7" un nombre positif, et soit £ un des ensembles [0, 7] X R},
ou R'. On désigne par C~(£) U'espace des fonctions a valeurs complexes
indéfiniment dérivables dans £, et par C§(#) [’espace des fonctions a

support compact et appartenant a C*(f).

Définition. On dit que le probléme (C) est bien posé, si pour
les données u, et u, appartenant a C°(RY), il y a une et une seule
solution du probléme (C) dans C>([0,T] xXRY).

Pour le probléme (C) on obtient le

Théoréme. Au cas oi Re B=0 (resp. Re B=£0) le probléme (C)
est bien posé si et seulement si [<n (resp.l=<0).

Soit *L l'opérateur formellement adjoint de L, c’est-a-dire:
0\* _ 0 \? e 0]
2‘ 2 tL — <__ . AZ e —2t n <___> ___Bt n—1-—1 _t-—n v i
2.2) ‘Lu=(z) u—Aexp(~2) (=) u exp(~ 1) u

On considére le probléme de Cauchy pour le passé
‘Lu=f dans [0,T]XR!
(%) (8

52>lu(T,x) =0, i=0,1.

Sur la bande [0, 7] X R, quel que soit 0<0<(T, *L est strictement
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hyperbolique et les racines caractéristiques sont + A exp(—¢~"). Donc
on sait que le probléme (C*) considéré sur la bande ]0, T'] X R' est bien
posé et

supp #C U {¢,x)€]0, T]XRY |z—z| XA exp(—T™™) (£,—1)}.
7

(to, Zo) ESupp

Cela montre I'unicité d’une solution et l’existence de domaine d’influence
comme ci-dessus pour le probléme (C*) sur la bande [0, 7] XR' Par
conséquent s’il existe une solution dans C*([0,7]xXR") du probléme
(C*) avec le second membre feCq ([0,7] X RY), on voit que le probléme
(C*) sur la bande [0,7] X R* est bien posé et il en résulte I’unicité
d’une solution et l’existence de domaine d’influence pour le probléme (C).
Donc pour démontrer que le probléme (C) est bien posé, il suffit de
montrer P’existence d’une solution du probléme (C) avec les données
o, u; € Cy (RY) et celle du probléme (C*) sur la bande [0,7] x R' avec
le second membre feCy([0,T] xRY).

D’autre part quand le probléme (C) est bien posé, par le théoréme
du graphe fermé, il y a un ensemble compact K dans R! et un nombre
entier 7m >0 tels que la solution de (C) vérifie 'inégalité

Nt 0 \
2.3 T < ;
2.3) T (z.r)EEO.S(IL'l/I‘;JXE—l.U | 0t> ( @x> u(t, ) |

<m supi<50—>jui(x)i.

0<j<m €K x
i=0,1

o~

Pour démontrer le théoréme, on considére l'opérateur L avec un

paramétre §&;
. 2
2.9 Lu =gt_2 u+ Alexp(—2t™) Eu+iBt " " lexp(—t ") Eu

et étudie le comportement d’une solution % (z,&) de Lu=0 lorsque |&|

tend vers+oo, Pour faire cela on se sert de la méthode utilesée par

Mizohata [2].

§ 3. On montre les propositions concernant le comportement d’une solution
u(¢,§) de Lu=0. Dans cette section les lettres “ A, B, n et [” signifient
les constantes dans la définition de 'opérateur L de (1. 2) (]/; de (2. 4)).

Par le changement linéaire de la variable x on peut supposer que
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2
[B[<% Dans la suite on le suppose.

Proposition 1. Si [>n, alors il vy a des nombres positifs M et
N tels que la solution de

Lu=0
d

7 4 ) =ult, =1

satisfasse les inégalités suivantes

3.1) lu(o,5>|2+]§tu<o,é>| <c,
(3.2 2 (22, €) |2+] 5; 2ty &) >Cy(1+ [§]) osiens

pour tout & tel que |§|>M et ReiBE<0; oa ¢, et t, sont des nombres
positifs 0<t,<t, T définis par

ty=(2log IEI)-I/", it exp(—#™ =_1;

N€]

et C,,C,, ¢ et B sont des constantes positives indépendantes de &, t,, t,.

Remarque 1. Si n+1+1>0, alors £"***! exp(—¢~") est strictement

croissante et #, est défini uniquement.

Remarque 2. Quand |§]>1 et 0<¢={¢,, tous les coefficients de L

sont uniformément bornés.

Remarque 3. Lorsque |§| est grand, £, devient plus grand que %,

~ 2 2
et sur lintervalle [#,%,] le terme dans {} de L=;2—{% grritt
t

Xexp(—t‘“)if-—l}iBt‘""" exp(—#")¢ tend vers —1 quand N-»co,

Remarque 4. Quand |&| est grand, £, se situe dans Dintervalle

[(Iog &n-im % log |E!>_Vﬂ].

Proposition 2. Si =<0, alors la solution u (¢, §) de Lu =0 satisfait
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Pinégalité

9

. I d 12
(3.3) (e, O 1] £ w0, 8)

<Ca+1En*(lut O+ L o))

pour tous t,,t, dans [0,T], oa C et k sont des constantes positives

indépendantes de &, ¢, t,.

Les preuves des propositions 1 et 2 sont données dans le n° 5.

Proposition 3. Si 0<U<#n, alors il y a un nombre positif M
tel que, soit |&|>M, pour tous t, t, appartenant a [Pintervalle
— —yn -~
[O,<10g|$|—?£_ii—llog log |$I> ], la solution de Lu=0 satisfasse
n

Pinégalité suivante

G lul O Lue D)

|4

<CA+1EN*(lut &)+ £

u (&, E)r)

ot C et k sont des constantes positives indépendendantes de &, t,, t,.

- -1/
Remarque 5. Posons ¢, = <log 1§ — M—l log log [6[) . Quand
n

|§] est grand et n=>[, alors on a
(.5 &' exp(—2t7) = |§] exp(—27) !

pour tout £=>%,; en effet, I'application |&| exp(—¢"™)¢**!*! est croissante,

—-1/n

et si Uon note que £,> (log |£]) quand |§] est assez grand, alors on

a

|€] exp(—2:™) 21+ = (log [€]) enri-himg 1
2 (log [5 D (2n—-21y/n

=1.
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Preuve de la proposition 3. Ci-dessous, on désigne par C et k des
constantes arbitraires.

Par le changement des fonctions inconnues v;=u, v2=g— u—
iAexp(—t™€éu, Lu=0 se transforme en

(3.6) fé[v11==[ifieXP(‘“‘_”>5
) dt| v, —inAt" Vexp(—¢t™E—iBt " rexp(—t) €

1 v,
caemiere Lok

Prenons M >0 assez grand, tel qu’on ait, pour tout § tel que |§|>M,
T= (log |E))"/">0 et %log |5|>@%2110g log |§[>0. Et dans la
suite on considére le cas ou |&§|>M.
Posons # = (log |§|)~/*. Par I'hypothése 0<I/<z et l’intégration
:

par parties, on a J1exp(—t‘")t’"""dtSC(log|$])]$]‘1; en effet
0

tq
L exp(—t””)t""““tdt=%exp(—t‘")t"l [

Jo

ty to ]
+ ‘ Zexp(—t™ e de et
10 7
£y £y
j exp(—¢t ™t 'de<C J exp(—t™t " 'de<Cexp(—¢"). Par la
0 0
définition de ¢#,, on obtient la majoration.
|
Pour E(z, £) = |0,1"+ |va]%, on a de (3. 6) -% E(, &) )_<_C{exp(—t‘“)
X eI E| + 1} E (2, ), dott on obtient, pour 0<s,, 5,=¢#,,
E(s, §)=CA+|E)*E(s, §).
Cela montre l'inégalité (3.4) dans l'intervalle [0, ¢].
— —-1/n
Sntl—ly 0 og |5|> . Pour Ey(t, €)=
n

exp(— &™) " E vy |+ |va|?, (3.6) implique

Posons ¢,= <1og [§] —

(3. 7) ' c% Ez S <C1t—n—1+ Cz exp<__% t‘"> t—(n+1+l)/2|5l1/2> Ez )

En notant que exp(—#;") =|&|'(log |&|) =D/ et que 0<I<2, on

a par l’intégration par parties
b ) —(n+1+41)/2 —1/2
exp _Et ¢ de=<C,(log |&]) ||~
2%

Donc on déduit de (3.7)
Ey(55,§) =C A+ |€])*Es (51, §)
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pour tous sy, ;€ [£y, £,]; d'ot on a l'inégalité (3. 4). C.Q.F.D.

§4. On continue a étudier le comportement d’une solution de ’équation

~ 2

Lu=0. On suppose encore que i2;>|B[ comme dans le n° 3.
Prenons M assez grand pour que ’on ait, pour tout § tel que |§|>M,

T=(log |E) Y™ et %log &> Sntl—1 log log |§{>0. Alors on a la
n

Proposition 4. Soient 0<I<n et Re B=0. La solution de Lu
=0 satisfait Pinégalité suivante, soit & nombre réel tel que |§|>M,
. —1/n
pour tous tl,tze[<log|€|—-wlog log |$]> ,T],
n

2 2
@D lu@ i+ Lo =carian (a6 o+ Luwo”)
o C et k sont des constantes positives indépendantes de &, t, &.

Preuve de la proposition 4. Soit B=1if3 tel que f=%0 et réel. Par
I’hypothése on a A*>2|B|. On considére I’équation

. 2) i[ul]_[ 0 1w,
' dt|u,| | —A* exp(—2t &+ Bexp(—e ™7 0 }[ﬂg}

3n+1-1
n

—1/n
Posons t5=<log 1&]— log log!$]> . Daprées (3.5) de la

remarque 5, on a dans l'intervalle [z, T"]
—é_ A? exp(—207") 8+ B exp(— 47" =0,
Soit 4 un nombre complexe tel que
P=—A’exp(—2:)E+RE exp(—t ™" 1Y

alors on a Re1=0 et |l|22% Alexp (-225“")522% A? pour tout ¢

&€ [£;, T']. Pour la matrice

il
N= ,
A -1
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on pose

De (4.2) on a

d v, A 07[w, L1 1 I:'vl]
4,3 — = — .
@2 dt[vj [o ~1Hw]+21[1 1] v
D’autre part on a

4.4 } 1}11 iSZnt'””l +(n+1+Det dans [¢,T];

2
en effet (4.4) s’obtient du calcul direct de % et des majorations [4|°

2
Z—;— Alexp(—2t ™) et |PEexp(—¢ ™)1 S-%— exp(—2¢t™) &% dans

[tE’ T]'
Posons E(¢,8) =|vy|*+ |v:j®. En vertu de (4.3) et (4.4), on a
;%E(t, S)iSCt‘"‘lE(t, &). Et par la majoration

jT 14t <C (log | &)

£

I’inégalité (4.1) s’ensuit de la majoration
Ci(lus)®+ |us| Y =E @, &) =Co (X +161)" (Jua|* + | )

pour tout Z€ [£;, T]. C.Q.F.D.

Proposition 5. Si 0<I<<n et Re B=£0, alors il y a des nombres
positifs N et 0 tels que, soit & un nombre réel tel que |§|>N, et soit

— —-1/n
b= <log 1] _8nt1-l log log |$|> , la solution u(t,&) de
n
Lu=0
ut, §) =% u, &) =1
dt
satisfasse Uinégalité, pour tout t dans [t 0],

45 10O+ L ul, ) ZC exp(—re) L+ [§)=on”
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o C,a,f et v sont des constantes positives indépendantes de §,¢.

Preuve. Ci-dessous on prend M comme dans la proposition 4 et

on se limite au cas ot |&|>M.

_ —1/n
Posons t5=<log 18] =87 +1=Ly 0 10g 15[) . Soit B= —B+ia oi
n

a et 8 sont réels et $=£0, et soit A un nombre complexe tel que A
=—A’exp(—2t™E+aexp(—t") et "+ iBt " P exp(—27")§ et que
Re2>0. (3.5) de la remarque 5 dans le n° 3 et I’hypothése —;— A?

>|B| montrent que pour tout & [£,, 1T ]
3 2 . —_n 2 2 AZ —-n 2
EA exp (—2t7")§ lelZ—z—exp(~2t )€

Et on a
(4. 6) Re A=kt~ pour £>>¢,;

en effect soit > =7 exp(Z0) ot 7 et O sont réels. On a

Re 1 =72 cos izr—l/"’- T Isin 0]
2 2

et
Pr=21 =,/ 3 Aexp (el
[rsin @] =| Im A%| =|B|¢~" " exp(—£) | €]
d’ou (4.6).
Par la majoration comme (4.4) dans la preuve de la proposition 4,
on a
4.7 | & =Cet fe=e<T.

m
En vertu de (4.6), (4.7) et de ’hypothése 0</<<z, on peut prendre
0>0 assez petit et N>M assez grand tels que 'on ait

(4.8) t,<8 pour [E|>N

4.9 Re 1>2 | % | pour £:<¢t=<90.

L2
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Par le changement des fonctions inconnues
oLl
Uy B A —1 Uy ’

Ml : ol
dt|u,| | —Aexp(—2t™)&—iBt"texp(—2t™E 0 ||lu,

se transforme en

alol=lo sl )

Posons S(¢,&) =|v,|*—|vs/’. On a

gi S(, ) =2 Re 1(Jvs+ | vs]?) —2!% (vl |vs]).

|

De (4.8) et de (4.9) on a
S(t,$)2exp< j Re /Idt)S(ts,E) pour |E1>N et pour z€ [z, 0],
e
d’ott on obtient

S(t, 5)2C1 exP<_”]j__Z t—n—-l> (1+ IEI)czaogm)l/"S(t;, 5)

n

pour £,<¢<{0, tenant compte de (4.6). Et par I’hypothése 0</<<z on
a l'inégalité (4.5). C.Q.F.D.

Démonstration du théoréme., Compte tenu des propositions, on peut
démontrer le théoréme. En effet, au cas ot Re B=0, si {>#, on prend

la solution # de Lu=0 considérée dans la proposition 1 et pose
v (¢, x) =u(z,§)exp(izf).

Alors v (¢, x) satisfait I’équation Lv=0; mais d’aprés la proposition 1,
quel que soit m>0, I'inégalité (2.3) n’est pas valide pour v (¢, §) quand
|§] est assez grand. Cela montre que, si Re B=0 et [>>#n, le probléme
(C) n’est pas bien posé. Si [<z, par la transformation de Fourier par
rapport a la variable x et par les majorations obtenues dans les proposi-
tions 2, 3 et 4, on voit que le probléme de Cauchy (C) (resp. (C*))

avec les données wu,, u;ECy(RY) (resp. avec le second membre fe&
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Cy ([0, T]%xRY)) a une solution dans C=([0,7] X R"), et tenant compte
de la remarque suivant l’énoncé du théoréme dans le n° 2, on peut con-
clure que le probléme de Cauchy (C) est bien posé quand Re B=0 et
[<<n. Ce qui achéve la démonstration du théoréme au cas ot Re B=0.

Au cas o Re B=£0, on peut raisonner de la méme fagon.

§ 5. On donne les preuves des propositions 1 et 2. On désigne par C, %

des constantes arbitaires.

Preuve de la proposition 1. D’aprés la remarque 2 dans le n° 3,

on a aisément l’inégalité (3.1).

Posons v;=u(£,§) et ‘Z)z——‘;i u(z,§). Lu=0 se transforme en
z

d|v: 0 1 Uy
(5. 1) 1. = 2 —n\ £2 rpg-n—1-l —n )
dt| v, — A’ exp(—2t ™) &*— 7Bt exp(—¢t™¢& 0 ]|lv,

En considérant le terme

[ o
| —iBt " lexp(—2 )€ 0

comme la partie principale, on va le faire diagonal.
Soit lzx/——iBG/lfi tel que Re >0 pour & tel que —ReiBE=>0
et soit N la matrice
|&| V2R exp(—— t‘")t“"“'“")/2 1

léll/zl exp(-— t—n>t—(n+1+l)/2 -1

ST NI

Par le changement des fonctions inconnues

[wl} ['al ,
W, Uy I
(5.1) se met sous

d [ w: ) 1 \ w,;
= — —(n+1+1)/2 _ —n 12
(.2) dt[ -wz] [O —l]t exp( 2 g ))$| [wz]
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24

; a\[V2 Y :
e

En posant S (¢, §) =|w,|*— |w,|% on obtient de (5. 2)

1 1
+ {__Az_l exp(___t—n) |$ltn+1+Ll: 1 1 :lt—-(n+1+l)/z exp<—-§— t—n> Ié;-llﬂ

G 56 OZZRA£ oxp (247 (] + )

24
|A!

exp (—¢™) ||l it
1, 1/2 2 2
Xexp| =2t [E12(|wy |+ | w:|®)

+(Z a2 ) (o ).

Ici on prend N assez grand, en définissant #, par f;"'*'exp(—#™)

1 2A%
- = et — ) pr i< o<t<t
N|§| ]MRe/lexp( ) =1 pour 0<e<sy

(Voir la remarque 1 dans le n® 3). Alors si 0<¢<¢;, on a

, pour qu’on ait |§|

d 1
a > —(n+1+)l/2 L e 172
& 8(6,9)= (Re D)2 exp< X >|5| S

- <-”— It el t"‘)S
2 2

d’olt on a
ty
(5.3) St OZexp{Red [ renor e~ Ljepead
124
—(n+1+1)/2 R T S 1 .
X t; exp ?tz £ exp Etl S, 8).
Soit M un nombre positif tel que, pour |§|>M, on ait
n 1 -1/
(log [¢]) " <t:= (- log |¢1)

et

exp ( - % t{") D> 2 exp < — % t;"> D2,
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vu la remarque 4 dans le n° 3. Donc on a pour § tel que [§|>M
2]

5.4) [ oo exp(— 2 o) g rar=C Qo g1y e
t

en effet

j;zz fm (it exp(——% t—n) HEL

>l j"e f-@Hly/2=1 exp(—-—;— t—n) |$|1/2dt
t

1

=t {3 exp (——l t_"> t_(l_n)/zléll/zlzf
n

2
21
+ l—n j exp <___]:_ t'")t'(l_")ﬂ—llfllﬂc‘lt} .
n 12 2

Puisque I[>n et |§|>M

>t L exp < L t;") gy MR g2
7 2

et par les définition de #; et de #, on a l’inégalité (5.4). D’autre part
(5.5) S(,8)=4Re <l exp <_% t_"> t_(n+l+l)/zléll/27)1ﬁ2)o

En notant que v,7y|,mp, =1, en vertu de (5.3), (5.4) et de (5.5) on
obtient l’inégalité (3. 2). C.Q.F.D.

Preuve de la Proposition 2. Quand |§|<IN quel que soit N un
nombre positif, on a aisément 1’inégalité (3.3) puisque les coefficients
sont uniformément bornés.

Dans lintervalle [0, #] ol #,= (log |£]) ~¥", I'inégalité (3. 3) découle
de la preuve de la proposition 3.

. . d o
Par le changement des fonctions inconnues #;=¢&u, u2=2— u, Lu
t

=0 devient

5 6 i[ul]_ 0 , § [ul
(5.6) dt|u, —[—Az exp(—2t ™™ &—iBt " lexp(—¢t"), 0] ug]'

En considérant le terme
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0 §
[ ] comme la partie principale, on va le faire diagonal.

—Afexp(—2t7)¢, 0

Posons

[WI]=N[%] oi N:[iA exp(—¢t™), 1 ‘
Vs Uy iAexp(—¢t™), —1

L’équation (5.6) se transforme en

d |7 1 0 v,
— = LA — "
dt L’z] [0 - 1:(1 eXP( )E['Uz’:l
+—n—t‘""1|:1 1][v1:l—£t""“‘l[ 1 1[v,
2 11]|v,| 24 —1 —1f|w, |

Par I’hypothése [<<0, on a

}fj} E(4,8) | <Ct"E@, &) pour 6<t<T ot E(t, &) = |v,|*+ |u,]"
Notant que

J\ t‘"‘ldt=l10g lfi et que, pour ,<:<T >
t n

1

CiA+ED (" + o) =E (2, §) SCo(|ea[* + |a]),

on a la majoration 4 montrer.
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