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Un Exemple dans le Problème de Cauchy
pour les Équations Faiblement Hyperboliques

Par

Sigeo TARAMA4 '

§ 1. Introduction

On considère le problème de Cauchy pour l'opérateur différentiel

dont le polynôme caractéristique est r2-— exp( — 2£~n)?2 et étudie la con-

dition pour que ce problème soit bien posé.

D'après Oleinik-Radkevich [6], Mizohata [2], le problème de Cauchy

= 0 dans [0, T] X Rl

dx
(1.1)

(j-) *(0, *)=«,(*), z = 0,l

où k et s sont des nombres entiers &>1, 5>0, est bien posé, si et seule-

ment si s^>& — 1.

Quant aux opérateurs faiblement hyperboliques contenant l'exemple

mentionné ci-dessus, on sait la condition suffisante pour que le problème

de Cauchy soit bien posé (Oleinik [5] , Menikoff [1] , Ohya [4] ) . Mais

comme la question est assez compliquée, on ne sait pas encore si ce type

de conditions est nécessaire ou non pour des cas généraux. Donc on va

donner et examiner un autre exemple pour éclaircir cette situation.

Soit L l'opérateur différentiel

(1. 2) L= (IV - A2 exp(-2r") (-£-)* + Br»-" exp(-r")-|-
\ Qv \ dx ' dx

où A, B, ?i et l sont des constantes: A>0, w>0, / réel, B=£Q complexe.

Pour cet opérateur L on considère le problème de Cauchy
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(Lu = Q, [0,T] xR1

D'après Nersesjan [3] , lorsque /<0, le problème (C) est bien posé.

Dans cet article on propose la condition nécessaire et suffisante pour que

ce problème soit bien posé.

Dans le n° 2 on précise la notion "bien posé" et énonce le résultat,,

Dans les nos 3 et 4 on montre les propositions nécessaires pour démontrer

le théorème dont la démonstration sera donnée dans le n° 4.

L'auteur remercie Prof. Ohya pour ses conseils et encouragements.

§ 2. Définitions et Résultat

Soit T un nombre positif, et soit Q un des ensembles [0, T] X Rl,

ou jR1. On désigne par C°°(J2) l'espace des fonctions à valeurs complexes

indéfiniment dérivables dans S9 et par Co°(ifi) l'espace des fonctions à

support compact et appartenant à C°° ($) .

Définition. On dit que le problème (C) est bien posé, si pour

les données u\ et uz appartenant à C°° C^?1) , il y a une et une seule

solution du problème (C) dans C°°([0, T] xR1).

Pour le problème (C) on obtient le

Théorème. Au cas où ReB = 0 (resp. Re JB^O) le problème (C)
est bien posé si et seulement si l<n (resp. /<0).

Soit 1L l'opérateur formellement adjoint de Z/, c'est-à-dire:

(2.2) tLu =
dx

On considère le problème de Cauchy pour le passé

'Lu=f dans [0, T] X R1

/9Y ,rr N n • ni«cr ,*)=o, ,=o, i .
Sur la bande [5, T] X R1, quel que soit 0<£<T, 1L est strictement
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hyperbolique et les racines caractéristiques sont ± A. exp ( — t~n) . Donc

on sait que le problème (C*) considéré sur la bancle ]0, T] X jR1 est bien

posé et

suppwc U {(*,*) e]0,T] xR*\ \x~

Cela montre l'unicité d'une solution et l'existence de domaine d'influence

comme ci-dessus pour le problème (C*) sur la bande [0, TJXjR 1 . Par

conséquent s'il existe une solution dans C°° ( [0, T~\ X R1) du problème

(C*) avec le second membre /eCS°([0? T] X R1) , on voit que le problème

(C*) sur la bande [0, T^\xRn est bien posé et il en résulte l'unicité

d'une solution et l'existence de domaine d'influence pour le problème (C) .

Donc pour démontrer que le problème (C) est bien posé, il suffit de

montrer l'existence d'une solution du problème (C) avec les données

ziQ9z^^C^(R1} et celle du problème (C*) sur la bande [0, T] X -R1 avec

le second membre /e=C;°([0, T] X^1) .

D'autre part quand le problème (C) est bien posé, par le théorème

du graphe fermé, il y a un ensemble compact K dans R1 et un nombre

entier m^>0 tels que la solution de (C) vérifie l'inégalité

(2.3) £ SUp
dx'

<m ]Ç SUP \-^-\ Ut(x}\.

Pour démontrer le théorème, on considère l'opérateur L avec un

paramètre f;

(2.4) Lu=^u + A2exp(-2rn)Ç2u + iBrn-l-1exp(-rn')Çii
CLlf

et étudie le comportement d'une solution u(t,£} de Lu=0 lorsque |f|

tend vers+ 00. Pour faire cela on se sert de la méthode utilesée par

Mizohata [2],

§ 3. On montre les propositions concernant le comportement d'une solution

u (t, ?) de Lu = 0. Dans cette section les lettres "A,B,n et l" signifient

les constantes dans la définition de l'opérateur L de (1. 2) (L de (2. 4)).

Par le changement linéaire de la variable x on peut supposer que
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A2

|J3|< . Dans la suite on le suppose.
£

Proposition 1. Si l^>n, alors il y a des nombres positifs M et

N tels que la solution de

Lu=0

satisfasse les inégalités suivantes

' ~dtU ' "

(3.2) |«(*i ,£) l f + — «(*2,f
rf*

£cwr 2^0^^ f £e/ g^^ |f |>Af ^/ Re £5f <0; cw ^ ^^ £2 ^^77^ J^5 nombres

positifs 0<£1<£2<T définis par

,= (2 log |f l)-1/», t?+1+l exp (-«-») =

Ci, C2, a et $ sont des constantes positives indépendantes de $ , ̂ , £2.

Remarque 1. Si ?z + / + 1^0, alors ^n+î+1 exp( — ̂ ~n) est strictement

croissante et £2 est défini uniquement.

Remarque 2. Quand |f|>l et 0<^<^, tous les coefficients de L

sont uniformément bornés.

Remarque 3. Lorsque |?| est grand, t2 devient plus grand que £l5
^ 72 r /» 2

et sur l'intervalle [*i, *2] le terme dans { } de L = _ri_— |±±_ jn+1+I

- l-1exp(-^-n)f tend vers -1 quand AT-»oo.

Remarque 4. Quand |f | est grand, £2 se situe dans l'intervalle

Proposition 2. *S/ /^O, a/07^5 Za solution u (t9 f) ^ LZÉ =0 satisfait
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ly inégalité

(3.3) l a&.OI ' + 1 at

,
dt

pour tous ti,tz dans [0, T], où C et k sont des constantes positives

indépendantes de f y £1? tz.

Les preuves des propositions 1 et 2 sont données dans le 11° 5.

Proposition 3» Si 0<^l<n, alors il y a un nombre positif M

tel que, soit \£ \^>M, pour tous £1? tz appartenant à l'intervalle

[ l 1*j _i_1 _ 7 \ -V71"] ^
0»(log|f | - — - loglog | f | L la solution de Lu=0 satisfasse

\ n ' J
l'inégalité suivante

(3.4)

« C et k sont des constantes positives indépendendantes de §9 tl9 tz.

Remarque 5. Posons tè = ( log | f | - -""rj" — log log [ ? | ) V". Quand
^ /

|f | est grand et n^l, alors on a

(3.5)

pour tout t>.tç\ en effet, l'application |f | exp( — ̂ ~7l)r+1+î est croissante,

et si Ton note que ^>(log |f|)"1/n quand \$\ est assez grand, alors 011

a

\S\
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Preuve de la proposition 3. Ci-dessous, on désigne par C et k des

constantes arbitraires.

Par le changement des fonctions inconnues V1 = u9vz = — u —

iA exp( — £~ n ) fu 9 Lu = 0 se transforme en

(3.6) ^Vl] = \l^eXP(~*1 ^ n _. _„_!_,

" l^ i

Prenons AT>0 assez grand, tel qu'on ait, pour tout f tel que

T>(log|£|)-V»>0 et -Llog |g|>3;z + 1""-loglog|g|>0. Et dans la
2 ?z

suite on considère le cas où

Posons ti=- (log |£|)~1/n. Par l'hypothèse 0<^l^n et l'intégration
P1

par parties, on a 1 exp( —^~" /)^~n~1~ î^<C(log |f |) |f | ; en effet
Jo

r*i _ ]_ _ r*t «i i
I exp( —^ n)if n dt — — e x p ( — t n}t 1 -f- —exp( —^ n)^ dt et

f'' exp ( - t~n} t~l-ldt<C f'1 exp ( - t~n) t~n~ldt<C exp ( - Jf71) - Par la
Jo Jo

définition de £3, on obtient la majoration.

! d v,, ^ <C{exp(-rn)?) = | t ; 1 l 2 +|z ; 2 | 2 ,onade (3.6) ' —

"n-1-îjf | +1}JE(J, f), d'où on obtient, pour 0<^,.

Cela montre l'inégalité (3. 4) dans l'intervalle [0, t^\.

Posons *2=(log|?|-^i±i—hogloglflV1'". Pour £,(*,£) =

i | 2 +|^2 | 2 ? (3.6) implique

^ /
(3.7) expf-— r")r("+1+l)-*|f |1/2)-E2.

V 2

En notant que exp(-^n) = |f (^(log |f |) <3n+1-î)/71 et que 0</<^? 011

a par l'intégration par parties

exp-l *

Donc on déduit de (3. 7)
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pour tous sl9 s2^ [£i, tz\ ; d'où on a l'inégalité (3.4). C.Q.F.D.

§4. On continue à étudier le comportement d'une solution de l'équation
~ A2

Lu=0. On suppose encore que -- ^>\B\ comme dans le n° 3.
Zi

Prenons M. assez grand pour que l'on ait, pour tout f tel que |f \^>M9

T>(log If!)-1/71 et — log \£\>^±l—llog\og |f|>0. Alors on a la
2 n

Proposition 4. Soient (X^l^n et Re5 = 0. La solution de Lu

= 0 satisfait l'inégalité suivante, soit $ nombre réel tel que

pour tous f1 , f .g[(log|f | -3" + 1~*loglog|f | )"1 / ' '>r1,
L\ « / J

(4.1) |«(*i,?)i f-,
dt

ni C et k sont des constantes positives indépendantes de £1? £2? f.

Preuve de la proposition 4. Soit B = ïfi tel que /?^=0 et réel. Par

l'hypothèse on a A2>2]$|. On considère l'équation

T~> -t / 1 I fi- I «37Z ~T~ J- £ 1 1 I A ! \ 1^7 v /0 i-\ 1 1Jr osons tt= log |ç| — log log If M . D après (3. 5) de la
\ n ' /

remarque 5, on a dans l'intervalle [£f, 7"]

_1^
2

Soit A un nombre complexe tel que

A2 = - A2 exp ( - 2r") f2 + /9f exp ( - <-) f-"-1-' ;

alors on a ReA = 0 et |A|2>— A2 exp (-2rn~)Ç2>— A2 pour tout t
£i £

e[^,T]. Pour la matrice
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on pose

Ml-J L^2j

De (4. 2) on a

(4'3) ^Uj~[0 -AJUJ ' 2 A [ 1

D'autre part on a

1
(4.4) 2L <2nt~n-l + (n + l + fyr1 dans [^, T] ;

A

(À2}
en effet (4. 4) s'obtient du calcul direct de -—— et des majorations |A|

>~ A2exp(~2rn)|2 et \@§exp(-rn)t-n-1-l\<:^-exp(-2rn')Ç2, dans

Posons -E(^,f) H^i | 2+|^ 2 i 2 . En vertu de (4-3> et (4-4)' on a

dt
\ — E(t,Ç) <Ct-n-lE(t,Ç}. Et par la majoration

l'inégalité (4. 1) s'ensuit de la majoration

pour tout ^e[^,T]. C.Q.F.D.

Proposition 5. 5z 0</<^ e£ Re 5=^0, a/or^ z7 y a Jes nombres

positifs N et 8 tels que, soit $ un nombre réel tel que |f |>JV, et soit

g |f | _3^ + l-/ loglQg |g|\"Vn
? ^ solution u(t9^ de

satisfasse l'inégalité, pour tout t dans [t^

(4. 5) | M (*, f ) | 2 + 4- « (*, O 2>C exp ( -
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où C}a,ff et f sont des constantes positives indépendantes de Ç,t.

Preuve. Ci-dessous on prend M comme dans la proposition 4 et

on se limite au cas où |£|>Af.

Posons ^=(log |g|-3* + 1""*-loglog \Ç\Y1/n. Soit 5=-/9 + iaoù
\ n '

a et 0 sont réels et 0=jf=Q9 et soit A un nombre complexe tel que A2

= -A2exp(-2r l l)?2 + aexp(--O^"n~1"lf + ̂ "1"n~lexp(-rn)f et <lue

ReA>0. (3.5) de la remarque 5 dans le 11° 3 et l'hypothèse — A2

&
>|J5| montrent que pour tout £e[£ f , T]

— A2 exp ( - 2*- n) f «> | ̂  | *>— exp ( - 2rn) f 2.

Et on a

(4. 6) Re l>_kt~n-l~l pour

en effect soit / I 2=rexp(z^) où r et fl sont réels. On a

Re A — r1/2 cos —>r 1/2 I sin
2~ 2

et

• '--v 2

\r sin 0| = | Im A2| — \$\t~n~l~l

d'où (4.6).

Par la majoration comme (4. 4) dans la preuve de la proposition 4,

on a

(4.7) !-
I ;

En vertu de (4.6), (4.7) et de l'hypothèse 0 </<:#, on peut prendre

5>0 assez petit et N^>M assez grand tels que l'on ait

(4.8) tf<d pour \£\>N

(4.9) ReÂ>2 -^ pour
1 A
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Par le changement des fonctions inconnues

- i '

se transforme en

1
O -

Posons S(t,Ç')=\v1\
2-\v2\

:>. On a

A

De (4. 8) et de (4. 9) on a

S(*,0^exp( P Re W)S(*f,f) pour |?|>JV et pour
\ Jïf /

d'où on obtient

pour t%<t<§, tenant compte de (4.6). Et par l'hypothèse 0</<^ on

a l'inégalité (4. 5) . C.Q.F.D.

Démonstration du théorème. Compte tenu des propositions, on peut

démontrer le théorème. En effet, au cas où Re jB = 0, si l^>n, on prend

la solution u de Lu = 0 considérée dans la proposition 1 et pose

v (t, x)=u (t, f ) exp (ixS ) .

Alors v (t, x) satisfait l'équation Lv = Q\ mais d'après la proposition 1,

quel que soit w>0, l'inégalité (2.3) n'est pas valide pour v (t9 f) quand

|f| est assez grand. Cela montre que, si Re5 = 0 et l^>n, le problème

(C) n'est pas bien posé. Si l<n, par la transformation de Fourier par

rapport à la variable x et par les majorations obtenues dans les proposi-

tions 2, 3 et 4, on voit que le problème de Cauchy (C) (resp. (C*))

avec les données u0, u1ŒC™(R1) (resp. avec le second membre jTe
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CT([0, T] XjR1)) a une solution dans C°°([0, T] X.R1), et tenant compte

de la remarque suivant l'énoncé du théorème dans le n° 2, on peut con-

clure que le problème de Cauchy (C) est bien posé quand ReJ3 = 0 et

l^n. Ce qui achève la démonstration du théorème au cas où Re5 = 0.

Au cas où Re B=/=Q, on peut raisonner de la même façon.

§ S» On donne les preuves des propositions 1 et 2. On désigne par C9 k

des constantes arbitaires.

Preuve de la proposition 1. D'après la remarque 2 dans le n° 3,

on a aisément l'inégalité (3. 1) .
d ~Posons t/i = «(£,£) et t;2 = — u ( t y $ ) . Lu=0 se transforme en

(5.1) ~-\

En considérant le terme

i]
comme la partie principale, on va le faire diagonal.

Soit A= Y7 — iB£/\£| tel que Re A>0 pour £ tel que —Re

et soit JV la matrice

e x p - — « - ( »

Par le changement des fonctions inconnues

r«>ii f[J"wl

(5. 1) se met sous



466 SIGEO TARAMA

— 1 — 1

En posant Sftf, f) = | Wi | 2 — |w2|2, on obtient de (5.2)

--^1*"/2 - " 1/2 2- , Re A-;-^1*"/2 exp - r" |f |1/2(|Wl
 2+ |

dt \ 2

- Ml exp ( - O | ? | f

Ici on prend Amassez grand, en définissant tz par ^J+1+l exp( —
9 42

, pour qu'on ait |f | —^ — exp(-*-")if»+1+'<l pour

(Voir la remarque 1 dans le n° 3). Alors si 0<O<^2, on a

exp -1 r

d'où on a

(5. 3) S(tt, 0 >exp JRe A f '' r«"+1+l^ exp(
l «/*! \

(n + l + î)/2 . - n C n
A i-2 CXpl "^2 /^l

\ £i '

Soit Af un nombre positif tel que, pour |f |>Af, on ait

et

Pvr»exp
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vu la remarque 4 dans le n° 3. Donc on a pour f tel que

(5. 4) P r-(n+1+l)/2 exp(- — t~n] |f |1/2^>C(log |f |)
J^i \ 2 /

en effet

p ,-<»
J«i

e x _ _
2

- — ̂ n |f \l/2dt

Puisque />?z et |f |>M

- P v n __ - / --— exp 1 — ^ 2 j £ 2
n \ 2

et par les définition de tl et de £2 011 a l'inégalité (5. 4) . D'autre part

(5.5) S(*,f)=4Re Jexp ( -±- t
\ \ £

En notant que ViV2\t==ti = l, en vertu de (5.3), (5.4) et de (5.5) on

obtient l'inégalité (3.2). C.Q.F.D.

Preuve de la Proposition 2. Quand |f|<JV quel que soit N un

nombre positif, on a aisément l'inégalité (3. 3) puisque les coefficients

sont uniformément bornés.

Dans l'intervalle [0, *J où *1= (log |?|)-1/n, l'inégalité (3.3) découle

de la preuve de la proposition 3.

Par le changement des fonctions inconnues îi1 = £u, uz = — u, Lu
dt

= 0 devient

En considérant le terme
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0 , S
j comme la partie principale, on va le faire diagonal.

Posons

[ iA exp( — £~w) , 1

iA exp( — *-*), — 1

L'équation (5. 6) se transforme en

d[vii r1 °i r^ii
— \ \ = \ \iA exp( — t~n}$\
dt[V2\ [o -lj UJ

11 IJL^J 2A [-1 -;

Par l'hypothèse Zfr^O, on a

d
pour ^ ^1 i ^

Notant que

/*oo -J

t~n-ldt = — log |£| et que, pour ti<t<T ,
J«i 7Z

on a la majoration à montrer.
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