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Produit Croisé d'une Algébre de
von Neumann par Une Algébre de Kac, II

par

Michel ENock* et Jean-Marie SCHWARTZ*

Introduction

La construction du produit croisé d’une algebre de von Neumann par un
groupe continu d’automorphismes est & I’origine des résultats récents [2], [20])
dans I’étude de la structure des facteurs.

Soit G un groupe localement compact. M. Landstad a remarqué dans
[12] P’intérét des propriétés d’algebre de Hopf-von Neumann de L=(G) et <H(G)
(respectivement algébre des fonctions mesurables essentiellement bornées sur
G et algebre de la représentation réguliére gauche de G) pour traiter la con-
struction des produits croisés. La construction qu’il utilise s’interpréte en
fait comme une “action” de H(G) (considéré comme substitut - dans le cas
non-abélien - du groupe dual de G) sur une algeébre de von Neumann.

Les algebres de Kac ([5], [17]) dont L=(G) et H(G) sont des cas particuliers
duaux 'un de 'autre, apparaissent alors comme devant fournir un cadre bien
adapté a une généralisation de la notion de produit croisé. Celle-ci contenant
a la fois la construction du produit croisé par un groupe [20], et par un “dual
de groupe” [13], [14].

Une premiére partie de ce travail a déja été faite [4], mais elle ne fournit pas
tous les résultats dont on pouvait espérer la généralisation, notamment en ce
qui concerne la dualité. Les obstacles techniques étant désormais levés, nous
donnons ci-aprés une théorie plus compléte, qui permet de généraliser au cas
des algébres de Kac le théoreme de dualité de M. Takesaki [20], le théoréme
de commutation de T. Digernes [3] et la caractérisation des produits croisés,
due 2 M. Landstad [12].
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Dans le cas particulier des “duaux de groupe” (c’est-2-dire, dans notre
terminologie, des algébres de Kac symétriques) ces résultats ont été démon-
trés indépendamment dans [13], [14], [19].

Nous avons pu également amorcer une théorie du poids dual sur le pro-
duit croisé d’une algebre de von Neumann par une algébre de Kac qui étend
partiellement les résultats de [20], [3], [16] et [10], et fait apparaitre en particulier
I'intérét de la notion ‘“d’invariance relative” d’un poids par rapport & une
action, qui caractérise les poids duaux.

Tous ces résultats ont été annoncés dans [7]. Ils ont été exposés par le
premier co-auteur aux congrés internationaux de Marseille (Juin 1977) et
Leipzig (Septembre 1977). La mise au point définitive de la rédaction a été
volontairement retardée pour pouvoir se référer a la deuxiéme édition de [17].

Prolégoménes

(P1) Soit 4 une algébre de von Neumann opérant sur un espace hilbertien XK.
On notera P(A) I’ensemble des poids normaux, semi-finis, fidéles sur A.
Certaines des constructions concernant ceux-ci se généralisent aux poids non
fidéles; il suffit de remarquer que si ¥ est un poids normal semi-fini sur 4
et P son support ([1], p. 95), la restriction de ¥ a l’algébre réduite 4p, que
I’on notera ¥, appartient & P(A4p).

Réciproquement, soient P un projecteur de 4 et ¥ un élément de P(4;),
I’application définie pour tout x de 4% par

TH(x) = ¥(xp)

oll x, désigne la restriction de Px a PK, est un poids normal semi-fini sur 4,
de support P.

On a clairement (¥')’=% pour tout poids normal semi-fini sur 4, de
support P, et (¥%)p,=¥ pour tout Z de P(A4p).

(P2) Soient & un opérateur autoadjoint positif, affili€é au centre de 4, ¥ un
poids normal semi-fini sur 4 de support P. Notons 4, la restriction de Ph

aPK. On pose: Z(h.) = (¥ p(hp.)*

ol ¥y(hp.) a été défini en [15], Section 4.Cette définition coincide avec celle
donnée en [15], Section 4, ol, I’hypothése de fidélité qui ne joue en fait
aucun role peut étre supprimée.
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Remarquons que pour ¢ dans le domaine de 4"2, on a
a)g(h.) = @,1/2¢
oll w; est la forme vectorielle associée a £.

On peut démontrer, comme en [15], Section 4.3 que si % et k sont deux
opérateurs autoadjoints positifs affiliés au centre de 4, si ¥’ désigne le poids
#(h.), on ay'(k.)=vy(hk.), ol hk désigne la fermeture de I'opérateur k. En
particulier, si 4 est non singulier, on a ¥=v'(A7%).

(P3) Soit (h;);c; une famille d’éléments positifs du centre de 4, telle que
h; /'h au sens de [15], 4.1. Alors, en conservant les notations précédentes, si
x appartient & My, hx appartient & Py, pour tout i de 7, et lim ¥ (h,x)=2"(x).

En particulier, pour tout e, réel positif, on posera h.=h(14¢h)7!, (h)e>o €St
alors une famille d’éléments positifs du centre de A4 telle que A, A (voir
[15], 4.1).

(P4) Soit ¥; un poids normal semi-fini sur une algébre de von Neumann
A;, de support P; (i=1, 2). On pose:
7Q¥, = (Wll,l@wzpz)h@h
olt le produit tensoriel v, ®?F2P2 a été défini en [2], 1.1.2.
1

Soit alors A; un opérateur autoadjoint positif affilié au centre de 4;
(i=1, 2). On a clairement:

Wl(hl')®w'2(h2') = (W1®Wz)((h1®hz)-)
ol i, ®h, désigne la fermeture du produit tensoriel algébrique des applications
linéaires A, et h, (en particulier, pour tout ¢ de R on a (h,Qhy)*=hi'Qhs").
En effet, si &, et ¥, sont fidéles, cela résulte de [2], 1.2.3. (b) et [11] 1.3.2,,

et la transcription au cas non fidéle se fait sans difficulté.

(P5) On notera ext™ 4 I’extension positive de 4, définie et notée A, dans [9],
dont on utilisera toutes les autres notations. En particulier, si ¥ est un
poids normal sur 4, on notera encore ¥ son extension canonique & exttA4
(9], Prop. 1.10).

I. Préliminaires concernant les algebres de Kac

Dans tout ce chapitre, K=(M, I', &, ¢) désigne une algébre de Kac (voir
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[51, Déf. 1.3.1 et [17], Th. III. 34.) On utilise les notations de [5] et [17]. En
particulier W désigne I'opérateur (unitaire) fondamental associé & K et H
Iespace hilbertien H, (voir le formulaire de [5], 4.3.9.).

D’autre part, 4 désignera une algébre de von Neumann, ¥ un élément
de P(A) (voir (P1)). On notera indifféremment 7 Iidentité de A et de M.

A A

Lemma L1. WAQNHW* = 4®4 .

Démonstration: Cela résulte de [17], III. 38 (ii) appliqué & K, car on a
W=oW*o, d’aprés [5], 4.1.4. (a).

Corollaire 1.2: Soit ¢ un réel positif. On a:

) Ird)=(Ede4),

() I(d"3)=dQ4wm,

(i) I(d9)=(drQ4),
avec les notations introduites en (P3).

Démonstration: On a:
WIRQ(1+ed)W* = 1Q1+W1QHW*
= 1Q1+e(d®4) d’apres L1.
d’ou:
WAQ(I+ed) YW* = (1Q1+e(d@4Y)
puis, comme d’apres [5], 2.2.5.(), on a
rd) = w4 +ed)yHyw*
on trouve:
T(d)>W1QHW*W(1Q( +ed)"yw*
= (AQNHUR1+e(dQ4))"* d’apes L.1. et ce qui précéde
= (R4,
d’ol (i), les deux membres étant bornés. Les démonstrations de (i) et (iii)

sont identiques.

Proposition 1.3: Pour tout x de M*, on a:
(PRI (X)) = p(x). 47

Démonstration: Soit @ dans Mi. On pose @’ =ao(d “1.) (voir (P2)).
Grace a (P2), (P4) et [5], 4.2.1. on a alors:
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9?0 = (por@a")(dQ4).).
Donc, pour tout x de M*, on a, d’aprés (P3):
(*®a)I'(x) = lim (por@a ) AR4).I'())
= lim (por®a')(I'(4.x)) d’apres L2.(0).
Or, 'axiome (NKiii) de [17], th.II1.34, appliqué a I’algébre de Kac réflé-
chie K< (cf [17], Prop VIL6.), donne, pour tout y de M™:
((®@or)(cT'(y)) = (porQiNI'(y)) = por(y).
Ainsi, on obtient:
ER)I'@) = lim gor(dx)'(1)
= o(x)w(4™) d’apres [5], 4.2.1.
d’o1 le résultat, par définition de ext TM.
Corollaire I.4: Soient x dons (AQM)™* et & dans .Q)(AA v, Ona:
¥ ®e®w)((®I(X) = R4 2|1
Démonstration: Soient x;, dans A", x, dans M*. On a
Y QeQug)(((QT)(x,Qxp)) = x”(xl)(sv@wsA)(I’ (x2))
= Y(x)e(x,)||472%|? d’apres
L4 et [17], 0.4. = WY @) @xI 42|12
Considérons sur AQM les deux poids @ et ¥ définis par
O(x) = @)Xl
¥(x) = (¥ QeQ@w)((QI)(x)) .

Le poids @ est normal, semi-fini et fidéle et 6$=0¥®0o? pour tout ¢ de
R. Le poids ¥ est normal et semi-fini (d’aprés le calcul précédent). De plus:

7(03(x)) = ¥ R9eQu)((i RT") (s} R9)(x))
= (Y RrRw:)((c¥ Rof Ri)(i QI)(x)) d’apreés [5], 4.2.5 (a)
=y(x).

En appliquant par exemple [5], lemme 4.1.1., on en déduit @=7.

Lemme L5: En notant indifféremment ¢ [lisomorphisme de MQA sur
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AQM défini par ¢ (x® y)=yQx, ou son inverse, les morphismes suivants, définis
sur MRA: (cQi) Q<) (I'Qi) et (QI')c sont égaux.
Démonstration: Soient a et b dans M et ¢ dans 4. On a:
(R Q<) aQbRc) = cRaRb
par linéarité et continuité, on en déduit
(cRNERNI'(@)®c) = cQT'(a)

ou encore (¢Q®i) (i Q<) I'Qi) (aQc)=({(RI)<c(@a®c) d’ou le résultat par
linéarité et continuité.

Lemme 1.6: Soit x dans (M @ A)*. On a:
(i Qi) ("'®1)(x)) = 1Q(p®i)(x).

Démonstration: Cela résulte de 1’axiome (NKiii) de [17], th.IIL34. et
de la définition des produits tensoriels de poids opératoriels, normaux, semi-
finis, fidéles ([9], 5.6).

Lemme 1.7: Soient x dans Ny, a dans N,e;.  Alors, (I'®i) (a) (xR1R1)
appartient & Nogee;, et pour tout 2 de A3, on a:

Ayeeea((IM Q1) (@)(x@1Q1)) = (W Q1) Apgeea(xQa) .
Démonstration: Soient a, dans N, a, dans 4. On a:

T ®)(@:Qa)(x@181) = (I'a)@a)(x®1R1)
= ([(@))x@1)Qa; .

Grace a I'axiome (Kiii) de [5], 1.3.1., on en déduit que
T Ri)(1:Qu)(xR1Q1) € Nygps; -
De plus, d’aprés [5]. Proposition 2.1.1., on a:

Apgeea(I"Qi)(0,Q0)(xQ1RQ 1)) = Apge(I'(a)(x Q1)) R Ag(as)
= W(Ay(x)Q Ap(0)) R Ag(az) . ()

Si a, appartient 3 3, on montre de méme que (I'®i)(a,Ra) (xR1R1)
appartient & N,gey et que

Aoaoei(T"@1)(0:R0)(x Q1R 1)) = W( 4y (x)@ 4e(a)) @ 4y (a2) -

Considérons alors sur M @A les deux poids @ et ¥ définis par:
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D(b) = e(x*x)(eQ¥)(b)
7(b) = (2QeRWI(*x*R1R NI Ri)(B) (xR 1R 1))

pour b dans (M Q 4)™.

Le poids @ est normal, semi-fini, fidéle; le poids ¥ est normal et semi-
fini d’aprés ce qui précéde. Comme en 1.4 on montre que ¥ est invariant
par ¢?, puis, en utilisant ce qui précéde que O=¥.

On en déduit alors que le poids opératoriel normal de M @ A4 sur 4 défini
par b—(eQ¢R1) (x*®1Q1) (I'®i) (b) (xQ1R®1)) est semi-fini et fidéle ([9],
lemme 2.6.) et qu’il est égal au poids opératoriel semi-fini et fidéle défini par
b o(xe*x)(e®i)(d) ([9], lemme 4.8.).

11 en résulte que:

(PReRAN(* @1 NI Vi) (0*a)(xR1®1)) = p(x*x)(pQL)(0*a) .

Aprés polarisation, on en déduit Pexistence d’une isométrie de Hogogg
qui envoie Apgeea(¥*®a) sur Apgeea(("QiNaA)(xQ1RQ1)).
Il résulte de () que cette isométrie coincide avec W ®1 sur les éléments

de la forme Aygee0(xQa,Qa,); donc, par linéarité et continuité, elle est égale
a WQI, et le lemme en résulte.

Lemme 1.8: Soient x, y dans RN,g;, @ dans M3 et 0 dons A%. On a:
0 (@RI @NMISX)=W*D1, 002 1. 01x) Aosr)
(i) (@RI YT RN =W R, 0®8y o 4o

(il rséulte du lemme 1.6. que les premiersme mbres de ces égalités ont un sens).

Démonstration: Soit £ dans %. On a:
(2:Q@9QNI"RN(y*)(1Qx)) = (PR PR O)(=(£)*R1RQ )" ®i)(¥*)
(#=(&)Rx)) d’apreés [17], I11.11.
= (Ayeee(t(£) Q%) | Apares(I" Ri)(¥)(7(E)R1R1)) d’apres 1.7.
= (£ @ Apgy(x) | (W Q1) oge())) d’aprés L.7.

= W*@L, %@L fo04(x), denly)” -

Il résulte du lemme 1.6. que (I"'Qi)(Y*)(1Q x) appartient a WM,;g,g,, cette
égalité peut donc s’écrire:

RO RNY*U®X)), 0> = WH*RL, 0:®L 4205 1o0o)

d’ot (i), par continuité et densité des w; dans Mx. De plus on a:
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wel, w®‘QA¢®o(X), A¢®a()’)> = W*®l, OQ2 f,00(1), Aw@o(X)>_
= (0QeQNI'Q)(x*)N(1Qy))~  d’apres (i)
= (0QeQN(IQy* NI Ri)(x)),  d’ou (ii).
Proposition 1.9:  Soient x, y dans Npg;. On a
(@RI RN (y*)1Qx)] = (¢RI ®eRiN(1Q y*)(I' ®i)(x))]
(Il résulte de 1.6. que les deux termes ont un sens).
Démonstration: Soient » dans M et 6 dans 4. Ona:
(@@ Ri)y*)(1®x)) =<WQ1L, @®2 4,0.(x). Advgoly)
d’apres 1.8. (i).
= @D, ©RL f,5(x), Ape0)”
d’aprés [7], lemme 1.13.
= WL @or®2L 1,040, oae(3)”
= (0orQ@9Q0)(1Q y*)I' ®i)(x))
d’aprés 1.8. (ii)
d’ou le résultat.

Corollaire 1.10: Soient x et y dans N,gp... Alors, les deux expressions
(i Qpor @RI (»)*(x®1) et (iQr)(iQpori)(y*QN(IRI)(x)) ont un

sens et sont égales.

Démonstration: Appliquons la proposition 1.9. a I’algébre de Kac réfléchie
Ks ([17], Prop. VIL.6.). On trouve, pour a, b dans Ry e;:

(i ®@per@ (I Ri)bB*)(1Qa)) = (xRiI)(QPor@i)1RL*)(cI' Vi) (a))

En appliquant ¢ aux deux membres, on obtient:

((Qeor®i)(cQi)(i Q<) i)' Ri)BF(1Qa) =
= ({ Q)i Qo Ri)(c Qi) Q) RN(1RQb)*(cI'RQi)(a))

soit,

(i ®@9or@i)(c Qi) )T ®i)(b*)(ca®1)) =
= (I @£)(( @por®i)(ch*Q1)(c RN Q)N ®i)(a))

d’ou, grace au lemme L.5:
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( Qe @i)(I' Qi) (ch*)(ca®1)) = (@) @porQi)(cb+@D(I'Qi)(ca)) .

Rappel 1.11: Il résulte de [5], 2.2.4.1., 3.1.5.(a) et 1.2.2.1. que, pour
tous £, 7, dans H, on a o¢ ,ox=w}, .

Lemme 1.12:  Soit £ dans D(4~). On a wy-vsgor—=(weor)(d™V2) .

Démonstration: On a: @ -1sgor = wjs-1sy  d’aprés L.11
= /s
= wp(412.)  voir (P2)
= wgor(412,) d'aprés L11.

Corollaire L.13:  Soient x et y dans Rygy, & dans D(4) N D414, Alors,

les deux expressions (v QeQuwn/se)((QI)(y*)(xQ1)) et (Vv QRQeRwj-1/sgok)
((Y*QD(IRI)(x)) ont un sens et sont égales.

Démonstration: Soit z dans (AQM)*. Gréce au corollaire 1.4, on a:
F PR )i ®T)2) = W ®p)(2)||d el

Donc, (i @I')(z) appartient a %@@@,‘,Al ne De méme, grace au corollaire 1.4
4

et au lemme 1.12, on a:

W ReQus-1/4or) (i RI')(2)) = (v Qe Qw45 )(i RI')(2))
= (Y Qo)(2)||dAIE|
= W Ro))l4ve|?

et (i@I')(z) appartient 2 m‘#@#’@mdﬂ_mg“‘- Ces deux expressions de I’énoncé
ont donc un sens.
De plus d’aprés [5], 4.2.1., (P2) et (P4), on a:

Y RpQw sy = (Y Q@por@au)(1Q4Q47).)
et, d’aprés le lemme I.12:
Y@p@wj-isor = (Y @por@aror)(1Q4@47).)

Par ailleurs, grace a 1.2. (ii), on a:

(RT(1R(A))(1R(4?),®1) = (1Q 4"2Q 4'2))(1Q (4/3,®1)
J1@4Q4v:,

Donc, grace a (P3), on trouve:
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(¥ Rp@0 e[ @T(FRD) =
= lim (¥ @per @) RN MY1Q{ )R @) (x@1)

= lim (¥ ®por@wp((I TN ARy (A @) )xD1)
= lim (¥ @por@wor)(1Q47))y* @) RTN(1@(4),)x)

d’aprés le corollaire I.10, car (1Q(4"»))x et (1 ® (4'72),)y appartiennent 2
SR‘I’@‘P”K'

= lim (Y @por@ween)((@T AR E9),)(1 Q4. @ 1)(y*R@1)( QT')(x)
= (Y QeQ -vsor)(Y*@1(E RI)(x))
ce qui provient des résultats énoncés ci-dessus.

Corollaire 1.14: Soient x et y dans Ny, € dans DA DA™, On a:
(PQw 41se)(I'(y*)(x®1)) = (pQw 4-1agor)((Y*QNI'(X)) -

Démonstration: 11 suffit d’appliquer le corollaire précédent & un poids ¥
fini et & des éléments de la forme 1Qx et 1Q y.

Lemme L15: Soit x dans AQ_L(H). Les deux propositions suivantes sont
équivalentes:

) x€4AQM’

(i) RDUIW)=1QW)(x®1).

Démeonstration: Le fait que (i) entraine (ii), résulte de [5], 2.1.1.. Réci-
proquement, supposons (ii). Soit a dans M. On a:

xRN(IRT'(0)) = xQNIRIW)N1QLQa)(1QW*) d’apres [5], 2.2.5 (a)
= (1QW)xQRa)1Q W*) par hypothése
=(1RW)(1R1RQXa)(1RW*)(x®1) par hypohése
=(1QI'(@)(x®1)

donc, (x®1) commute & CQRQI'(M), comme il commute 8 CRCR M, il com-
mute & CRQU(M)UCQM)' =CQM QM (d’aprés [4], IIL.4 appliqué & K°),
d’ou (i).

Lemme L16: Soient x dans N, y dans N, N Ny... L’élément
Aoe(T'(P)(xQ@1) apartient 3 D(4Q4L)™12).

Démonstration: On a:
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(A®4)17), Apey(T(y)(x®1)) =
= (AR L)V W (A,(x)R 4,(y)) ’apres [5], 2.2.1.
= W(l®(zf"1/2)s)(A¢(x)® Ay(y)) d’aprés L.2.(ii) et [5], 2.2.5. (a)
= W(A(x)®(472),4,(»)) .

Il en résulte que:

I(d®@ 472, AeP(N(@ D) = || 4,(x) R (A7), Ao »)]I
= p(x*x)p((472),y* y)
=5 PxFx)por(y*y) < oo
d’aprés [5], 4.2.1., d’ou le résultat.

II. Préliminaires concernant les produits croisés

On conserve dans ce chapitre les notations du chapitre précédent. De
plus, A sera supposée réalisée dans un espace hilbertien K. D’autre part, @
désignera une action a droite de K sur 4, au sens de [4], I.1.

On utilisera la terminologie et les notations de [4]. Toutefois, nous n’uti-
liserons que des actions & droite, que nous appellerons simplement “‘action.”
(Rappelons qu’une action a gauche de K est une action a droite de K¥).

Enfin, a; désignera une action de ’algébre de Kac K sur I’algébre de von
Neumann A4;, réalisée dans ’espace hilbertien K; (i=1, 2).

Définition IL.1: On pose: A= {xE4: a(x)=x®1}. On dira que A"
est la sous-algébre des éléments invariants par a.

Proposition IL.2: L’application T,=({(Q¢) a est un poids opératoriel
normal fidéle de A sur A°®.

Démonstration: Soit x dans 4*. 1l est clair que 7,x appartient a
ext™A4; en notant encore @ le prolongement canonique de a a ext*4, on a:

a(Tux) = ali @p)a(x)
= (I Qi ®p)(a®i)a(x)
=(QRiRe)i®INa(x) d'aprés[4], L1.
= ((QRe)a(x)®1 d’aprés [17], Th. I11.34 (N Kiii)
= T,xQ®1

donc T,x appartient & ext™4°.



200 MICHEL ENOCK ET JEAN-MARIE SCHWARTZ

Comme i ®¢ set un poids opératoriel normal fidéle de AQM sur 4, la
seule vérification non triviale qui reste a effectuer est: soit a dans A%, on a:

Ty(a*x0) = (i @¢)(a*@Da(x)(a®1))
= a*( @pla(x)a

= a*T(x)a
ce qui achéve la démonstration.

Définition I1.3.: On dira que ’action « est intégrable si le poids opéra-
toriel T, drfini en II.2. est semi-fini.

Remarquons que cette notion est stable par équivalence forte ([4], 1.10),
mais pas par équivalence.

Dans le cas ol 2 désigne une action d’un groupe localement compact G
sur A4, 'action 8% de KA(G) ([5], 8.1.1., [4], 1.3.) sur A4 sera intégrable si et seu-

lement si I’ensemble {x4™; S B{(x)ds= A"} est faiblement dense dans A4*.
G

Proposition IL4: (i) L’action I' ([4], exemple suivant 1.1.) est intégrable
(ii) L’action duale & ([4], 11.7) est intégrable.

Démonstration: (i) Cela résulte trivialement de [17], Th.III.34 (NKiii)
(i) Soit a dans M’. Ona:

T:(1Qa*a) = (i Q¢Ha(l1R®a*a)
= (®¢')N1QI"(a*a)) d’aprés [4], IL. 56.
= ¢'(a*a)-1 d’aprés [17] IIL. 34 appliqué a K ~,

Donc, si a appartient & 9t;, 1®a appartient & 9, qui est ainsi dense

dans W*(a).
Définition IL.5: On dira que a vérifie la propriété (B) si
a(4) = W*@)® .
(L’inclusion a(4)C GP*(a)® est évidente, cf [4], V. (ii)).

Proposition IL.6: (i) On a: W*(@)® = W) N-LEK)QM
= WH)NAQM

(ii) La propriété (B) est stable par équivalence (cf. [4], 1.10).

Démonstration: (i) Ii réulte de [4], IL.6(i)) que:
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WHa)® = {x&eW*(@); (x®1) commute 2 1QUJSRINIW*(IJ RIS )}
= WH@)NLEK)QM, dapres le lemme 1.15 appliqué & K¢

(cf [17], VIL 10.).

Comme YW*(a)C AQL(H), la deuxiéme égalité est évidente.

(ii) Soient «;, @, deux actions telles que a,~a, (9, ¥, U). Il résulte
de [4], 11.3. que:

UW*(a)U* = (27'QF ) (W*(ap)
C(d)"1®§[7"‘1)(A2®_C(H2)) = A1®-£(H1) .
Or, d’aprés (i), on a:

UGP*(a)1U* = UPP*(a)U* N LK)QM,, car U e LK)QM,
= UPW*(a))U* N A,QM,, d’aprés ce qui précéde.

D’ou:

(@RTYUW* (@) U*) = WH(e) N 4,8 M,
= PP¥(ap)® d’aprés (i).

Supposons que «; vérifie (B). On a:
WH(ap)?: = (PQT) (Uay(4,)U¥) = ay(d,), d’aprés[4], IL.3, d’oi (ii).

Proposition IL7: Soit U un lf(K)-cocycle. Ona:

(i) U*restun I#K)-cocycle.

(ii) Si U implémente une action o de K sur A, U* implémente une action
de K° sur A', que P'on notera a’.

Démonstration: 11 résulte de [4], 1.6. que:
(Qr)(U*) = (1Qa)(U*Q1)(1Qa)(U*®1)

donc ( Q<M)(U¥)=(U*Q N1 RXRac)(U*Q1)(1R0a), d’ou ().
Si I’'on suppose U(AQRQCy) U*C AQL(H), on a successivement:

U(4'QLHNU*DA'QCy
U*(A'QCUCA'QLH), d’ou (ii).

Définition II.8: (i) On appellera algebre saturée par @ 1’ensemble

Sat ¢ = {x€EAQM; (a®i)(x) = ( Q)(x)}
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(ii) On dira que l'action « est saturée si a(4)==Sat a.
Remarquons qu’on a toujours a¢(4)CSat @. Cette notion a été introduite
en [18].

Lemme I1.9:  Soit U un ljé(K)-cocycle. Ona:

D) UHCx®M)UCLEK)QM'

(ii) Si l'on suppose que U implémente une action a de K sur A, on a
W) C U(LK)QM')U*
W@’ CULK)QCHU* NARQM .

Démonstration: En appliquant [17], 1. 2. & K", il vient d’aprés [17],
VIIL. 10.:

{o(VRNW(I @Yo} U Cx@-LIH))" =M QL(H) .
On en déduit que:
(U*Q1)(Cx QM QLH)UR1) =
= (U*Q1D({1Qa(J@NW(J ®J)s} U Cx@Cx®-LIH))"(UR1)
= ({(U*QD( (/RSN W(J RJ)a)(U R1)} U CxQCQL(H))" .
Or, d’aprés [4], 1.5. (ii) on a:
(1Qa(JRNWJIRNo)NURNIRa(J Q)W QJ)s)
= (QI)WU)
=URNUIKRINURKRN(1QRe) d’apres [4], 1.6.
Donc,
U*Q (1 Qo(f NI R ))o)(UR1)
= (1Qa)(URN1Ra)(1Qs(J RN W ®J)0)
E(LEK)QC,QM UCxQM' @M)” daprés [5], 2.1.1 et 3.1.5.
= LK)QM QM.

I1 en résulte que:
(U*Q@1)(Cx@M' QLUH))URNC(LK)QM QM U CxQCy@-L(H))"
= L(K)QM QLH) dou ().

On a:
I*(a) = (a(4) U Cx@M')"
= (UARC)HU*U CxQM')"
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= U(ARC, U UX(CxQM)U)"U*
CUARQCLULK)QM)"U* d’parés (i)
= U(LK)QM')U*, d’ol la premiére partie de (ii).

On a alors:

W(@)® = W) NLEK)QM daprés IL6. (i)
CULK)QM)U*NLK)QM d’aprés ce qui précéde
= U(LEK)QM N LK)QM)U* car U LEK)QM
= U(LK)RC)U* dapres [17]. L4.

dPou (ii)

Lemme IL.10: Soit U un I}L(K)-cocycle qui implémente a. Pour tout x

de AQ-L(H), on a
(a®i)(x) = (URN(IQo)(xQ (1 RQa)(U*R1)
Démonstration: Soient x; dans 4 et x, dens .L(H). On a:

(e®i)(x,Qxz) = a(x;)@x,
= U(xQ1DU*Qx,
= (UQN*Q1Qx)(U*®1)
= (U QNI Q0)(x;®@x,Q1)(1 Qo) (U*R1)

d’ou le résultat, par linéarité et continuité.
Lemme IL11: Soit U un l;g(K)-cocycle qui implémente «. On a:

AQLH) N U(LK)QM)U*
= {xEAQLUH); (eQi)(x) = 1QW)1R)(xR1)1Q)(1QW*)} .

Démonstration: I résulte du fait que U est un cocycle et de [4], 1.5.3
que

1@W)(1Ra)(U NUR)(1QW*) = (URN1Qo)(UR(1Q0)
d’ol
URDURNUARWH)(1Ro)U*R1) = (1Qa)(1QW*)(U R1)(1R0) .

11 résulte alors de L.15. appliqué & K~ qu’un élément x de AQ-L(H)
appartient 3 U (L(K)QM’) U* si et seulement si x®1 commute 2
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(1RQ)IQW*(U®I1)(1Q0s), ou encore sil’ona
(URNURNxRN1Q)U*R1) = (1QW)1Qe)xRNUR)(1RW*)
et le lemme résulte alors de II.10.
Proposition I1.12: Soit U un I}E(K)-cocycle qui implémente . On a
Sat e = AQLH) N U(LK)QRCH)U*
=AQM NU(LK)QCHU* .
Démonstration: En utilisant [4], 1.5. (iii), le lemme précédent fournit:
Sata = AQM N U(LK)QM)U*
= U(U*(AQM)U N LK)QM')U*

CULK)QM NLK)QM)U* car Us LK)QM
= UL(K)QCHU* d’aprés [17], 1.4.

d’olt la deuxiéme égalité. La premiére provient de ce que
UL(K)QCHU*C L(K)QM .

Proposition I1.13: Soit U un l;g(K)-cocycle qui implémente «. Soit a’
Paction de K° sur A’ définie en 1L7. (ii). Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes:

(1) « est saturée

(ii) «' vérifie la condition (A4) de [4], 111.2.

De plus, si (i) ou (ii) est vérifiée, a vérifie la condition (B) de IL.5.

Démonstration: Il résulte de I1.12 que (i) équivaut a:
UAQCHU* = AQL(H)NU(L(K)QC)U*
et donc, successivement a:

U(A'QLH)U* = (4'QC,U U(CxQ-L(H)U*)"
A'QL(H) = (U¥(A'QCU U CQ-L(H))"
= (a'(4) U Cx®-L(H))"

ce qui est I’énoncé de (ii).
D’autre part, il résulte de I1.9.(ii) et II.12. que
WH(a)*cSat a .

Donc, si a est saturée, on a HW*(a)*Ca(d), ce qui implique (B).
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Lemme I1.14: On a:
PWH@)QM = (a®i)a(4) U CxQM' QM)".

Démonstration: On a:

(@®i)a(4)Ca(A)QM
donc,
(e®i)a(4) U Cx@M' QM)” C(a()QM U Cx@M' QM)"
= WH*()QM .
Réciproquement,

WH@)QM = (2(4)QCyU CxQM QM)".
Or, pour tout x de 4, on a:
(@®i)a(x) = (i @T)a(x)
= (1Qs(/ @HW(J @N)o)a(x)@ (1 Ra(J @NHW*(J @J)0)
d’aprés [4], 1L.5. (ii)
donc:
)R CC(1Q0(f @NW*(IQ o) ®i)a(A)(1 @ (JRN W @J)0)
d’ou:
(AR CxC (a®i)a(4) U CxQM' @M)”  d’aprés [5], 2.1.1 et 3.1.5.
Dans ces conditions:
WH(@)QM C(@®i)a(4)U Cx@M'QM)”
ce qui achéve la démonstration.

Lemme IL15: (i) La restriction de (i@®<)(a®i) & I'algébre B=
(a(AUCQRL(H))" est une action de K sur B. On la notera 7.

(i) 1QoW*s est un r-cocycle

(iii) e~ ~7r(B(@®i), v, IQ W*o)
ot o a été défini en [4], IIL.1; v désigne l'isomorphisme canonique de K sur
K¢ défini en [17], VILS.).

(Ce résultat généralise [4], 111.6 et II1.8.)

Démonstration: On a:
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(®<)(@®i)(B) = ( ®)(e®i)a(4) U CxQCrQ-L(H))"
= ((Q<)(a®i)a(4) U CxQ-L(H)RCy)".
Or, pour tout x dans A:
(I ®<)(@®i)a(x) = (I Q<) QTa(x)

= (i Qc<IMa(x)
=(1QcWo)a(x)Q1)(1QcW*s) d’apres [4], L5. (i) .

Donc:

(i ®¢)(@®1)e(4) C (AR Cy U Cx®@ L(H R H))”
— BRLH).

11 résulte alors de (*) que:

(i ®<)(2®i)B)C(BR-L(H)U CxQ-LH)RCr)"
= BQ-L(H).

Comme (i Q<) (@®i) est une action de K sur AQL(H) ([4], I1L.6), il en
résulte que sa restriction & B est une action sur B, d’ou (i). Il résulte de [5],
2.1.1 que 1QaW*eeCrQL(H)QM CBRM. Par ailleurs, c’est un (i Q¢)
(a®i)-cocycle ([4], III. 6). On en déduit donc (ii).

L’application ©(a®i) est un isomorphisme de B sur GP*(&).

Dans ces conditions, les démonstrations de [4], III. 7 et 8, conduisent a
(iii) en y remplacant AQ_L(H) par B (La propriété (4) n’y intervenait en effet
que pour montrer que &(a®i) est un isomorphisme de AQL(H) sur IW*(&)).

Lemme IL16: Soient o, et @, deux actions équivalentes telles que
a,~a) (0, ¥, U).
On a, pour tout x de A;:
a)(x) = U¥(xQDU e O(x)E A% .
Démenstration: Pour x dans 4;, on a en effet
ay(9(x)) = (PQ¥)Uar(x)U¥) .

Donc a,(x) = U*(xQ1)U équivaut i a,(0(x))=(0R7)(xR1)=0(x)R1
d’ott le résultat.

Lemme IL.17: Pour toute algébre de von Neumann B, on a
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(i) A=(>{QR<)(a®i) est une action de K sur AQB
(i) (AQBF=4"QB.

Démonstration: 1l est clair que S(AQB)CARXRBRM. De plus:

(BB = (( Q<) e®1)®i)(i Q<) (i)
= (Q<Ri)eQi Q1) Q<) e®i)
= (Q<Ri)i Qi R<)a®iRi)a®i)
= (Q(®NIQN(Ra®i)
= ( QR QNI Q1)) ®i)

= (IQIRI)<)(ei) d’aprés L.5.
= (®i®I)(I®<)(a®i)
=(®IQNA d’potr (i).

D’autre part, il est clair que AQBC(4A®B)?. Réciproquement, soit
x dans (AQ®B)’.. On a A(x)=x®1, c’est-a-dire:

(@®i)(x) = (Q)(>xR1) .
Pour tout £ dans Bj, on a (i Q 2)(x) E4, puis:
a(( Q2)(x) = (IQiRL)(a®i)(x)
= (QiQI)(R)(x®1)

= (®LRi)(xQ1)
= ((®2)(x®1

donc (i L)(x)= 4.
Pour tout y de (4*)’ on a donc

(R (x(y®1) = (i RL)(x)y
= y(i Q2)(x)
= ([ Q) (yR1)x)

d’olt x(y®1)=(y®1)x, et on en déduit x€4"QB d’ou (ii).

III. Poids relativement invariants et formes cancniques
On conserve les notations du chapitre précédent.

Définition ITL.1: On dira qu'un poids ¥ de P(4) est 4~'-relativement
invariant par rapport & « s’il vérifie les conditions suivantes:
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0 EOex)=v@d*  (vxe4?)
(i) FQuis)a(y*)(x@1)=(Qus-1sgor)(y*@1a(x))
(vx, yERy, VEES DAY N\ D(4-1Y) .
Remarquons que (i) implique que pour x et y dans Ny et & dans Q(dryn
(4-V% on a:

(P Qaz-vag)a(y*y)) = w(y*»)|ld 4|

et

W Qa;-1sgor) (a(x*x)) = (Y Qu/spe)(a(x*x)) d’apres 1.12
= p(x*x)|[4- 0|
= Y(xx)|| 4|2

les deux membres de ’égalité (ii) ont alors un sens.
(le cas échéant, on dira invariant A la place de 1-relativement invariant).

Proposition IIL2: Soient G un groupe localement compact de module
4d¢, B une action continue de G surAd,  dans P(A). Les assertions suivantes
sont équivalentes:

(i) v est relativement invariant par rapport a B, de module 45’ (voir
[20]. Def 5.1), C’est-u-dire: yro f,=4dz' (s (VsEG).

(ii) v est A-V\-relativement invariant par rapport a Paction §° de KA(G)
(5], 8.1.1 et [4], 1.3).

Démonstration: Comme, dans le cas ou K=KA(G), 4 est Popérateur
modulaire associé au poids de Haar de KA(G)"=KS(G) ([5], 8.1.4 (), Clest &
dire la multiplication dans L*G) par la fonction 4; ([5]. 8.1.7), I'implication
(ii)=> (i) est claire.

Réciproquement, supposons (i); soient  dans LY(G)™ et x dans A™. On a:

[ e nds v | faotsras
ce qui s’écrit encore, en considérant L}(G) comme le prédual de L=(G):

YR fNE () = ¥ (x)<47%, >

d’ol, par définition du poids opératoriel ¥ @i, la condition (i) de IIL.1.
Soit maintenant f dans LXG) telle que 4¥*f et Ag¥%f appartiennent a
L¥G). On a alors, pour x et y dans I,:
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[, #6.r04:521 105) 1% = | w(8.78C.N 45" 105 I7ds
R R OVIORENOIEE

par hypothése d’ou la condition (ii) de III.1.

Proposition IIL.3: Le poids de Haar ¢ est 4 '-relativement invariant
par rapport a Paction I'.

Démonstration: Cela résulte de 1.3 et 1.14.

Théoréme IIL.4: On suppose a intégrable. Soit  dans P(A®). Le poids
YroT, appartient & P(A) et il est d-V-relativement invariant par rapport a a.

Démonstration: Par hypothése (I1.3) T, est normal, semi-fini et fidéle,
donc Y¥oT,& P(A) ([9], Prop. 2.3.).
De plus, pour tout x dans 4" et & dans .@(zf ~V2) on a:

Yo Ta®wp)(a(x)) = (P Qwe)(Ta®i)(@(x))
= (¥ Q)i ®P)a®i) (%))
= (Y Q)i @ ®i)(i ®T)(a(x))
= (Y Qe®wy)(i @T)((x))
= (¥ Qo) (a(x)||4772%|[  daprés 1.4.
= (i @p)((x))|| 4|
= Yo Tu(x)||4-2]?.

Soit x dans IMj.;,. On sait ([9], lemme 1.4.) qu’il existe un sous-espace
fermé H’ de H, et un opérateur autoadjoint positif 7 sur H’, tels que
9(T) =H’ et

o (Vo Tu®i)a(x) = T si 2€9(T)

= 4 oo sinon.

11 résulte de ce qui précéde que D(TV? contient D(4™%) dense dans H,
donc que H'=H.
De plus pour tout & de D47, on a:

T2 = Yo Tu(x)|| 42|12
Par I'unicité de la décomposition polaire, il en résulte:

TV2 = o To(x)? f-1/2
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et donc
T =+ro Tc.,()(,').éf\_1
finalement

(WPoTaQi)a(x)) = YoTy(x)d™  V(x)EWMior,

d’ot1 la condition (i) de ITI.1,. par normalité.
Soient x et y dans Ny.r, (alors a(x) et a(y) appartiennent & Wyey) et &
dans D4V NDA~V%). Alors:

(Yo Tu@Qwisg)(@(y*)(x@1) = (Y Qe Q@ 1/4)(2®1)(a(y*)(x®1)))
= (¥ Q9 1) @T)(e(y*))(a(x)®1))
=V Q¢Qu/sor)(a(y*)RNERINe(x)))  d’apres L13.
= (Y ®¢Qw;-vsor)(e@i)((y*@Da(x)))
= (YoTa@w -vagor)(y*@Dea(x))

d’ou la condition (ii) de III.1.

Définition III.5: On dira que le quadruplet (A, o, J, U), ot K est un
espace hilbertien, o une représentation normale fidéle de 4 sur A, J un
opérateur involutif, isométrique et antilinéaire sur 4 et U un opérateur unitaire
de L(HRH) est une forme canonique de « si:

() IJo(d)F=n(4)
(ii) Uestun l;g(ﬂ)-cocycle qui implémente Paction (o®i)ap™! sur p(4)
(i) IRNHUY®H=U*.

Remarquons que (iii) signifie qu’a o prés, U implémente « sur A.

Exemple IIL.6: (i) Soit # une action continue d’un groupe localement
compact G sur A. Le quadruplet (A, o, 4, (4;);cc) €st une forme canonique
de B¢ si:

Go(ADF = o(4)

Papplication s—u, est une représentation unitaire continue de G sur % telle
que u0(x)u =p(B(x)).

Fu,=ufd  (Vs€EG)

(i) le quadruplet (H, i, J, o(/@HW(IQRJ)o) est une forme canonique
de l’action I'.

Dans ce qui suit on suppose que le poids v est 47! relativement invariant
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par rapport a a.

De plus, pour simplifier les notations, on identifie 4 et wy(A4), autrement
dit on considére 4C_L(Hy).

Lemme IIL7: (i) 1/ existe une unique isométrie Uy telle que, pour tous
x de Ny et y de N, NNy, 0n ait:
Uy(Ay(x) @472 44(y)) = Ayee(a(x)(1Q »))

() U,eLH)QM
(iii) a(@)Uy=Un(a®1).

Démonstration: D’aprés [5], 2.3.2.1., 4,(y) appartient a3 D12 et
donc grace a IIL.1. (ii), on a:

(P Q@ 4, (@(¥*x)) = Y(x*x)||d-V24,(y)| 2

Donc a(x*x) appartient & Wyg, 1ol - €1 utilisant [17], IL.11. il vient alors:
(2

(YR ,»)(a(x*x)) = (v RP)((1Q y*a(x*x)(1Q y)) -
Ainsi a(x)(1Q y) appartient & Ty, et

| 4yee(@@)AR I = || 4()IEIl 472 A ().

Comme Ay(Ry)R4~24,(Ry N N,.,) est dense dans Hyg,, on en déduit
(i) par polarisation.

Soit £ dans P'algébre hilbertienne 4 droite Uy associée au poids v». On
notera z4(€) le prolongement continu & Hy de la multiplication & droite par
& dans Uj. Soit 7 dans . On a:

(@O M) Uy(Ay(x) Q42 4,()) = (=i{&) @' (1)) Ayee@ ()1 )
= a(x)(1Q y)(ER7)
= a(x)(¢® y7)

= a(X)(1Q=' (MR 4y(»))
= (1Q7'()a(x)(E R 44()) -

En faisant tendre fortement ='(x) vers 1, on obtient:
(TUE)RDUH AR A(y)) = a(x)ER 44(»)

Comme A N, NNy.0) est un domaine essentiel pour 472 ([5], lemme
3.1.2. (b)) on en déduit:
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@HEORDUNAX)R4 ) = a(¥)(ERC),  VCEDA) (x).
Soit alors z dans, M’ comme 4~V est affilié au centre de M, z¢ appartient
a D7) et 41228 =z4-2¢. Dlou:
@HERUs(1Q2)(Ay(x) Q4%
= (@)@ Uy(Ay(x)Q4722¢)
= a(x)(6Qz¢) d’aprés (k)
= a(x)(1Q2)(¢ Q<)
= (1®2)a(x)( Q)
= (1Q2)(E)RNUN(AX)®4 %) daprés (x).
En faisant tendre fortement =y(€) vers 1, il vient:
Up(1Q2)(Ay(x)R4%) = (1Q2)Up(Ay(x)@4 V%) .
Par linéarité et densité, on en déduit:
U(1Q2) = (1Q2)Uy, d’ou (ii) .
Soit a dans 4. On a:
Up(@@D(Ap(x)Q 42 4,(y)) = Uy(Ay(ax)@4-/244(y))
= Ayey(a(ax)(1Q »))
= a(a) dye (a(x)(1Q y))
= a(a)Uy(4y(x) Q472 45(y))
d’ou (iii) par linéarité et densité.
Lemme IIL8: Soit Uy lisométrie construite en I11.7.
() la relation m(@)=({Qw)(U%), pour  dans My définit une application
linéaire continue 1 de My dans L(Hy).
(ii) pour tous &, 7 dans Hy et ¢, 6 dans H, on a:
(Mg g)é|m) = <U%, 2¢ Qg o>
= (ERC|Uy(nR0)) .
Démonstration: On a:
[l1(@)]| = sup {|<u(w), 2>, 2€L(H)s, ||2]|<1}
= sup {|(2QRw)(U})|, 2€L(H)4, ||2]|<1}
<lloll,  dou ().

La preuve de (ii) est triviale.
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Dans ce qui suit, on considére Uy et u tels qu’ils ont été définis en II1.7
et I11.8.

Lemme IIL9: (i) (Q#)Uyp)=U}¥

(ii) Pour tout ® de My, on a: w(@°)=p(w)*.

Remarquons que pour & dans H, grace a [5], 1.2.2.1 et au rappel 1.11, (ii)
Sournit p(we)* =u(® ).

Démonstration: Soient x et y dans RN, et & dans %AT,O“f"i’AIO, de sorte que
d’une part € et Je appartiennent & Q)(AAS) et, d’autre part d’aprés [5] 3.1.2.,

SEC

z(€) et n(J&) sont définis et appartiennent & RN, NMN,... On a alors:

EQe)Uy), 2ayn), ayn @@
= Uy, Dy, 140 RQWgor>
= Uy, Ly, 44 Q@35> d’aprés le rappel 1.11
= (U 4y(x)® J&) | 4y(»)®S€)
— (1Q4)U(Ay(x)Q412JE) | Ay(y)RSE) dapres L7 (ii) et [5] 4.2.1.
= (1Q4?) Ayoy(a(x)1Q7(JE) | 4(»)RIE)  daprés IIL7 (D).
= lim (1®4"), Ayen(a(x)(1 () | 44(7) @)

= lim (¥ @) (1 ®4/)(y* @ E)a(x)(1©=(/€)
— lim (Yo )(1Q ), (*@1a(x)  grice a [17), IL1L,

= (¥ Qo472 ))(y* @a(x)) griice & (P4)

= (Y @(wgor)(dV2))(y* @ 1)a(x)) d’aprés le rappel I1.11
= Qo -1sgor)(Y*@Da(x)) d’aprés 1.12

= (Y Qw/sg)(a(y*)(x@1)) d’apres L1 (ii)

= lim (¢ @ w)(1Q 4 (y*)(x®1))

= lim (@)1 ®4/)(1@(E)a(y)(x@=(€)  grice & [17], IL11.
= lim (1@ 47)(4()®E) | Apae(@(»)1D)EN)

= lim (1@ 4")(4)x)®E) | U Ay()@4 ™€) d'apres IILT. (i)

— (A()RE| Uy 4()®E)  daprés IIL7. (ii) et [5] 4.2.1.
= <U¥, 2ay0,44(»n Q@

d’ou (i), par densité.
Soit @ dans M. D’aprés [5), 1.2.2.1., on a:
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#(0°) = u(wor)

= (iQwor)(UY)

= (IQo)(Uy) d’aprés (i)

= ((Qo)U¥)* car w est positif
= u(@)* .

Oon en déduit (ii) par antilinéarité

Lemme IIL10: Soint x dans Ny et € dans N +N,. Alors (i@ jisg)(a(x))
appartient a RNy et Ay(( Q @ ju/ae)(e(x))) =m(@e)* Ay(x).

Démonstration: Supposons que ||4Y%||=1; alors i @wzu/s; est une es-
pérance conditionnelle et, d’apreés [21]:

(( @@ v/ag)(@(x)))*(i @ @ s1/e)(@(x)) < (I @ @ ju/sg)(@(x*x))
d’ou
V((( @@ v/s6)(@(x)))*( @ w5-114¢)(e(x))) < (¥ @ @ ju/g) (a(x*x))
= y(x*x)||4-v4¢|)2  d’apres IILI().

d’oll, par linéarité, la premiére partie du lemme.
Soit y dans Ry. On a:

([ Q@)@ | 4u(y)) = ¥(F*{ @ wj-vse)@(x))
= P((@wp)(y*@Da(x)  daprés [21]
= ¥ Qopu)(y*@Da(x)  grace a[17), 0.4,
= lim (P @) (1 4*)(y*@Da(x))
grice a (P2) et (P4)
= lim (¥ @)1 Q4. (y*®7(6))a(x)(1@(&)
grice a [17], IL.11.
= lim (Ayoy(@()(1 @) | (1@ 4):(A44( Q)

= lim (Uy(A4y(x)@477°6) | 1@ 47),(44()®4))
d’aprés IIL7 (i)

= (Us(4(x)®E) | 4(y)®€) daprés TIL7 (i)
et [5], 4.2.1.

= (Wwg) Ay() | Ap(x))” d’aprés IIL8 (ii)

= ((@e)* 4(x) | 44(5)
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d’ou le lemme, par linéarité et densité.

Lemme ITL11: (i) Pour tout o de My et t de R, w(®) commute a 4%
(4y est lopérateur modulaire associe ou poids V).

(ii) Pour tout » de My, m(w) commute a Jy (Jy est involution antili-
néaire isométrique associée a ).

(iti) Pour tout t de R, on a: (4! @) Uy=Uy(4¥ ®1)

Démonstration: Soient x dans R, NNF et ¢ dans A, +A,. 11 résulte
du lemme précédent que u(wg)*Ay(x)= Au(( Q wp/sg)(a(x))) appartient a
Ay( Ry NNY) et donc au domaine de Sy (prolongement fermé de I’application
Ay(x)—> Ay [(x*) définie sur 44Ny NNF)). De plus:

Sypm(@g)* Ay(x) = Ay(({ @ @ aag)(@(x™)))
= n(w)* Ay(x*)
= ()" Sy Ay(x)
par suite, comme Ay(MNy NMNF) est un domaine essentiel pour Sy:
w@g)*Sy C Syu(wg)* . (%)
Le vecteur J¢ vérifie les mémes hypothéses que &; on en déduit donc (IIL9
(ii)) que:
(@) Sy CSyu(wg) . ()
D’autre part, en transposant (x) il vient:
wwg)Fy CFym(wg) et
m@g)dy = m(@g)FypSy CFyu(@g)Sy CFySym(wg) = dyn(wy)
d’ou
wondy = 4im(wy)  (VIER, véeU,TU,)

et (i) en résulte par linéarité et continuité (cf. IIL.8 (ii)).
On a également

w@e)Jy Ay(x) = w(@g) %Sy Ay(x)
= 4 (0g) Sy Ay(x) d’aprés ce qui précéde
= 4°Sym(wg) Ay(x)  d’aprés (x%)
= Jyu(@g) Ay(x)

et (i) s’en déduit par densité et continuité.
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Soient &,, &, dans Hy et », { dans H. On a:

(6:®7] 4y @DUERC)) = (457 6,@7| Uy(£,R0))
= (@, )43 81| €7) d’aprés II1.8 (ii)
= (45" m(@, )611 &) d’apres (i)
= ((@,,0)€,144'€5)
= (£:Q7| Uy(4¥£,R0)) d’aprés IIL.8 (ii).
= (6:Q7| Uy(4y' @1)(£:R¢))
d’oul (iii) par linéarité, densité et continuité.
Lemme IIL12: (J,Q@)Uy(J4Q))=UF
Démonstration: Soient £ dans H et 7, { dans Hy. On a:

(J4®@NU IR N (1R8) [LRE) = (J$L RJE| Up(Jyn®JE))
= (w(@3e)JyC | Jym) d’apres I11.8 (ii)

= (7| #(@;£)C) d’aprés IIL.11 (ii)
= (7] m(@e)*)¢ grice a I11.9 (ii).
= (#(@g)n]¢)

— (1QE|Uy(C®¢E))  d’apres I1L8 (i)
= (Uia®8)[{R¢)

d’ou le résultat, par polarisation, linéarité et continuité.

Corollaire II1.13: (i) Uy est unitaire
(i) a(a)=Ug(@@NUF (VaE4)
(iii) ao¥=(c¥®i)a (ViER).

Démonstration: (i) résulte trivialement de III.12; (ii) de IIL7. (iii) et de
(1); et (iii) de III.11. (iii) et de (ii).

Lemme II1.14: Soient a dans Nyg,, y dans N,; alors (QRQIM()(1Q yR1)
appartient a Nygeee €t:

Ayere((QIN(A)(1Q y@1)) = (1Q W)(1Q0)(Ayee(@)Q 44(y)) -
Démonstration: Soient a; dans Ny et a, dans N,. On a:
(RMN)(1:Qa)(1QRyR®1) = 0, (a)(yR1)
eNyRQNye0 d’aprés [5], 2.1.1.

et
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Aserer( QT (a)(YR1) = Ay(a)@W(4(1)R@ 4p(ay))  d’aprés [5), 2.1.1.
= (1@ W)(1Q0)(4(a) @ 4y(a) R 44(y)) (¥) .

Considérons sur AQ M les deux poids normaux définis par

o(b) = (v@9)b)p(y*y)
7(b) = (¥QeR)((1Qy*@DHIRNB)(1Q yR1)).

Il en clair que @ est semi-fini et fidéle, il résulte de ce qui précéde que ¥
est semi-fini. Il résulte de [5] 2.2.5. (c) que ¥ est invariant par o=0"Qc’;
comme W est unitaire, le lemme 4.1.1. de [5] (avec E=RN,@®@N,) permet de
conclure que =Y.

Donc, si a appartient & Ryge, (RI)(@)(1Q y®1) appartient & Nygese
et || 4ygrer((i @T(@)(1Q yQ D)l =l dperes(a® y)Il.

Ainsi il existe une isométrie de Hygegy dans lui-méme qui envoie
Apooer(@@ y) sur Apgee (RN (a)(1Q yQ1)); il résulte de (*) qu’elle coincide
avec (1QW)(1Q0) sur Ay(Ny)@ 4(Ne)@ 44(Ny), d’ol le lemme

Lemme IIL15: Soit a dans Nyge, z dans NN Ny.,. Alors (@a@i)(a).
(1QzQ®1) appartient a Nygeey et

Aygee(2®i)(@)(182Q1)) = (1847 /*Q1)(UyQ1)(1®0) Ayerar(a®2)

Démonstration: Soient a,, dans Jly et a, dans Jl,. Il résulte de IIL.7
(@ que

Aygeze(2(a)(1Q2)RQa,) = Uy(Ay(a) Q@472 44(2))R Ae(ay)
= (U3 @1D(1Q0)(44(a)® Ap(a) @472 4(2)) .
Considérons sur AQM les deux poids normaux définis par:
O(b) = (¥ Q) b)por(z*z)
7(b) = (vQerQRe)((1Rz*®1)(a®i)(b)(1RzR1)) .

Comme il résulte de III.13 (iii) que ¥ est invariant par oc=d¥Q®c? et
que 4 est la dérivée de Radon-Nikodym de ¢ par rapport a gox ([5], 4.2.1.) en
utilisant [5] 4.1.1. (avec E=9,QN,NN.)). On prouve que =¥

Ainsi-t-on:

(Uy QD)1 R 0)(Ayee(@)R 472 4(2)) = Augree(2®i)a)(1QzR1))
et le lemme résulte de IIL.7 (ii) et [5] 4.2.1.
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Lemme I0.16: Soient x dans N, et & dans Apge(Nege) N D(A™V2RQ474?),
Alors (2®i)a(x)(1Q(=Qx)(€)) appartient & Nygege, et

Ayerae((2@1)a(x))(1 B (zQ7)(£)))
= (1Q47:Q47*)(Uy@ N1 Qo) (U@ (1R a)(Ay(x)®€) .

Démonstration: Soient a;, et a, dans N, NNy... On a e(X)(IRQRa)=
Ny d’aprés II1.7 (i), et il résulte de III.15 que:

Aysree(@Qi)(@(x)(1Ra))(1Qa,Q1)) =
= (U4 @D(1® 0)yeu(@(x)(1Qa))R@4 72 Ay(ay)
= (U@ DI Qo) Up@1)(Ay(x)@47 /2 Ay(a)Q 472 Ay(ay))
d’apres II1.7 (i)

= (U@ 1)(1Qa)(Uy @)1 Qo) Au(x) Q42 Ae(a) @472 Ay(ay)) -
Soient 7 dans g, et ¢ dans ;. On a donc:

@(ORER7) (NYUsRD(1R0)Uy@D(1Q0)Ap(x)® 42 Ay(0,) @472 Ao(ay))
= (@®i)(2(x)(1®a0,Ra)(( Q)
= (@@ (2N R (= Q=) (M)E D 4pee(0:Q0r)) .

On peut choisir a, et a, de telle sorte que A,gs(a;®a,) tende vers & et
47124 (a,)R@47Y2 Ay(a,) tende vers (47Y2QR47Y%)¢ (cf. [5] 3.1.2 (b)). On obtient:

(@O (M Us @D RN Uy @)1 R0)(Ay(x) @4~ Q4 ¢)
= (@)1 ® (= Q=)' ()¢ ®¢))
= (@Qi)a()N(1Q(=Q=)(EN(C V) -

Dong, le vecteur (Uy®1)(1Qc)(UpQ@ (1 Qo) (Ap(x)Q(47V2Q472)¢E) est
borné a gauche par rapport 3 vQeQe¢ et 'on a:

(@ @m)(Uy@ (1 Qo) Uy @ (1 Qo) Ay(x)@(47*Q 47%)¢)) =
= (@@i)(@(x)(1 (= Q=)&)

Le lemme résulte alors de IIL.7 (iii) et [5] 4.2.1.

Lemme III.17:
(1RW)1Ra)Uy@1)(1R0) = (Up @11 Qa) Uy @1(1Ra) 1 W) .

Démonstration: Soient x dans Ny, y dans N, z dans N, N Ny... On a:
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(1Q@W)(1Qa)(Uy@1)(1®0) Ayeeedx® yR2)
= (1QW)(1Q0)(Uy Ayee(xQ2z)R Ay(y))
= (1QW)(1Qa)(1Q4"A) Uy(Ay(x) @47 4y(2))R 4¢(¥))
d’apres IIL.7 (ii) et [5], 4.2.1.
= (@MW) Q0)(1Q4"*Q1)(Ayee(a(x)(1Q2))R 4¢(y)) ~ d’apres IL7 (i)
= (147 QA4”(1Q W1 Qo) (Ayee(a(x)(1R2))@ 4y(y))  d’aprés L1.
= (1Q4*Q 4'"%) Aygyae((i T )a(x)(1R2))1Q y 1)) d’apres I11.14
= (1Q47*Q 4%) Aygee.(a Qi) (a(x))(1QI'(2)(y 1))
= (U@ DU RQa)(UpQ@ DU Qo) 4p(x)R Apee(I"(z)(yR®1))) d’aprés I.16
et I11.16
= (Uy®1)(1 Qo) (U @1 Qo)1 Q W )(Ay(x)Q Ao( )R 4e(2))
d’aprés [5] 2.1.1.

d’ou le résultat.

Théoréme II1.18: Le quadruplet (Hy, wy, Jy, Uy) est une forme canonigue
de a.

Démonstration: 1l résulte du lemme précédent que:
AR/W)1Qa)Uy @ D1 R)(1QW*) = (Uy @11 Qo) (Uy@1(1RQ0)
Soit, d’aprés [4], 1.5 (iii) et TIL7 (ii)

(@I)(Uy) = (Uy@ D1 Qo) Uy Q@ 1)(1Q o)
Le théoréme résulte alors de TIL12 et IIL13 (i) et (ii).

Coroliaire I11.19: On suppose a integrable. Soit +' dans P(A4). Alors
il existe un unitaire U dans L(Hy)QM tel que (Hy,my,Jy, U) soit une
forme canonique de «.

Démonstration: D’aprés I11.4, il existe un poids v sur A4, 47 relative-
ment invariant par rapport a2 @. D’apres le théoréme précédent, il existe Uy
tel que (Hy, my, Jy, Uy) soit une forme canonique de a. Soit alors ¥ I'unitaire
Hy— Hy construit comme en [8], 2.18. Posons U=(VQNUy(V*QR1); le
résultat se déduit alors aisément de [8], 2.18.

IV. Propriétés des produits croisés

On utilise les notations du chapitre II.
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Lemme IV.1: (i) On suppose que a admet une forme cononique (H, o,
4, U). Alors si a vérifie (A), elle vérifie (B).

(ii) Toute action duale vérifie (B).

Démonstration: On pose f=(0®i)ap™ . On suppose que a vérifie (4),
il résulte alors de [4], II1.10 que £ également. Autrement dit:

(Blo(AU C5xQ-LH))" = p(A)Q-L(H)

soit encore:
(Ue(DRCHU*UC4Q-L(H))" = p(AR-L(H)
d’ou, d’apres IIL.S. (iv):

(FRNT* IR/ o(DBCHIRNUYR ) U Cu®-LH)) = n(HRLH)
et, grace a IIL.5. (ii):
(U*(e(4)' @Cr)U U C4Q-L(H))" = p(4) @-L(H) .
Ainsi, P’action 8’ implémentée par U* sur o(4) (IL.7) vérifie (4); donc
A vérifie (B) (I1.13) et a également (II.6. (ii)); ce qui achéve la démonstration
de (i).
D’aprés [4], III 5., toute action duale vérifie (4) et d’apres I1.4 est inté-
grable, donc admet une forme canonique (III.19). Ainsi (ii) résulte de (i).

Théoréme IV.2: (i) Toute action vérifie (A)
(ii) Toute action vérifie (B)
(iii) Toute action est soturée

Démonstration: D’aprés le lemme précédent, I’action biduale @ vérifie
(B). Drautre part, d’action 7 introduite en II.15. (i) est équivalente & @ (IL.15.
(iii)), elle vérifie donc (B) (IL.6. (ii)).

Or, par définition:

WH(r) = (( Q<)@ ®i)(4) U Cx®-L(H))" U Cron@M')"
= ((®<)(¢®i)(@(4) U Cxen®-L(H))" U Crex@M’)"
= (iQ¢<)(2Qi)(@(4) U Cx@M'QL(H))"
= (i Q<)(¢®i)(@(4) U CxQM’'QM)" U Cres®-L(H))"
= (Q)W*()QM U CrenQ-L(H))” d’apreés I1.14.
= (Q)NW*(@)QR-L(H)).

Et donc, d’aprés I1.6. (i):



PropuUIT CROISE D’'UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN 221

W) = W NLEKQH)QM
= ([ QN W*(@)Q-L(H)N L(K)QM QL (H))
= ([(Q)(W* ()N LK)QM)RX-L(H))
= (i Q) W*(@)*QL(H))  grice a IL6.().

Donc, comme 7 vérifie (B), on a:

( @NW* @) @L(H)) = r(@(4) U Cx@-L(H))")
= (@) (@®i)(a(4) U CxQ-L(H))”

d’ou:
WH)"QL(H) = (a@i)a(A)UCxQL(H)) (%)
C (eQiI)NAQL(H))
= a(A)QR-L(H)
ainsi:

W (a)* Ca(d), d’ou (ii), d’apres [4], IL.6.
La relation (k) s’écrit alors:

A(AD)Q-L(H) = (a@i)(a(4) U C®@-L(H))"
comme a®i est injectif, on en déduit (i).

Supposons « implémentée par un lf(K)-cocycle U; d’aprés (i) Paction
o’ de K= sur A’ implémentée par U* vérifie (4); a est donc saturée (I1.13).

Supposons a quelconque; il résulte de [4], 1.13. que la restriction de
(@®i) & a(A) est une action implémentée et donc saturée. On a donc:

(@@i)(a(4)) = {xEA(DHRM; (2QiQi)(x) = (i QiQI)(x)}
= {(@®i)(»); yEAQM, (a®QiQi)(aQi)(¥) = ( QiR )(e®i)(»)}
= {(@®i)(1); yEARM, (a®iR®i)(a®i)(y) = (¢®i ®i)i RT)(»)}
= {(@®i)y; yEAQM, (a®i)(y) = (iQT)(»)}

d’on (iii). Gréce a (iii) on obtient alors immédiatement (ii) en utilisant II.13.

Théoréme IV.3 (Bidualité): Toute action a est telle que:
(i) ( Q<) a®i) est une action de K sur AQL(H)

(i) 1QoW*s est un (i Q<) (aQi)-cocycle

(i) T~ RN aRi)}O(aQi), v, 1QcW*0s)

(pour les définitions de © et v, voir lemme II.15).
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Démonstration: Cela résulte de [4], I1.8 et IV.2 ().
Ce résultat généralise [20], 4.5, [13] th 2 et 3, [14], 7.1.

Lemme IV.4: La restriction de O(a®i) a W*(a) est égale a &.

Démonstration: On a: O(a@i)a(x) = a(x)R1 pour x dans 4
et O(1R1Qy) =1QI"(y) pour y dans M’

(voir le calcul fait en [4], T11.1).
I résulte donc de [4], I1.6. (ii) que:

B(a®i)(a(x)) = a(a(x)) (vx€4)
0@®i)(1Qy) =e(1Qy)  (VyEM’)

d’oul le résultat, en appliquant [4], IL.1.
Proposition IV.5: L’action B de K sur AQ_L(H) définie par
B~ @<)a®i) (I, i, 1QaW*a)
vérifie: (1) a@=p (0(a®i), v)
(i) (AQLH) =W*(a).

Démonstration: La définition de B provient de IV.3. (i) et (ii) et de [4],

I.8.
La relation (i) résulte de IV.3. (iii) en utilisant les formules de composi-

tion des équivalences ([4], I.11. 1 et 2).

11 résulte de I1.16 que:

(AR L(H))f= {x€4QL(H); O(aQi)(x)EIW*(@)® "}, or en appliquant
V.2. (ii) & &, on obtient YW*(@)"~~ =a&(W*(a)), d’ou (ii), grace a IV.4.

Corollaire IV.6: On suppose a implémentée par un lf(x)-cocycle U.

Alors:
W) = AQLH)NU(LK)QM)U* .

Démonstration: On a:

W) = (AQ-L(H))? d’aprés 1V.5. (ii)
= {x€4QL(H); (®<)(e®i)(x)=(1Qs Wo)(xR1)(1Qc W *a)}
d’aprés I1.16.

d’ott le résultat, grace a IL.11.
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Théoréme IV.7 (Commutation): On suppose o implémentée par un

lg(K)-cocycle U; soit &’ laction de K* sur A’ implémentée par U*. Alors:

W) = UW*)U*,
Démonstration: 11 résulte de IV.6. que:

@) = (4'QCyU U(C,QM)U*)"
et donc:
U*P*(a) U = (¢/(4") U Cx@M)"
= P*(') par définition.

Cela généralise [3], th. 3.14. et [13], th. 5.

Corollaire IV.8: On suppose que a admet une forme canonique (H, 0, 4, U).
Alors (YQH, p®i, UJRJ), 1S QINW*(IJQJI])) est une forme canoni-

que de @.

Démonstration: Comme (A, o, 4, U) est une forme canonique, on a:
U(IQNUIRS)=UU*=1, donc I'opérateur U(J®J) est involutif. Il est
clair que 1®(Jf QINHw(J ®JJ) est un opérateur unitaire de L(H)QHRH.

Soit o la représentation de A4 sur 4 (IIL.5), il est clair que o®i est une
représentation normale fidéle de 9P*(a) sur HRQQH.

On pose F=(0Qi)ap™?; cette action de K sur p(4) est implémentée
par U; on notera g’ 'action de K° sur o(4)’ implémentée par U*.

D’apres [4], I1.4, on a:

WH(B) = (R DW*(a) (%)
Puis:
UIRQN 0@ W )UIRS)
= UIRN(e@)W*()NJ@NHU* d’aprés IILS5. (iv)
= UIQNW*(BIQNHU* daprés (+)

= UIQNU(o(A)RCHU* U C,@M)"(IQNHU*  par définition
— V(RN U(o(ARCHUXIRJS) U Cy@M)" U*

= U(U*(Jo(A)IRCH)U UC,QM)" U* d’aprés IIL5. (iv)
= U(U*(o(4Y QCr)U U C,QM)" U* d’aprés IIL5. (ii)
= UP*(p\U* par définition
= QP*(gY d’aprés IV.6.

= (0Qi)W* ()Y d’aprés ()
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d’ou (i) de IIL.5.
D’autre part, [4], IL.6. (i) énonce que 1QJQINW*(ISRJJ) implé-
mente § sur GP*(B); or, d’aprés [4], IL.8., on a:
f~a(p®i, i)
soit A = (0®i®i)@(e®i)™, d’ou (ii) de IIL.5.
Enfin, on a:

(UIRNRIN1QUIQINWHIIQINUYIRNHRT)
= (UQDNYRIRNIRWH(IQJIQRNNU*R®1)  d’aprés IIL5. (iv)
= (URNIQUIQINWIIRQJIN)U*R1)  dapres [5], 3.1.5. (b)
= 1QUIQINHW(IIRJ])
car UQleL(A)QIMRICy,
et 1QUIRQINWIIRJINEC,QM'Q.L(H)  dapres [5], 2.1.1.

dout (ifi) de IILS.

V. Caractérisation des produits croisés
On utilise les notations du chapitre II.

Lemme V.1: Soit H un espace hilbertien, B une algébre de von Neumann
sur H. On suppose qu’il existe une action f de K’ sur B et un morphisme
normal v de M’ sur B tel que:

(1) =1
By = (Vi) .

Alors Y =Qi)o(JRNWI Qo) est un 13-cocycle qui implémente

une action de K sur B®, qu’on notera 6.

Démonstration: En faisant 4 =C dans [4], 1.13. (i), on voit que
o/ ®j) W ®J)o est un lf(H )-cocycle. Plus précisément, comme cet opéra-
teur appartient & M’®QM ([5], 2.1.5. (b)), c’est un 1% -cocycle. On en déduit
facilement que Y est un 15-cocycle.

Calculons:

(B®i)(Y)
= (BQi)o(f @) W(J®J)0)
= (vQi 1)1 Qi) (o(J QN W @ F)a)
= Qi Qi) (6@ N1 Rs(/ N W @) e @11/ @H)W(J ®J)0))
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d’apreés [17], I1. 6

appliqué & K’ (cf. [17], TIL.14)
= (®i Q)R ®)i U RN WI N1 QS RN W(I®J)o)
= (Vi QRN RN RN RNRN)1®s(f @NW(F R J)0)
= (i Q)(»Q)e(JRNW(I @/)e @I N W @)
=(QNYRNURURNWIRD)  (*)

Soit x dans Bf.. On a:

(®)BRNY(xR1)Y*)
= (QN(BRQINY)(xQ1RN(BRINY™*))
=Y RNUKURNWJIRN)xRLIQN1QURJI)WHJQIN(Y*RQ1)
d’aprés (k)
= (YxQRHY*RI1.

Ainsi Y(x®1)Y* appartient & (BQRQM)(®IE)=BEQ M, d’aprés I1.17, d’ou
le résultat.

Théoréme V.2: Soit B une algébre de von Neumann. Les propositions
suivantes sont équivalentes:

(i) il existe une action B de K’ sur B et un morphisme normal v de M’
dans B tel que v(1)=1 et fv=(vQi)I"

(ii) il existe une algébre de von Neumann C, une action r de K soit C
telle que B soit isomorphe a W*(r).

(Ceci généralise [12], th. 1, [13], th. 1 et [14], th. 8.3.).

Démonstration: Supposons (ii), notons ¢ "isomorphisme de B sur TY*(r).
Il est clair que A=(3"'®i)7¢ et v défini par ¥(x)=¢"(1Qx) (pour x dans
M) vérifient (i).

Réciproquement, supposons (i) et reprenons les notations de V.I..
Notons ¥ le morphisme normal injectif (Ad Y)of de B dans BQRQ_L(H). On
a, par définition:

P*(8) = (3(B*) U C,QM")"
— ((Ad Y)(B*QCp) U CxQM")"
= (Ad Y)(BF®Cjy U(Ad Y*)(C,QM")"

A
Or, pour x dans M’, on a:
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(Ad Y*)(1Qx) = (vQi)(Ad(c(J Q) W*(J @J)0))(1Qx))
= Ri)I(x))  daprés [5], 2.2.5. (a) appliqué 2
K’ (cf. [17], VIL10).
= fv(x) par hypothése.
11 en résulte que:

PW(0) = (Ad Y)(BPQCy U pUM"))"
= (Ad Y)oB(BFUv(M"))"
= ¥(BFUwu(M")"
C¥B) (%)

Soit y dans B. On a:

(I QNBRINF(»)
= (Ad(( Q)(ARQINYNN(((E R<)ARiINB(»))
= Ad(YQDAI(1QU )W Q)N Q<)L QiNA(»))
d’aprés 1’égalité (x) de V.1.
= Ad(Y @ 1)(i Q<)Ad(1Q0(J @)W @J)o)(i®RT")B())
=Ad(YRD(A(»R) d’aprés [4] 1.5. (iii) appliquée a K’
(cf. [17], VII.10)
=7()®1.
Donc ¥ (y) appartient & (BRL(H))®@)E®)=BEQ _[(H) d’apres I1.17.
D’autre part, comme A(y) appartient 3 L(J)@M’ on obtient:

7(y)E(BFQ-LH)) N(Ad YNL(H)QM')
= GP*(9) d’aprés IV.6.

donc ¥(B)=9*(9). ()
1l en résulte que C=BF et r=2¢ satisfont (i).

Proposition V.3: On suppose vérifiées les conditions équivalentes de V.2..

En notant ¢ lisomorphisme de B sur W*(r), on a:

@ 7=~p(s, 1)

() ovX=10x (¥VxM’)

De plus toute action r vérifiant (i) et (ii) est unique a équivalence forte
pres.

Démonstration: Soit y dans B. On a, en reprenant les notations de V.2.
et en notant encore ¥ l'isomorphisme de B sur 9)*(0) obtenu a partir de 7':
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S(Z(») = 8(Ad Y)A(»)
= Ad(1QUJQJNW*(JJQJI)Ad(YR1)(A(y)®1)
d’apres [4], 11.6 (i)
= Ad(YQDAA(1QUI QJNW*JJQJI)(A(»)R1)

car d’aprés [5], 2.1.5. (b), 1QUJQJI)W*(JIRJJ) appartient & C, @M’ Q M’
et Y®1 appartient a BQMQCY,.
D’autre part, d’aprés [4], L5. (ii) appliqué & K’ (cf. [17], VIL.10), on a:

Ad(IRWI RINW*IIQIN)NB(N)®1) = (RI)A(»)
= (AQi)A(»)

donc:

S (y) = Ad(Y ®D(AR)(B(»))
= #Ri)A(»),  doul().

Soit x dans M’. On a:

Ty(x) = (Ad Y)Av(x)
= (Ad V)(v®)I"(x)
= (vQi)(Ad (o(J @)W QJ)o)I(x))
= (Ri)(1®x)  daprés [5], 2.2.5. (b) appliqué K
(cf. [17], VIL10)
=1Qx, d’ou (ii).

Soit (C, r, ¢) vérifiant (i) et (ii). D’aprés II.16., il résulte de (i) que:
7(C) = W*(r) = ¢(BP)

Donc ¢ lor réalise un isomorphisme de C sur Bf. De plus, pour y
dans C, on a:

(PRi)Pr(y) = (PRi)Ad V)@ '7(»)R1)
= (Ad(¢vQi)(e(J Q) W(J QJ)a))(r(»)R1)
= (Ad(1Qo(J QNI R)o))(r(»)®1)  dapres (i)
=0QI)(r(») d’aprés [4], 1.5. (ii).
= (r®)r(»)
Ainsi:

807 (y) = (27 r@i)(r(»))
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soit:

o= p(@7 'y, ©) d’ou le résultat.

Proposition V.4: Avec les hypothéses et notations de V.1.. On a.:

@) B=(B*UuM")"’

(i) Il existe un isomorphisme E de W*(p) sur BPQL(H) tel que l'on
ait B~(i®<)(ORi) (8, v, 1QaW*a). (Ceci généralise [14], th. 8.2. et 8.4.).

Démonstration: L’assertion (i) résulte des égalités (%) et (k) de V.2,
car ¥ est injective.
D’aprés V.3. (i), il résulte de [4], I1.8. que:
0" ~pT ®i, i)
Comme, d’aprés IV.3. il existe un isomorphisme 5’ tel que
0™~ ~(i R<)(ORi) 2, v, 1QaW*a) (ii) résulte
de [4], 1.1.2..

VI. Poids dual sur le produit croise
On utilisera les notations du chapitre II.

Définition VL1: Soit v dans P(4). On pose ¥ =vroa 'oTy; comme
d’aprés 11.4 (ii) et IV.2 (ii), T3 est un poids opératoriel normal, semi-fini et
fidéle de GW*(e) sur W*(@)*=a(4), v appartient 3 P(9P*(a)). On dira que
+ est le poids dual de .

Cette définition généralise [20], 4.3 et [6].

Proposition VL.2: Tout poids dual est 47 '-relativement invariant par
rapport a &.

Démonstration: Comme ’action & est intégrable, cela résulte de II1.4.

Lemme VL3: Soient v, et r, deux poids sur A 47 -relativement invariants
par rapport a a. Alors le poids 2 construit sur AQF, a partir de yr, et
comme en [2], 1.2.2. est 47 -relativement invariant par rapport a (i ®@<)(a®i).

Démonstration: Soit o dans Mi. Le poids sur 4 Q@ M Q F, construit
comme en [2], 1.2.2. & partir de v,Qo et ¥,Qo est, d’aprés [11], p.5, égal a
(2R )i ®<).



PropuIT CROISE D’'UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN 229

Soient alors x;; (i, j=1,2) dans 4 tels que I’élément ] x;;®e;; de
Y]
AQF, soit positif. L’élément 2 a(x; )®e; ; est positif et I'on a:
o

2Qw)I®< )(2 a(x;, )®e;,;) = ((1Q ) (@(x1,1))+(¥Q @)(e(x;,2)

= (’Wl(xl,ﬂ“l'Wz(xz,z)KA o)
d’aprés II1.1 (i)

= .Q(g x; ;e K471, o>
autrement dit
BRI Q)(eQi)(x)=2(x)47  (VxE(AURQF)T)

d’ou (i) de IIL.1.
Soient x; ; et y;; (7, j=1, 2) dans A tels que

X =31x%,@e,; et y=21y,@e,
appartiennent a Ry, soit x; ; et y, ; appartiennent & N,,. On a:
(@I @)(@®N)(x) = 2 71 ®e, @I @) @@ x:,1®e;.,)
=0®<) 2, (VE1®18e; p)(alx; ) e ;)
—(®9) 3 (G}1®Da, ),
De méme:
(Q)(eQi)(yH(xQ1) = (i ®C)’_§ a(yE)(x; ,@)Qe; ;.
Ainsi, pour & dans D(4¥%) ( (44, on obtient:

(@@ ®)@@)OFO)
= 2 @)y, O1)

= 3V (W @wi-viagor)(F ;@ Dalx; ;) daprés IILI (ii)
= (2R -1sgor)(Y*Q (I Q<) a®i)(x))
d’ol (ii) de IILLI.

Proposition VI.4: Soient v et v, deux poids sur A A4 '-relativement
invariants par rapport a a. Alors, le cocycle (Dyr,: Dyry), (cf. [2] 1.2.2)
appartient a A® pour tout t de R.

Démeonstration: Reprenons les notations de VI.3. On a:
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(I Q<) aQi)(Dyr: D‘ﬁ'z)t@ez,l)

= ((Q<)(a®i)(c?(1®ey1) d’aprés [2], 1.2.2

= (0?QRNI Q) Ri)(1Re, ;) d’aprés V1.3 et II1.13 (iii)
= (0%®i)(1®ez,1®1)

= (Dyr: DY), Qe; Q1 d’apres [2], 1,2.2.

Ainsi (Dyry: Dyrp);®e,, appartient & (AQF,)®2@®) — A*QF, d’aprés
11.17, d’ou le résultat.

Théoréme VI.5: L’application y—>r définie en V1.1 est une bijection de
P(A) sur I'ensemble des poids sur GY*(a) 47 -relativement invariants par rapport
aa.

Démonstration: Soient ¥’ un poids sur 99*(e) 4™ -relativement invariant

par rapport & & et y dans P(4). Il résulte de V1.2, de VI.4 et de IV.2. (ii)
que

(DY': DY), EWHa)* = a(4) .
D’autre part d’aprés [9], 4.7 on a, pour tout x de 4:
o¥(a(x)) = o7 (a(x)
= (o¥(x)) -
Donc, comme (Dy' : D), est un a:‘”-cocycle, on obtient que e }((Dy': Dyr),)

est un o¥-cocycle. Dans ces conditions, le théoréme 1.2.4 de [2] donne Pexist-
ence de ¥, dans P(4) tel que (Dyr,: DY), —=a Y(D¥': Dyr),). Soit aussi:

(DY': DY), = (DY, DY)y)
= (Dyrioa™': Dyroa™),
= (Dy: DY),  daprés [9], 4.7.

ce qui implique ([2], th. 1.3.4.)
¥ = '351
ce qui, compte tenu de V1.2, achéve la démonstration.

Cas particulier VI.6: Soit G un groupe localement compact.

(i) Soit £ une action continue de G sur 4. D’aprés [4], I1.2 (i), le
produit croisé au sens de [20], 3.3., noté R(4, B) est égal a GP*(B%). Une
théorie du poids dual sur R(4, F) est développée dans [3], [10], [16] et [20];
une nouvelle construction en est donnée dans [6]. Celle ci est en fait un cas
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particulier de la définition VI.1.

11 en résulte que I’application ¥»—>v» une bijection de P(4) sur I’ensemble
des poids sur R(4, ) invariants par rapport & F¢. (Ce résultat a été obtenu
indépendamment dans [19], III.12).

(ii) Soit @ une action de KS(G) sur 4. D’apres [4], 1.3 (ii), il existe une
action continue 7 de G sur 9*(a) telle que r*=a. Il en résulte que I’applica-
tion Y—v est une bijection de P(4) sur I'ensemble des poids sur G*()
relativement invariants par rapport & r, de module 43'.

Ainsi, dans le cas oll G n’est pas unimodulaire, cette derniére affirmation
fait apparaitre que le théoréme II1.2.1 de [19] est erronné. En effet, alors
le poids opératoriel Q. (notation de [19]) n’est pas invariant, mais relative-
ment invariant.
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