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Produit Croise d'une Algebre de
von Neumann par Une Algebre de Kac, II

par

Michel ENOCK* et Jean-Marie SCHWARTZ*

Introdiiction

La construction du produit croise d'une algebre de von Neumann par un
groupe continu d'automorphismes est a Forigine des resultats recents [2], [20])
dans Fetude de la structure des facteurs.

Soit G un groupe localement compact. M. Landstad a remarque dans
[12] l'interet des proprietes d'algebre de Hopf-von Neumann de L°°(G) et <3tt(G)
(respectivement algebre des fonctions mesurables essentiellement bornees sur
G et algebre de la representation reguliere gauche de G) pour traiter la con-
struction des produits croises. La construction qu'il utilise s'interprete en
fait comme une "action" de JM(G) (considere comme substitut - dans le cas
non-abelien - du groupe dual de G) sur une algebre de von Neumann.

Les algebres de Kac ([5], [17]) dont L°°(G) et <3M(G) sont des cas particuliers
duaux l'un de Fautre, apparaissent alors comme devant fournir un cadre bien
adapte ä une generalisation de la notion de produit croise. Celle-ci contenant
a la fois la construction du produit croise par un groupe [20], et par un "dual
de groupe" [13], [14].

Une premiere partie de ce travail a dejä ete faite [4], mais eile ne fournit pas
tous les resultats dont on pouvait esperer la generalisation, notamment en ce
qui concerne la dualite. Les obstacles techniques etant desormais leves, nous
donnons ci-apres une theorie plus complete, qui permet de generaliser au cas
des algebres de Kac le theoreme de dualite de M. Takesaki [20], le theoreme
de commutation de T. Digernes [3] et la caracterisation des produits croises,
due ä M. Landstad [12].
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Dans le cas particulier des "duaux de groupe" (c'est-ä-dire, dans notre
terminologie, des algebres de Kac symetriques) ces resultats ont ete demon-
tres independamment dans [13], [14], [19].

Nous avons pu egalement amorcer une theorie du poids dual sur le pro-
duit croise d'une algebre de von Neumann par une algebre de Kac qui etend
partiellement les resultats de [20], [3], [16] et [10], et fait apparaitre en particulier
Pinteret de la notion "d'invariance relative" d'un poids par rapport a une
action, qui caracterise les poids duaux.

Tous ces resultats ont ete annonces dans [7]. Ils ont ete exposes par le
premier co-auteur aux eongres internationaux de Marseille (Juin 1977) et
Leipzig (Septembre 1977). La mise au point definitive de la redaction a ete
volontairement retardee pour pouvoir se referer ä la deuxieme edition de [17].

Prolegomenes

(Pl) Soit A une algebre de von Neumann opferant sur un espace hilbertien K.
On notera P(Ä) Fensemble des poids normaux, semi-finis, fideles sur A.
Certaines des constructions concernant ceux-ci se generalisent aux poids non
fideles; il suffit de remarquer que si W est un poids normal semi-fini sur A
et P son support ([1], p. 95), la restriction de W ä Falgebre reduite AP, que
l'on notera WP, appartient ä P(AP).

Reciproquement, soient P un projecteur de A et W un element de P(Ap),
Fapplication definie pour tout x de A+ par

Wp(x) = W(xP)

oü xp designe la restriction de Px ä PK, est un poids normal semi-fini sur A,
de support P.

On a clairement (WP}P=W pour tout poids normal semi-fini sur A, de
support P, et (WP)P=¥ pour tout W de P(Ap).

(P2) Soient h un Operateur autoadjoint positif, affilie au centre de A, W un
poids normal semi-fini sur A de support P. Notons hp la restriction de Ph

äPK. Onpose: ¥(h.) = (WP(hP.))p

oü ¥P(hP.) a ete defini en [15], Section 4.Cette definition coincide avec celle
donnee en [15], Section 4, oü, Fhypothese de fidelite qui ne joue en fait

aucun röle peut etre supprimee.
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Remarquons que pour <? dans le domaine de A1/2, on a

oü o)% est la forme vectorielle associee ä S,

On peut demontier, comme en [15], Section 4.3 que si A et k sont deux
Operateurs autoadjoints positifs affilies au centre de Ä, si W designe le poids
W (h.), on a&'(k.)=ty(hk.), oü hk designe la fermeture de F Operateur hk. En
particulier, si h est non singulier, on a ^==^'(h~1.}.

(P3) Soit (Af)i-e/ une famille d'elements positifs du centre de A, teile que
hi /h au sens de [15], 4.1. Alors, en conservant les notations precedentes, si
x appartient ä 9JIT, Af-Jt appartient ä 9Jl¥ pour tout i de /, et lim W(hix)=W(x).

En particulier, pour tout e, reel positif, on posera A^ACl+eA)"1, (AE)e>0 est
alors une famille d'elements positifs du centre de A teile que hz/h (voir
[15], 4.1).

(P4) Soit W { un poids normal semi-fini sur une algebre de von Neumann
Ah de support Pi (1 = 1, 2). On pose:

oüle produit tensoriel Wl ®W2 a ete defini en [2], 1.1.2.
P! P2

Soit alors Af- un Operateur autoadjoint positif affilie au centre de Ai

(i=l9 2). On a clairement:

oü Ai®A2 designe la fermeture du produit tensoriel algebrique des applications
lineaires Ax et A2, (en particulier, pour tout t de R on a (h1®h2)

it=h[t®h2t).

En effet, si ^j et ^2 sont fideles, cela resulte de [2], 1.2.3. (b) et [11] 1.3.2.,
et la transcription au cas non fidele se fait sans difficulte.

(P5) On notera ext+^4 Fextension positive de A, definie et notee Ä+ dans [9],
dont on utilisera toutes les autres notations. En particulier, si W est un
poids normal sur A, on notera encore W son extension canonique ä ext+^4
([9], Prop. 1.10).

L PreMminaires eoncernant les algebres de Kac

Dans tout ce chapitre, K=(M, T, «, <p) designe une algebre de Kac (voir
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[5], Def. 1.3.1 et [17], Th. III. 34.) On utilise les notations de [5] et [17]. En
particulier W designe F Operateur (unitaire) fondamental associe ä K et H
Fespace hilbertien Hv (voir le formulaire de [5], 4.3.9.).

D'autre part, A designera une algebre de von Neumann, W un element
de P(Ä) (voir (Pl)). On notera indifKremment i Fidentite de A et de M.

Lemma 1.1. W(l ®Ä)W* = A® A .

Demonstration: Cela resulte de [17], III. 38 (ii) applique ä K^9 car on a
W=oW*o, d'apres [5], 4.1.4. (a).

Corollalre L2: Soft e un reelpositif. On a:
(i)

(ii)
(iü)

avec les notations introduites en (P3).

Demonstration : On a :

d'apres 1.1.

d'oü:

puis, comme d'apres [5], 2.2.5.(6), on a

on trouve:

= (4®A)(l®l+£(A®A))-1 d'apes 1.1. et ce qui precede

d'oü (i), les deux membres etant bornes. Les demonstrations de (ii) et (iii)
sont identiques.

Proposition 1.3: Pour tont x de M+, ona:

Demonstration: Soit CD dans AfJ. On pose o>' =o>(A~l.) (voir (P2)).
Gräce ä (P2), (P4) et [5], 4.2.1. on a alors:
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Donc, pour tout x de M+, on a, d'apres (P3):

(9®a>)(r(x)) = lim (9o*®o>')(0<?® J)gr(;c))
e-*0

= lim (90Ä®G)')(^(^)) d'apres I.2.(i).
e->o

Or5 Paxiome (NKiii) de [17], th.III.34, applique a Falgebre de Kac refle-
chie K* (cf [17], Prop VII.6.), donne, pour tout y de M+:

Ainsi, on obtient:

(9>®G>)(r(x)) - lim 9o
s-^o

- ^(^ü)^-1) d'apres [5], 4.2.1.

d'oü le resultat, par definition de ext +M.

CoroMaire 1.4: Soient x dans (A®M)+ et S dans ä)(^~1/2). On a:

Demonstration: Soient xl dans A+, x2 dans M+. On a

d'apres

1.4 et [17], 0.4.

Considerons sur ^4® M les deux poids <Z> et W definis par

¥(x) =

Le poids (25 est normal, semi-fmi et fidele et a*=ö$®a<p
t pour tout t de

Le poids W est normal et semi-fini (d'apres le calcul precedent). De plus:

WC*)) ^ (^®9®®e)((i®/1X^®^)W)
W) d'apres [5], 4.2.5 (a)

En appliquant par exemple [5]? lemme 4.1.1., on en deduit @ = ¥.

Lemme L5: En notant indiffsremment c l'isomorphisme de M® A sur
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A® M definipar c (x® y)=y®x, ou son inverse, les morphismes suivants, definis

sur M®A: (c®/) (i®c) (T1®/) et (/®r)c sont egaux.

Demonstration : Soient a et b dans M et c dans 4. On a:

par linearite et continuite, on en dSduit

(c®/)(/®c)(r(a)®c) — c®F(a)

ou encore (c®/) (i®c) (r®/) (a®c)=(i®r)c(a®c) d'oü le resultat par

linearite et continuite.

Lemmel.6: Soit x dans (M®Ä)+. On a:

(i®<P®i)((r®i)(x)) = l ®(9® /)(*)•

Demonstratioes Cela resulte de l'axiome (NKiii) de [17], th.III.34. et

de la definition des produits tensoriels de poids operatoriels, normaux, semi-

finis, fideles ([9], 5.6).

Lemme 1.7: Soient x dans 3^, a dans 8^®,-. ^/or^, (r®/) (a) (x® l® 1)

appartient a ^®?9|-, ^^ /?öwr towf «Ö & ^4J, 0« a:

Demonstration: Soient ax dans 9iv, a2 dans ^4. On a:

Gräce a l'axiome (Kiii) de [5], 1.3.1., on en deduit que

De plus, d'apres [5]. Proposition 2.1.1., on a:

= W(A(p(x)®A(p(al))®AQ(a2} . ( * )

Si a2 appartient ä Sft,/,, on montre de meme que (r®/)(a1®a2)(A:®l®l)

appartient ä 9^®^ et que

Considerons alors sur M® A les deux poids 0 et F definis par:
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pour b dans (M®A)+.
Le poids 0 est normal, semi-fini, fidele; le poids W est normal et semi-

fini d'apres ce qui precede. Comme en 1.4 on montre que W est Invariant
par af, puls, en utilisant ce qui precede que ®=W.

On en deduit alors que le poids operatoriel normal de M® A sur A defini
par b^(<p®<p®i)((x*®l®l)(r®i)(b)(x®l®l)) est semi-fini et fidele ([9],
lemme 2.6.) et qu'il est egal au poids operatoriel semi-fini et fidele defini par
b^><p(x<p*x)(<p®i)(b) ([9], lemme 4.8.).

II en resulte que:

Apres Polarisation, on en deduit l'existence d'une isometrie de
qui envoie ^®0>®Q(x®a) sur ^®ff®Q((/1®zXa)(x®l®l)).

II resulte de (*) que cette isometrie coi'ncide avec W®1 sur les elements

de la forme ^v®ff®Q(x®a1®a2); donc, par linearite et continuite, eile est egale
ä W® l, et le lemme en resulte.

Lemme L8: Soient x,y dans 9^®,-, o) dans M* et 6 dans A%. On a:

(i) (co

(ii) (
(// rseulte du lemme 1.6. ^w^ fe premiersme mbres de ces egalites ont un sens),

Demonstration: Soit £ dans 9l. On a:

d'apres [17], 11.11.

d'apres 1.7.

d'apres 1.7.

II resulte du lemme 1.6. que (r®i)(y*)(l®x) appartient ä 9Jif®,,®0, cette
egalite peut donc s'ecrire:

d'oü (i), par continuite et densite des o)% dans Af J. De plus on a:
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= (&®<P®S)((r®i)(x*)(l®y)Y d'apres (i)

- (<»®9®o}((i®y*)(r®i}(x)) , d'oü (ü).

Proposition 1.9: Soient x, y dam 9^®,-. On a

(II r6sulte de 1.6. que les deux termes ont un sens).

Demonstration: Soient o> dans M% et 6 dans A*. On a:

d'apres 1.8. (i).

/X»0®l, *®

d'apres [7], lemme 1.13.

d'apres 1.8. (ii)

d'oü le resultat.

Corollaire 1.10: Soient x et y dans Sß/®^*. Alors, les deux expressions

(i®9*K®i)((i®r)(y)*(x®\)) et (i®K)(i®<pojc®i)((y*®l)(i®r)(x)) ont un

sens et sont egales.

Demonstration: Appliquons la proposition 1.9. a Falgebre de Kac reflechie

K* ([17], Prop. VII.6.). On trouve, pour a, b dans ^0/c®,-:

En appliquant c aux deux membres, on obtient:

soit,

d'oü, gräce au lemme 1.5:
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Rappel 1.11: II resulte de [5], 2.2 A L, 3.1.5.(a) et 1.2.2.1. que? pour
tous <f, 37, dans H9 on a Q}^^OK=Q)}J^

Lemine 1.12: Soit £ dans £)(~l/*). On a o)^-i/^oK

Demonstration: On a: cyj-i/4go/e = G>££-I/*£ d'apres 1.11

.) voir(P2)

.) d'apres 1. 1 1 .

Corollalre 1.13: Soient x et y dans
/e5 deux expressions (^®9®cy^iAg)((z

((y*®l)(l®r)(x)) ont un sens et sont Qgales.

Demonstration: Soit z dans (A®M)+. Gräce au corollake 1.4, on a:

Donc, (i®r)(z) appartient ä 3^®?J®CÖA . De meme, gräce au corollaire 1.4
^1/4 s

et au lemme 1.12, on a:

et (i®r)(z) appartient ä 9^®?®«A_1/4 OA;. Ces deux expressions de l'enonce

ont donc un sens.
De plus d'apres [5], 4.2.1., (P2) et (P4), on a:

et, d'apres le lemme 1.12:

^®9®Q)^-l/460/C

Par ailleurs, gräce ä 1.2. (ii), on a:

Donc, gräce ä (P3), on trouve:
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® IX'

= lim
e->o

= lim
S-j.0

d'apres le corollaire 1.10, car (l ® (^1/2)e)jt et (l®(^1/2)s)j appartiennent ä

9ty®poK.

ce qui provient des resultats enonces ci-dessus.

Corolaire L14: Soient x et y dam ̂  f dam <D(fa*)r\3)(J~1/4). On a:

Demonstration- II suffit d'appliquer le corollaire precedent ä un poids

fini et ä des elements de la forme 1®# et \®y.

Lemme 1.15: Soit x dans A®~C(H). Les deux propositions suivantes sont

äquivalentes:

(i)

(ii)

Demonstration: Le fait que (i) entraine (ii), resulte de [5], 2.1.1.. Reci-

proquement, supposons (ii). Soit a dans M. On a:

(x®l)(l®r(a)) - (x®l)(l® W)(l®l®a)(l®W*) d'apres [5], 2.2.5 (a)

= (l ® W)(x® a)(l (g) PF*) par hypothese

= (l ® »0(1 ® l ® a)(l ® W*)(x® 1) par hypohese

donc, (x®l) commute ä C®F(M\ comme il commute ä C®C®M, il com-

mute ä C®(r(M)\}C®M)"=C®M®M (d'apres [4], III.4 appHque ä JTO,
d'oü (i).

Lemme 1.16: Soient x dans 9^, j do«j 9^ n ^0/c. L'element

apartient ä

Demonstration: On a:
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d'apres [5], 2.2.1.

- W(l®(A-^\}(A(p(x)®A(p(y}} d'apres I.2.(ii) et [5], 2.2.5. (a)

-^\A(p( yj) .

II en resulte que:

d'apres [5], 4.2.1., d'oü le resultat.

II. Preliminaires eoncernant les produits eroises

On conserve dans ce chapitre les notations du chapitre precedent. De

plus, A sera supposee realisee dans un espace Mlbertien K. D'autre part, a

designera une action a droite de K sur A, au sens de [4], 1.1.

On utilisera la terminologie et les notations de [4]. Toutefois, nous n'uti-

liserons que des actions ä droite, que nous appellerons simplement "action."

(Rappeions qu'une action ä gauche de K est une action ä droite de JT?).

Enfin, a{ designera une action de Falgebre de Kac K{ sur Falgebre de von

Neumann Ah realisee dans l'espace hilbertien K{ (/=!, 2).

Definition H.1: On pose: A*={x^A: a(x)=x®l}. On dira que A06

est la sous-algebre des elements invariants par a.

Proposition H.2i L'application T(ä = (i®<p) a est un poids op&ratoriel

normal fidkle de A sur A*.

Demonstration: Soit x dans A+. II est clair que T#x appartient ä

; en notant encore a le prolongement canonique de a ä ext+^4, on a:

= (i®i®<p)(i®r)a(x) d'apres [4], 1.1.

d'apres [17], Th„ IIL34 (N Kiii)

donc Tax appartient ä
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Comme i®<p set un poids operatoriel normal fidele de A® M sur A, la

seule verification non triviale qui reste a effectuer est: soit a dans A*9 on a:

= a*(i ®<p)a(x)a

= a*Ta(x)a

ee qui acheve la demonstration.

Definition Ü.3.: On dira que Faction a est integrable si le poids opera-

toriel Ta drfini en II.2. est semi-fini.
Remarquons que cette notion est stable par equivalence forte ([4], 1.10),

mais pas par equivalence.
Dans le cas oü ß designe une action d'un groupe localement compact G

sur A, F action ß* de KA(G) ([5], 8. L L, [4], 1.3.) sur A sera integrable si et seu-

lement si l'ensemble {x^A+; \ ßs(x)ds&A+} est faiblement dense dans A+.
Je

Proposition n.4: (i) L'action r ([4], exemple suivant 1.1.) est integrable

(ii) L'action duale a ([4], II. 7) est integrable.

Demonstration: (i) Cela resulte trivialement de [17], Th.UI.34 (NKiii)

(ii) Soit a dans M7. Ona:

= (i®?f)(l®r'(a*a)) d'apres [4], II. 56.

- 0V<z)'l d'apres [17] III. 34 appUque a K~' .

Donc, si a appartient a ^, l®a appartient ä $Rrs5 qui est ainsi dense

dans <W*(a).

Definition n.5: On dira que a verifie la propriete (B) si

a(A) = <W*(af .

(L'inclusion a(A)d <W*(af est evidente, cf [4], V. (ii)).

Proposition H.6: (i) On a : <=W*(af = <W*(a) n -C(K)®M

(ii) La propriete (B) est stable par equivalence (cf. [4], L 10).

Demonstration: (i) Ii reulte de [4], II.6(i) que:
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commute ä

= W*(«) r\-C(K)®M, d'apres le lemme 1.15 applique ä K*

(cf [17], VII 10.).
Comme ^%*)C^4®J?(.fir), la deuxieme egalite est evidente.
(ii) Soient al9 az deux actions telles que ai^a2 (^ &, U). II resulte

de[4], II.3. que:

= A,

Or, d'apres (i)3 on a:

D'oü:

1, car

= UW^aJU* H ̂ !®M15 d'apres ce qui precede.

Supposons que at verifie (B). On a:

), d'apres [4], II.3, d'oü (ü).

Proposition n.7? SozY U un l^K^-cocycle. On a:
(i) U* r est un l jp '-cocycle.

(ii) Ä' U implemente une action a de K sur A, U* implemente une action
de Kff sur A'9 que Von notera a' .

Demonstration^ II resulte de [4], 1.6. que:

donc (i®cr)(ü*)=(l/*®l)(l®cj)(l/*®l)(l®a), d'oü (i).
Si Ton suppose U(A®Cff) U*dA®-C(H), on a successivement:

U*(A'®CH}Uc:A'®j;(H) , d'oü (ii).

Definition II.8; (i) On appellera algebre saturee par a Fensemble

Sät a = {xs=A®M; (a®i)(x) = (i®F)(x)}
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(ii) On dira que l'action a est saturee si a(4)=Sat «.
Remarquons qu'on a toujours a(A)dSat a. Cette notion a 6te introduite

en [18].

Lemme n.9: Sott U un l^^-cocycle. On a:
(i) U*(CK®til')U dX(K)®j(f'
(ii) Si Von suppose que U implemente um action a de K sur A, on a

0 A® M .

Demonstration: En appliquant [17], I. 2. ä K~', U vient d'apres [17],
VII. 10.:

On en deduit que:

Or, d'apres [4], 1.5. (ii) on a:

= (U®l)(l®a)(U®l)(l®a) d'apres [4], 1.6.

Donc,

CK®ti'®My d'apres [5], 2.1.1 et 3.1.5.

= -C(K)®M'®M.

II en resulte que:
U*®l)(CK®M'®-C(HMU®l)c:(-£(K)®M'®M U CK®CM®-C(H)}"

= £(K)®&'®JXH) d'oü(i).

Ona:

W*(a) = (a(X)U

= (U(A® cH
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= U(A®CH(J U*(CK®M')U)"U*

C U(A®CH U -C(K)®M')" t/* d'pares (i)

- U(-£(K)®M')U* , dyon la premiere partie de (ii).

a)a = <W*(a) n X(K)®M d'apres II.6. (i)

C U(£(K)®M')U* n X(K)®M d'apres ce qui precede

- U(£(K)®M' t\j;(K)®M)U* car U^X(K}®M

= U(j:(K)®CH)U* d'apres [17]. 1.4.

d'oü (ii)

Lemme BLlCh Soit U un l^K^cocycle qui implemente a, Pour tout x

de A®-C(H), on a

Demonstration: Soient x1 dans A et xz dens X(H). On a:

d'oü le resultat, par linearite et continuite.

Lemme 11.11: Soit U un 1% '-cocycle qui implemente a. On a:

A®X(H) n U(.C(K)®M')U*

Demonstration: II resulte du fait que U est un cocycle et de [4]9 1.5.3
que

(l® W)(l®a)(U®l)(l®a)(l® W*) = (U®l)(l®a)(U®l)(l®a)

d'oü

II resulte alors de L 1 5. applique a K* qu'un element x de A®X(H)

appartient ä U (-C(K)®M') U* si et seulement si jc®l commute ä
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(1®<0(1® 0*)(Z/®l)(l®ej), ou encore si l'on a

et le lemme resulte alors de 11.10.

Proposition n.12: Soit U un l^K^-cocycle qui implemente a. On a

Sät a = A®£(H) fl U(£(K)®CH)U*

= A® M n U(£(K)®CH)U* .

Demonstration: En utilisant [4], 1.5. (iii), le lemme pr6cedent fournit:

Sät a = A®M n U(^(K)®M')U*
= U(U*(A®M)U ft£(K)®M')U*
c U(X(K)®M n -C(K)®M')U* car U ^£(K)®M
= U(£(K)®CH)U* d^apres [171, 1.4 -

d'oü la deuxieme egalite. La premiere provient de ce que

U(£(K)®CH)U*CL X(K)®M .

Proposition 11.13: Soit U un 1K^ '-cocycle qui implemente a. Soit a'

Vaction de K* sur A' definie en 11.7. (n). Les deux proprietes suivantes sont

äquivalentes:

(i) a est saturee

(ii) a' verifie la condition (A) de [4], III.2.

De plus, si (i) ou (ii) est verifiee, a verifie la condition (E) de II. 5.

Demonstration: II resulte de II. 1 2 que (i) equivaut a:

U(A® Cff)U* =

et donc, successivement ä:

U(A'®£(H))U* = (A'®CHU U(CK®-C(H)U*Y

= (V*(A'®Ca)V U CK

ce qui est Penonce de (ii).

D'autre part, il rSsulte de II.9.(ii) et 11.12. que

Donc, si a est saturee, on a fW*(a)ttc:a(A)9 ce qui implique (B).
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Lemme 11.14: On a:

<W*(a)®M = ((a®i)a(A) U CK®Mr®M)ff,

Demonstration: On a:

(a®i)a(Ä)da(Ä)®M

donc,

((a®i)a(A) U CK®M'®MY d(a(A)®M U CK®M'®M)"

Reciproquement,

<B>*(a)® *f - (a(Ä)®CHU CK®M®M)".

Or, pour tout x de A, on a:

d'apres [4], II.5. (ii)

donc:

d'oü:

a(A)®CHc:((a®i)a(A)ö CK®M'®M)" d'apres [5], 2.1.1 et 3.1.5.

Dans ces conditions :

<JP*(a)®M d((a®i)a(Ä) U CK®M'®M)"

ce qui acheve la demonstration.

Lemme 11,15: (i) La restriction de (i®<:)(a®i) ä Valgebre B=

(a(A) U CK®-C(H))" est une action de K sur B. On la notera r-

(ii) l® o W* o est un r-cocycle

(in) a~~~r(®(a®i\ v, l®W*a)
oü o a ete defini en [4], III. l ; v designe l'isomorphisme canonique de K sur

K"5 defini en [17], VII.8.).

(Ce resultat generalise [4], III. 6 et III. 8.)

Demonstration: On a:
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= ((/ ®c)(a®i>C/4) U CK®-C(H)®CHy

Or, pour tout x dans A :

(7) d'apres [4], 1.5. (i)

Donc:

II resulte alors de (#) que :

Comme 0"®c) (a®/) est une action de Ä" sur A®~C(H) ([4], III.6), il en

resulte que sä restriction ä 5 est une action sur B, d'oü (i). II resulte de [5],

2.1.1 que l®afF*aeCj®-£(#)®Af C£®M. Par ailleurs, c'est un (i®c)
(a®/)-cocycle ([4], III. 6). On en deduit donc (ii).

L'applieation O(a®i) est un isomorphisme de B sur *-$*(&).

Dans ces conditions3 les demonstrations de [4], III. 7 et 85 conduisent ä

(iii) en y remplacant A®J?(H) par B (La propriete (^4) n'y intervenait en effet

que pour montrer que O(a®i) est un isomorphisme de A®£(H) sur C3^*(5)).

Lemme 11.16: Soient ^ et a2 deux actions äquivalentes telles que

a2~ai(®, W, U) .

On a, pour tout x de AI :

Demonstration: Pour x dans A19 on a en efFet

Donc a1(A:) = I/*(x®l)ü' equivaut ä a2(fl>(jc))=

d'oü le resultat.

Lemme n.17: Pöwr towte algebre de von Neumann B: on a
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(i) £=(i®c)(a®/) est une action de K sur A® B
(ii)

Demonstration? II est clair que ß(A®B)c:A®B®M. De plus:

- (/®(i®r)c)(a®0 d'apres 1.5.

d'poü(i).

D'autre part, il est clair que A*®Bci(A®B)ß. Reciproquement, soit
x dans (A®Bf. On a ß(x)=x®\9 c3est-ä-dire:

Pour tout Ä dans 5J, on a (i®Q)(x)&A9 puls:

Pour tout j de (^4*)' on a donc

d'oü x(y®Y)=(y®\)x9 et on en deduit x<=A*®B d'oü (ii).

ffl0 Polds relativement invarlants et formes eanoniques

On conserve les notations du chapitre precedent.

Definition ffl.l: On dira qujun poids ^ de P (A) est Ä "^relativement
invariant par rapport a a s'il verifie les conditions suivantes:
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(i)
(ii) (^®G>^46)(a(;v*Xx®^^^

(v*, jsify, vee^1/4) n <S(^-1/4)) .
Remarquons que (i) implique que pour x et y dans 5R^ et £ dans .ä)(J1/4) n

et

xy) d'apres L 12

les deux membres de l'egalite (ii) ont alors un sens.
(le cas echeant, on dira invariant ä la place de 1-relativement invariant).

Proposition m.2: Soient G un groupe localement compact de module

4*, ß une action continue de G surA, -fr dans P(Ä). Les assertions suivantes

sont äquivalentes:

(i) ty est relativement invariant par rapport a ß, de module JG' (voir

[20]. Def 5.1), c*est-b-dire: iroßs=4öl(sW(Vs<=G).

(ii) ^ est 4 ̂ -relativement invariant par rapport a V action ßd de KA(G)

([5]9 8.1.1 rf [4], 1.3).

Demonstration: Comme, dans le cas oü K=KA(G)9 l est Foperateur

modulaire associe au poids de Haar de KA(Gf*=KS(G) ([5], 8.1.4(c))5 c'est ä

dire la multiplication dans L2(G) par la fonction AG ([S]. 8.1.7), Fimplication

(ii)=$>(i) est claire.

Reciproquement, supposons (i); soient/dans L1(Gf)+ et x dans A+. On a:

= *(x) \
JJG G

ce qui s'6crit encore, en considerant L\G) comme le predual de L°°(G):

d'oü, par definition du poids operatoriel ^®^ la condition (i) de III.L

Soit maintenant / dans L2(G) teile que A]ßf et ^ö1/4f appartiennent ä

L2(G). On a alors, pour x et y dans 9fy:
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= tJ

par hypothese d'oü la condition (ii) de III. l .

Proposition HL3: Le poids de Haar <p est A~l-relativement invariant
par rapport a Vaction r.

Demonstration: Cela resulte de 1.3 et 1.14.

Theoreme ffl.4: On suppose a integrable. Soit ^ dans P(A(&). Le poids

"froTa appartient a P(A) et U est A~l-re1ativement invariant par rapport a a.

Demonstration: Par hypothese (II. 3) Ta est normal, semi-fini et fidele,
donc iroTa<=P(A) ([9], Prop. 2.3.).

De plus, pour tout x dans A+ et £ dans <3)(Ä~112), on a:

d'apres 1.4.

Soit x dans 2JlJora}. On sait ([9], lemme 1.4.) qu'il existe un sous-espace
ferme H' de H, et un Operateur autoadjoint positif T sur H', tels que
£)(TY=H' et

s rj

= +00 sinon.

II resulte de ce qui precede que Ä>(71/2) contient ^)(J~1/2) dense dans H,

donc que H'=H.
De plus pour tout £ de <£(Ä~l/2}, on a:

Par l'unicite de la decomposition polaire, il en resulte :
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et donc

T = iroT«(x)J-i

finalement

d'oü la condition (i) de III. l,, par normalite.
Soient x et y dans 5R^orfl} (alors a(x) et a(y) appartiennent a 9^®^) et £

dans ^)(J1/4) n ̂ -1/4). Alors :

«(*)® i))
xW d'apres 1.13.

d'oü la condition (ii) de III. l .

Definition ffl05: On dira que le quadruplet (M, p, S> U), oü Si est im
espace hilbertien, p une representation normale fidele de A sur M, S im
Operateur involutif, isometrique et antilineaire sur M et U un Operateur unitaire
de ~C(M®H) est une forme canonique de a si:

(i) Jp(A)4=p(A)'

(ii) 17 est un l]p ^-eocycle qui implemente l'action (p®i)ap~1 sur p(^4)
(iii) (J®J)U(/®J)=U*.

Remarquons que (iii) signifie qu'ä p pres, t/ implemente a sur ̂ 4.

Exemple m.6: (i) Soit ß une action continue d'un groupe localement

compact G sur A. Le quadruplet (M, p, /, (ws)seG) est une forme canonique
de ßd si:

= P(Ä)'

l'application s-*us est une representation unitaire continue de G sur M teile
que usp(x)u*=p(ßs(x)).

(ii) le quadruplet (H, i, J, o(J®J)W(J®J)o) est une forme canonique
de l'action r.

Dans ce qui suit on suppose que le poids ^ est A~l relativement invariant
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par rapport ä a.
De plus, pour simplifier les notations, on identifie A et ny(A)9 autrement

dit on considere

Lemme HL7: (i) // existe une unique isometrie U^ teile que, pour tous
x de SRj, et v de 3^ fl 5JJ<poK, on ait:

(ii)
(iii) a(a) U^ = U^(a®\).

Demonstration: D'apres [5], 2.3.2.1., A9(y) appartient ä ^)(J~1/2) et
donc gräce ä III. l . (ii), on a:

Donc a(x*x) appartient ä 3JI,/,® : en utüisant [17], 11.11. il vient alors:

Ainsi a(x)(l®y) appartient ä 3^^,®^ et

Comme ^(9^)®^~1/2^(9^,n5RVoK) est dense dans H$®<p, on en deduit
(i) par Polarisation.

Soit c dans Falgebre hilbertienne ä droite 11^ associee au poids V- On
notera ?4(c) le prolongement continu ä H^ de la multiplication ä droite par
£ dans U|. Soit 77 dans U7. On a:

En faisant tendre fortement s'(rc) vers l, on obtient:

Comme AV^K.V n 9l«.=K) est un domaine essentiel pour Ä~l/2 ([5], lemme
3.1.2. (b)) on en deduit:
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Soit alors z dans, M' comme 4~1/2 est affilie au centre de M, z<T appartient
ä 3)(J -1/2) et J-^zC =z/f"- v'<r. D'oü :

= a(*X£®zO d'apres (*)

d'apres

En faisant tendre fortement ^(f) vers l, il vient:

Par linearite et densite, on en deduit :

£7^(1® z) = (l®z)C/^ , d'oü (ii) .

Soit a dans A. On a:

d'oü (iii) par linearite et densite.

Lerame III.8: 5o^ t/^ Visometrie construite en III. 7.
(i) la relation ^(&))=(/®&))(C/*)5 powr cy dans M* definit une application

lineaire continue ß de M* dans ~C(H$).
(ii) pour tous f, r\ dans H^ et C, 0 dans H, on a:

Demonstration : On a :

<|HI, d'oü (i).

La preuve de (ii) est triviale.
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Dans ce qui suit, on considere CÄj, et ß tels qu'ils ont ete definis en III. 7
et III.8.

Lemmem.9: (i) (i®it)
(ii) Pour tout o) de M*9 on a: ß(o>0)=ß(a))*.

Remarquons que pour <? dans H, gräce ä [5], 1.2.2.1 et au rappell.ll, (U)
fournit ß(o>%f=

Demonstration: Soient x et y dans %l<p et <? dans St 0 T 3l o > de sorte que
d'une part <? et /<f appartiennent ä F\<D(ÄS) et5 d'autre part d'apres [5] 3.1.2.,

s(=C

n(£) et TT(/<?) sont definis et appartiennent ä $Ji^n3^oK. On a alors:

d'apres le rappel L 1 1

d'apres 1II.7 (ii) et [5] 4.2.1.

d'apres III.7 (i).

= lim ((l® J1/2)s

lim
S->0

) gräce ä [17], 11.11.

gräce ä (P4)

d'apres le rappel 1.11

d'apres 1.12

d'apres III.l (ii)

- lim

ä [17], 11.11.
8^0

lim ((l®^/2M^(*))®f) l ̂ ^.(«(J)(l®^)(f)))
s^o

lim ((l ®£/2\(Aj,(x)® f) | Efy(/i* (JO® ^~1/20) d'apres III.7. (i)
8->0

d'apres III.7. (ii) et [5] 4.2.1.

d'oü (i), par densite.
Soit o) dans M J. D'apres [5], 1. 2.2.1. , on a:
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d'apres (i)

= (0*® <*>)(£/*))* ear CD est positif

- ß(a>)* .

Oon en deduit (ii) par antilinearite

Lerame 111.10: Soint x dans $1$ et f dans §10 T^o- Alors (i®o)^i/^)(a(x))
appartient a 5JJ ,̂ et A$((i(&&p/*£)(a(x)))=ß(&£)*A$(x).

Demonstration: Supposons que ||J1/4f|| = l; alors i®o)^i!^ est une es-
perance conditionnelle et, d'apres [21]:

d'oü

MO"®^^)W^))W®^A-^«X<^
= ^(^*^:)pA-1/4f||2 d'apres IILl(i).

d'oü, par linearite, la premiere partie du lemme.
Soit y dans SJi^. On a:

)) d'apres [21]

gräce a [17], 0.4.

- lim (^®

gräce a (P2) et (P4)

- lim

gräce ä [17], 11.11.

= lim

= lim

d'apres III.7 (i)

d'apres III.7 (ii)

et [5], 4.2.1.

d'apres III. 8 (ii)
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d'oü le lemme, par linearite et densite.

Lemme IIL11: (i) Pour tout co de M* et t de R, ß(a)) commute a A1^
(A^ est l' Operateur modulaire associe au poids ^).

(ii) Pour tout co de M%, ß(a>) commute a J^ (J^ est l'involution antili-
neaire isometrique associee a ^).

(iii) Pour tout t de R, on a: (^t®l)U^ = Ulp(^t®\)

Demonstration: Soient x dans 3^n9^f et f dans 3l Of §10- H resulte
du lemme precedent que ß(co£)*A^(x) —- A^((i®o)^/t%)(a(x))) appartient a
A^ffi^, n 5JJ*) et donc au domaine de S^ (prolongement ferme de l'application

definie sur A^(^ n ?l$)). De plus :

par suite, comme ^(5% n ^i$) est un domaine essentiel pour S^ :

Le vecteur /<f verifie les memes hypotheses que f ; on en deduit donc (III.9

) . (##)

D'autre part, en transposant (*) il vient:

) et:

d'oü

= 4V(«fi) (vr ̂ Ä,

et (i) en resulte par linearite et continuite (cf. III.8 (ii)).
On a egalement

d'apres ce qui precede

x) d'apres (**)

et (ii) s'en deduit par densite et continuite.
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Soient fj, <f2 dans H$ et TJ, £ dans H. On a:

d'apres III.8 (ii)

d'apres (i)

d'apres III.8 (ii).

d'oü (iii) par linearite, densite et continuite.

Lemmein.l2:

Demonstration: Soient £ dans H et TJ, C dans #,/,. On a:

d'apres III. 8 (ii)

d'apres III. 1 1 (ii)

grace ä III.9 (ii).

d'aprds III.8 (ii)

d'oü le resultat, par Polarisation, linearite et continuite.

Corollaire ffl.13: (i) U$ est unitaire
(ii) a(o)=J7#(a
(iii) a«7?=(o?®i)a

Demonstration: (i) resulte trivialement de III. 12; (ii) de III.7. (iii) et de
(i); et (iii) de III.ll. (iii) et de (ii).

Lemnie III. 14: Soient a dans Sfy®^, y dans 5RV; alors (i

appartient a ^J^®^®^ et:

Demonstration: Soient ai dans 3J^ et a2 dans 9^^. On a:

)
d'apres [5], 2.1.1.

et
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d'apres [5], 2.1.1.

Considerons sur A® M les deux poids normaux definis par

II en clair que 0 est semi-fini et fidele, il resuite de ce qui precede que W
est semi-fini. II resuite de [5] 2.2.5. (c) que W est invariant par a=a*® a9;
comme W est unitaire, le lemme 4.1.1. de [5] (avec E=%l$®%lp) permet de
conclure que d>=¥.

Donc, si a appartient a $Ji^>, (i®r)(a)(l® y®l) appartient a %l$®v®<p
et 1 1 AnwKi ®r)(d)(l ® y® 1))| i = 1 1 A^^(a® y)\\.

Ainsi il existe une isometrie de H$®v®v dans lui-meme qui envoie

^®<P^(a®y) sur >if®pe9((z'®r)(a)(l® J®1)); ü resuite de (*) qu'elle coincide
avec (l® »0(1® a) sur ^9^)®-4^8^)®^(9lr), d'oü le lemme

Lemme 111.15: Soit a dans %^? z dans %l9r\$lVOK. Alors (a
appartient a S^,/,®^®^ et

Demonstration: Soient al9 dans 32^ et a2 dans 57 ,̂. II resuite de III.7
(i) que

Considerons sur ^4®M les deux poids normaux definis par:

0(6)

Comme il resuite de III. 1 3 (iii) que W est invariant par o=a^®o<p et
que A est la derivee de Radon-Nikodym de <p par rapport ä <POK ([5], 4.2.1.) en

utilisant [5] 4.1.1. (avec £=SR^®(9i^nSfi^)). On prouve que ® = ¥
Ainsi-£-on :

et le lemme resuite de III.7 (ü) et [5] 4.2.1.
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Lemme m.16: Soient x dms 319 et £ dans

Alors ((a®/)a(;c)Xl®(«®wX£)) appartient a 9J^8v®^ et

Demonstration: Soient aj et a2 dans iK^nSE»..«- On a
,, d' apres III.7 (i), et il resulte de III. 1 5 que:

d'apres III.7 (i)

Soient 7 dans Slp®v et C dans Sl .̂ On a donc:

On peut choisir aj et a2 de teile sorte que ^^®^(ai®a2) tende vers £ et
a2) tende vers (J-1/2® J~1/2)f (cf. [5] 3.1.2 (b)). On obtient:

)(^

Donc, le vecteur (C/^®l)(l®(T)(^®l)(l®t7)(^(x)®(^-1/2®^-1/2)f) est
borne ä gauche par rapport ä ^®<p®<p et Ton a:

Le lemme resulte alors de III.7 (iii) et [5] 4.2.1.

Lemme m.17:

Demonstration: Soient x dans 9^, y dans 91 ,̂ z dans 9J^n9i^oK. On a
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d'apres III.7 (ii) et [5], 4.2.1.

= (l®W)(l®o)(l®^2®l)(A^(p(a(x)(l®z))®A(p(y)) d'apres 111,1 (i)
= (l® J1/2® J1/2)(l® W)(l®o)(A^(p(a(x)(l®z)}®A(p(y)) d'apres 1.1.

d'apres III. 14

(a(x))(l ®F(z)(y® 1)))

d'apres 1.16

et III. 1 6

d'apres [5] 2. L L

d'oü le resultat.

Theoreme m.18: Le quadruplet (H$, x^, /^? Lfy,) est une forme canonique

de a.

Demonstration: II resulte du lemme precedent que:

(l®^)(l®a)(^®l)(l®a)(l®^*)

Soit, d'apres [4], 1.5 (iii) et III.7 (ii)

Le theoreme resulte alors de III. 12 et III. 13 (i) et (ii).

Corollaire IIL19: On suppose a integrable. Soft i/r' dam P(Ä). Alors

U existe un unitaire U dans ~C(H$')®M tel que (Ä//, n^', J^9 U) soit une

forme canonique de ct.

Demonstration: D'apres III.4, il existe un poids ^ sur A, A~l relative-

ment invariant par rapport ä a. D'apres le theoreme precedent, il existe Efy
tel que (H$, ^, J^9 U$) soit une forme eanonique de a. Soit alors V l'unitaire

Äj,-»JV construit comme en [8], 2.18. Posons 17=(K®l)£fy(K*®l); le
resultat se deduit alors aisement de [8], 2.18.

IV. Proprietes des produits croises

On utilise les notations du chapitre IL
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Lemme IV.l: (i) On suppose que a admet une forme canonique (M, p,
£, U). Alors si a verifie (A), eile verifie (B).

(ii) Toute action duale verifie (B).

Demonstration: On pose ß=(p®i)ap~l. On suppose que a verifie (X),
il resulte alors de [4], III. 10 que ß egalement. Autrement dit:

(ß(p(Ä)) U

soit encore:

(U(p(A)® Cff)U* U CM®X(H)Y =

d'oü, d'apres III. 5. (iv):

et, gräceäIII.5. (ii):

U U

Ainsi, l'action ßr implementee par £/* sur p(A)' (II. 7) verifie (^4); donc
ß verifie (B) (11.13) et a egalement (II.6. (ii)); ce qui acheve la demonstration
de (i).

D'apres [4], III 5., toute action duale verifie (A) et d'apres II.4 est inte-
grable, donc admet une forme canonique (III. 1 9). Ainsi (ii) resulte de (i).

Theoreme IV.2: (i) Toute action verifie (A)
(ii) Toute action verifie (B)

(iii) Toute action est saturee

Demonstration: D'apres le lemme pr6c6dent, l'action biduale a verifie
(B). D'autre part, d'action r introduite en 11.15. (i) est equivalente ä 3 (11.15.
(iii)), eile verifie donc (B) (11.6. (ii)).

Or, par definition:

CK®X(H)Y U CK®H®M'Y

= ((i ®c)((«®i)(«(^)) U CK®H®£(H)Y U CK®H®M'Y

= (i ®c)((a®0(aW)) U CK®M'®-C(H)Y
- (i®^(((a®i)(a(A)) U CK®&'®M)' U CK9a®X(H)Y

= (i ® c)(W*(a)® Af U CK^H®J2(H)Y d'apres 11.14.

Et donc, d'apres II.6. (i):
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= (i ®t)(<W*(a)*®-C(H)) grace ä II.6.(i).

Donc, comme r verifie (B), on a:

i)(a(A) U CK®£(H))"

d'oü:

ainsi :
<JP(a)aCaG4), d'oü (ii), d'apres [4], II.6.
La relation (*) s'ecrit alors:

comme a®i est injectif, on en deduit fi).

Supposons a implementee par un 1^^^-cocycle U: d'apres (i) l'action
G! de K9 sur Ar implementee par C/* verifie (^4); a est donc saturee (11.13).

Supposons a quelconque; il resulte de [4], 1.13. que la restriction de
(a® i) ä a(A) est une action implementee et donc saturee. On a donc:

d'oü (iii). Gräce ä (iii) on obtient alors immediatement (ii) en utilisant 11.13.

Theoreme IV3 (Bidualite): Toute action a est teile que:

(i) (i ® c)(a® i) est une action de K sur A®X(H)
(ii) \®aW*a est un (i®<:)(a®i)-cocycle

(iii) 3~(f®c)(a®0(0(a®0, v, I®<T^*CJ)
definitions de & et v, voir lemme 11.15).
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Demonstration-. Cela resulte de [4], II. 8 et IV.2 (i).
Ce resultat generalise [20], 4.5, [13] th 2 et 3, [14], 7.1.

Lemme IV.4: La restriction de &(a®i) a ^^(a) est egale a ä.

Demonstration: On a: O(a®i)a(x) = a(x)®l pour x dans A

et 9(1 ® l® y) = l®rf(y) pour y dans M'

(voir le calcul fait en [4], III. 1).
II resulte donc de [4], II.6. (ii) que:

9(a®i)(a(x)) = a(a(x))

d'oü le resultat, en appliquant [4], II. l .

Proposition IV, 5 1 L'action ß de K sur A®J?(H) definie par

ß~(i®<;)(a®i) (i, i, l® a W* a)

verifie: (i) a^ß (O(a®i\ v)
(ii)

Demonstration: La definition de ß provient de IV.3. (i) et (ii) et de [4],
1.8.

La relation (i) resulte de IV.3. (iii) en utilisant les formules de composi-
tion des equivalences ([4], 1.11. l et 2).

II resulte de 11.16 que:
(A®£(H}Y= {x^A®£(H)i 0(a®i)(x)^cW\ä)<&-}, or en appliquant

V.2. (ii) ä ä, on obtient ^(af- '=a(cffl*(a)\ d'oü (ii), gräce ä IV.4.

Corollaire IVB6: On suppose a implementee par un 1K^ '-cocycle U.
Alors:

<JP(oO = A®£(H) n U(£(K)®M')U* .

Demonstration: On a:

W*(CL) = (A®-C(H))ß d'apres IV.5. (ii)

d'apres 11.16.

d'oü le resultat, gräce ä 11.11.
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Theoreme IV.7 (Commutatiori): On suppose a implementee par un

^K -cocycle U; soit a1 l'action de K* sur A' implementee par U*. Alors:

Demonstration: II resulte de IV.6. que:

SFW = (A'®CHUU(CK®M)U*Y
et donc:

17*<3P*(cr)'tf - (a'(Ä) U CK®MY

= <=$*(a') par definition.

Cela generalise [3], th. 3.14. et [13], th. 5.

Corollaire IV.8: On suppose que a admet une forme canonique (M, p, £, U).
Alors (M® H, p® i, U(/®J), 1®(JJ®JJ)W*(JJ®JJ)) est une forme canoni-
que de a.

Demonstration i Comme (M, p, $, U) est une forme canonique, on a:
U(3®J)U(3®J) = UU* = \9 donc l'operateur U(g®J) est involutif. II est
clair que 1®(JJ®JJ)W*(JJ®JJ°) est un Operateur unitaire &zJ:(M)®H®H.

Soit p la representation de A sur M (III. 5), ü est clair que p® i est une
representation normale fidele de ^^(a) sur M®H.

On pose ß=(p®i)ap~l\ cette action de K sur p(A) est implementee
par U; on notera ß' l'action de K* sur p(Ä)' implementee par U*.

D'apres [4], II.4, on a:

Puis:

d'apres III.5. (iv)

U(/®J)<W*(ß)(g®J)U* d'apres (*)

^ U CM®&Y(g®f)U* par definition

U U C<x®MyU* d'apres III. 5. (iv)

U(U*(p(Ä)'®Cff)UV CM®MY (7* d'apres III.5. (ii)

U<W*(ß*)U* par definition

W*(/?y d'apres IV.6.

d'apres (*)
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d'oü (i) de III. 5.
D'autre part, [4], IL6. (i) enonce que 1®(JJ®JJ)W*(JJ®JJ) imple-

mente ß sur 9^*0?); or, d'apres [4], II.8., on a:

soit ß =(p®i®i)a(p®i)-\ d'oü (ii) de III. 5.

Enfin, on a:

= (U®l)(ä®J®J)(l®W*)(g®J®J)(U*®\) d'apres III.5. (iv)
= (U®l)(l®(JJ®JJ)W(JJ®JJ))(U*®\) d'apres [5], 3,1.5. (b)
= 1®(JJ®JJ)W(JJ®JJ)

car U®l^X(M)®M®CH

et l®(JJ®JJ)W(JJ®JJ)^Cx®M'®j:(H) d'apres [5], 2.1.1.

d'oü (iii) de III.5.

V. Caracterisation des produits croises

On utilise les notations du chapitre II.

Lemme V.l: Soit M un espace hilbertien, B une algebre de von Neumann
sur M. On suppose qu'il existe une action ß de K' sur B et un morphisrne
normal v de Mr sur B tel que:

Kl) = l
ßv = (v®i)P' .

Alors Y = (v®i)(o(J®J)W(J®J)a) est un \B
K~cocycle qui implemente

une action de K sur Bß, qu'on not er a d.

Demonstration: En faisant M = C dans [4], 1.13. (i)3 on voit que

a(J®J)W(J®J)a est un l^f^-Gocyele. Plus precisement, comme cet Opera-
teur appartient a M'®M ([5], 2.1.5. (b))9 c'est un 1^-cocycle. On en deduit
facilement que Fest un l£-cocycle.

Calculons:
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d'apres [17], II. 6

applique ä K' (cf. [17], HL 14)

- (z®c)((F®l)(l®(J® J)W(J®J))) (*

Soit x dans J5^. On a:

d'apres (V)

Ainsi r(;t®l)F* appartient ä (5®M)^®ri^®l")=^®M, d'apres 11.17, d'oü
le resultat.

Theoreme V.2: Soit B une algebre de von Neumann. Les propositions
suivantes sont äquivalentes :

A A

(i) z7 existe une action ß de Kr sur B et un morphisme normal P de M'
dans B tel que v(l)=l et ßv=(v®i)rf

(ii) ü existe une algebre de von Neumann C, une action r de K soit C

teile que B soit isomorphe a S^^Cr)-
(Ceci generalise [12], th. l, [13], th. l et [14], th. 8.3.).

Demonstration: Supposons (ii), notons <t> risomorphisme de B sur c^*(r)-
II est clair que £=(0~1®/)f0 et v defini par v(x)=^~\l®x) (pour x dans
MO verifient (i).

Reciproquement, supposons (i) et reprenons les notations de V.l..
Notons W le morphisme normal injectif (Ad Y)oß de B dans B(£)J?(H). On
a, par definition:

= ((Ad y)(£ß® C*) u c«
- (Ad 7)0^®^ U (Ad

Or5 pour A: dans M', on a:
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(Ad

) d'apres [5], 2.2.5. (a) applique a

JT' (cf. [i?], vii. 10).
= ßv(x) par hypothese.

II en resulte que:

W@) - (Ad F)(^® C^ U

= (Ad Y

SoitjdansJ?. Ona:

d'apres FegaHte (*) de V.l.

d'apres [4] 1.5. (iii) appliquee ä Ä"7

(cf. [17], VII.10)

Donc F(j) appartient ä (B^^H^^^^B^^H) d'apres 11.17.
D'autre part, comme ^(j) appartient ä J^(^i)0M/ on obtient:

= S^1* )̂ d'apres IV.6.

donc W(B}=(W^(d). (**)
II en resulte que C=5ß et r=^ satisfont (i).

Propositioe Ve3: On suppose verifiees les conditions äquivalentes de V.2..
En notant 0 l'isomorphisme de B sur W*(r)5 on a:
(i) f«)9(*, i)

(ii) 0j<x) = l®jt (VJcejfir7)

D^ /»te row/e ac/io/z r verifiant (i) et (U) est unique a equivalence forte
pres.

Demonstration8. Soit y dans B. On a, en reprenant les notations de V.2.
et en notant encore W l'isomorphisme de B sur W(#) obtenu ä partir de W :
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S(Ad Y)ß(y)

Ad(\®(JJ®JJ)W*(JJ®JJ)}Ad(Y®l)(ß(y)®\)

d'apres [4], II.6 (i)

car d'apres [5], 2.1.5. (b), 1®(JJ®JJ)W*(JJ®JJ) appartient ä C
et y®l appartient ä B®M®CH.

D'autre part, d'apres [4], 1.5. (ii) applique ä K' (cf. [17], VII. 10), on a:

Ad(l®(JJ®JJ)W*(JJ®JJ))(ß(y)®\) = (i

donc:

d'oü (i).
Soit x dans M'. On a :

rv(x) = (Ad Y)ßv(x)

= (Ad F)(v(g)/)/"(x)

= (v® /X(Ad (o(/® /) »T[/®/)ff)X/'/(*))
= (v® 0(1®^) d'apres [5], 2.2.5. (b) applique K'

(cf. [17], VII.10)
= l®jc, d'oü(ii).

Soit (C, r, 0) verifiant (i) et (ii). D'apres 11.16., il resulte de (i) que:

r(C) =

Donc ^''o^- realise un isomorphisme de C sur 5^. De plus, pour y
dans C, on a :

V(j) = («®iXAd
(a(J®J)W(J®J)a))(r(y)®l)

d'apres (ii)

= (i ®n(r(y)) d'apres [4], 1.5. (ii).

= (r®0(r(jO)

Ainsi :
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soit:

df^^(0~1r, 0 d'oü le resultat

Proposition V.4: Avec les hypotheses et notations de V.l.. On a:

(i) B=(Bß\J^A/))//

(ii) // existe un isomorphisme E de *$*($) sur Bß®~C(H) tel que Von
ait ß~(i®c)(d®i} (E, v, \®aW*a). (Ceci generalise [14], th. 8.2. et 8.4.).

Demonstration.6 L'assertion (i) resulte des egalites (#) et (##) de V.2.,

car W est injective.
D'apres V.3. (i), U resulte de [4], II.8. que:

Comme, d'apres IV.3. il existe un isomorphisme Br tel que

<T~~()'®c)(S<S>0 (S'9 v, l®oW*a) (ii) resulte

de [4], 1.1.2..

VI. Poids dual sur le produit croise

On utilisera les notations du chapitre II.

Definition VI.1: Soit ^ dans P(Ä). On pose i</r = i/roa~1oT%; comme
d'apres II.4 (ii) et IV.2 (ii), T% est un poids operatoriel normal, semi-fini et
fidele de S^*(a) sur ^(af =a(Ä), $ appartient a P(cF*(a)). On dira que

$ est le poids dual de ^.
Cette definition generalise [20], 4.3 et [6].

Proposition VI.2: Tout poids dual est A~l-re1ativement invariant par
rapport a a.

Demonstration: Comme l'action ä est integrable, cela resulte de III.4.

Lemme VI.3: Soient fa et ^2 deux poids sur A A~l-relativement invariants
par rapport a a. Alors le poids & construit sur A®F2 a partir de fa et ^2

comme en [2], 1.2.2. est A~l~relativement invariant par rapport a (f (S)C")(a®0-

Demonstration: Soit <y dans AfJ. Le poids sur A®M®F2 construit
comme en [2], 1.2.2. ä partir de ^i®o) et ^2®°* es*3 d'apres [11], p.5, egal a
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Soient alors xiti (i,j=l,2) dans A tels que l'element ^xij®eij de

A®F2 soit positif. L'element 2 a(xi,j)®eij est positif et Fön a:

d'apres IIL1 (i)

autrement dit

d'oü(i)deIII.l.
Soient xu et yfj (i,j=l, 2) dans A tels que

x = 2 ̂  f-®£* y et j = 2i.j •,/

appartiennent ä 3^Q, soit xfj et j/sy appartiennent ä *$19.. On a:

&,/ ' ' k,i l'3

ij,k,l

2(0
•',/,/

De meme:

(l ®C)(a®l)(^*)(^® 1) ̂  (l ®C) 2 ClOf./X*, y f y •
i',/,/

Ainsi, pour f dans ^)(J1/4)nJ®(^"1/4)5 on obtient:

= 2 (^®o>^e)(«(^y)(^.y® 1))

= 2 (^•®^A-1/4i°Ä)((j;f,j® lX^,-fy) d'apres 111,1 (ü)

d'oü(ü)deIII.l.

Proposition VL4: Soient ^i ^^ ^2 deux poids sur A A~l-relativement
invariants par rapport a a. Alors, le cocycle (D^i' D^2)t (cf. [2] 1.2.2.)
appartient a A* pour tout t de R.

Demonstration: Reprenons les notations de VI.3. On a:
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es [2], 1.2.2

1) d'apres VI.3 et III. 13 (iii)

: D^t®e2tl®l d'apres [2], 1,2.2.

Ainsi (D^: D^t®e2tl appartient ä (A®F^i®^<*®v =A*®F2 d'apres

11.17, d'oü le resultat.

Theoreme VL5: L'application ^-»-^ definie en VI. l ßs/ w«e bijection de

P(A) sur l'ensemble des poids sur ^^(a) A~l-relativement invariants par rapport
a a,

Demonstration; Soient p un poids sur cj^*(a) J^-relativement invariant
par rapport ä ä et lA1 dans P(^). II resulte de VI. 2, de VI.4 et de IV.2. (ii)
que

(Dp: nfasEW^af = a(Ä) .

D'autre part d'apres [9], 4.7 on a, pour tout x de A :

Donc, comme (Dp: D$)t est un a?-cocycle, on obtient que a~\(Dp:

est un af-cocycle. Dans ces conditions, le theoreme 1.2.4 de [2] donne l'exist-
enee de ^ dans P(Ä) tel que (Dfa: D^)t=a~l((Dp : D$)t}. Soit aussi:

= (Dfa: D$)t d'apres [9], 4.7.

ce qui implique ([2], th. 1.3.4.)

p=fa

ce qui, compte tenu de VI.2, acheve la demonstration.

Cas particulier VL6: Soit G un groupe localement compact.
(i) Soit ß une action continue de G sur A. D'apres [4]> II.2 (ii), le

produit croise au sens de [20], 3.3., note Sl(A, ß) est egal ä ^(ß8). Une
theorie du poids dual sur &(A, ß} est developpee dans [3], [10], [16] et [20];
une nouvelle construction en est donnee dans [6]. Celle ci est en fait un cas
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particulier de la definition VI. l.

II en resulte que l'application ^-^ une bijection de P(Ä) sur Fensemble
des poids sur $KA, ß) invariants par rapport a ßg. (Ce resultat a ete obtenu
independamment dans [19]? III. 12).

(ii) Soit a une action de KS(G) sur A. D'apres [4], 1.3 (ii), il existe une
action continue r de G sur ^^(a) teile que rd=a- H en resulte que Fapplica-
tion i/r-*"i/r est une bijection de P(Ä) sur Fensemble des poids sur ^^(a)

relativement invariants par rapport ä r, de module A G1.
Ainsi, dans le cas oü G n'est pas unimodulaire, cette derniere affiraiaüon

fait apparaitre que le theoreme III.2.1 de [19] est erronne. En effet, alors
le poids operatoriel QG (notation de [19]) n'est pas invariant, mais relative-
ment invariant.
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