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Théorémes d’Existence et d’Approximation
pour les Equations aux Dérivées Partielles
Linéaires d’Ordre Infini

Par

Ryuichi ISHIMURA

§1. Introduction

Dans le mémoire précédent [S], on a caractérisé ’homomorphisme continu
du faisceau des germes de fonctions holomorphes dans lui-méme comme un
opérateur différentiel. Rappelons-nous ses résultats. Soient ¢ le faisceau des
germes de fonctions holomorphes sur C" espace de n variables complexes et
P: -0 un homomorphisme de faisceaux. Pour chaque ouvert Q de C*,
Pespace I'(Q, 0) des sections de ¢ au-dessus de 2 muni de la topologie de la
convergence compacte sur Q est un espace de Fréchet. On dira que ’homo-
morphisme P: @—0@ est continu si pour chaque ouvert 2 de C", I'application
induite Pg: I'(Q, 0)—>I'(Q2, 0) est continue. On a démontré d’abord que
I’homomorphisme continu P: ®—0 est un opérateur différentiel p(z, d,) dont
Pordre n’est pas nécessairement fini. Au symbole

Pz O=X a0
de 'opérateur différentiel p(z, d,), on associe la forme
ﬁ(z’ C)= 2 aa(Z)C“fZ! .

On a établi les résultats suivants: Pour que ’homomorphisme P de O dans O
soit continu, il faut et il suffit que P soit un opérateur différentiel sur C" dont
la forme p(z, {) est holomorphe dans C" x C".

Soient p(d,) un opérateur différentiel a coefficients constants sur C" re-
présenté par un homomorphisme continu P de ¢ dans 0 et Q un ouvert de C”.

On dit que P'ouvert Q est pseudo p(0,)-convexe si la condition suivante est
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vérifiée: si T est une fonctionnelle analytique sur C” telle que la fonctionnelle
analytique *PT soit appuyée par Q, T est appuyée par Q ou P désigné la trans-
posée de lopérateur P: I'(C*, 0)—>I'(C", 0) induite par I’homomorphisme
P: 0-o0.

Dans ce mémoire, on se propose de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme. Soient p(d,)=> a,0% un opérateur différentiel non nul a
coefficients constants sur C* rep;ésenté par un homomorphisme continu P de
0 dans 0 et Q un ouvert de type de Runge dans C". Alors pour que les énon-
cés suivants (i) et (ii) soient valables, il faut et il suffit que I’ouvert Q soit pseudo
p(0,)-convexe:

(i) Pour toute fonction holomorphe f sur Q, il existe u fonction holo-
morphe sur Q tel que I'on ait:

p@Ju=f
dans Q.
(ii) Toute solution u dans I'(Q, 0) de I’équation homogéne
POJu=0

est approchée dans I'(Q, ©) par des exponentielle-polynémes satisfaisant a
Péquation homogeéne.

On se propose de démontrer que tout ouvert convexe Q est pseudo p(d,)-
convexe. C’est une généralisation du théoréme 9.4 de Tréves [7] qui traite
du cas ou p({) est un polyndéme:

Théoréme. Soient p(3,)=Y a, 0% un opérateur différentiel non nul a
coefficients constants sur C" rep:ésenté par un homomorphisme continu P de
O dans 0 et Q un ouvert convexe de C*. Alors Pouvert Q est pseudo p(0,)-
convexe et I'on a donc les énoncés suivants (i) et (ii):

(i) Pour toute fonction holomorphe f sur Q, il existe u fonction holo-
morphe sur Q tel que I'on ait:

p(Ju=f

dans Q.
(ii) Toute solution u dans I'(Q, 0) de I’équation homogéne

p(0)u=0
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est approchée dans I'(Q, 0) par des exponentielle-polynémes satisfaisant a
Péquation homogeéne.

§2. Notations et Rappels des Résultats Précédents

Dans ce mémoire on désignera par ¢ le faisceau des germes de fonctions
holomorphes sur C*, par I'(Q, 0) I'espace de Fréchet des sections de ¢ au-dessus
d’un ouvert Q de C* muni de la topologie de la convergence compacte sur £ et
par N lensemble des entiers positifs. On utilisera les notations suivantes:
pour tout &=(;);<j<, € N",

o] =0y +otp+ -+t

ol =aylayl--ea,!,

o= glal

IEEERR

et pour tout f=(f;);<;<. € N" tel que f=<a,

ﬁ B 1 ﬂ 2 ﬁ n
Pour tout z e C” et tout nombre positif r, on désignera par 4,(z), le polydisque

de C" a centre z et de rayon r. Pour tout compact K de C” et toute fonction f
sur K, on pose:

£ lx=sup |£(@)].

Soient E un espace vectoriel topologique et E’ son dual topologique. Pour
tout sous-espace M de E, on définit M° sous-espace de E’ par

MO={x'e E'|x'(x)=<{x, x"> =0, pour tout xe M}.

Définition 1. Soit T: I'(C*, 0)->I'(C", 0) une application linéaire. On
dira que Test un opérateur différentiel sur C* dont I’ordre n’est pas nécessaire-
ment fini si T satisfait la condition suivante: il existe un unique (a,),.y» famille de
fonctions holomorphes a, sur C" tel que pour tout ouvert @ de C* et toute
fonction holomorphe f sur ©, on ait:

Tf=1 a0tf
dans Q.
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Au symbole
iz, O =12 a,(2)*
de l'opérateur différentiel T, on associe la forme
i(z, )= ;‘ a(z)(al.
Pour touts o et f de N, on utilisera la notation suivante:
18z, )=050¢1(z, {).

Soit P: ®—@ un homomorphisme de faisceaux. On dit que ’homomor-
phisme P est continu si pour tout ouvert Q de C*, 'application linéaire induite
P,: I'(Q, 0)-TI'(Q, 0) est continue. Dans le mémoire précédent [5], on a

établi le critére suivant:

Critére 1. Soit P un homomorphisme continu de 0 dans 0. Alors P
est un opérateur différentiel sur C" et la série p(z, () associée a P est holo-
morphe dans C"xC". Réciproquement, soit P=3 a/z)0* un opérateur
différentiel sur C" tel que la serie p(z, )=3 aa(z)C“ozaf associée a P soit holo-
morphe dans C*xCr. Alors P définit u; homomorphisme continu de O
dans 0.

§3. Rappels des Résultats de Treves

D’apres Treves [8], on résumera les criterés des epimorphismes. Soient
E,, Fy, E et F quatre espaces localement convexes séparés et uy: Eq—F, p:
E,—E et o: Fy—F trois applications linéaires continues. On considérera le

diagramme suivant:

Eo_p)E

(1) ‘)

Fo—#)F-

Définition 2. On dira que lapplication uy: Eq—F, est essentiellement
univalente par rapport au couple (p, o) si u, satisfait 4 la condition suivante:
pour tout filtre § dans E tel que I'image p(&) converge dans E a 0 et que 'image
oouy(F) converge dans F & y point de F, on a: y=0.

On définit G, sous-espace de 1’espace vectoriel produit E x F comme suite:
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Go={(p(x0), ooue(xo)) | xo € Eq} -

Soient G l’adhérence de G, dans ExF et n,: ExXF—-E et n,: ExF—F les
projections. On a le lemme suivant:

Lemme. Pour que Iapplication uy: Eg—F, soit essentiellement uni-

valente, il faut et il suffit que la restriction m,|g de =, a G soit injective.

D’apres le lemme précédent, si I’application uq: Eq—F, est essentiellement
univalente, la restriction m,;6: G—E, est bijective o E, est I'image de 7,6
munie de la topologie induite par I’espace E. Soit iiy: E;—F le composé de
I'application réciproque (m5)! et la projection m,. On appellera I'application
iy Pextension canonique de u, par rapport au couple (p, o).

Définition 3. Soient lapplication uy: Eg—F, essentiellement univalente
et iiy: Eo—F son extension canonique. On dit que @i, a la properiété d’appro-
ximation homogéne si ’espace p(Ker u,) est dense dans Ker i, sous-espace de
E.

Dans la situation précédente, on a deux criteres suivants:

Critére 2 (le corollaire 1 du théoréme 17.2 de Tréves [8]). Soit ’appli-
cation uy: Eq—F, essentiellement univalente. Supposons que E et F sont
espaces de Fréchet, que la transposée 'uy: Fo—Ej de u, est injective et que
Pon a: Im'‘*uy=(Keruy)°. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) L’extension canonique i, de u, est un epimorphisme de E, sur F,
ayant la propriété d’approximation homogéne.

(b) L’espace Im o est dense dans F et pour tout yg e Fy tel que *uy(yp) €
Im?p, on a: ypeIm‘o.

Critére 3 (le corollaire 3 du théoréme 17.2 de Tréves [8]). Soit I'appli-
cation uy: E,—F, essentiellement univalente. Supposons que E,, F,, E et F
sont espaces de Fréchet et que uy: Eq—F est surjective. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes:

(@) L’extension canonique i, de u, est un epimorphisme de E, sur F,
ayant la propriété d’ approximation homogéne.

(b) L’espace Im o est dense dans F et pour tout yg € Fy tel que *uy(yo) €
Im‘*p, on a: y, e Im*o.
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§4. Homomorphisme Continu du Faisceau ¢ dans Lui-méme

Proposition 1. Soit P=p(z, 0,)=3 a,(z)0¢ un homomorphisme continu
de 0 dans 0. Pour tout ae N", l’op;rateur p*(z, 0,), ou lon écrit aussi
P@), est un homomorphisme continu, bien-défini, de ¢ dans O au symbole
p™(z, {) qui est par définition 0 p(z, {).

Démonstration. En effet, on a:
Pz, 0= 3 ay()0( ) )al(p-a)!,
P9 D= T ay(<( ] Jutpr.

Comme le symbole j(z, {) est holomorphe dans C” x C*, d’out la conclusion.

Proposition 2 (Formule de Leibniz). Soit p(z, 0,)=7Y. a,(z)0% un homo-
morphisme continu de O dans ¢. Soient f et g deux fonactions holomorphes
dans C" telles que I'une d’elles soit un polynéme de degré au plus d. Alors
on a la formule suivante:

@ Pz, 8,) [ £-91= % 7 Pz, 3,)7-029.

Démonstration. Soit g (resp. f) un polyndme de degré au plus d. D’apres
I’inégalité de Cauchy, il existe C, nombre positif qui ne depend que de d tel
que pour tout z € C", on ait:

2 ( f )la‘z"“f(Z)I |62g(2)|
= z (g)”fndx(z)”g”A1(z)(ﬂ—a) lo!

= lal sd(resp. |B-a]Sd)

=Cd”f||A,(z)”g ”m(z)ﬁ! .

On a donc:

ﬂ p—c Az

3 la(@1( £ )ieter)l-az )l
écd”f”m(z)”g”m(z)%: Ian(z)lﬁ! .

Comme la série ; |ag(2)|B! est convergente, on a:

Pz, 8)Lf61 = a;04L1-]
=Sa,(Z (& Jorr-om)
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=Tozg (T a £ )oren

=039 P (2 0.) 1.

Proposition 3. Soit p(z, 0,)=Y a,(z)0% un homomorphisme continu de
O dans 0. Pour tout neC", Popérateur p(z, 0,+1) est un homomorphisme
continu, bien-défini, de 0 dans @ au symbole p(z, {+1).

Démonstration. Pour touts zeC" et {eC", on a:

p(z, {+m) =2 75—!1)‘“’(2, s,
29z, )= 3, a5 )ar.
Pour tout compact K de C*, on a donc:
PG, x|
STCE, laglxl =14 )atieeD .
D’aprés la démonstration du théoréme 1 de [5], la série
% laglx(ZI+ D15

est convergente. Par suite, on a:
3 (3, a2 a1y
=S ), (4 )tenepD)
B aZp

=2ﬁl ag(2)({+n)P B!

=p(z, {+m)
et les séries sont normalement convergentes. La série

3 ar P it =3 p®z, it

est donc normalement convergente, d’ot1 la conclusion.

§5. La Fonction Entiere p({)

Lemme 1. Soit p({)=3. a,{* une fonction entiére sur C". Pour que
a

BO=13 a,{*a! soit une fonction entiére, il faut et il suffit que pour tout nombre
-4
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positif non nul ¢, il existe C, nombre positif non nul tel que pour tout {eCr,

on ait:
3 [P(DI=C,exp (elC]) -

Démonstration. Soit p({) une fonction entiere sur C". D’apres 'inéga-

lit¢ de Cauchy, pour tout nombre positif non nul ¢ et tout « € N”, on a:
la,al] = | BOO)] S 11l ecor(e/m)1.
On a donc:
lp(O)I =12 a,07|
1l oo T D !

= ”13”4,.,5(0) eslél,

Réciproquement, soit 'inégalité (3) vérifiée pour tout nombre positit non
nul e. D’aprés I'inégalité de Cauchy, pour tout nombre positif non nul R et

tout xe N", on a:
lag-a!l =10¢p(0)| = |l gpcoyR™1*1ex! .

Par I’hypotheése, il existe C, nombre positif non nul indépendant de R et « tel
que I'on ait:

1Pl 4r(0) S C; €*V™R.
En prenant
R=|o|/e/n,
ona:

lag-a!| S C, el*la|~1%l(e/n ) *la!

é CB el“‘a;alazaz...a;an(s\/ﬁ)l‘”a! .
D’aprés la formule de Stirling, pour tout { € C" tel que |{t<(ey/n)7!, on a:
sup |a,a (%

lalat ) -
<C,sup 22— (I{ley/m) 1 < + c0.
= apac‘i“ociz”.az,.(la Jn) +

Comme le nombre positif non nul ¢ est arbitraire, d’aprés le lemme d’Abel, la
fonction p({)=7Y ax!(* est holomorphe dans C”.

Une fonction entiére qui vérifie 'inégalité (3) pour tout nombre positif
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non nul ¢ est dite de type infra-exponentiel. Donc pour que la fonction p({)=
> a,(* représente un homomorphisme continu de ¢ dans ¢ comme le symbole
da’un opérateur différentiel a coefficients constants, il faut et il suffit que p({)
soit de type infra-exponentiel.

§6. L’Espace P, des Polynomes

Pour tout entier positif d, on désigne par P4 I’espace des polyndmes de
degré au plus d & n indéterminées et a coefficients complexes. Comme P?¢ est
un espace vectoriel de dimension finie, il munit canoniquement de la structure
d’un espace de Banach. Soient j, I'injection naturelle de P¢ dans Pé*! et 7,
la projection canonique de P¢+! sur P4. Soient P, I'espace (DFS) de la limite
inductive de la suite (P2, j)s.n €t Q, 'espace (FS) de la limite projective de la
suite (P4, m,),n- L’espace localement convexe P, s’identifie avec ’espace des
polyndmes & n indéterminées ou a n variables complexes z=(z;, z,,..., Z,)
et a coefficients complexes et ’espace localement convexe Q, s’identifie avec
I’espace des séries formelles & n indéterminées et a coefficients complexes. Les

espaces P, et Q, sont en dualité relativement a la forme bilinéaire suivante:

pour touts f=5" ;! 0*f(0) X*eP,etu=3, ;! 0*u(0) X*eQ,,
) (fruy =5 4 OF0)Fu(0).

En outre, les espaces P, et Q, sont méme algébriquement en dualité relativement
a la forme (4).

Soit T=73 b,0* un opérateur différentiel formel & coefficients constants sur
P,, c’est-a-dire que pour tout fe P,, on pose:
©)) TX) =% b,0*f(X).
Calculons la transposee ‘T: Q,—Q, de 'opérateur T: P,—P,: pour touts ueQ,
et fe P, on a:

CTu, 5 =<u, If)
=2 4 r0u(0)*(7)(0)

-3 10mu(0) 3 5y2***/(0)

> L 60(0) 2, 5,-:0770)
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= 2T byrayru(0)/0)
=<{T(X)-u(X), f(X)>.
On a donc:
(6) 'Tu(X)=T(X) - u(X).
Proposition 4. Soit T=zu‘, b,0% un opérateur différentiel formel non nul
a coefficients constants sur P,. Alors on a: TP,=P,.

Démonstration. Comme Q, est un anneau d’intégrité, d’aprés la formule
(6), la transposée *T: Q,—Q, est injective. Puisque !T: Q,—Q, est la trans-
posée algébrique de opérateur T: P,—P,, opérateur T: P,— P, est surjectif.

§7. L’Espace EP des Exponentielle-Polynomes
Pour tout 7 € C", on désigne par e, P, 'espace des fonctions de la forme
<t o3f()
avec fe P, muni de la topologie induite par la topologie de P,. Soit EP la somme

directe topologique de la famille (e,P,),c» des espaces localement convexes
e,P,. Tout élément de EP est dit un exponentielle-polynéme.

Lemme 2. Le dual (EP) de EP est canoniquement isomorphe a I'espace
produit H Q, relativement a la forme suivante: pour touts f—2e<"’ >f, €
EP avec f,,eP et u=(Uy)yccn€ H Q,,,

Q) 2 u>=§’: {Sop Uy -
Démonstration. On a canoniquement les isomorphismes suivants:
(EP)l=(<"f,3 eﬂPn)/:l;I (enPn)’:I;[P;t=].;I Qns

d’ol1 1a conclusion.

Proposition 5. Soit p(0,) un opérateur différentiel non nul a coefficients
constants représenté par un homomorphisme continu P de O dans 0. Alors on
a: p(6,)EP=EP.

Démonstration. Pour tout fe EP, il existe (f;);<j<; suite finie de P, tel

que ’on ait:
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1
f=3 etndf; .
i=1
D’apres la proposition 4, il existe g; € P, tel que 'on ait:

p(az+’7j)gj=fj

pour tout j. On pose:
g =Ji1 eni>g e EP.
D’apres la proposition 2 et la proposition 3, on a:
p(0,)g9= ;p(az)(8<”f">gj)

=3 ey %!p(“’(n,-)aigj

= ; e > p(0,+n;)9;

= ? enjs '>fj

=f.

§8. Existence et Approximation dans ’Espace des Fonctions Entiéres

Dans cette section, on désignera par p(d,) un opérateur différentiel non
nul a coefficients constants représenté par un homomorphisme continu P de
0 dans ¢. D’apres la démonstration de la proposition 5, on a la formule

suivante: pour tout f=3 e":>f, e EP avec f, € P,,
n

® @) f=2 "2 p(3;+n)f, -

n
Calculons la transposée *p(d,): (EP)'—(EP)’ de p(d,): EP—EP: pour touts
f=X en>f e EP avec f,e P, et u=(uy),cn€ [1 @,=(EP), on a:
n neCn

<P, > =<u, p(@)f>
=<u, X "2 p(0,+n)f,>

n

= ; Suy, p(O+mf,>
= Z’ P&+ mu D, fDD: -

En posant

(t-aM) (O =h(+n),
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d’apres le lemme 2, on a:

(9) tp(az)u = ((T—r,p)ury)neC“ .
Maintenant, considérons le diagramme commutatif suivant:
EP_t ,[(C"0)

(10) p(az)l
EP_—i ,T(C" 0)

P

ou i est I'injection naturelle continue.

Proposition 6. Dans le diagramme (10), la surjection p(0,): EP—EP

est continue.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout neC" et tout entier
positif d, 'opérateur p(d,): e,Pé—EP est continu. Soit (f,),>; une suite
convergeant dans P# 4 0. Alors (f,),»; converge dans I'espace I'(C", 0) a 0.
D’apres 1’égalité (8), on a:

p(0,) (e > f,)=e<""> p(0. +n) f, e e, Py .
Puisque l'opérateur p(d,+n): I'(C*, 0)>I'(C", O) est continu, la suite
(p(0,+m)f,)y=1 converge dans I'(C", 0) & 0. Comme [I'injection naturelle:
Pi—TI'(C", 0) est monomorphisme, la suite (p(d,+#)f,)y>; converge dans Pg
4 0, donc dans P, a 0.
Corollaire. Dans la situation précédente, la surjection p(d,): P,—P,

est un epimorphisme.

Démonstration. D’aprés la démonstration de la proposition précédente,
la surjection p(d,): P,— P, est continue. D’apres le corollaire de la proposition
10 de la section 4 du chapitre IT de Bourbaki [2], d’ou la conclusion.

Lemme 3. Dans la situation précédente, I'idéal p(X)-Q, est fermé dans

Pespace Q,.

Démonstration. La surjection p(d,): P,—P, est un epimorphisme. En
posant

N=Ker p(3,),
I’application canonique

p: P,JN — P,
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induite par p(d,): P,— P, est donc un isomorphisme. Par suite, on a la bijection
'p: 0, — N°<=Q,
et 'pQ,=NO est fermé dans Q,. Puisque I'on a:
p(X)-Q,='PQn,

l'idéal p(X)-Q, est fermé dans Q,,.

Lemme 4. Dans la situation précédente, 'ensemble 'p(0,)(EP) est
fermé dans (EP)', ou (EP) munit de la topologie induite par I'espace g:nQ,,.

Démonstration. Pour tout u=(u,),cn eﬂg:[" Q,=(EP), d’apres I?égalité
(9), on a:

tp(az)u = ((t —np)un)neC" .
On a donc:

‘p(0,) (EPY =”£CIH T yP(X)- @y

D’apres le lemme 3, pour tout neC", I'ensemble 7_,p(x)-Q, est fermé dans
Q,. D’ou la conclusion.

Lemme 5. Dans la situation précédente, on a:

*p(9.) (EP)' = (Ker p(0,))°-

Démonstration. On a algébriquement les isomorphismes canoniques
suivants:

(HQn)I: @ Q;l= CRIEAS eﬂPn=EP-
necn neCn necCn neCn

Par suite, la topologie de (EP)'= [] Q, est compatible avec la dualité entre
eCcn
(EP) et EP. On adonc: !

Im *p(0,) = (Ker p(3,))°

dans ] Q,=(EP)’. D’apres le lemme 4, d’ou la conclusion.
neCn

Dans le diagramme (10), la surjection p(d,): EP—EP est essentiellement
univalente. On va démontrer que l'opérateur P: I'(C", 0)-I(C", 0) est
I’extension canonique de p(0,): EP—EP: Comme lopérateur P: I'(C", 0)—
I'(C, 0) est continu, son graphe G est fermé dans I’espace produit I'(C", 0)
xI'(C", ©). Soit G, le graphe de p(0,): EP—EP dans l'espace EPXEPc
r(Cr, o) xr(Cr, ¢). Comme l’espace EP est dense dans l’espace I'(C", 0),
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pour tout couple (f, Pf)eG, il existe (f,),>, suite de EP qui converge dans
I'(C+ 0) a f. Puisque lopérateur P: I'(C*, 0)-I(C", ¢) est continu, la
suite ((f» Pf,))y>1 de G, converge dans I'(C", 0) xI'(C*, 0) a (f, Pf). On a
donc: G=G,,.

Comme I’espace EP est dense dans I’espace I'(C", ), d’apres le critéere 2,
les énoncés suivants sont équivalents:
(a) L’opérateur P:I'(C", ©)—I'(C", 0) est un epimorphisme ayant la pro-
priété d’approximation homogene.

(b) Pour tout ue(EP) tel que *p(0,)u €ti(I'(C", ©)"), on a: ue*i(l'(C", 0)).

Par la transformation de Fourier-Borel &, I’espace I'(C", 0)' s’identifie avec
Exp espace des fonctions entiéres de type exponentiel. Calculons la transposée
ti: Exp— H Q, de i: EP-TI(C", 0): pour tout he Exp et tout f—z e of,
€ EP avec f,,eP,,, en prenant une fonctionnelle analytique TeI'(C*, 0)' telle
que l’on ait: h=%T, on a:

CCih, 5 =CHT, 5 =< T, f
=S(T, &3,

=5 T (F DO 1,)(0)/a!
n a

== z o) (5 )rorer o)/t
n a Bze

=33 (3 a2 § )or )’

B B=a
=33 (3, o) (“ 57 )o@t pyme
-3 ; SEC OO OTDLE
S 3 <ot f,) 1P B!
; LToghy o) -

I

On a donc:
(11) tih=(t_yh)yecn-
Par suite, d’aprés la formule (9), ’énoncé (b) est équivalent a I’énoncé suivant:

(b)’ Pour touts u=(u,),cn€ [] Q,et heExp tel que I'on ait:
necn

(T—yD) - uy=1_4h

pour tout # € C», il existe g € Exp tel que ’on ait:
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Uy=T_,9

pour tout n e C.

Théoréme 1. Soit p(0,)=> a,0* un opérateur différentiel non nul a
coefficients constants sur C" repa;'ésenté par un homomorphisme continu P de
O dans 0. Alors on a les énoncés suivants (i) et (ii):

(i) Pour toute fonction entiére f sur C", il existe u fonction entiére sur
Cr tel que I’on ait:

(12) p@Ju=f
dans C".

(ii) Toute solution u dans I'(C", 0) de I’équation homogéne
(13) p(0)u=0

est approchée dans I'(C", 0) par des exponentielle-polynémes satisfaisant a
I’équation (13).

Démonstration. On va démontrer que ’énoncé (b)" est valable. Soient
u=(uy),ecn un élément de J] O, et h un élément de Exp tels que I'on ait:
neCn
(t_pu,=1_,h

pour tout neC". D’aprés le Vorbereitungsatz donné, par exemple, dans
Tréves [7], pour tout neC", u, est holomorphe dans un voisinage de 0eC".

On pose:
9O =u,({—1n)

pour touts neC” et {eC". Pour tout neCr, il existe U, voisinage de 7 tel
que l’on ait: g, e I'(U,, ). Pour tout point { de U,, on a:

p(0g,(O)=pOu,({—m=h().

Puisque la fonction entiere p({) n’est pas nulle, pour touts points # et ' de C*,
on a donc:

gl]=gﬂ'

dans U,nU,. 1l existe donc g fonction entiere tel que pour tout neC", on
ait:

J1u, = Gn= Tylly

dans U,. On a par suite:
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T—nd =Uy
pour tout 7€ C" et I'on a:

D9 =h).

Comme les fonctions entieres p({) et h({) sont de type exponentiel, d’apres le
théoréme 1 du chapitre II de Malgrange [6], la fonction g I’est aussi, d’ou la
conclusion.

§9. Ecxistence et Approximation dans un Quvert de C"

Dans cette section, on désigne par p(d,) un opérateur différentiel non nul
a coefficients constants représenté par un homomorphisme continu P de ¢ dans
0 et par Q un ouvert de type de Runge dans C*, c’est-a-dire que Q est un ouvert

de C” et la restriction
ro: I'(C", 0) — I'(Q, 0)
a 'image dense dans I'(Q, ¢). Considérons le diagramme commutatif suivant:

r(cr, 0y —2,r(Q,0)
(14) Pl an
r(c 0)—2,r(Q,o0)
D’aprés le théoreme 1, ’opérateur
P: r(c, o) — r(c-, 0)
est surjectif et essentiellement univalent. On va démontrer que 'opérateur
P,: I'(Q, 0) — I'(Q, 0)

est extension canonique de P: Comme 'opérateur P, est continu, son graphe
G, est fermé dans I’espace produit I'(2, 0) x I'(Q, ¢). Soit G, le graphe de
P dans I’espace I'(C", 0) x I'(C", 0) et ’on pose:

G=(roxre)(Gy).

Puisque I’espace I'(C", 0) est dense dans I’espace I'(Q, @), pour tout couple
(fs Paf) € Gy, il existe (f,),>, suite de I'(C", 0) qui converge dans I'(, 0) a f.
Comme l'opérateur Pq: I'(Q, 0)—I'(Q, 0) est continu, la suite ((f,, Pofy))vz1
de G converge dans I'(Q, 0) x (2, 0) 4 (f, Pof). On a donc: G,=G.

On dira qu’une fonctionnelle analytique TeI'(C", ¢)' est appuyée par
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Iouvert Qsi T appartient & I’'image de la transposée
trg: I'(Q, 0) — I'(C", 0)
de la restriction rq: I'(C", 0)—>I'(2, 0).

Définition 4. Soient p(d,) un opérateur différentiel a coefficients constants
sur C" représenté par un homomorphisme continu P de ¢ dans ¢ et Q un ouvert
de C". On dit que Q est pseudo p(0,)-convexe si I’énoncé suivant est vérifié:
si T est une fonctionnelle analytique sur C” telle que la fonctionnelle analytique
tPT soit appuyée par Q, T est appuyée par Q ou *P désigné la transposée de
Iopérateur P: I'(C*, 0)—T'(C", @) induite par ’homomorphisme P: 0—@.

D’aprés le critére 3 et le théoréme 1, (ii), on a le théoréme suivant:

Théoréme 2. Soient p(0,)=73 a,0* un opérateur différentiel non nul a
coefficients constants sur C" reprgsenté par un homomorphisme continu P de
0 dans 0 et Q un ouvert de type de Runge dans C". Alors pour que les
énoncés suivants (1) et (ii) soient valables, il faut et il suffit que 'ouvert Q soit
pseudo p(0,)-convexe:

(i) Pour toute fonction holomorphe f sur Q, il existe u fonction holo-
morphe sur Q tel que l'on ait:

(15) p@Ju=f
dans Q.

(i) Toute solution u dans I'(Q, 0) de I'équation homogéne
(16) p(0)u=0

est approchée dans I'(Q, 0) par des exponentielle-polynémes satisfaisant a
Iéquation (16).

Proposition 7. Soient p(0,) un opérateur différentiel non nul a coeffi-
cients constants sur C" représenté par un homomorphisme continu de O dans
0 et Q un ouvert convexe de C". Alors Q est pseudo p(0,)-convexe.

Pour démontrer la proposition 7, d’aprés Avanissian [1], on va démontrer
d’abord trois lemmes. Pour toute fonction Lebesgue-mesurable g de C dans
C, tout z, € C et tout nombre positif non nul r, on pose:

o=l
an Mgz ) =rpa | gdu

ou dy, désigné la mesure de Lebesgue en { dans C.
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Lemme 6. Soient A un nombre positif non nul et g une fonction entiére
sur C telle que g(0)#0 et que avec un nombre positif K plus grand que 1, on
ait:

lg(DI =K e4ll

pour tout {€C. Alors pour tout nombre positif non nul 1, tout nombre A’
tel que A'> A et tout zeC tel que |z|>(log K)/(A'— A), on a:

(18) M(loglgl; z, Alz])
14+ 1)\?2 _(14+\
g(T) log ]g(0)|+(1 (T) ) +Dlal.
Démonstration. Supposons que ’on a:

1>0,4'>4,

|zl>A,_A .

On pose:

R=(1+4)-I2],
WO =log Q) —A'R .

Pour tout { e C tel que |[{|<R, on a:

W) <A|{|+log K—A'R
<(4—-A)R+logK
=(A—-A)(1+2)|z|+log K
<—(1+4)log K+log K<0.

Par suite, on a:
v<0
dans {{€C| |{|<R}. Puisque I’'on a:
{{eClI{I=R}>{{eC||{—z|=lzl},

on a:

S le—‘;ég lei; >
ISR [E-z|S4]z]

c’est-a-dire que ’on a:
R2M(v; 0, R)SA2|z|2M(v; z, Alz]).

Comme la fonction v est sous-harmonique, on a:
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R*(log |g(0)| — A'R)=R?*¥(0)
<R2M(v; 0, R).

On a donc:
(1+2)?|z1*(log |g(0)| — A'R)

<A2|z|2M(v; z, Az|)
=22(z|>[M(log |g|; z, Alz[)—A'R].

Puisque |z]|#0, on a donc:
M(log lgl; z, Alz])
14+ 2A\? 14+ 2\
2(12) 108 19(0)1+(1-(F52) a1+ 212l

Lemme 7. Soient A et B deux nombres positifs non nuls et f et g deux
fonctions entiéres sur C telles que g(0)#0, que le quotient f|g est une fonction
entiére et que avec deux nombres positifs K et L plus grands que 1, on ait:

[f(OIEK eAltI+I®)
lg(QI < L eBltl

pour tout { € C, ou J est une fonction Lebesgue-mesurable de C dans R. Alors

pour tout nombre positif non nul A, touts nombres A’ et B’ tels que A'>A,
B'>B et tout ze C tel que

21> sup| 08K, oL |,

on a.
19)  |fl9(2)|
<190 exp [Jl(z) + {A'(l A+ B(1 +A)<<l%'i>2—— 1)}[2[] ,

ot I'on se rappelle:

J,x(Z)=I sup ~ J(0).

{-z|<i|z]
Démonstration. Supposons que 'on a:

A>0, A'>A4, B> B,

log K logL}
Izl>sup[AI_A’BI_B °

Comme la fonction log | f/g| est sous-harmonique, on a:
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log | f/g(2)]
=M(log|f/gl; z, Alzl)
=M(log |fl; z, Alz])—M(log gl; z, Alz).

Mlog|£1; z, 4lz)=71z7z | log | f1dk;

=z <alz]
STy eayy TO+ AL+ 108 K)ditg
<log K+ A(1+ )|z +J,(z)
=log K~ (d'— A1+ D)z + A (1+ )|z +J,(2)
<log K—log K+ A'(1+)|z|+J,(2)
=A(L+A)|z] +7,(2) .

Drapres I'inégalité (18), on a donc:

log | f/g(2)]
. _(14+4V? 1+ _ N\ p
<T,(2)+ A'(1+2)|z] <T) 10g|g(0)|+<<T> I)B (1+2)|z].

Lemme 8. Soient A et B deux nombres positifs non nuls et f et g deux
fonctions entiéres sur C” telles que g(0)#0, que le quotient f|g est une fonction
entiére et que avec deux nombres positifs K et L plus grands que 1, on ait:

IF (OIS K eAl1+I©),
lg()| S L BVl

pour tout {€C", ou J est une fonction Lebesgue-mesurable de C" dans R.
Alors pour tout nombre positif non nul 1 et touts nombres A’ et B’ tels que
A'> A, B'> B, il existe C nombre positif non nul tel que 'on ait:

20 1flg@IsCexp| L@+ {4+ +Ba+((1E) =l |

pour tout ze C", ot I’'on se rappelle:

J ,1(Z)=I sup  J(0).

{—z|<i|z]
Démonstration. Pour tout ze C* tel que |z|=1, on pose:

fz: U f(tzl’ 1Z35e0) th),
g, t — g(tzy, tz,,..., 12,),

hz=fz/gz ?
Jit b J(tzyq, tzy,..., t2,)
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et ’on pose:
h=flg .
En prenant (J,); comme dans le lemme 7, on a:
h () =h(tz,, tz5,..., t2,),
(Jz)}.(t)éji(tzla tZZs- tey tZ,,) .
D’apres le lemme 7, il existe C nombre positif non nul indépendent de zeC"
tel que |z|=1 tel que I'on ait:
Ih(tzls tzZa'--, tzn)l = Ihz(t),

<Cexp [J,l(tzl, tZ3y...y 2,)
+ {A'(I +)+B(1 +A)<(£jli)2 - 1)}|t| ] .

Comme |t|=|tz|, on a 'inégalité (20) pour tout z € C".
Remarque. D’apres le lemme 8, on peut obtenir le théoreme 1 du chapitre

II de Malgrange [6] que 'on a utilisé dans la démonstration du théoréme 1.

Démonstration de la proposition 7. Soit T une fonctionnelle analytique
sur C" telle que *PT soit appuyée par Q. Il existe K compact convexe de Q2
tel que *PT soit appuyée par K. D’aprés le théoreme de Pdlya-Ehrenpreis-
Martineau donné, par exemple, dans Hérmander [3], pour tout nombre positif
non nul ¢, il existe C, nombre positif non nul tel que pour tout { € C*, on ait:

| F(PT) (| L C,efld1+Ix®
oll on se rappelle:

Jx(©) =sup Re <z, {5

pour tout {eC". D’aprés le lemme 1, pour tout nombre positif non nul 4, il
existe C; nombre positif non nul tel que pour tout { € C*, on ait:

IPOI=Cj et
En changeant les variables, on peut supposer que p(0)#0. Dans la notation
du lemme 8, pour tout {€C", on a:

D= sup Jg(m)
In—=Cl<Alg]

SJO+AM
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avec M nombre plus grand que la valeur sup Inl.

On peut supposer que M >¢>0. Remarquons que l'on a:

F(PT)O=pZFT(O).

Alors dans les notations du lemme 8, en prenant A=¢/M et é plus petit que la

o (132 (P57 1)

pour tout & nombre positif non nul, il existe donc C nombre positif non nul tel

valeur

que ’on ait:

|FT(O|=1#(PT)(0)/p(D)]

< C S+

Dr’aprés le théoréme de Pélya-Ehrenpreis-Martineau, d’ou la conclusion.

Comme tout ouvert convexe de C” est de type de Runge, d’aprés théoréme
2 et proposition 7, on a le théoréme suivant:

Théoréme 3. Soient p(d,)=Y a,0% un opérateur différentiel non nul a
coefficients constants sur C" repré?enté par un homomorphisme continu P de
0 dans 0 et Q un ouvert convexe de C*. Alors on a les énoncés suivants (i)
et (ii):

(i) Pour toute fonction holomorphe f sur Q, il existe u fonction holo-

morphe sur Q tel que I’'on ait:

(21) p@Ju=f
dans Q.

(ii) Toute solution u dans I'(Q, 0) de I’équation homogéne
(22) p(0)u=0

est approchée dans I'(Q, 0) par des exponentielle-polynémes satisfaisant a
Péquation (22).

Corollaire. Tout homomorphisme continu non nul P de O dans O qui
définit un opérateur différentiel a coefficients constants est surjectif.

Remarque. Dans ce mémoire, on a employé la maniere de Treves [8].
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