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§1. Introduction

Dans le mémoire précédent [5], on a caractérisé rhomomorphisme continu

du faisceau des germes de fonctions holomorphes dans lui-même comme un

opérateur différentiel. Rappelons-nous ses résultats. Soient 6 le faisceau des

germes de fonctions holomorphes sur C" espace de n variables complexes et

P: G->(9 un homomorphisme de faisceaux. Pour chaque ouvert Q de C",

l'espace F(Q, 0) des sections de 0 au-dessus de Q muni de la topologie de la

convergence compacte sur Q est un espace de Fréchet. On dira que Phomo-

morphisme P: 0-^(9 est continu si pour chaque ouvert Q de C", l'application

induite Pn: F(Q, 0)-»r(O, 0) est continue. On a démontré d'abord que

rhomomorphisme continu P\@-*& est un opérateur différentiel p(z, dz) dont

l'ordre n'est pas nécessairement fini. Au symbole

de l'opérateur différentiel p(z, dz), on associe la forme

On a établi les résultats suivants: Pour que rhomomorphisme P de 0 dans 0

soit continu, il faut et il suffit que P soit un opérateur différentiel sur Cn dont

la forme p(z, Q est holomorphe dans Cn x C".

Soient p(dz) un opérateur différentiel à coefficients constants sur C" re-

présenté par un homomorphisme continu P de 0 dans 0 et Q un ouvert de Cn.

On dit que l'ouvert Q est pseudo p(dz)-convexe si la condition suivante est
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vérifiée: si T est une fonctionnelle analytique sur Cn telle que la fonctionnelle

analytique rPT soit appuyée par Q, T est appuyée par Q où rP désigné la trans-
posée de l'opérateur P: F(C"9 &)-*F(Cn, 0) induite par l'homomorphisme

P: G-+G.
Dans ce mémoire, on se propose de démontrer le théorème suivant :

Théorème. Soient p(dz)=]T ajd* un opérateur différentiel non nul à
a.

coefficients constants sur Cn représenté par un homomorphisme continu P de

0 dans 0 et Q un ouvert de type de Runge dans Cn. Alors pour que les énon-

cés suivants (i) et (ii) soient valables, il faut et il suffit que l'ouvert Q soitpseudo

p(8 ^-convexe:

(i) Pour toute fonction holomorphe f sur Q, il existe u fonction holo-

morphe sur Q tel que Von ait:

dans Q.

(ii) Toute solution u dans F(Q9 &) de V équation homogène

est approchée dans F(Q, &) par des exponentielle-polynômes satisfaisant à

l'équation homogène.

On se propose de démontrer que tout ouvert convexe Q est pseudo p(dz)-

convexe. C'est une généralisation du théorème 9.4 de Trêves [7] qui traite

du cas où p(Q est un polynôme :

Théorème. Soient p(dz)=]£aadj un opérateur différentiel non nul à
a

coefficients constants sur C" représenté par un homomorphisme continu P de

0 dans 6 et Q un ouvert convexe de Cn. Alors l'ouvert Q est pseudo p(ôz)-

convexe et Von a donc les énoncés suivants (i) et (ii):

(i) Pour toute fonction holomorphe f sur Q, il existe u fonction holo-

morphe sur Q tel que Von ait:

dans Q.

(ii) Toute solution u dans F(Q9 &) de l'équation homogène

p(dz)u=0
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est approchée dans F(Q, &) par des exponentielle-polynômes satisfaisant à

Féquation homogène.

§ 2. Notations et Rappels des Résultats Précédents

Dans ce mémoire on désignera par 0 le faisceau des germes de fonctions

holomorphes sur C", par T(O, (9) l'espace de Fréchet des sections de 0 au-dessus

d'un ouvert Q de Cw muni de la topologie de la convergence compacte sur Q et

par N l'ensemble des entiers positifs. On utilisera les notations suivantes:

pour tout a = (

+0,,

!— a»!,

et pour tout f ï = ( P j ) i £ j £ n e N n tel que jS^

Pour tout z G C" et tout nombre positif r, on désignera par Af(z\ le polydisque

de C" à centre z et de rayon r. Pour tout compact K de C" et toute fonction /

sur K, on pose :

||/||K=sup|/(Z)|.
zeX

Soient E un espace vectoriel topologique et E' son dual topologique. Pour

tout sous-espace M de E, on définit M° sous-espace de E' par

M° = {*' e E' \ x'(x)= <x, x'> =0, pour tout x e M} .

Définition 1. Soit T. r(Cn, 0)-»JT(CM
5 0) une application linéaire. On

dira que Test un opérateur différentiel sur C" dont l'ordre n'est pas nécessaire-

ment fini si T satisfait la condition suivante: il existe un unique (aa)aeNn famille de

fonctions holomorphes aa sur Cn tel que pour tout ouvert Q de C" et toute

fonction holomorphe / sur Q, on ait :

dans O.
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Au symbole

t(z,0=2X(zKa
a

de l'opérateur différentiel T, on associe la forme

l(z,Q = 2>a(z)C*a!.
a

Pour touts a et /? de ]VM, on utilisera la notation suivante :

Soit P: (9-*® un homomorphisme de faisceaux. On dit que l'homomor-

phisme P est continu si pour tout ouvert Q de Cn, l'application linéaire induite

P0: F(Q, &)-*F(Q, 0) est continue. Dans le mémoire précédent [5], on a

établi le critère suivant :

Critère 1. Soit P un homomorphisme continu de 0 dans (9. Alors P

est un opérateur différentiel sur C" et la série p(z, Q associée à P est holo-

morphe dans CnxCn. Réciproquement, soit P=^aa(z)d* un opérateur
a,

différentiel sur Cn tel que la série p(z, Q = 2 <za(
z)Caa- associée à P soit holo-

a
morphe dans Cn x C". Alors P définit un homomorphisme continu de G

dans 0.

§ 3. Rappels des Résultats de Trêves

D'après Trêves [8], on résumera les critères des epimorphismes. Soient

EQ, F0, £ et F quatre espaces localement convexes séparés et MO: £0-»F0, p:

EQ-*E et a: FQ-+F trois applications linéaires continues. On considérera le

diagramme suivant:

(1)

Définition 2. On dira que l'application u0: E0->F0 est essentiellement

univalente par rapport au couple (p, a) si w0 satisfait à la condition suivante:

pour tout filtre % dans E0 tel que l'image p(g-) converge dans JE à 0 et que l'image

cr°w0(fÇ) converge dans F à y point de F, on a: y = 0.

On définit G0 sous-espace de l'espace vectoriel produit £ x F comme suite :
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G0 = {(p(x0), °"°
woOo)) i *o e £0} -

Soient G l'adhérence de G0 dans Ex F et ni: ExF->E et n2: ExF-*F les

projections. On a le lemme suivant:

Lemme. Pour que Vapplication w0: E0-+F0 soit essentiellement uni-

valente, il faut et il suffit que la restriction n^G de nl à G soit injective.

D'après le lemme précédent, si l'application w0: E0-»F0 est essentiellement

univalente, la restriction 7r1 ) G: G->-fî0 est bijective où EQ est l'image de n^G

munie de la topologie induite par l'espace E. Soit Û0: EQ-*F le composé de

l'application réciproque (n^d)"1 et la projection n2. On appellera l'application

ÛQ l'extension canonique de u0 par rapport au couple (p, a).

Définitions. Soient l'application u0: E0-*F0 essentiellement univalente

et ÛQ'. EQ-+F son extension canonique. On dit que MO a la properiété d'appro-

ximation homogène si l'espace p(Ker u0) est dense dans Ker t?0 sous-espace de

E.

Dans la situation précédente, on a deux critères suivants :

Critère 2 (le corollaire 1 du théorème 17.2 de Trêves [8]). Soif / 'appli-

cation u0: E0-+F0 essentiellement univalente. Supposons que E et F sont

espaces de Fréchet, que la transposée f w 0 : F'O-^EQ de u0 est injective et que

Von a: Im f w 0 = (Ker w0)°. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) Uextension canonique Û0 de u0 est un epimorphisme de E0 sur F,

ayant la propriété d'approximation homogène.

(b) L'espace Imcr est dense dans F et pour tout y'oeFf
0 tel que fw0(jo)£

Im fp, on a: y'0eImta.

Critère 3 (le corollaire 3 du théorème 17.2 de Trêves [8]). Soit l'appli-

cation u0: EQ-+FQ essentiellement univalente. Supposons que E0, JF0, E et F

sont espaces de Fréchet et que u0: E0-»F0 est surjective. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes:

(a) L'extension canonique Û0 de u0 est un epimorphisme de E0 sur F9

ayant la propriété d'approximation homogène.

(b) L'espace Ima est dense dans F et pour tout y'0EF'Q tel que

Im *p, on a : y'Q E Im *cr.
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§4 Homomorphisme Continu du Faisceau G dans Lui-même

Proposition le Soit P=p(z, dz) = ̂  aa(z)ô^ un homomorphisme continu
X

de 0 dans 0. Pour tout aeJVn , l'opérateur p(a)(z, dz), ou Von écrit aussi

P(a), est un homomorphisme continu, bien-défini, de 0 dans 0 au symbole

p(a)(z, 0 qui est par définition d?p(z, 0.

Démonstration. En effet, on a:

P™(*, 0= X *,(*){?

Comme le symbole Jf(z, Q est holomorphe dans Cw x Cw, d'où la conclusion.

Proposition 2 (Formule de Leibniz). Soit p(z, 32)=]£ aK(z)dz wn homo-
a

morphisme continu de G dans 0. Soient f et g deux fonctions holomorphes

dans C" telles que Vune d'elles soit un polynôme de degré au plus d. Alors

on a la formule suivante:

(2)

Démonstration. Soit g (resp./) un polynôme de degré au plus d. D'après

l'inégalité de Cauchy, il existe Cd nombre positif qui ne dépend que de d tel

que pour tout z £ C", on ait:

On a donc:

£ f\a,(z)\(%)\di-'f(zW,g(z)\

"^C.II/IL^II^IL^ZIa/iWI/î!.
^

Comme la série 2 ^^(z)!^! est convergente, on a:
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Propositions. Soi* p(z, 6^ = ̂ ^(2)6^ un homomorphisme continu de
a

0 dans 0. Pour tout rçeC", l'opérateur p(z9 dz + r() est un homomorphisme
continu, bien-défini,, de 0 dans 0 au symbole p(z, Ç + tj).

Démonstration. Pour touts z G C" et Ç 6 C"5 on a:

- a

/»<•>(*, •;)= S «,
a^/î

Pour tout compact K de C", on a donc:

D'après la démonstration du théorème 1 de [5], la série

ZII
/î

est convergente. Par suite, on a:

*)« + •?)'/"

et les séries sont normalement convergentes. La série

S ^r/>(I)U> i/)C'«i = E PW(*, n
« ^ • a

est donc normalement convergente, d'où la conclusion.

§ 5, La Fonction Entière ji(C)

Lerame 1. Soit KO=Sa«Cœ une fonction entière sur C". Pour
a

=Z ^«Caa! soi? une fonction entière, il faut et il suffit que pour tout nombre
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positif non nul e, il existe CE nombre positif non nul tel que pour tout £eC",

on ait:

(3) |p(0|^C£exp(e|C|).

Démonstration. Soit p(Ç) une fonction entière sur C". D'après l'inéga-

lité de Cauchy, pour tout nombre positif non nul g et tout aeJV", on a:

On a donc:

Réciproquement, soit l'inégalité (3) vérifiée pour tout nombre positit non

nul e. D'après l'inégalité de Cauchy, pour tout nombre positif non nul R et

tout oceAT", on a:

|fla-a!| = |̂ (0)| g llplU(o)#-|aW •

Par l'hypothèse, il existe C£ nombre positif non nul indépendant de R et a tel

que l'on ait :

En prenant

on a:

D'après la formule de Stirling, pour tout ÇeC" tel que \Ç\<(s^/n)~1, on a:

Comme le nombre positif non nul £ est arbitraire, d'après le lemme d'Abel, la

fonction p(Ç) = ̂  flaoc!(a est holomorphe dans C".
a

Une fonction entière qui vérifie l'inégalité (3) pour tout nombre positif
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non nul s est dite de type infra-exponentiel. Donc pour que la fonction p(() =

X «aC
a représente un homomorphisme continu de 0 dans 0 comme le symbole

a
d'un opérateur différentiel à coefficients constants, il faut et il suffit que j?(C)

soit de type infra-exponentiel.

§ 6. L'Espace Pn des Polynômes

Pour tout entier positif d, on désigne par P* l'espace des polynômes de

degré au plus dan indéterminées et à coefficients complexes. Comme Pjj est

un espace vectoriel de dimension finie, il munit canoniquement de la structure

d'un espace de Banach. Soient jd l'injection naturelle de P* dans P*+1 et nd

la projection canonique de Pf+1 sur P*. Soient Pn l'espace (DFS) de la limite

inductive de la suite (P^, jd)deN et Qn l'espace (FS) de la limite projective de la

suite (P;*, nd)deN. L'espace localement convexe Pn s'identifie avec l'espace des

polynômes à n indéterminées ou à n variables complexes z = (zl5 z2,..., zn)

et à coefficients complexes et l'espace localement convexe Qn s'identifie avec

l'espace des séries formelles à n indéterminées et à coefficients complexes. Les

espaces Pn et Qn sont en dualité relativement à la forme bilinéaire suivante:

pour touts /= "£ -^/(O) X- 6 Pw et u = X ̂ -3'u(0) X- e g»,
a (/. . a JC .

(4) </,«> = E-jrôy(0)dXO).
a (Â"

En outre, les espaces Pn et Qn sont même algébriquement en dualité relativement

à la forme (4).

Soit T= X bxd* un opérateur différentiel formel à coefficients constants sur
a

Pn, c'est-à-dire que pour tout/ePn, on pose:

(5) TKX) = Ebad'f(X).
a.

Calculons la transposée 'T: Qn-+Qn de l'opérateur T: P,,->Pn: pour touts u e Qn

et/ePn, on a:
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On a donc:

(6) <Tu(X)=T(X)*u(X).

Proposition 4. Soit T=£ bjda
z un opérateur différentiel formel non nul

a

à coefficients constants sur Pn. Alors on a: TPn = Pn.

Démonstration. Comme Qn est un anneau d'intégrité, d'après la formule

(6), la transposée tT\ Qn-»Qn est injective. Puisque *T: Qn-*Qn est la trans-

posée algébrique de l'opérateur T: Pn-»Pn, l'opérateur T: Pn-*Pn est surjectif.

§ 7. L'Espace EP des Exponentielle-Polynômes

Pour tout Y\ e C", on désigne par enPn l'espace des fonctions de la forme

e*,, •>/(.)

avec/e Pn muni de la topologie induite par la topologie de Pn. Soit EP la somme

directe topologique de la famille (et1Pn\eCn des espaces localement convexes

enPn. Tout élément de EP est dit un exponentielle-polynôme.

Lemme 2, Le dual (EPJ de EP est canoniquement isomorphe à l'espace

produit H Qn relativement à la forme suivante: pour touts /=]£ e^'^/^e
rçeC" ij

(7) </ ,«> = £< /„«„> .
n

Démonstration. On a canoniquement les isomorphismes suivants:

=(© e,,pny ^
n n

d'où la conclusion.

Proposition 5» Soit p(dz) un opérateur différentiel non nul à coefficients

constants représenté par un homomorphisme continu P de 6 dans G, Alors on

a: p(dz)EP = EP.

Démonstration. Pour tout/e£P, il existe (//)i^j^ sui*e finie de Pn tel
que l'on ait:
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D'après la proposition 4, il existe g^Pn tel que l'on ait:

P(ôz + flj)g j=fj

pour tout j. On pose :

0 = 2 e<"J''>gjeEP.
y=i

D'après la proposition 2 et la proposition 3, on a :

S

=/•

§§. Existence et Approximation dans l'Espace des Fonctions Entières

Dans cette section, on désignera par p(dz) un opérateur différentiel non

nul à coefficients constants représenté par un homomorphisme continu P de

0 dans 0. D'après la démonstration de la proposition 59 on a la formule

suivante : pour tout /= 2 e<tj' '>/,; 6 EP avec fn e Pn,
*r

(8) X5z)/=Ze<"'->K3z + »7)/(,.
*f

Calculons la transposée fp(^): (JEP)'-»(JEP)' de p(dz): EP-+EP: pour touts

/=Z cto^eEP avec /^eP. et M^ii^e O G. = (^X, on a:
ri j/eC"

En posant
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d'après le lemme 2, on a :

(9) fX^)" = ((^-^,U".

Maintenant, considérons le diagramme commutatif suivant :

EP — * — > r(cn, o)
(10) n(ô,)| \P

EP — i— > r(CB, o)
où ï est l'injection naturelle continue.

Proposition 6. Dans le diagramme (10), la surjection p(ôz): EP-+EP

est continue.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout r j e C n et tout entier

positif d, l'opérateur p(dz): enP^EP est continu. Soit (/v)v^i une suite

convergeant dans Pd
n à 0. Alors (/v)v^i converge dans l'espace T(Cn, 0) à 0.

D'après l'égalité (8), on a:

P(SZ) (*«• •>/,) = e<'- •> P(dz + n)fv G ^ .
Puisque l'opérateur X^z + f?): T(C", 0)-»r(CM, ^) est continu, la suite

i converge dans r(C", 0) à 0. Comme l'injection naturelle:

", 0) est monomorphisme, la suite (p(3z + i7)/v)v^! converge dans P^

à 0, donc dans Pn à 0.

Corollaire. Dans la situation précédente, la surjection p(ôz): Pn-*Pn

est un epimorphisme.

Démonstration. D'après la démonstration de la proposition précédente,

la surjection p(dz): Pn-*Pn est continue. D'après le corollaire de la proposition

10 de la section 4 du chapitre II de Bourbaki [2], d'où la conclusion.

Lemme 3. Dans la situation précédente, Tidéal p(X)-Qn est fermé dans

l'espace Qn.

Démonstration. La surjection p(dz): Pn-*Pn est un epimorphisme. En

posant

l'application canonique

p:Pn/N
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induite par p(dz) : Pn-+Pn est donc un isomorphisme. Par suite, on a la bijection

*p:QH—*N<>c:Qn

et tPQn = N° est fermé dans Qn. Puisque l'on a:

l'idéal p(X) - Qn est fermé dans Qn.

Lemme 4. Dans la situation précédente, l'ensemble tp(dz)(EPy est

fermé dans (EP)\ où (EP)1 munit de la topologie induite par l'espace Yl Qn-
rjeCn

Démonstration. Pour tout u = (utj\ecne Yï Qn
 = (EPY-> d'après l'égalité

t]eCn

(9), on a:

W> = ((T-,p)ulf)1|6c-.
On a donc :

D'après le lemme 3, pour tout rçeC", l'ensemble T-np(x)-Qn
 est fermé dans

Qn, D'où la conclusion.

Lemme 5. Dans la situation précédente, on a:

Démonstration. On a algébriquement les isomorphismes canoniques
suivants :

(Fie,,)'* ®Q'n= © Pn~ ®enPn = EP.
rçeC" rçeC" »;eC" »jeCn

Par suite, la topologie de (EPJ = Yl Qn
 est compatible avec la dualité entre

(EP)f et EP. On a donc:

dans fi 2n = (^-P)/- D'après le lemme 4, d'où la conclusion.
»/eCM

Dans le diagramme (10), la surjection p(dz): EP-*EP est essentiellement

univalente. On va démontrer que l'opérateur P: F(C", 0)->r(C", 0} est
l'extension canonique de p(dz): EP-+EP: Comme l'opérateur P: F(C", ®)-+

r(C", 0) est continu, son graphe G est fermé dans l'espace produit F(Cn, 0}

x/XC», 0). Soit G0 le graphe de p(dz): EP-+EP dans l'espace EPxEPa

r(C", ^) x F(Cn, 0). Comme l'espace £P est dense dans l'espace r(C", 0),
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pour tout couple (/, P/)eG, il existe (/v)v^i suite de EP qui converge dans
F(Cn, 0) à /. Puisque l'opérateur P: r(CM, 0)->r(Cn, 0) est continu, la
suite ((/v, P/v))v^! de G0 converge dans r(C«, 0)xT(Cn, 0) a (/, P/). On a
donc: G = G0.

Comme l'espace £P est dense dans l'espace F(C", 0), d'après le critère 2,
les énoncés suivants sont équivalents :

(a) L'opérateur P: F(Cn, 0)-+r(Cn
9 &) est un epimorphisme ayant la pro-

priété d'approximation homogène.

(b) Pour tout ue(EPy tel que <p(dz)u e *i(r(Cn, 0)'), on a: uEn(r(Cn, 0)').

Par la transformation de Fourier-Borel J51", l'espace F(C", 0)' s'identifie avec
Exp espace des fonctions entières de type exponentiel. Calculons la transposée
'/: Exp-^ n Qn de i: EP->F(Cn, (9}\ pour tout heExp et tout /=£ «<«••>/,

l|6Cn »ï

e £P avec /^ e PB, en prenant une fonctionnelle analytique Te F(C"9 0)' telle
que Ton ait: h = ̂ T, on a:

L ( S
/? /5^

E ( E ô;

S ( S wa>
P a

On a donc :

(11) 'ffc = (T-,fcW

Par suite, d'après la formule (9), l'énoncé (b) est équivalent à l'énoncé suivant :

(b)' Pour touts u = (utJ)neCn e fl Qn
 et h e £xp tel que l'on ait:

"

pour tout tj e C"5 il existe g e Exp tel que l'on ait:
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w^-,,0

pour tout rjeCn.

Théorème 1. Soit p(d^)=Y*aJôl un opérateur différentiel non nul à
oc

coefficients constants sur Cn représenté par un homomorphisme continu P de

(9 dans 0. Alors on a les énoncés suivants (i) et (ii):

(i) Pour toute fonction entière f sur C71, // existe u fonction entière sur

Cn tel que Von ait:

(12) P(8z)u=f

dans C".

(ii) Toute solution u dans F(Cn, 0} de V équation homogène

(13) p(dz)u = Q

est approchée dans F(Cn, 0) par des exponentielle-polynômes satisfaisant à

Y équation (13).

Démonstration. On va démontrer que l'énoncé (b)' est valable. Soient

u = (utJ)r}eCn un élément de fl ô« et h un élément de Exp tels que l'on ait:
rçeC"

(t^pX^T^Jl

pour tout ^eCn . D'après le Vorbereitungsatz donné, par exemple, dans

Trêves [7], pour tout ??eCn, un est holomorphe dans un voisinage de OeC'.

On pose :

pour touts îf eCw et CeCw . Pour tout rçeC", il existe Un voisinage de y tel

que l'on ait: gner(Un, 0). Pour tout point C de Un, on a:

Puisque la fonction entière jp(Q n'est pas nulle, pour touts points y et rj' de Cw,
on a donc:

dans Un(] U^. Il existe donc g fonction entière tel que pour tout f^eC", on

ait:

dans Un. On a par suite:
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pour tout rj E Cn et l'on a :

Comme les fonctions entières p(Q et /?(£) sont de type exponentiel, d'après le

théorème 1 du chapitre II de Malgrange [6], la fonction g l'est aussi, d'où la

conclusion.

§ 9. Existence et Approximation dans un Ouvert de Cn

Dans cette section, on désigne par p(ôz) un opérateur différentiel non nul

a coefficients constants représenté par un homomorphisme continu P de 0 dans

(9 et par Q un ouvert de type de Runge dans C", c'est-à-dire que Q est un ouvert

de Cw et la restriction

«, 0)

a l'image dense dans F(Q, ff). Considérons le diagramme commutatif suivant :

r(Cn, 6) r° > F(Q, G)

(14)

D'après le théorème 1, l'opérateur

P: F(Cn, 0) - > r(Cn, G)

est surjectif et essentiellement univalent. On va démontrer que l'opérateur

PQ: r(Q, 0} - >T(Q, &)

est l'extension canonique de P: Comme l'opérateur PQ est continu, son graphe

GQ est fermé dans l'espace produit F(Q, 0) x F(Q, 0). Soit Gl le graphe de

P dans l'espace T(CW, 0) x T(C", 0) et l'on pose:

Puisque l'espace r(C", 0) est dense dans l'espace F(Q, 0), pour tout couple

(/, Pfî/)eGfi, il existe (/v)v^i suite de r(C", 0) qui converge dans F(Q, 0} à/.

Comme l'opérateur PQ: F(Q, 0)-*r(O, 0) est continu, la suite ((/v, Pr2/v))v^i

de G converge dans T(O, 0) x F(Q, G) à (/, Pfî/). On a donc: G12 = G.

On dira qu'une fonctionnelle analytique TeF(Cn,&y est appuyée par



THÉORÈMES D'EXISTENCE ET D'APPROXIMATION 409

rouvert Q si T appartient à l'image de la transposée

'rfl:JT(Q,0)' - > r(C", 0)'

de la restriction rQ: F(Cn, 0)->r(O, 0).

Définition 4. Soient p(dz) un opérateur différentiel à coefficients constants

sur C" représenté par un homomorphisme continu P de 0 dans 0 et Q un ouvert

de C". On dit que Q est pseudo p(dz)-convexe si l'énoncé suivant est vérifié:

si T est une fonctionnelle analytique sur C" telle que la fonctionnelle analytique

*PT soit appuyée par Q, T est appuyée par Q où 1P désigné la transposée de

l'opérateur P: F(C", 0)-»r(C", 0) induite par l'homomorphisme P: @-*(9.

D'après le critère 3 et le théorème 1, (ii), on a le théorème suivant:

Théorème 2. Soient p(dz) = ̂  ajd*z un opérateur différentiel non nul à
a

coefficients constants sur C" représenté par un homomorphisme continu P de

0 dans 0 et Q un ouvert de type de Runge dans C". Alors pour que les

énoncés suivants (i) et (ii) soient valables, il faut et il suffit que l'ouvert Q soit

pseudo p(ôz)-convexe:

(i) Pour toute fonction holomorphe f sur Q, il existe u fonction holo-

morphe sur Q tel que Von ait:

(15) P(dz)u=f

dans Q.

(ii) Toute solution u dans F(O, &) de V équation homogène

(16) X3z)" = 0

est approchée dans F(Q, G) par des exponentielle-polynômes satisfaisant à

V équation (16).

Proposition 7. Soient p(dz) un opérateur différentiel non nul à coeffi-

cients constants sur Cn représenté par un homomorphisme continu de 0 dans

@ et Q un ouvert convexe de C". Alors Q est pseudo p(ôz)-convexe.

Pour démontrer la proposition 7, d'après Avanissian [1], on va démontrer

d'abord trois lemmes. Pour toute fonction Lebesgue-mesurable g de C dans

C, tout z0 e C et tout nombre positif non nul r, on pose :

(17)

où duc désigné la mesure de Lebesgue en C dans C.
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Lemme 6. Soient A un nombre positif non nul et g une fonction entière

sur C telle que 0(0)^0 et que avec un nombre positif K plus grand que 1, on

ait:

pour tout £eC. Alors pour tout nombre positif non nul A, tout nombre A'

tel que A'>Aet tout zeC tel que |z|>(logK)/G4'-,4), on a:

(18)

Démonstration. Supposons que l'on a:

On pose :

Pour tout C e C tel que | C | ̂ R, on a

Par suite, on a:

v<0

dans {C e C | | C | ̂  K}. Puisque l'on a :

on a:

\
J

c'est-à-dire que l'on a:

R2M(v; 0, ,R)^^|z|2M(v; z

Comme la fonction v est sous-harmonique, on a :
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R2(\og |0(0)| -A'K)=R2v(0)

On a donc:

(l+A)2|z|2(log \gm-A'K)
; z, z

=l2|z|2[M(log|0|;z,

Puisque Izl^O, on a donc:

log 13(0)1 + l-

Lemme 7. Soient A et B deux nombres positifs non nuls et f et g deux

fonctions entières sur C telles que 0(0) ̂ O, que le quotient f/g est une fonction

entière et que avec deux nombres positifs K et L plus grands que 1, on ait:

pour tout C e C, où J est une fonction Lebesgue-mesurable de C dans R. Alors

pour tout nombre positif non nul A, touts nombres A' et B' tels que A'>A9

Bf>B et tout zeCtel que

on a:

(19) \ f l g ( z ) \

^WI-W^xp^zH^^^

où F on se rappelle:

^(z)» sup J(0.
|C-z|<A|z|

Démonstration. Supposons que l'on a:

1>Q9A'>A9B'>B,gg logLi m

Comme la fonction log \f/g\ est sous-harmonique, on a:
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|; z, A|z[)-M(log|0|; z,

On a:

= log K- (A'-A)(l +X)\z\

D'après l'inégalité (18), on a donc:

Lemme 8. Soient A et B deux nombres positifs non nuls et f et g deux

fonctions entières sur C" telles que 0(0)^0, que le quotient f/g est une fonction

entière et que avec deux nombres positifs K et L plus grands que 1, on ait:

pour tout ÇeC", où J est une fonction Lebesgue-mesurable de C" dans R.

Alors pour tout nombre positif non nul h et touts nombres A' et B' tels que

A'>A, B'>B, il existe C nombre positif non nul tel que l'on ait:

(20)

pour tout zeCw , où Von se rappelle:

JA(z)= sup J(Q.

Démonstration. Pour tout z e Cn tel que |z| = 1, on pose:

/*'• * I - »/Oi> tz2,...,tzJ9

gz: t\ - > g(tzl9 tz2,...9 tzn),

hz=f
Jz: t
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et l'on pose :

En prenant (Jz)i comme dans le lemme 7, on a:

hz(t) = h(tzl9 tz2,...,tzn),

D'après le lemme 7, il existe C nombre positif non nul indépendent de z e Cn

tel que |z| = 1 tel que l'on ait:

\h(tzl9tz29...9tzn)\ = \hx(t)\

Comme \t\ = \tz\, on a l'inégalité (20) pour tout z e C".

Remarque. D'après le lemme 8, on peut obtenir le théorème 1 du chapitre

II de Malgrange [6] que l'on a utilisé dans la démonstration du théorème 1.

Démonstration de la proposition 1. Soit T une fonctionnelle analytique

sur Cn telle que tPT soit appuyée par Q. Il existe K compact convexe de Q

tel que *PT soit appuyée par K. D'après le théorème de Pôlya-Ehrenpreis-

Martineau donné, par exemple, dans Hôrmander [3], pour tout nombre positif
non nul s9 il existe CE nombre positif non nul tel que pour tout £ e C", on ait:

où on se rappelle:

JK(0 = supRe<z, C>
zeK

pour tout ÇeC". D'après le lemme 1, pour tout nombre positif non nul <5, il

existe C'ô nombre positif non nul tel que pour tout Ç e C", on ait:

En changeant les variables, on peut supposer que p(0)7^0. Dans la notation
du lemme 8, pour tout Ç e Cw, on a:

C/K)A(O= sup JK(rj)
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avec M nombre plus grand que la valeur sup \rj\.
tjeK

On peut supposer que M>e>0. Remarquons que l'on a:

Alors dans les notations du lemme 8, en prenant A = e/M et ô plus petit que la

valeur

pour tout s nombre positif non nul, il existe donc C nombre positif non nul tel

que l'on ait:

D'après le théorème de Pôlya-Ehrenpreis-Martineau, d'où la conclusion.

Comme tout ouvert convexe de C" est de type de Runge, d'après théorème

2 et proposition 7, on a le théorème suivant :

Théorème 3. Soient p(dz) = ̂ axd% un opérateur différentiel non nul à
a,

coefficients constants sur Cn représenté par un homomorphisme continu P de

0 dans 0 et Q un ouvert convexe de C". Alors on a les énoncés suivants (i)

rt(ii):

(i) Pour toute fonction holomorphe f sur Q, il existe u fonction holo-

morphe sur Q tel que Von ait:

(21) Xô>=/

dans Q.

(ii) Toute solution u dans F(Q, 0) de l'équation homogène

(22) p(Sz)u = 0

est approchée dans F(Q9 G) par des exponentielle-polynômes satisfaisant à

V équation (22),

Corollaire. Tout homomorphisme continu non nul P de 0 dans 0 qui

définit un opérateur différentiel à coefficients constants est surjectif.

Remarque. Dans ce mémoire, on a employé la manière de Trêves [8].
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