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Quelques Propriétés Géométriques du Domaine
de Fi et le Groupe de Tresses Colorées

Par

Toshiaki TER AD A*

Introduction

II s'agit actuellement du domaine 3) n dans l'espace numérique des

variables jcl9 x2, --^x^ défini par

sur l'espace de revêtement universel duquel reposent les fonctions hyper-

géométriques FD (a, &, /?2, • • • , @n9 Y; x1? xz, • • • , xn) d'Appell-Lauricella [1] ,

[12] que Lauricella a définies en imitant la méthode d'Appell. On

est en trein de travailler à les étudier depuis l'article dernier [18],

surtout le problème de Riemann et les fonctions automorphes en prove-

nant. Or en rencontrant en chemin à la nécessité des recherches détail-

lées de 3)M on va ici exposer les résultats concernant le groupe d'auto-

morphismes et les propriétés topologiques. Ils sont non seulement

indispensables pour nos recherches, mais eux-mêmes sont intéressants.

Par exemple, son groupe fondamental est, grossièrement dire, le groupe

de tresses colorées.

Dans Section 1, on définit 3)n comme un domaine sur l'espace pro-

jectif muni du système des coordonnées homogènes aux déplacements qui

consiste, en peu de mots, en n-\- 2 nombres complexes avec l'équivalence

par les transformations linéaires simul tannées. En outre on y montre

que le groupe d'automorphismes de 3)n est, si #2^2, isomorphe au groupe

symétrique de permutations de degré w + 3; il est bien connu si n — \.

On va établir dans Section 2 que l'espace de revêtement universel 3)n

de 3)n est homéomorphe à l'espace G qui consiste en courbes simples,
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fermées, rectilignes avec certaine équivalence, à l'aide duquel on peut

réaliser 3)n sur le plan. Et dans Section 3, on détermine les générateurs

et les relations du groupe fondamental de S)n. C'était déjà achevé par

Burau [6] avec la méthode algébrique. Mais nous le faisons de nouveau

à la manière qui a les relations intimes avec â)n.^

§ I. Groupe d'Automorphismes du Domaine 3)n

Nous introduisons d'abord les coordonnées homogènes aux déplace-

ments de l'espace projectif et, en les utilisant, définissons le domaine S)n.

Soit x— (jr09 jcl9 • • • , . r r l _ 1 ) un assortiment des nombres complexes dont tous

ne sont pas égaux. Quand on s'en donne deux (jr0, xl9 • • • 5 x n T - 1 ) et (x'0,

x'i, • • > , ^ n + i ) » on dit qu'ils sont équivaux si et seulement s'il existe une

constante complexe non nulle cl et une autre cz (peut être nulle) telles

qu'on ait xi = c1x'i -f- c2 pour tout 0<^<s7z + l. L'ensemble des classes de

facteurs par cette équivalence n'est pas autre chose que l'espace projectif

à n dimensions Pn (C) . Dans cette circonstance, on désigne

â)B=PB(C)\ U S,/;

Sy sont des hypersurfaces linéaires de JPn(C) définies par Xi — Xj.

Pour étudier le groupe d'automorphismes de ce domaine â)n, on

préparera le

Lemme 1. Soient fnf2,fz des polynômes des 11 + 2 variables

xl9 •••9xn±i de la forme

H (x.-xà*"> (z = l,2,3);

Ci sont des constantes complexes et hia$ sont des entiers non négatifs.

Alors, si fi sont reliés par fl + f2 -f/8 = 0, il arrive l'un des trois cas

suivants;

1- fi = c*f Pour bout z = l,2,3,

2. fi = c(xqi — xqi+ùf Pour tout i,

3. fi = c(xqi — xqi+ù (xq,^-xr)f pour tout i,

(*} L'auteur, ayant ignoré qu'il existait déjà beaucoup de travaux sur ce sujet, est obligé
au référant de l'avior indiqué.



LE DOMAINE DE Fi ET LE GROUPE DE TRESSES COLORÉES 97

où f est le produit des facteurs communs, où c et Ci (l^î^SS) sont

des constantes complexes et oïl r et qt sont des entiers avec Qi — c[j

si i==j (mod 3) .

En effet, c'est évident si n = 0. Supposons que ce soit vrai lorsque

le nombre des variables est moindre que n-\-2, et posons

ft = 0*hj (i = l,2,3);

avec g,- n (*»+i- *«)*<8,A< = *< II (*«-**) m'B/l, dont flr«A< sont
O^a^n Q£a<0^n

premiers entre eux, dont ct sont constants et dont mia et mia& sont des

entiers non négatifs. Désignons par dt le degré de Qi en tant qu'un

polynôme en xn+1.

Si d1 = dz = ds = d, hi admettent les hypothèses de ce lemme vu les

coefficients de Xn+i. Donc hi sont dans l'un de ces trois cas. Au

premier cas, si, pour un p et z, mip n'était pas nul, gjii ne seraient pas

premiers entre eux, ce qu'on voit en posant xn+1 = xp. Cela signifie que

(7i = l et que fi sont constants à facteur commun près. Si on a hi = c(x<l.

~Jcgni)> chaque gt ne dépend d'aucunes autres variables que xn+ï et l'un

des jcqi, xqri, xq3 selon le raisonnement comme plus haut. Par suite les coef-

ficients de Xn+l montre que ^ = 1 ou bien gi = xn+1 — xgî+2; c'est-à-dire il

arrive le deuxième ou respectivement le troisième cas. Supposons ensuite

qu'on ait hi — c (xq. — xgt+l) (xqi^z — xr) . En posant xqa = xr et respective-

ment xqi — xq2, on voit que gz et gs ne dépendent d'aucunes autres vari-

ables que l'un de xr et xqs et respectivement l'un de xqi et xqz puisqu'en

posant ainsi on a /2+/3 — 0. Conséquemment tous les gt sont constants;

on est arrivé au troisième cas.

Si dl = d2 = d^>dz> l'investigation de coefficients de x^^i établit

hi~—hz = c (constante). Parce que les coefficients de Xn~+l de (/! et g2

sont ~~ Z] miaXa et — ^ mzaxa et que gjii et g2h2 sont premiers entre
flS>^?i Ogagw

eux, on a ds = d—l, par suite il existe une constante cz et deux variables

jcr, xq telles qu'on ait h& = cs (xq — xr) . Donc on a d=1 et en conséquence

Qi = xn \~~x<i et gz — xn+1 — xr\ c'est-à-dire il arrive le troisième cas. Quant

aux autres cas, les démonstrations sont tout à fait parallèles. C.Q.F.D.

Nous allons ensuite étudier les transformations de S)n sur lui-même.
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Etant donnée une permutation P= ( . . . . } de degré n + 3,
\pQPi-"Pn+i PJ

définissons une transformation TP: TP(xQ, xl9 • • • , xn+1) = (x'Q, x{, • • • , xf
n+^)

par la formule

XQ __ i- xPi xPo / xPn^ xp.= lim
xn+1-—xQ #oo-*oo Xp.~xpoa/ xPn^ xpoo

Comme on le voit facilement, pour chaque P, TP est un automorphisme

de S)n et cette correspondance entre P et TP est un homomorphisme en

tant que groupe; et de plus, lorsque n^>2, on a TP = unité si et seule-

ment si P est l'unité, et, losque ?z = l, on a TP — unité si et seulement

si P est contenu dans {1, (10) (2oo), (02) (loo), (Ooo) (12)} où (01),

par exemple, est la transposition entre 1 et 0. Comme le théorème

suivant le montre, il n'existe plus d'autres transformations de 3)n sur

lui-même qui ne dégénère pas en un point.

Théorème 1. Soit T une application analytique de â)n à lui-

même dont l'image ne réduit pas à un point. Alors il existe une

permutation P= ( . ^ ^ ) de degré w-f-S telle qu'on ait T=TP.
\PoPl"-Pn+l PJ

En conséquence, si n^>2, le groupe d'automorphisme s de 3)n est iso-

morphe au groupe symétrique de degré 72-4-3, et, si n — \, il est

isomorphe à celle de degré 3.

Corollaire. Une transformation de 3)n sur lui-même est un

automorphisme ou bien son image consiste seulement en un point.

En effet supposons que T soit défini par

Xi — XQ _ / Xi ~ XQ Xz — XQ

où —^- °-j~9 — (l^z^«) sont des coordonnées inhomigènes de
-^n + l -^O J£n+l 3*0

Pn(C). Comme l'image de T est contenue dans j2)n, les gt ne prennent

aucune des valeurs 0, 1, oo; donc gt sont des fonctions rationnelles.

Puisque gt ne prennent les valeurs 0, 1, oo que sur U 5y, Qi sont
Q^i<j<n + l

exprimés par (7i = /i//n+i où fi (l<^i<,n) et fn+l sont des polynômes

admettant les conditions du Lemme 1; ce qu'on voit en remplaçant ft et
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respectivement —fn rl par fl et respectivement /2. Donc, si tous les gi

ne sont pas des constantes, on a, pour chaque i fixé,

gi=(xrt~xs.)/(xr.~-xtl)

ou

ri> % fi et respectivement aif bl9 c^ dt sont des entiers non négatifs,

moindre que ;z + 2, différents entre eux. Car, il est évident si aucuns

des QI ne sont pas constants; si, pour un z, gf est égal à une constante

ci9 il en est de même de tous les g^ s'il existait un QJ non constant, gs

et Qi/^j—fi/fj admetteraient respectivement Tune des équations ci-dessus,

et en conséquence on aurait c« = l, ce qui est absurde.

Si deux fonctions gt et Qj sont des fractions linéaires, on a l'un des

trois cas suivants: (a) rl — rj, Si = Sj (b) Si = Sj, tt = tj (c) ti = tj, rt = rj,

puisque Qi/Qj=ft/fj est aussi une fraction linéaire ou quadratique. Or,

dans cette circonstance, s'il existait une fraction quadratique gky on aurait,

en changeant des notations en cas de nécessité, bk = ri9 ck = ti9 dk = %

puisque Qk/Qt est une fraction comme plus haut; c'est absurde puisque

dans tous les cas (a), (b) , (c) on a ri = ?'j ou bien tt = tj. Donc tous

les gt ou bien l'un au plus des gi sont des fractions linéaires. Au

cas où tous le sont, on a pour toute paire i, j, une même paire des

équations (a) , (b) ou (c) ; conséquemment on a respectivement (a) t\

= r 2 =-- -=r l , = r, 51 = 5 2 = - - - = 5n=5, (b) s1 = s2= ••• = sn= s, ^ = t2= ••• = tn

= b, ou (c) t1 = t2= ••• = tn = t, rl = r2= "• =rn = r. Donc en posant re-

spectivement (a) pQ = oo, pi = ti (1 ̂ i<^ri) , pn+i — 5, p^ — r, respectivement

(b) pQ = s, Pi = rt (l^z^w), Pn+ï = oo, poa = t ou respectivement (c) pQ = r,

Pi = *i (l<i^n), pn+l = t, Ao-oo, et P= (J l. '"n.+I °°), on voit que
\PoPl" 'Pn + l Poo/

T coïncide avec TP.

Au cas où tous les gh à l'exception possible de gfr, sont des fractions

quadratiques, on a, en changeant des notations si nécessaire, que tous les

ai sauf ak sont égaux et il en est de même de ct et de di et qu'aucuns

deux des bt (I^i^n9i^k) ne se confondrent; car chaque Qi/Qj est une

fraction linéaire ou quadratique. Or, comme le nombre des variables

est seulement n-\-29 il existe certainement une fraction linéaire gk. En-

core par le raisonnement souvant utilisé, on a rk = ai9 sk = cif tk = dt (Kf
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<^77, i^k). Donc, en posant Pu = tk, Pi — b

A.-i = r*,Ao = sfc, on a T=TP. C.Q.F.D.

§ 2. Espace 5

Nous nous occuperons maintenant à l'espace S qui est l'espace de

quotient de toutes les courbes simples, fermées, rectilignes sur la sphère

de Riemann par une certaine équivalence, et par lequel on réalise l'es-

pace de revêtement universel S)n sur le plan. Il y aura beaucoup de

ses réalisations (par exemple [10]) mais nous avons pour but d'examiner

la représentation intégrale de fonctions hypergéométriques.

Etant donné un point a=(aQ,al9 • • • , an+1) de 3)n, on marque sur la

sphère de Riemann U avec la coordonnée u les ?z-f3 points aQ, ai9 • • • ,

anrî, a^ ( = oo), aucuns deux desquels ne sont évidemment égaux; on y

trace une courbe Ca simple, fermée, rectiligne qui passe tous ces points

aQ9 al9 • • • , # 0 0 par cet ordre et on désigne par C7(Ca) le domaine dont le

contour est la courbe Ca et qui s'en situe à gauche. Et puis désignons

par @(Ca) l'ensemble des applications q> de Ca sur U admettant que

l'image 0>(Ca) est une courbe simple, fermée, rectiligne, que ^?(oo):=oo

et que (p donne un isomorphisme topologique entre Ca et <^(Ca). Etant

donnés deux éléments <^(1), ^(2) de 0(Ca),
 on dit que (p(l} et $?(2) sont

équivalents ou <^(1)~^(2) si et seulement s'il existe deux constantes com-

plexes cl (=^=0), cz et une famille {^Jo^s^i d'applications continues de

<0(Ca) telles qu'on ait cpl = ctf™ + c2, cpQ = (p(ï} et ^sfe)=^0(ai) pour tout

0^5^1 et £ = 0,1, • • • , 7Z + 1, oo. Cela posé, désignons par G l'espace de

quotient de 0(Ca} par cette équivalence; on peut le regarder évidemment

comme un espace topologique. Exactement dire, l'espace G dépend de a

et Ca, cependant, parce que tous les espaces ainsi obtenus sont iso-

morphes, il n'arrivera pas aucunes confusions même si on utilise cette

notation qui n'en dépend pas.

D'ailleurs l'espace de revêtement universel 3)n de 3)n se détermine

comme d'habitude. On se donne d'abord un point fixé a— (aQ9 alt --9an+1)

de â)n et considère toutes les courbes dont le point de départ est a.

Etant donnée une telle courbe / définie par x — x(f) (où Xi = Xt(t) avec

^'<^?z +1), la classe d'homotopie qui fixe les point a = x(Q)
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et .r(l) détermine un point de 3)n dont les coordonnées homogènes aux

déplacements sont x0(l) , .t^ (1) , • • • , xn hl (1) .

Nous nous travaillons maintenant à montrer que G est isomorphe à

3)^. Etant donnés a— (#0, al9 • • • , a» M) , Ca et /: x — x(f) comme plus

haut, on fait correspondre à chaque l un élément de 0 (Ca) qui peut se

regarder comme un point de S. Ensuite on montre successivement que

cette correspondance induit une application de 3)n sur S, qu'elle est un

monomorphisme et qu'elle et un épimorphisme.

Pour la courbe /, on peut construire une famille {<pi,t}^t^ continue

des applications de 0(Ca) telle qu'on ait (pitt(a^) =Xi(t) et que ^z,0 est

l'application unité. Nous appelons cette famille {(fi,t} une déformation

continue de Ca le long de la courbe /. Evidemment, pour chaque /, la

détermination de ç>itt n'est pas unique. Cependant l'élément de G

représenté par ce ç? l> t se détermine de la manière unique. En effet, ç?M

étant donné, on peut construire, une famille {^i,t}os«<i d'automorphismes

topologiques de la sphère de Riemann U telle qu'on ait (f>lit(ii) — cpltt(ii)

sur Ca et que ( p i , t ( U ( C a ) ) soit le domaine situé à gauche de la contour

<Pi,t(Çà)* Pour le voir, il ne faut que considérer d'abord les transforma-

tions conformes et puis que les modifier. Etant données deux déforma-

tions <p\^t, <p£\ de Ca le long de /, définissons la famille {(pt\Q<t^i continue

d'applications de Ca sur U par la formule

Puisqu'on a <p$ = 0>0, <p$ = Vi, <pt (at) = çQ(a{) =xt (1) (0^z^;z + l), on voit

facilement que (pf^{ et (pf^[ sont équivalents et par suite que (pitt se déter-

mine de la manière unique à cette équivalence près.

Ensuite on va montrer que, lorsque l est une courbe fermée homo-

tope à zéro, (pLl est équivalent à l'identité; c'est-à-dire on obtiendra une

application de S)n à G. D'abord considérons le cas où l vérifie

dont on pose en général 3p(x) =inf {\xa — jc&\ ; 0<^a<jS2^i-r-l} • Or,

pour tout z, on peut balayer toutes les composantes connexes de Ca H

{|^ — ̂ ( i^p(^)} sauf celle qui contient le point a-t\ précisément dire, il

existe une famille {<^r}o<«<i d'applications de $(Ca) telle qu'on ait
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9t(a*i) —di pour tout 0<^"<l7Z + l et 0<^<^1, que <^0 soit l'identité et que

<Pi(Ca) H {\u — ai\<^p(a) } consiste d'une seule composante connexe. Pour

la courbe <pl (Ca) , on peut facilement construire une déformation cpu.t de

^i(Ca) le long de l de façon que ç? l i l f t soit l'identité sur f| {\ai~u
0<;i<;n+I

2JP (a) } fl ç?! (Ca) et que <^I,M — ̂ 1,1,0- Ensuite considérons la courbe /'

définie par Xt = at (Q<^t<£l/2) et xt = xt (2* — 1) (!/2<^<;i) et deux

déformations çp[PÉ, ç^?JÉ le long de Z':

et

D'après ce qu'on vient d'établir, <p$]i et <pfôtl sont équivalents et on peut

voir, successivement, que (jptil est équivalent à (piti,i<><pi, à <^i,i,o°^i, à ^ et

enfin à (piiQ. Au cas où la courbe / vérifie

x(t) =x(l-t)

et

ç?LO est aussi équivalent à (ptil par les deux résultats qui viennent d'être

établis. Enfin, si Z est une courbe générale homotope à zéro, en utilisant

cette homotopie, l se décompose en produit des courbes admettant les

conditions justement plus haut, et par suite <pL1 est équivalent à ç?l>0. Donc

une application de <Dn sur G est ainsi bien définie.

Il ne reste qu'à montrer que cette application est un isomorphisme.

Pour une courbe fermée l sur S)n et une déformation <^liS, supposons que

ÇiiQ soit équivalent à 0>M. En ce cas, on peut supposer sans restreindre

la généralité que (Pi,o = (pi,i et (f>i,Q — (pi,i* Considérons une famille {

de courbes sur $)n définies par

_
a,

II est évident que I0 = l et que 4 est la courbe dégénérée: Xi — a^ ce qui

signifie que l est homotope à zéro et que l'application en problème est

un monomorphisme. Nous nous donnons, par contre, un élément (p de

0(Ca) dont U(Ca) f!^(i[7(Ca)) contient un cercle fermé â\ cette condi-

tion ne restreint aucune généralité, puisque pour (p arbitraire il existe un

tel élément de 0(Ca) équivalent à (p. Alors il existe deux familles
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continues {^*1J}o^«^i> {^s2)}o^s<i d'automorphismes topologiques de la sphère

de Riemann U telles que ç^1} et (pf} soient l'identité, que <^f} (Ca) = 9J,

<riZ) (fP(C'a)) = 9J, et que (p^ (it) =(p^((p(ii)) pour tout u^Ca\ pour cela, il

ne faut que modifier des familles des applications conformes. Cela posé,

définissons une famille {(pt}o^t<i d'éléments de

>„(!)
Çît

II est évident que (pl — (p et que çt est une déformation de C0 Je long de

la courbe / définie par JCi = X i ( t ) =<pt(a^ (0<z<^7 +1).

En conséquence nous sommes arrivés au

Théorème 2.(*) L'espace 3)n de revêtement universel du domaine

3)n est topo logique ment isomorphe à l'espace G dont un poinl est

représenté par une courbe simple, fermée, rectiligne, passant les w + 3

points différents sur la sphère de J&emann. Et de plus il en est de

même en sensé analytique,

En effect, on vient d'établir qu'il existe une correspondence biunivoque.

Les autres parties de ce théorème est évident si on introduit la structure

topologique ou analytique naturelle sur Q.

Corollaire. U espace ÇDn est contractile.

En effet, c'est bien connu (voir par exemple [2], [10], [11]). Pour

le voir à notre manière, il ne faut que considérer un monomorphisme

continu de 3)n à 0(Ca), dont la démonstration est tour à fait pareille.

§ 3. Groupe Fondamental de S)tt

Maintenant nous nous metton à déterminer les générateurs et les

relations du groupe fondamental nl (3)n, &) qui fixe le point a. Il est

isomorphe à Hn^2/Zn,2 et on a la suite exacte

C'était déjà énoncé dans [3], cependant MM. Takeuchi et Yoshioka ont indiqué
l'insuffisance de démonstrations.
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1 -> H n -> £n -» jn -> i

où //n, Zn, J3n, ̂  sont respectivement le groupe de tresses colorées, son

centre, le groupe de tresses, le groupe symétrique. Bn est introduit par

Artin [3] et beaucoup d'auteurs ont depuis examiné Bn et Hn. En

outre, il existe déjà plusieur présentations des générateurs et des rela-

tions de Hn [4], [6], [14], [17]. Mais elles ne sont pas tellement com-

modes à étudier le domaine 3)n parce que les significations géométriques

(en notre sens) ne sont pas claires. Donc nous en exposerons une

nouvelle. D'ailleurs nous renvoyons aux bibliographies les autres pro-

priétés de ces groupes.

Nous commençons par préparer quelques définitions et notations.

Désignons Nn= {0, 1, • • • , « + !}, n étant un entier non négatif. Etant

donnés a, Ca sur la sphère de Riemann U et deux entiers différents

i,jŒNn, on considère une courbe simple: u = Uij(f) (0<^<I1) telle que
uij (0) ==#(, Uy (1) — a^ Uij (t) =Uji(I — t) et que ufj(f) soit contenu dans le

domaine £/(Ca) pourvu que 0<£<1 et une familles de fonctions hCaiijiS(t)

dont la courbe: u = hCa> ,-y, s (f) est un lacet par rapport à ui3-(s) partant de

aif Pour /= {ia}dNn, on suppose toujours ia<^ï^ si a</?« Pour chaque

paire i,jŒNn, on désigne par Ay l'élément de ni(£Dn,a) représenté par

la courbe : xa = aa (i^=a) , xt = hCa, y, i (t) .

Remarque 1. Deux assortiment (x) , (xr) de n-\-2 nombres com-

plexes dont aucuns deux ne sont égaux étant donnés, disons, de nouveau,

que (x) est équivalent à (xr) si et seulement si on a XQ — x'Q = ••• = xn+1

~Xn+i9 e^ définissons Ay par la courbe donnée par la même formule plus

haut dans ce nouvel sepace. Alors Ay peut se regarder comme étant

un élément du groupe de tresses colorées. Lorsque z'<O, en utilisant les

éléments ffa (a = Q,-',n) du groupe de tresses Bn^Zj on peut écrire

A1J = (Tï1(rïîi---(rjLi(fj-.i<rj-t'~(ri et AJt = ffj-1 — ffi+1(ft(rïîl'~<rjî_1. Par suite,

beaucoup de problèmes sur 7ti(<Dn,a) se réduisent à ceux de Bn+2.

Etant donné un groupe Glt engendré par {Ati\ z, j^Nn, i=£j} , on

pose, pour 1= {ia;
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A/ — Af o f l . f p l l = -Afoîi i-AMi; V" ^-Mi -ip'ipn »

dont les significations géométriques sont évidentes. Et on dit que Gn

admet les relations JRJ si on a Ay = A^ pour tout i,jŒ:Nn, que Gn admet

JRÇ(/) si on a, pour tout J= fa; 0&Nq} avec g<^£ et Je /, Aj+*AJaJf

où «-> signifie la commutativité, et que G,, admet jR* si on a A0]...7l+1 — 1

(unité de Gn) . Etant donnés /C Nn et un y positif, on écrit

sup { i Xi - xio | ; i

Si($) est l'ensemble des points de l'intérieur.

Théorème 3. Le groupe fondamental r^ (â)n, a) est engendré par

,j&Nn,i=^j}, et les relations entre ces éléments se réduisent à

l'ensemble des relations R$9 Rf (Nn) , HJ (JVn) , /?;. Donc on peut choisir

les (;/ + !) (;?4-2)/2-~ 1 éléments comme ses générateurs,

En utilisant les notations dans Remarque 1, et en répétant les

démonstrations de ce théorème, on a le

Corollaire. Le groupe de tresses colorées est engendré par {A^;

i,j^]yn,i=£j} et les relations entre ces éléments se réduisent à V en-

semble des relations «?, RI (Nn) , BJ (JVn) .

Le reste de cette article est consacré à la démonstration de ce

théorème. D'abord, quant aux JRJ, il ne faut que considérer la famille

des courbes:

Pour poursuivre la preuve, il faudra quelques lemmes.

Leinme 2. Soit Gn un groupe engendré par

qui admet les relations Ri, R" (Nfl), fi? (Nn). Alor on voit que

(1) un sous-ensemble 1= {/„, il9 /2, /3} de 7V7l étant donné, on a
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(1. 1) Aioil^Aizis , (1. 2) AM3<-> AM2 ,

(1. 3) AM2^A^tAM3AMl , (1. 4) AM3^A4A

(2) étant donné I={ia-a^Np}, on a

(2. 1) A;

(2.2) Ai

(2. 3) A/ = AMl...ip + 1;*0 Ail£>...ip + 1 = A« l ig...fp + 1 A i l i8...ip+1;£0 ,

(3) Gn admet les relations Rp(N^ pour 3<£<J;z.

En effet, on peut supposer fœ = a. On a A/ — A20A21 A80 A81A82A10 par

Ai«->A10; d'après A10^>A0i2 et A10<-*A0i3, on a A/= A20A21A30A31A10A32 ce

qui montre (1. 1). Selon A2i^>A012, A7«->A12 et A123<-^A12, on voit (1. 2).

En utilisant successivement A32<->A/, (1.1), Aj^^A10, (1.2), on a A/

= A82A2oA8oA12A1oAw1A81 A10. En combinaisant la formule qu'on en ob-

tient en utilisant A32<-»A023 et Aj<->A20 avec celle obtenue en usant de

A028<->A,0 et AM<->AOM, on a (1.3). Par A012<^A21 et Aj^->A32? on a A/

— A32A21 A^AjoA^A^AaoAa!. En le transformant par AZ«-»A81, A18<->A123

et A13^->A0i3, on a (1.4). Pour montrer (2.1), il ne faut que montrer

Afl(?<->A où A = Aaa±1...fto vu (1.1), (1.2). Puisqu'on a

en appliquant les relations AteAa0AQa<-*AQr (? = <% + !, • • • , /S — 1) et Aa^

^->A0a/?, on voit (2.1). (2.2) se démontre parallèlement à (2.1).

D'ailleurs on a, par la définition et (1. 2) ,

ce qui signifie la première égalité de (2. 3) . La deuxième est obtenue

en appliquant (2.1). Quant à (3), on voit A/^>Aa/9 si {a, /?}^{0,

p-\-I}9 en appliquant (2), par la récurrence par rapport à p. Lorsqu'il

s'agit Aop^î^A/, en tenant compte la formule

A/— A12...PA (avec A = A12...p;j)+1A12...1,+1;0),

et (1.2), nous n'avons qu'à montrer A0p+i^->A. Or, comme on a, par

(1.2),
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en appliquant successivement les relations AQ p f l<->A0 a p+1 (l£j<2£^/>) ,

on a A^/i0pJ1. C.Q.F.D.

JLemine 3. Soient f(t) : Xi = f i ( t ) une application continue d'un

carré T— {/— (/1? £2) ; 0<^3, £2<^1} sur 3)n. y une constante avec 0<^

f^l, T0 un sous- ensemble fermé de T et I— {/a; £K£=IY7Î_3} un sous-

ensemble de JY71. Alors, si /(T0) C Si (jt) -, il existe une famille continue

{Fs (t) } (0<^s<^l) d'applications continues de T sur 3) n dont on a -F0(/)

SX?) et F.(*)=f(0 si *e=T0.

En effect, on peut choisir une constante 7/1 positive, moindre que f]

et un voisinage T1 de T0 de façon qu'on ait f (Tj) dS/Opi). Ensuite posons

£,= U {«;0^(tt-/«.(0)/(/«a(0-/«.(0)^l}
O^a^P 4- 1

et

jE«(e) = {w; (distance entre « et Et)<^e}.

En posant {jly j"2, js} — N^I, considérons d'abord le cas où f] L^ = t/>
0=1,2,3

avec L0= {t\fjfi(t} ^Et}, et choisissons £ suffisamment petit tel qu'on ait

H = {t\fjM eJS t(e)} =0. Cela posé, on définit une famille {Fs (t) }
£ = 1,2,3

2S5SS1) d'applications de T sur â)n comme ce qui suit.

= ft(t) (te/)

x

où gf (^) est une fonction continue sur T dont 0<Ig (f) ^1, g (t) =\

U^Tî) et g ( f ) = 0 (/eT0). Il est évident que F, (0 admet toutes les

conditions données.

En cas général, on peut supposer que la frontière de T^ est une

réunion finie de courbes rectilignes, simples. En triangulisant T\T1

assez finement, on peut supposer que f(t) soit linéaire sur chaque

triangle et que L0 (# = 1,2,3) soient des réunions finies de courbes

rectilignes, ce qui est achevé en déformant f(t) continûment. Encore

par une déformation continue de f(f) , on peut supposer Lt fi L2 0 L3 — rp.

Donc le cas général se réduit au celui particulier. C.Q.F.D.
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Corollaire. Soient y et I comme plus liant. Alors, si

l'application naturelle de ul (Sl ( /?) , a) sur nl(3)n,a) est un isomor-

phîsme.

En effect, par ce lemme on peut transporter toute courbe et toute

homotopie sur 3)n à celles sur <S/0?).

Maintenant, étant donnés un sous-ensemble I— {ia\ a^Nn^} de ]Vn,

une constante y avec 0<^<J1, et un point réel b — (b^) de Sj(ff) avec

*o<*i<-''<*n-Li<l et bn+l — b0<?7, posons {j} =Nn\I et aia = bia (a

GE JVn_!) , aj = bj— v —~Lv1 — b2j, et considérons la courbe fermé CG dont

U(Ca) est la réunion du demi-plan supérieur et d'un voisinage suffisam-

ment petit de {«; Re u = bj, — v7! — Z^.<Im ^^0}.

Avec ce Ca, définissons les fonctions hCatiktS(t) (O^^^l) avec

\hCa,iaie,i(^) — ai0\<.y et par suite les éléments Aik de ni(3)n>à), qui est
un élément de TTi (Sf (rf) , a) si i, k=£j. En cette circonstance on aura le

Lemme 4. Z/£j notations étant comme plus haut, si le théorème

3 es£ vrai pour 3)n-i, on peut montrer que TCl(SI(ff) ^ a) est engendré

par {Aiaifi; a, /9e Nn_l9 a=£/3} et les relations se réduisent à RÔ (I) ,

En effect, practiquons d'abord le (T-processus de Hopf en posant

où f = (f0> A» •"» fn) sont les coordonnées homogènes aux déplacements de

PB_!(C). Alors on voit

A (7)= H {(f,f);feâ)n . l f |V |^ |fn-A|/ |fa-fo|},
aejVn-i

où v= (xin — Xi0) / (xj — Xii) . Par une application /de -5'/(^) sur â)n_i

X {0<M:$^/} qui fixe le point a, qui est un homéomorphisme topologique

et qui est de la forme /: (Ç, v) H- > (?, g (f , t>) z/) où ^ (ç, v) est une fonction
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continue à valeur positive, on voit que Sjr(^) est topologiquement iso-

morphe à .Sn-jX {0<M<^}.

Sur la sphère de Riemaiin U, prenons une collection des points b^

b'i, '",b'n et un autre VQ qui admet (**) avec aia = xia9 ça
 = b'a e^ VQ =

(ain — aÎQ)/(aj--aîo), et traçons la courbe Cb' qui est l'axe réelle. Avec les

points b'a, la courbe Cô' et les entiers k, l&Nn-l9 considérons les fonctions

hc'b,,ki,i(t) (O^^l) et, en les utilisant, les éléments A'kl de KI($) n-\

X{0<i^|<^}, (b', v0)) représentés par la courbe: v = v0, Ça = b'a (a^=k) ,

ffc — hC'b,,ki,i (?) - D'ailleurs désignons A/ la classe représentée par la

courbe :ç£ = &î (0<^;?) , z; = t;0 exp (27rv/:rî^) (0<^<;i) .

Par l'hypothèse de récurrence, rtl (£Dn-i X {0<J'HsS'"/?}> (b'9vQ)) est

bien déterminé en utilisant ces éléments et il en est de même de ^ (Si(7j) , ̂ z) ;

^ i ( S I ( i f ) , a) est engendré par les A'kl(k, l&Nn-ly k=/^l) et A/, et les

relations se réduisent à fif"1 (JVn-j) , R""1 (Nn^) , R^1 (Nn^) , H^lî pour

les Aii et à A/<->Aiz; où A^ signifie aussi l'élément de r.i(SL(rj) , ci) qui

provient de l'élément Aiz de ^)n-1X {O^l^i^^} par l'application inverse

y~!, et il en est de même de A/; il en n'arrivera pas de confusions.

Ensuite examinons les relations entre Aikil et A'kl, A/. D'abord on

a A'kl = Aîkil pourvu {k, 1} =£ {0, ;z} , en considérant Xj et xio toujours fixés.

Car, si k^=Q, n on le voit facilement en comparant deux courbes qui

représentent Ai]cil et A^, et en autres cas on l'a par la relation A'kt

= A'lk — Ailik — Aikir Quant à A^0, considérons AJi...n_1;7l qui est évidem-

ment représenté par la courbe:

La même classe de cette courbe est aussi représentée par

-rt- = fl/, (z = /'„,./, /o) , .rfa = ^0+ ( û f a —

A l'aide du Lemme 2 et par une déformation homotope, on voit

Donc on a A'n0 = Aï0}l...tll_iAj~l\,...in = Aïo\i...inAioin. D'ailleurs par le raisonne-

ment parallèle, on a A/ = A/.

Donc, en traduisant les relations entre A'k[ en celles entre A^, on

obtient les relations données; où on utilise le Lemme 2. C.Q.F.D.
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Corollaire. On se donne deux sous- ensemble s I— {ia\

J~ {JB\ lSS/î2S<z} de Nn avec I(JJ=Nn, p + q = n9 une collection de

nombres b0, bîf •-, bn+1 tels que è0<è1<---<èn^1, ènTl — è0<l5 *o = 0 et

on pose aia = bia (a = b - v/:=:î Vl - £ 1#<

sous-ensemble de S)^. Alors nl (D, a) est engendé par les Aiaip

, a,j3^Np) ; Aiaiff est défini comme plus haut où U(Ca) est la ré-

union du demi-plan supérieur et de (J {u\ Re u = bja, O^Imw> — Vl — b]}.

En effet, parce que les coordonnées homogènes aux déplacements

admettent une transformation linéaire simultanée, on peut supposer xSi

toujours fixé, et par suite, il en est de même de tous les xif (l^/îfS^).

Ainsi on est arrivé aux situations parallèles à ce lemme.

Maintenant nous complétons la démonstration. Soient /, J et a

comme étant dans le corollaire du Lemme 4 avec p = n — 3 et q = 3.

D'après le corollaire du Lemme 3, il ne faut que considérer TCi (Sr (1) , a) .

Posons

(i=£jf, /0) , 1^1 =1}-

Kp n'est autre chose que 501...j-...n+1 (1) . Parce que a^ f) K
0 = 1,2,3

sont déterminés par le corollaire du Lemme 3. Or les générateurs de

n1(KiriK2fa) sont donnés par le corollaire du Lemme 4. Donc on peut

savoir rcl(Kl\J K2, a) par le théorème bien connu. En remarquant que

la courbe: xi = ai exp 2n\/ — lt, d'une part, dégénère en le point a, et,

d'autre part, exprime A01...n+1, on voit que TCl (X^ U K2, a) est donné par

les générateurs et les relations du Théorème 3. Ensuite par le même

procédé, on peut savoir 7T2 ( (K^ U K2) U Ks, a) . Comme K^ U K2 U K&

= 5/(l), la démonstration est finie.

Remarque 2. Comme on le voit facilement par les démonstrations,

toutes les relations du Théorème 3 ne sont pas nécessaires pour déter-

miner fti(3)n9a). Par exemple, au cas où n = 2, on peut éliminer un de
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