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Quelques Propriétés Géométriques du Domaine
de Fi et le Groupe de Tresses Colorées

Par

Toshiaki TERADA*

Introduction

Il s’agit actuellement du domaine ), dans l’espace numérique des
g

variables xi, x,, -+, x, défini par
Qﬂ: {(.1'1, Tyttt xn) > xi#0~ 1 (léién)> xj#l’k (1§]<k§7l)},

sur ’espace de revétement universel duquel reposent les fonctions hyper-
géométriques Fp(a, Bi, Bey +*5 Br» T3 X1 Tay +++, ;) d Appell-Lauricella [1],
[12] que Lauricella a définies en imitant la méthode d’Appell. On
est en trein de travailler a les étudier depuis Varticle dernier [18],
surtout le probléme de Riemann et les fonctions automorphes en prove-
nant. Or en rencontrant en chemin a la nécessité des recherches détail-
lées de 9),, on va ici exposer les résultats concernant le groupe d’auto-
morphismes et les propriétés topologiques. Ils sont non seulement
indispensables pour nos recherches, mais eux-mémes sont intéressants.
Par exemple, son groupe fondamental est, grossiérement dire, le groupe
de tresses colorées.

Dans Section 1, on définit &), comme un domaine sur 1’espace pro-
jectif muni du systéme des coordonnées homogénes aux déplacements qui
consiste, en peu de mots, en 7-+2 nombres complexes avec 1’équivalence
par les transformations linéaires simultannées. En outre on y montre
que le groupe d’automorphismes de 4), est, si n=>2, isomorphe au groupe
symétrique de permutations de degré #-+3; il est bien connu si z=1.
On va établir dans Section 2 que l’espace de revétement universel @,.

de 49, est homéomorphe a ’espace & qui consiste en courbes simples
n p H
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fermées, rectilignes avec certaine équivalence, a l’aide duquel on peut
réaliser .@ﬂ sur le plan. Et dans Section 3, on détermine les générateurs
et les relations du groupe fondamental de 4, C’était déja achevé par
Burau [6] avec la méthode algébrique. Mais nous le faisons de nouveau

a la maniére qui a les relations intimes avec 4),.¢®

§1. Groupe d’Automorphismes du Domaine 9,
P P

Nous introduisons d’abord les coordonnées homogeénes aux déplace-
ments de l’espace projectif et, en les utilisant, définissons le domaine 49),.
Soit x= (xy, xy, ***, Tn-;) un assortiment des nombres complexes dont tous
ne sont pas égaux. Quand on s’en donne deux (xy, x,, ***, £n.1) et (xq,
Xy, o, Thy), on dit qu’ils sont équivaux si et seulement s’il existe une
constante complexe non nulle ¢; et une autre ¢, (peut étre nulle) telles
qu’on ait x;=c,x; +c, pour tout 0<<i<<n+1. L’ensemble des classes de
facteurs par cette équivalence n’est pas autre chose que l’espace projectif

a n dimensions P,(€). Dans cette circonstance, on désigne

Du=P.(O)\ U Siz;

0Si<jSn+1
S;; sont des hypersurfaces linéaires de P,(C) définies par x,=x;.
Pour étudier le groupe d’automorphismes de ce domaine 4),, on

préparera le

Lemme 1. Soient fi.fs fs des polynomes des n+2 wvariables x,,

xy, o, Zaey de la forme

.fi"—“ci ]:[ (xu-rﬂ)“aﬂ (i=19 2, 3)~
0=alfsn+l

c; sont des constantes complexes et s sont des entiers non négatifs.
Alors, si f; sont reliés par fi+f,+f3=0, il arrive Pun des trois cas
sutvants;

1. fi=c S pour tout i=1,2,3,

2. fi=c(xg,—Zg,)f bour tout i,

3. fimc(xg,— Zgis1) Zquue— ) f  pour tout i,

™) L’auteur, ayant ignoré qu’il existait déjd beaucoup de travaux sur ce sujet, est obligé
au référant de l’avior indiqué.
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on f est le produit des facteurs communs, ou ¢ et ¢; (1<i<3) sont
des constantes complexes et on r et q; sont des entiers avec q:=q;

s7 7=j (mod 3).

En effet, c’est évident si #=0. Supposons que ce soit vrai lorsque

le nombre des variables est moindre que n+2, et posons
fi=ghif (i=1,2,3);

avec §;= [l (@pri—x)™= hi=c; 11 (xa—xe)™=¢, dont ¢;h; sont
1<a<n 1SalBsn

premiers entre eux, dont c¢; sont constants et dont mz;, et M,z sont des

entiers non négatifs, Désignons par d; le degré de ¢; en tant qu’un

polynome en z,.,.

Si di=d,=ds=d, h; admettent les hypothéses de ce lemme wvu les
coefficients de x%,;. Donc h; sont dans l'un de ces trois cas. Au
premier cas, si, pour un p et 7, m;, n’était pas nul, g;4; ne seraient pas
premiers entre eux, ce qu'on voit en posant Z,.;=x, Cela signifie que
g:=1 et que f; sont constants & facteur commun prés. Si on a h;=c(z,,
—Zg,.)» chaque ¢; ne dépend d’aucunes autres variables que .., et 'un
des g, 4, X4, selon le raisonnement comme plus haut. Par suite les coef-
ficients de x%;] montre que ¢;=1 ou bien ¢;=x,.;—Zg,,; Cest-a-dire il
arrive le deuxiéme ou respectivement le troisiéme cas. Supposons ensuite
qu’on ait f;=c(xy—Zg,,) (Xg:—%-). En posant x, =2z, et respective-
ment x, =, on voit que ¢, et gs; ne dépendent d’aucunes autres vari-
ables que I'un de x, et x,, et respectivement 1'un de z,, et x,, puisqu’en
posant ainsi on a f,+f;=0. Conséquemment tous les g; sont constants;

on est arrivé au {roisiéme cas.

Si dy=d,=d>d, linvestigation de coefficients de x2,, é&tablit

hy= —hy=c (constante). Parce que les coefficients de x%;] de ¢, et g,
sont — Y Mmx, et — Y Mha, et que ¢ et (.h, sont premiers entre
<azn =asn

eux, on a dy=d—1, par suite il existe une constante c; et deux variables
x,, r, telles quon ait Ay=cy;(x,—z,). Donc ona d=1 et en conséquence
0\ =a, 1—Xq et gy=2X,,;—x,; Cest-d-dire il arrive le troisiéme cas. Quant

aux autres cas, les démonstrations sont tout a fait paralléles. C.Q.F.D.

Nous allons ensuite étudier les transformations de &), sur lui-méme.
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01.-n+1o0
PDPI"'Pn+1 Pm

définissons une transformation Tp: Tp(xy, 1, ***) Zps1) = (X5, X1, -+, Thr1)

Etant donnée une permutation P=< > de degré n-+3,

par la formule

’ 4
Li =% _ |im Fri T Tn, / ZLony ~ Lo,

/7
Zay1— XLy Fom® Tp,— Lp,/ Lp,,, — Lpe

Comme on le voit facilement, pour chaque P, Tp est un automorphisme
de 4), et cette correspondance entre P et T est un homomorphisme en
tant que groupe; et de plus, lorsque 2=>2, on a Tpr=unité si et seule-
ment si P est 1'unité, et, losque =1, on a 7Tp=unité si et seulement
si P est contenu dans {1, (10) (200), (02) (1c0), (0x0) (12)} ou (01),
par exemple, est la transposition entre 1 et 0. Comme le théoréme
suivant le montre, il n’existe plus d’autres transformations de &), sur

lui-méme qui ne dégénére pas en un point.

Théoréeme 1. Soit T une application analytique de 9, a lui-

méme dont Pimage ne réduit pas o un point. Alors il existe une
Do Pagr Po

En conséquence, si n=2, le groupe d’automorphismes de 9, est iso-

permutation P=< ) de degré n-+3 telle quon ait T ="T5.

morphe au groupe symétrique de degré n—+3, et, si n=1, il est

isomorphe Q& celle de degré 3.

Corollaire. Une transformation de 9D, sur lui-méme est un

automorphisme oun bien son image consiste seulement en un point.

En effet supposons que 7T soit défini par

4 7
i — Xo < X1 — Lo X3 — Xy Ln— Xy >
=g, . ,

’ ) ’
Zny1— Lo xn»{-l'—xo Zpp1— Zo Zpy1— Zo

4 7’
. xi—x Zi—x . L .
on =0 =i =0 (1<{<»n) sont des coordonnées inhomigénes de
Lpp1— Lo Tag1— Lo

P,(C). Comme l'image de 7 est contenue dans 9, les ¢g; ne prennent

aucune des valeurs 0, 1, co; donc ¢; sont des fonctions rationnelles.

Puisque g; ne prennent les valeurs 0, 1, oo que sur U Sy, g sont
I<i<jsn+1

exprimés par ¢;=/1;/fns: o0 f; (1Zi<n) et f,., sont des polynomes

admettant les conditions du Lemme 1; ce qu'on voit en remplacant f; et
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respectivement —f, ., par f, et respectivement f,. Donc, si tous les ¢;

ne sont pas des constantes, on a, pour chaque 7 fixé,

9:;= (xri - xn) / (xT.' - I‘z)

ou
9:= (xlli_xci> (xbi_xdz)/(xﬂi—‘xd{) (xbi_xl'[);

7 Si, 1; et respectivement ay, by, c;, d; sont des entiers non négatifs,
moindre que n-+2, différents entre eux. Car, il est évident si aucuns
des ¢:; ne sont pas constants; si, pour un g, g; est égal A une constante
¢i, il en est de méme de tous les g;; s’il existait un ¢; non constant, g;
et 9;/9;=S:/f; admetteraient respectivement 1’une des équations ci-dessus,
et en conséquence on aurait ¢;=1, ce qui est absurde.

Si deux fonctions ¢; et g; sont des fractions linéaires, on a 'un des
trois cas suivants: (@) r;=7y s;=s; (b) s;=s;, ti=¢t; (¢) L=, ri=ry
puisque ¢:/g;=f:/f; est aussi une fraction linéaire ou quadratique. Or,
dans cette circonstance, s’il existait une fraction quadratique ¢, on aurait,
en changeant des notations en cas de mnécessité, b,=7; c =1;, d,=s5;
puisque ¢/g; est une fraction comme plus haut; c’est absurde puisque
dans tous les cas (a), (b), (c) on a 7,=7; ou bien #=¢. Donc tous
les g; ou bien 'un au plus des g¢; sont des fractions linéaires. Au
cas ol tous le sont, on a pour toute paire 7, j, une méme paire des
équations (a), (b) ou (c); conséquemment on a respectivement (a) 7,
=ry=c=1,=7, §=S=-=5,=5, (b) s;=s,=-=s5,=s5, [1=t=-=1,
=f 0ou (¢) fy=ty=-=t,=t, rn=r,=-+=r,=7. Donc en posant re-
spectivement (a) py=o0, p;=1; (1=i<n), p.s1=5, P =T, respectivement
(b)) po=s, pi=7; A<i<n), ppa= 00, p,=1 ou respectivement (c) p,=r,

.- 01--n+1o00
pi=s A=i=n), pea=t P et P <P0P1"'I>n+1 P

), on voit que
T coincide avec T'p.

Au cas ou tous les ¢;, a ’exception possible de ¢, sont des fractions
quadratiques, on a, en changeant des notations si nécessaire, que tous les
a; sauf a; sont égaux et il en est de méme de c¢; et de d; et qu'aucuns
deux des b; (1=i<n, i==k) ne se confondrent; car chaque ¢;/g; est une
fraction linéaire ou quadratique. Or, comme le nombre des variables
est seulement zn-+2, il existe certainement une fraction linéaire ¢,. En-

core par le raisonnement souvant utilisé, on a r,=a;, si=c;, tLri=d; 1=:
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<n,izk). Donc, en posant p,=t;, p;=b; A<i<n, i5k), p.= oo,
Pn1=Ti, Po=35, on a T=T5. C.Q.F.D.

§ 2. Espace &

Nous nous occuperons maintenant & l’espace & qui est ’espace de
quotient de toutes les courbes simples, fermées, rectilignes sur la sphére
de Riemann par une certaine équivalence, et par lequel on réalise I’es-
pace de revétement universel @n sur le plan. Il y aura beaucoup de
ses réalisations (par exemple [10]) mais nous avons pour but d’examiner
la représentation intégrale de fonctions hypergéomeétriques.

Etant donné un point a= (a,, a,, ***, a,s;) de 9,, on marque sur la
sphére de Riemann U avec la coordonnée # les n+3 points a a,, -,
ay.1, A (=00), aucuns deux desquels ne sont évidemment égaux; on y
trace une courbe C, simple, fermée, rectiligne qui passe tous ces points
ag, Ay, **, A, par cet ordre et on désigne par U(C,) le domaine dont le
contour est la courbe C, et qui s’en situe & gauche. Et puis désignons
par O(C,) l'ensemble des applications ¢ de C, sur U admettant que
I'image ¢(C,) est une courbe simple, fermée, rectiligne, que ¢ (o) =0
et que ¢ donne un isomorphisme topologique entre C, et ¢(C,). Etant
donnés deux éléments ¢, ¢® de @(C,), on dit que ¢@ et ¢? sont
équivalents ou @@ ~p® si et seulement s’il existe deux constantes com-
plexes ¢,(50), ¢, et une famille {¢;},cs<; d’applications continues de
0 (C,) telles quon ait ¢, =c,¢® +c, @o=¢W et ¢, (a;) =@, (a;) pour tout
0<s<1 et 1=0,1,-:-,2+1, co. Cela posé, désignons par & l’espace de
quotient de @(C,) par cette équivalence; on peut le regarder évidemment
comme un espace topologique. Exactement dire, ’espace £ dépend de a
et C,, cependant, parce que tous les espaces ainsi obtenus sont iso-
morphes, il n’arrivera pas aucunes confusions méme si on utilise cette
notation qui n’en dépend pas.

D’ailleurs I’espace de revétement universel QN),, de 9, se détermine
comme d’habitude. On se donne d’abord un point fixé a= (a,, a;, ***, @n+1)
de 9, et considére toutes les courbes dont le point de départ est a.
Etant donnée une telle courbe [ définie par x=x(¢) (o0 x;=x;(¢) avec

0=<z<1, 0<<i<n+1), la classe d’homotopie qui fixe les point a=x(0)
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et £(1) détermine un point de 9, dont les coordonnées homogénes aux

déplacements sont ., (1), (1), -+, 2., (1).

Nous nous travaillons maintenant a montrer que & est isomorphe a
@,,. Etant donnés a= (a,ay, -, a,.),C, et I: x=x(t) comme plus
haut, on fait correspondre i chaque [ un élément de @(C,) qui peut se
regarder comme un point de €. Ensuite on montre successivement que
cette correspondance induit une application de @n sur &, qu'elle est un
monomorphisme et qu’elle et un épimorphisme.

Pour la courbe /, on peut construire une famille {¢, .}ocics continue
des applications de @(C,) telle qu'on ait ¢, ,(a;) =x;(¢) et que ¢, est
lapplication unité. Nous appelons cette famille {¢,,} une déformation
continue de C, le long de la courbe /. Evidemment, pour chaque [, la
détermination de ¢, n’est pas unique. Cependant ’élément de &
représenté par ce ¢, se détermine de la maniére unique. En effet, ¢,
etant donné, on peut construire, une famille {@ }o<i<s d’automorphismes
topologiques de la sphére de Riemann U telle quon ait @, ,(x) =¢,,, («)
sur C, et que @, (U(C,)) soit le domaine situé a gauche de la contour
¢1..(Cy). Pour le voir, il ne faut que considérer d’abord les transforma-
tions conformes et puis que les modifier. Etant données deux déforma-
tions ¢, ¢ de C, le long de I, définissons la famille {¢,} o< continue

d’applications de C, sur U par la formule
) (01 (1
@e=PiroPLr 0@l .
Puisqu'on a ¢ff} = ¢o, ¢f1= @1, ¢ (@) = ¢o(a;) =x;(1) (0<i<n+1), on voit
facilement que ¢} et ¢ sont équivalents et par suite que ¢, se déter-
mine de la maniére unique a cette équivalence prés.
Ensuite on va montrer que, lorsque [ est une courbe fermée homo-
tope & zéro, ¢, est équivalent a l'identité: c’est-a-dire on obtiendra une

application de @n a &. D’abord considérons le cas ou [ vérifie
sup{la;—z; () 11 0<i<n+1, 0=t<1} <p(a):

dont on pose en général 3p(x) =inf{jx,—1xs|; 0Za<p<n+1}. Or,
pour tout Z, on peut balayer toutes les composantes connexes de C,N
{lu—a<p(a)} sauf celle qui contient le point «;; précisément dire, il

existe une famille {¢/}igcr dapplications de @(C,) telle quon ait
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¢, (a;) =a; pour tout 0<i<n+1 et 01, que ¢, soit ’identité et que
o (C) N{lu—a;i<p(a)} consiste d’une seule composante connexe. Pour
la courbe ¢,(C,), on peut facilement construire une déformation ¢,,, de
¢:(Cy) le long de [ de facon que ¢y, soit l’identité sur N {ia;—u|
=o(@} Ng (C) et que ¢, =¢..,. Ensuite considéronsogllgnzgurbe A
définie par x;=a; (0<2<1/2) et zy=a:;(26—1) (1/2<¢<1) et deux

déformations ¢{,, ¢, le long de I:

@ {(ﬂz,u 0=:£1/2)
o Qe (1/2=5651)

Qas (0=:£1/2)

@
P1,u-1001 (1/2=5t<1)

D=
D’aprés ce qu’on vient d’établir, ¢, et ¢, sont équivalents et on peut
voir, successivement, que ¢, est équivalent & ¢, .00, & @100, & @ et

enfin & ¢;,. Au cas ol la courbe [ vérifie

() =x1—10 0<1£1/3)
et

lz: () —2:(1/3) [Sp(x(1/3))  (1/3=5t<2/3), (0=i=n+1),

@0 est aussi équivalent a ¢, par les deux résultats qui viennent d’étre
établis. Enfin, si / est une courbe générale homotope a zéro, en utilisant
cette homotopie, / se décompose en produit des courbes admettant les
conditions justement plus haut, et par suite ¢, ; est équivalent a ¢, ,. Donc
une application de ), sur £ est ainsi bien définie.

Il ne reste qu’a montrer que cette application est un isomorphisme.
Pour une courbe fermée [ sur 9), et une déformation ¢, ;, supposons que
@10 soit équivalent 4 ¢;,. En ce cas, on peut supposer sans restreindre
la généralité que ¢, ,=¢;,, et P1,0=7,,;. Considérons une famille {L}o<<;

de courbes sur &), définies par

_ ProoPisop,(a)  (2=s)
a; (=s) .

Ly

Il est évident que [,=1[ et que [, est la courbe dégénérée: x;=a;, ce qui
signifie que / est homotope i zéro et que l’application en probléme est
un monomorphisme. Nous nous donnons, par contre, un élément ¢ de
0 (C,) dont U(C,) N@F(U(C,)) contient un cercle fermé 4; cette condi-

tion ne restreint aucune généralité, puisque pour ¢ arbitraire il existe un

tel élément de @(C,) équivalent a ¢. Alors il existe deux familles
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continues {p®}o<s<i> {¥8?} 051 d’automorphismes topologiques de la sphére
de Riemann U telles que ¢ et ¢f® soient l’identité, que ¢ (C,) =04,
P (@(C) =04, et que ¢ () =¢® (¢ (u)) pour tout u& C,; pour cela, il
ne faut que modifier des familles des applications conformes. Cela posé,

définissons une famille {¢;},<ic; d'éléments de @ (C,) :

o (0=t<1/2)
o= {qoé?_'iocaf" a/2<i<1)

Il est évident que ¢,=¢ et que ¢, est une déformation de C, le long de
la courbe [ définie par x;=x;(¢) =¢,(a;) 0=i<n+1).

En conséquence nous sommes arrivés au

Théoréme 2.¥ L’espace @n de revetement universel du domaine
D, est topologiquement isomorphe a lespace & dont un poinl est
représenté par une courbe simple, fermée, rectiligne, passant les n+3
points différenis sur la sphére de Riemann. Et de plus il en est de

meme en sense analvtique.

En effect, on vient d’établir qu’il existe une correspondence biunivoque.
Les autres parties de ce théoréme est évident si on introduit la structure

topologique ou analytique naturelle sur &.
Corollaire. L’espace 9, est contractile.

En effet, c’est bien connu (voir par exemple [2], [10], [11]). Pour
le voir a notre maniére, il ne faut que considérer un monomorphisme

continu de 9, a @(C,), dont la démonstration est tour a fait pareille.

§ 3. Groupe Fondamental de 9,

Maintenant nous nous metton a déterminer les générateurs et les
relations du groupe fondamental 7,(9), @) qui fixe le point a. Il est

isomorphe & H,,,/Z,,, et on a la suite exacte

) (Cétait déja énoncé dans [3], cependant MM. Takeuchi et Yoshioka ont indiqué
Pinsuffisance de démonstrations.
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1—-> H, - B, »> 2%, —>1

oun H,, Z,, B,, 2, sont respectivement le groupe de tresses colorées, son
centre, le groupe de tresses, le groupe symétrique. B, est introduit par
Artin [3] et beaucoup d’auteurs ont depuis examiné B, et H, En
outre, il existe déja plusieur présentations des générateurs et des rela-
tions de H, [4], [6], [14], [17]. Mais elles ne sont pas tellement com-
modes 4 étudier le domaine ), parce que les significations géométriques
(en notre sens) ne sont pas claires. Donc nous en exposerons une
nouvelle. D’ailleurs nous renvoyons aux bibliographies les autres pro-

priétés de ces groupes.

Nous commencons par préparer quelques définitions et notations.
Désignons N,={0,1, ---,z+1}, » étant un entier non négatif. Etant
donnés a, C, sur la sphére de Riemann U et deux entiers différents
7,7€N,, on considére une courbe simple: u=u; (#) (0=z<1) telle que
u;(0) =ag, wy; (1) =a;, uy (t) =u;;(1—¢) et que u;(2) soit contenu dans le
domaine U(C,) pourvu que 0<{#<(1 et une familles de fonctions Ag,, ;. (£)
dont la courbe:#=hg,, i, (f) est un lacet par rapport a u;(s) partant de
a;. Pour I={i,} CN,, on suppose toujours z,< 7z si «<fB. Pour chaque
paire i,7EN,, on désigne par A, 1’élément de 7;(D,, a) représenté par

la courbe: x,=a,({F#a), x;=lc,,i1.1(2).

Remarque 1. Deux assortiment (x), (') de n+2 nombres com-
plexes dont aucuns deux ne sont égaux étant donnés, disons, de nouveau,
que (x) est équivalent a (z’) si et seulement si on a xy—x; =+ =2p,
— 1, et définissons Ay par la courbe donnée par la méme formule plus
haut dans ce nouvel sepace. Alors A;; peut se regarder comme étant
un élément du groupe de tresses colorées. Lorsque 7<(j, en utilisant les
éléments ¢, (=0, ---,n) du groupe de tresses B,,, on peut écrire
Ay=07'0501 071505 10550 et Ayy=0;-1++0;.,03071 075 Par suite,

beaucoup de problémes sur 7;,(4,, @) se réduisent i ceux de B,,,.

Etant donné un groupe G, engendré par {A4;:7,7jEN,, i5j}, on

pose, pour I={i,; a €N},
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A :Ainip,lAi,ip.l"'A

dgigipiipe ipiper s

A=A =Aigi, Asgigi - A

igiy ipi iody ipiipe 2

dont les significations géomeétriques sont évidentes. Et on dit que G,
admet les relations R} siona Ay;= A;; pour tout 7, j€N,, que G, admet
R} (I) si on a, pour tout J= {jg; BEN,} avec g=p et JCI, A;>4;,,
ot <> signifie la commutativité, et que G, admet R} si on a Ay.,.;=1

(unité de G,). Etant donnés IC N, et un 7 positif, on écrit
Sl (77) = m {x: (xﬂy Ty, "ty xn+l) 5 xEEDn,
aENp
| xi, — 24, | <7 sup{jzs— s, |; e ENG\L}}

et S;(7) est 'ensemble des points de l'intérieur.

Théoreme 3. Le groupe fondamental w,(9D,, a) est engendré par
{Ay;1,JEN,, i55j}, et les relations entre ces éléments se reduisent d
Pensemble des relations Ry, R (N,), Ry (N,), R:. Donc on peut choisir

les (n+1) (n+2)/2—1 éléments comme ses générateurs.

En utilisant les notations dans Remarque 1, et en répétant les

démonstrations de ce théoréme, on a le

Corollaire. Le groupc de tresses colorées est engendré par {A;

1,JEN,, i7=j} et les relations entre ces éléments se reduisent a [en-
semble des relations R, R} (N,), R} (N,).

Le reste de cette article est consacré a la démonstration de ce
théoréme. D’abord, quant aux R, il ne faut que considérer la famille

des courbes:
Zi=heg,i5,s(8), T;=hey, i1-5(8), Xa=aa. (@71, 7) (0<s,:<1).

Pour poursuivre la preuve, il faudra quelques lemmes.

Lemme 2. Soit G, un groupe engendré par {A;:.i,jEN,, i#j}
qui admet les relations R, R} (N,), R} (N,). Alor on woit que

(1)  un sous-ensemble I= {i,, 1, 15, 15y de N, étant donné, on a
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1.1) A< Aiy,, 1.2) A4,

(1.3) Ao AniAuLA, (1.4) Ao AiAgA
(2) étant donné I={i,-acN,}, on a

2.1) Ao A, 0<a<f<p+1)

(2.2) Ao Aiigi,, 0=a<B<p+1)

(2.3) Ar=AiiippinAiigip, = Aijigeipn Aigigigaii »
(3) G, admet les relations R (N,) pour 3<p<n.

En effet, on peut supposer i,=a. Ona A;= A;A, AxnAyAud, par
A Ay daprés Ay Ay, et Ay Ays, on a Ar= AyAy AypgAyApgAs, ce
qui montre (1.1). Selon Ay« Ay, A Ay et Ay Ay, on voit (1. 2).
En utilisant successivement Ag<A; (1.1), A4, (1.2), on a As
= ApAsnAuAnAi At Ay Ay, En combinaisant la formule qu’on en ob-
tient en utilisant Aj<> Ay, et A;<> A, avec celle obtenue en usant de
Aopse> Agy et Ay Ags, on a (1.3). Par Ay, A, et A; Ay, on a A
= ApAnAnAnAn AypAypnAy. En le transformant par Ay As, Ao Ay
et A< Ays, on a (1.4). Pour montrer (2.1), il ne faut que montrer

A A ot A=A, ae1go vu (1.1), (1.2). Puisqu'on a
Aaﬂ[l = AOaA(;;xl*AaﬂAOQAO e .‘4015 ’

en appliquant les relations AplAudw<c Ay (r=a+1, -, 3—1) et Aq;
< Apes, on voit (2.1). (2.2) se démontre parallélement a (2.1).

D’ailleurs on a, par la définition et (1.2),
A= AonzAnz' Ao pw—IAIZn-p;p*l = Alz---p~1;0A12~--p*1 P

ce qui signifie la premiére égalité de (2.3). La deuxiéme est obtenue
en appliquant (2.1). Quant a (3), on voit A;A, si {a, 8} +A{0,
p+1}, en appliquant (2), par la récurrence par rapport a p. Lorsqu’il

s’agit A; z.1<> Ay, en tenant compte la formule
Ar=Ap.p,A (avec A= Apppipr1Aizepiso) 5

et (1.2), nous n'avons qu'a montrer A, ,.,<>A4. Or, comme on a, par
1.2,
A=A P 1o A, P lAzo"'flp pHAO pil>s
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en appliquant successivement les relations Ag,. <0 dg .0 AZap),
on a Ao Ag . C.Q.F.D.

Lemme 3. Soient f(¢): x;=/; (1) wune application continue dun
carré T={t= (i, t,) ; 0<1,, £,1} sur D,. 7 une constante avec 0<7
<1, T, un sous-ensemble fermé de T et I={i,;ae N, ;} un sous-
ensemble de N,. Alors, si f(T,) C.§1 (1), il existe une famille continue
{F,(#)} (0<s<1) d’applications continues de 7 sur 9, dont on a Fy(¢)
={(), Fi(T)CS;(q) et Fy(¢) =1(t) si t=T,.

En effect, on peut choisir une constante %, positive, moindre que 7

et un voisinage 7 de T, de facon qu’on ait £(77) CS;(%,). Ensuite posons

E= U Az;0=(2—fi,())/(fi, @) — f3,(D) =1}

ISagp+1

et

E, (e) = {u; (distance entre u et E;) <e}.

En posant {ji, js js} = N,\1, considérons d’abord le cas ot [} L;=¢

8=1,2.3
avec Ly={t;f;,(t) € E}, et choisissons ¢ suffisamment petit tel qu'on ait

ﬂ ——{t Ji,()) EE,(8)} =¢. Cela posé, on définit une famille {F;(z)}
(O,<s<1) d’applications de 7" sur ), comme ce qui suit.
ri=fi(¢) (Gel)
=T (@) + (f45,&) — f:,(£))

~ <1+ sg(@&)d.(f;,(t))sup{|f:, (&) — f:,®) |; t €T, aENn—-S}\
e7inf{| £, (&) — f:,(©); 2T, =1, 2, 3} )’

ot ¢(z) est une fonction continue sur 7 dont 0<¢g($) <1, ¢g(¢) =1
(eET) et gty =0 (1€T,). 11 est évident que F,(Z) admet toutes les
couditions données.

En cas général, on peut supposer que la frontiére de 7 est une
réunion finie de courbes rectilignes, simples. En triangulisant T\7}
assez finement, on peut supposer que f(¢) soit linéaire sur chaque
triangle et que L, (8=1,2,3) soient des réunions finies de courbes
rectilignes, ce qui est achevé en déformant f(#) continiment. Encore
par une délormation continue de f(#), on peut supposer L, N L,N L,=¢.

Donc le cas général se réduit au celui particulier. C.Q.F.D.
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Corollaire. Soient 7 et I comme plus haut. Alors, si a=S;(%),
Capplication naturelle de w (S;(1),a) sur 7 (D, a) est un isomor-

phisme.

En effect, par ce lemme on peut transporter toute courbe et toute

homotopie sur 9, a celles sur S;(7).

Maintenant, étant donnés un sous-ensemble I={i,;a =N, ;} de N,,
une constante 7 avec 0<{7=<1, et un point réel b= (b,) de S;(¥) avec
bo<lby <o <bpy <1 et by —by<{7y, posons {j} =N\I et a;,=0b;,, («
eN,.), ajzbj—\/jix/l_—*bg, et considérons la courbe fermé C, dont
U(C,) est la réunion du demi-plan supérieur et d’un voisinage suffisam-
ment petit de {u; Re u=20,, ——\[1?—5_2,<Im u<0}.

Avec ce C,, définissons les fonctions he,,u,(f) (0Zt<1) avec
[hcy. i1 (£) —a;|<7 et par suite les éléments A; de 7, (D,, a), qui est

un élément de 7 (S;(%), a) si i, k#%j. En cette circonstance on aura le

Lemme 4. Les notations étant comme plus haut, si le théoréme
3 est vrai pour 9, ., on peut montrer que w,(S;(7),a) est engendré
par {A;; & BEN,_,, a8} et les relations se réduisent a Ry (1),
RI (1), R: (1).

En effect, practiquons d’abord le ¢-processus de Hopf en posant

ijl —xy,) /(x;— x_i,,)_ _ (i, —x3,) [ (2 — 3,)

(k)
§—& &:— &
I € A VACT oY)
b
511."‘50
ou &= (&, &, +++, 5,) sont les coordonnées homogeénes aux déplacements de

P,_,(C). Alors on voit
Sr(m) =aa@_ {6, v);6€ Doy, [9|=9|E—El/|6a— &}
ot v= (x;,—x;)/(x;—x;). Par une application f de S;(7) sur 9D,_,

% {0<lv|<7} qui fixe le point @, qui est un homéomorphisme topologique

et qui est de la forme f: (&, v)— (& 9(§ v)v) on ¢ (&, v) est une fonction
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continue a valeur positive, on voit que S;(%) est topologiquement iso-
morphe 4 9, , X {0<lvI<7}.

Sur la sphére de Riemann U, prenons une collection des points &y,
1, o, b, et un autre v, qui admet (x#) avec a;, =x;,, S.=0, el U=
(a;,—as,) / (a;—ay,), et tracons la courbe Cj. qui est 1’axe réelle. Avec les
points 2}, la courbe Cj et les entiers k, /& N,_,, considérons les fonctions
heg 1 (8) (0<t<1) et, en les utilisant, les éléments A3, de 7,(D,-,
X {0<|v|<%}, (b', v,)) représentés par la courbe: v=1w, &,=0 (=k),
Ee="heg o (8).  Dailleurs désignons A7 la classe représentée par la
courbe: &="0, (0<i<n), v=y,exp(@rV —12) (0<¢<1).

Par I’hypothése de récurrence, (D ,-, X {0<|v|<<n}, (b’,vy)) est
bien déterminé en utilisant ces éléments et il en est de méme de 7, (S;(7), @) ;
7. (S;(M),a) est engendré par les Ay, (k,IEN,_, k£l et A}, et les
relations se réduisent a Rj~'(N,.,), R} (N,.), Ry"'(N,_), R:1 pour
les Ay, et a Ao Ay, ou Ay, signifie aussi 'élément de 7z, (S;(7), a) qui
provient de ’élément A%, de 9, , X {0<|v|<7%} par l'application inverse
S7!, et il en est de méme de A7%; il en n’arrivera pas de confusions.

Ensuite examinons les relations entre A;; et A%, A7. D’abord on
a Al = Ay, pourvu {&, I} {0, n}, en considérant x; et x;, toujours fixés.
Car, si k20,2 on le voit facilement en comparant deux courbes qui
représentent A;;, et A}, et en autres cas on l’a par la relation Aj,
=Al,= A=A, Quant a Ay, considérons Ag.._;. qui est évidem-
ment représenté par la courbe:

Si=bot (by— by exp Coy/ =11 (0<t<1), S.=b, (@EN, ), v="10,.
La méme classe de cette courbe est aussi représentée par

xri=a, ((=1,j, 1), &, =a;,+ (a;, —a;) exp (—2my/ ~11),
O<a<n), (0Zt<L1).

A Taide du Lemme 2 et par une déformation homotope, on voit

’ -t
AOlmnfl;n - Aini,-»-in_, .
Donc on a An= A i, Aflyi, = Aii 1, A, Dailleurs par le raisonne-

ment paralléle, on a A7= A,
Done, en traduisant les relations entre .1}, en celles entre .4, on

obtient les relations données; oi on utilise le Lemme 2. C.Q.F.D.
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Corollaire. On se donne deux sous-ensembles I={i,;xc Ny},
J=A{js; 1<h<q} de N, avec IUJ=N,, p+qg=n, une collection de
nombres by, by, -+, b, tels que by<b,<-++<bpiy, bpoi—by<l, by=0 et
on pose a;,=b; (xEN,), a;,=b;,— \/1_1\/’1'1773, ALp<q). Et soit

D={z;z€9D,, |z;|=1 1Z<Zq), z;,=0, |z, |<1l A=a<p+1)}

un sous-ensemble de 9,. Alors w,(D,a) est engendé par les A,
(=B, a, BEN,) ; Ai,i, est défini comme plus haut on U(C,) est la ré-
union du demi-plan supérieur et de;#)gq{u; Re u=b;, 0=Imu>— «/TT—E;}

En effet, parce que les coordonnées homogénes aux déplacements
admettent une transformation linéaire simultanée, on peut supposer x;
toujours fixé, et par suite, il en est de méme de tous les z;, 1=<5<q).

Ainsi on est arrivé aux situations paralléles & ce lemme.

Maintenant nous complétons la démonstration. Soient I, J et a
comme étant dans le corollaire du Lemme 4 avec p=n—3 et ¢g=3.
D’aprés le corollaire du Lemme 3, il ne faut que considérer 7, (S;(1), a).

Posons

Ki={z; € Dn, 24, =0, || <1 (i, 10) 5 |25,] =1}

sont déterminés par le corollaire du Lemme 3. Or les générateurs de
m (K;N K,, a) sont donnés par le corollaire du Lemme 4. Donc on peut
savoir 7, (K,U K,, a) par le théoréme bien connu. En remarquant que
la courbe: xz;=a;exp2my/—1¢, d’'une part, dégénére en le point a, et,
d’autre part, exprime Ag..,+;, on voit que 7, (K,UK,, a) est donné par
les générateurs et les relations du Théoréme 3. Ensuite par le méme
procédé, on peut savoir 7w ((K;UK,) UK a). Comme K, UK,UK,

=S;(1), la démonstration est finie.

Remarque 2. Comme on le voit facilement par les démonstrations,
toutes les relations du Théoréme 3 ne sont pas nécessaires pour déter-
miner 7, (9,, a). Par exemple, au cas ou #=2, on peut éliminer un de

HONN
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