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I’Existence d’une Fonction Analytique
sur une Variete Analytique Complexe
a Deux Dimensions

Par

Toshio NisHINO*

Introduction

La notion de variété analytique complexe ayant été introduite comme
analogie de surface de Riemann, il y a entre elles quelques différences essentielles;
en particulier, au contraire du cas d’une variable, il existe une variété analytique
a dimension élevée qui n’admet aucune fonction analytique sur toute la variété.
Les diverses conditions pour son existence ont donc été proposées par K. Kodaira
[51, H. Grauert [4] et les autres. Le but de ce mémoire est de proposer une
nouvelle condition par laquelle on peut former aussi une fonction analytique
pour le cas de deux dimensions. Comme on le verra plus tard, ceci est essentiel-
lement de la catégorie de la théorie des fonctions et applicable non seulement
aux variétés compactes mais aussi a une sorte de variétés ouvertes.

Comme on le sait déja, étant donnée une surface analytique compacte S
satisfaisant aux conditions convenables, qu’on appellera dans ce mémoire
surface générique, sur une variété analytique 9t & deux dimensions, on peut
toujours former une fonction holomorphe f, qui représente globalement S, dans
un voisinage V' de S. La fonction f ne peut pas, en général, se prolonger
analytiquement en dehors de V. Mais la famille holomorphe de surfaces
analytiques compactes donnée par la fonction f peut étre prolongée analytique-
ment sans aucune restriction dans Uintérieur complet de M. Par suite, la
famille s’étend sur tout 9 lorsque 9 sera supposé étre compacte ou bien ouverte
et pseudoconvexe. La famille étant paramétrisée analytiquement par une sur-
face de Riemann R, grace a la théorie des fonctions d’une variable complexe, on
obtient une fonction méromorphe ou bien holomorphe sur toute variété 9N
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suivant que R est compacte ou non.

Le présent mémoire consiste en trois parties. Apres quelques explications
élémentaires sur les suites et les familles de surfaces analytiques, dans la partie
préliminaire, on considérera, dans la deuxiéme, une famille holomorphe & de
surfaces analytiques compactes sur 9% paramétrisée par le disque-unité € sur le
plan d’une variable complexe z. [, étant le rayon de € de la direction 6, &,
étant la famille partielle de & paramétrisée par I,, on peut établir I'’énoncé que
& sont toutes normales dans I sauf pour les directions 6 de ’ensemble de
mesure nulle. C’est la partie essentielle de ce mémoire. Ceci sera déformé
en peu pour faciliter ’application ultérieure. Dans la derniére partie, on
rappellera d’abord la condition pour qu’une surface analytique compacte S
sur M admette une fonction holomorphe qui représente S dans un voisinage de
S. C’est la condition que satisfait une surface générique. Ensuite, on indiquera
le fait que, si M admet une infinité non dénombrable de surfaces analytiques
compactes ne se rencontrant jamais I’une 1’autre, il existe au moins une surface
générique parmi elles. Ceci nous permettra d’établir aisément notre énoncé
principal indiqué plus haut. Dans tout la suite, nous nous bornons au cas ou
la variété considérée est & deux dimensions, méme s’il n’y a aucune instruction.

I. Préliminaire
1. Les Familles de Surfaces Analytiques

Soit D un domaine quelconque dans I’espace de deux variables complexes
x et y. On considére d’abord une surface analytique S dans D. Prenons un
point py,=(xq, yo) dans D et tragons autour de p, un dicylindre 4: |x —x,| <7,
ly—yol<r’, ou r et r' sont des nombres positifs convenables, situé¢ dans D.
Grice a Cousin, la partie de S dans 4 se représente par le zéro d’ordre un d’une
fonction holomorphe f dans 4. La fonction f sera appelée fonction adjointe
de S dans 4. Etant donnée dans D une suite {S,} (v=1, 2,...) de surfaces
analytiques, elle sera dite convergente en un point p, de D si I’on peut prendre
pour chaque surface S,, une fonction adjointe f, dans le dicylindre 4 de maniére
que la suite {f,} (v=1, 2,...) tende vers la fonction holomorphe f,, identiquement
non nulle dans 4. La surface analytique donnée par le zéro de f,, dans 4 sera
appelée limite de la suite dans A. Lorsque la limite est le zéro d’ordre un de f,,
la convergence sera dite d’ordre un. La suite {S,} sera dite convergente dans
D si elle est convergente en tout point p de D. A ce moment, la suite détermine
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une seule surface analytique dans D comme sa limite. Considérons ensuite une
famille F de surfaces analytiques dans D. Elle sera dite normale dans D si, de
toute suite infinie de surfaces de F, on peut extraire une suite partielle convergente
dans D. Elle sera dite normale en un point p de D s’il en est ainsi dans un
voisinage convenable de p.

Grace 4 Oka [8], [7], on a I’énoncé que:

Pour que la famille F soit normale en un point p de D, il faut et il suffit
qu’on puisse prendre un dicylindre A autour de p tel que les aires de surfaces
de F dans A soient bornées uniformément.

Cette fois-ci, on décrit, pour un point py=(x,, yo) de D, une hypersphére
[ |x—x0|>+|y—yol><r?, ol r est un nombre positif convenable, située dans
D. Gréace a Rutishauser [9], on a 1’énoncé que:

Si la surface analytique S passe par le point py, I’aire de la partie de S
dans I est supérieure a mr2.

La plus petite aire nr? est atteinte par la droite analytique passant par p,.
Pour la suite {S,} (v=1, 2,...) de surfaces analytiques tendant vers une surface
analytique S, dans D, on désigne par a, (v=0, 1, 2,...) les aires des parties de
S, dans I'.  Grace a Stoll [10], on a I’énoncé que

Si la convergence dans I est d’ordre un, la suite {a,} tend vers a,.

Ce n’est pas exact dans un dicylindre pour une raison évidente.

2. Les Familles Paralleles de Surfaces Analytiques

Une famille F de surfaces analytiques dans un domaine D sera dite paralléle
si les surfaces de F ne se rencontrent jamais 1’'une 1’autre. Dans la suite, on
suppose que F soit paralléle et de plus que toute surface de F soit connexe en
tant qu’ensemble de points. Soit S, une surface de F et soit {S,} (v=1, 2,...)
une suite de surfaces de F. Comme on peut le voir aisément, si la suite converge
a la surface analytique connexe S* dans D et que S* et S, ont au moins un point
commun, S, est contenue en entier dans S*. Supposons maintenant que 1’on
ait S*=3S, et que la convergence soit d’ordre un. Prenons un point quelconque
Po=(xg, o) de S,. Gréce a Weierstrass, en faisant une transformation linéaire
de coordonnées, si nécessaire, on peut tracer un dicylindre 4=(6, §,): |x— x|
<r, |[y—yol<r', ot r et r' sont des nombres positifs convenables, dans lequel
la partie sq=_S, N 4 se représente par 1’équation de la forme
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Fo(x, V)= —yo)"+a,(X)(y —yo)" 1+ -+ +a,(x)=0,

ol n est un entier convenable et a;(x) (j=1,..., n) sont des fonctions holomor-
phes, telles que I’on ait a;(xo)=0 (j=1,..., n), dans §,. Alors, de I’hypothése,
pour tout v plus grand qu’un certaine rang vy, la partie s,=S, N 4 se représente
aussi par 1’équation de la forme

Fy(x, y)=bo,(x) (¥ = y0)" + b, (x) (y = yo)" "1+ -+ + b,,(x)=0,

ou b;(x) (j=0, 1,..., n; v=v,) sont des fonctions holomorphes dans ;. La
suite des fonctions {F,} (v=v,) tend uniformément vers F, dans 4. On en
conclut que s, sont toutes irréductibles dans 4 & partir d’un certaine rang v¥*,

puisque s, est connexe. De plus, on aura la

Propesition 1. Si s, et s, (v=v*) sont irréductibles et simplement con-

nexes en tant qu’ensemble de points, s, n’admet aucun point singulier.

En effet, on suppose, pour le réduir a ’absurd, que le point p, soit un seul
point singulier de s,. Pour tout point a de J,, on désigne par L, la droite
analytique, donnée par 1’équation x=a, dans 4. Soit y un cercle de la forme
|x—xo|=re (O<rg<r) dans d; et soit I' I’ensemble produit yxd,. Alors,
Iintersection Cy=s, NI est une courbe simple fermée et, pour tout point a de
7, celle so N L, consiste justement en n points. Soit 2 un voisinage de C, sur I’
situé dans I’intérieur de 4 tel que, pour tout a de y, I’intersection W,=AUNL,
consiste aussi en n composantes connexes qui sont toutes simplement connexes
et qui contiennent respectivement un et un seul point de s, N L,. Maintenant,
en prenant un nombre positif suffisamment petit ¢, on considére le disque pointé
C': 0<|w|<e sur le plan de w et I’ensemble V' donné par 0<|Fy(x, y)|<e dans
4 de maniére que, par I’application F, de V' sur ', on peut regarder V' comme
un espace fibré topologique localement trivial; c’est-a-dire, pour tout w de €,
la surface analytique o,, donnée par F,=w dans 4 est irréductible, non singuliére
et de méme type topologique. A ce moment, g,, n’est pas simplement connexe
puisque s, admet un point singulier. De plus, on peut supposer que 1’intersection
V' nT se trouve dans A; par suite, celle C,,=0,, N I" est homotope & C, dans 2.
Ici, on considére une surface analytique s, (v>v¥) telle que I’on ait I’inégalité

[Fo(x, p)[F(x, y)—1|<1/2

dans 4—(V’'Us,). De I’hypothése, elle existe certainement. Soit 7, la surface
analytique donnée par I’équation Fo,—tF,=0 dans 4, ol ¢ est une variable réele



L’EXISTENCE D’UNE FONCTION ANALYTIQUE 391

non positive ou —oo. A ce moment, pour toute f, 7, se trouve dans V' et
I'intersection C,=o, N I" dans A. Par suite, C, est aussi homotope a C, dans 2.
Evidemment, on a 1o=s, et T_,=s5,. Ceci est en contradiction avec le fait que
V' est ’espace fibré comme ci-dessus, puisque, de I’hypothése, la courbe simple
férmée C, se réduit continliment a un point sur s,. La proposition est donc
démontré.

3. Les Familles de Surfaces Analytiques Compactes

Soit M une variété analytique complexe & deux dimensions. Elle sera sup-
posée, dans toute la suite, étre connexe et la réunion dénombrable des ensembles
compacts, mais par ailleurs quelconque. Une partie ouverte et connexe de I
est appelée un domaine sur M. Pour un ensemble quelconque E de points sur
9, E est désigné I'adhérence de E sur M. Soit D un domaine sur M. On
suppose que D se trouve dans I’intérieur complet de 9. Pour un point p de D,
(x,, yp) étant un systéme de coordonnées locales en p, nous tragons deux hyper-
spheres concentriques y, et Y5 données respectivement par |x,|2+|y,><1 et
Ix,12+1y,l2<1/2. D’aprés le théoréme de Borel-Lebesgue, on peut choisir un
nombre fini de points p, (v=1,..., ) de D de maniére que, en désignant par y,
et 79 les deux hypersphéres correspondant & p,, D se recouvre par la réunion de
79.  Etant donnée une surface analytique compacte S dans D, la somme de toutes
Jes aires de Sny, (v=1,..., ) sera appelée norme de S par rapport au recouvre-
ment {y,} et sera désignée par |S|. Grace & Rutishauser, il existe un nombre
positif p, tel que, pour toute surface analytique compacte S dans D, on ait
toujours 1’inégalité |S|>p,. On peut dire ensuite, grice & Oka, qu’une famille
F de surfaces analytiques compactes dans D est normale si et seulement s’il y a
un nombre positif p* tel que, pour toute surface S de F, on ait I'inégalité |S| < p*.
En général, pour une famille F de surfaces analytiques sur 9, I’ensemble de tous
les points contenus dans 1’'une des surfaces de F sera appelé support de F. F
sera dite fermée si le support I’est aussi. Pour une famille F avec le support E,
la famille F* contenant F et ayant E comme support, s’il existe, sera appelée
fermeture de F. On aura alors la

Propesition 2. Soit F une famille de surfaces analytiques compactes dans
le domaine D sur M. Si F est paralléle et normale elle admet toujours sa
fermeture F* qui est aussi paralléle et normale.

En effet, soit ¢ un point quelconque de E, soit {g,} (u=1, 2,...) une suite
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de points de E tendant vers q et soit {S,} (=1, 2,...) une suite de surfaces de F
passant respectivement par g,. D’aprés I’hypothése, on peut extraire de la suite
{S,} une nouvelle suite convergente dans 9. Soit S, la surface de limite de
cette suite-ci et soit F la totalité des surfaces ainsi obtenues. Alors, le support
de F est évidlemment E. F est normale puisque la norme d’une surface de F
ne peut jamais surpasser la borne supérieur de celles de surfaces de F. Mais,
F n’est pas toujours paralléle, car elle peut contenir deux surfaces distinctes S
et S’ telles qu’on ait S=S’. Une surface S de F sera dite maximale si, pour
toute surface S’ de F, S=S’ entraine S=S’. Alors, pour toute surface S de F,
il existe une surface maximale S’ telle qu’on ait S=S’ puisque F est normale.
Soit F* la famille partielle de F qui consiste en toutes les surfaces maximales.
Ceci est la famille demandée. La proposition est donc démontrée.

4. Famille Holomorphe de Surfaces Analytiques Compactes

Soit ¥ un domaine sur une variété analytique I et soit @ une application
analytique propre de V sur une surface de Riemann R. On suppose que, pour
tout point p de R, la surface analytique compacte S, donnée par ®~!(p) est
connexe. La totalité § de toutes les surfaces S, (peR) sera appelée famille
holomorphe donnée par ®: V-R. S, s’appelle surface de § a valeur p.
Toute surface S, de § est irréductible, non singuliére, d’ordre un et de méme
genre a ’exception d’une infinité dénombrable de celles qui ne s’accumulent pas
dans V. La surface qui n’est pas ainsi est dite critique. De la définition, une
famille holomorphe est tout paralléle. De plus, quand on prend une partie R,
dans I'intérieur complet de R, la restriction de & dans V,=®7!(R,) est toujours
normale. Deux familles holomorphes §; (i=1, 2) données respectivement par
®;: V>R, dans le méme domaine V serons dites identiques "une a ’autre si
elles sont identiques comme les familles simples de surfaces analytiques. Con-
sidérons ensuite deux familles holomorphes §; (i=1, 2) données respectivement
par @;: V;-»R;. Si VinV, n’est pas vide et que &; sont identiques I'une a
I’autre dans V; n V, 'une sera applée prolongement analytique de Iautre. A
ce moment, nous pouvons former une surface de Riemann R et une application
analytique propre @ de V; U V, sur R telles que la famille holomorphe & donnée
par @: V; U V,— R soit identique respectivement a §; dans V;. On aura alors la

Proposition 3. Soient §;(i=1,2) deux familles holomorphes données
par ®;: V>R, Si V,nV, n’est pas vide et s’il existe une surface S*
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appartenant a la fois aux §;, 'une est le prolongement analytique de I’autre,

méme si V, NV, n’est pas connexe.

En effet, supposons d’abord que ¥, n V, soit connexe. Posons p% = ®,(S¥)
et R§=9,(V, nV,). Puisque S* se trouve dans 'intérieur de V; nV,, § étant
un voisinage suffisamment petit de p% dans RS, la partie 2% donnée par ®31(d)
se trouve dans V; N V,. Alors, toute surface S7 de &, a valeur p de 6 appartient
a &, puisque I'image de SZ par @, doit étre un point. D’autre part, soit {S,]
une suite de surfaces appartenant a la fois aux &; (i=1. 2) qui converge a une
surface S° dans V, nV,. Alors, S° appartient aussi aux &; (i=1, 2) a la fois.
Il résulte que §, et &, sont identiques dans tout ¥, n V,. On suppose ensuite
que V; NV, ne soit pas connexe. D’aprés ce qui précéde, &, et §, sont indenti-
ques dans la composante connexe B, de V, n ¥, qui contient S*. Soit B, une
autre composante connexe de V; N V,, soit S! une surface de {, passant par un
point p! de B,, et posons p%=>,(S*), pi=P,(p)! et SI=&3'(p}). On trace
maintenant une courbe linéaire L qui lie deux points p, et p} sur R,. Lorsqu’on
fait varier un point p de p3 a p} le long de L, la surface S2 de &, a valeur p
varie de S* 4 §9. Par suite, il existe un point g sur L en lequel S2 rencontre S*
pour la premiére fois. Alors, S2 coincide avec S'. F, et F, sont donc identi-

ques aussi dans B,, ce qui démontre la proposition.

On remarque ici que, étant donnée une famille holomorphe § donnée par
®: V—R sur I, la famille holomorphe obtenue par le prolongement analytique
de & est toujours d’un feuillet.

II. Normalité des Familles Holomorphes

Soit M une variété analytique complexe a deux dimensions. On considére
sur 9 une famille holomorphe & donnée par @: V—E, € étant le disque-unité:
|z| <1 sur le plan d’une variable z, V étant un domaine dans I’intérieur complet
de 9t et @ étant une application analytique propre de ¥V sur €. Désignons par
ly le rayon de la direction 0 de €: z=rei® (0<r<1, i=,/—1) et par §F, la famille
partielle de & qui consiste en toutes les surfaces de & a valeur z de /,. Le but de
la partie actuelle est d’indiquer le fait que §, est normale dans 9t sauf pour les
directions 0 de I’ensemble de mesure nulle.
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1. Les Voisinages Speciaux des Points Frontiéres de ¥

Pour rechercher en détail des allures de surfaces appartenant a § tout pres
de la frontiére de V, nous préparerons d’abord un systéme fini de dicylindres,
qui couvrent la frontiére de ¥V comme suit. Nous prenons un point frontiére quel-
conque p de V. Soit (X,, ¥,) un systéme de coordonnées locales en p et soit
U, un voisinage de ce systéme. On décrit dans U, trois dicylindres concen-
triques 4,, 4% et A par rapport a un autre systéme de coordonnées locales x, y
qui satisfait aux conditions suivantes.

1) Le dicylindre 4,=(A4,, B,) de la forme |x|<1, |y|<1 se trouve dans
Pintérieur complet de U, et n’a aucun point de S,.

2) Le dicylindre 4%=(4%, B,) de la forme |x| <&, [y|<1 se trouve dans
I'intérieur de V, g, étant un nombre positif inférieur & un

3) Le dicylindre 45=(49, Bp) de la forme |x|<po, [v|<po contient le
point initial p, p, étant un nombre positif tel que I’on ait g, <py<1.

Comme on peut aisément le voir, ceci existe certainement. Lorsqu’on
considére, pour chaque point frontiére de ¥, le trois dicylindres ainsi décrits,
d’aprés le théoréme de Borel-Lebesgue, on peut prendre un nombre fini de
points p; (j=1,..., N) de facon que, 4;, 4% et 49 étant les dicylindres considérés
pour les points p;, la frontiére de V puisse étre couverte par la réunion de tous
les 49 (j=1,...,N). On les fixera dans toute la suite. Ceci posé, on peut
trouver un nombre positif r§ inférieur a un, tel que toute surface S, de § dont z
remplit les inégalités r§ <|z| <1 ne passe par aucun point de 4% (j=1,..., N).
On fixera aussi le nombre r§.

Enfin, pour le besoin ultérieur, on pose I’autre hypothése suivante: U,
étant le voisinage initial de coordonnées locales (X, Y,) en p;, le dicylindre 4;
décrit dans U; et I'autre dicylindre 4, ne contiennent aucun point commun
pourvu que 4, contienne au moins un point frontiére de U;. Cette condition

sera toujours remplie si I’on trace chaque 4; (j=1,..., N) suffisamment petit.

2. Les Directions Singulieres

Nous prenons 1’un des triples 4;, 4% et 4% (j=1,..., N) expliqués dans la
section précédente, et les désignons a nouveau, par 4=(4, B), 4°=(4°, B°) et
A% =(A*, B) pour simplifier I’écriture. Dans la section présente et dans la
suivante, nous nous bornons a faire des investigations sur ces dicylindres. Soit
L. la droite analytique donnée par 1’équation y=c dans 4, ¢ étant un point de
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B, et posons L9=4°n L.. Pour une surface S, de § et une droite L, le nombre
de points de S, n L, sera désigné par n(z, ¢). Il est toujours fini, car, par
I’hypothése, S, est compacte sur 2. Nous poserons ensuite

N(8, ¢)=lim sup n(z, c).

zelg

Ceci peut étre infini. Lorsque N(0, ¢) devient infini, 8 sera appel€ direction
singuliére a L., et ’ensemble de toutes les directions singuliéres & L, sera
désigné par E.. On aura alors le

Lemme 1. Pour une droite L, fixée, la mesure de E, est nulle dans
Iintervalle I =[0, 2x].

En effet, soit f I’application analytique de L.Nn V dans € entrainée de @ et
soit R la surface de Riemann de la fonction inverse g de f étalée au-dessus de €.
Evidemment, pour tout z de €, il n’y a qu’'un nombre fini au plus de points de
R situés au-dessus de z, car les points de R au-dessus de = correspondent exacte-
ment aux points de S. N L. par g. Mais, 6 étant une direction singuliére & L,
il existe une suite infinie de points z; (j=1, 2,...) de I, lendant vers le point
{o=¢'? tels que les nombres de points de R au-dessus de z; augmentent in-
définiment. On considérera seulement les directions 6 telles qu’il n’y a aucun
point critique de R au-dessus de l,. Alors, ’ensemble de tous les points de R
au-dessus de I, consiste en une infinité de segments. Désignons-les par s,
(v=1, 2,...) et par |s,| les longueurs de s,. La suite |s,| (v=1, 2,...) tend
évidemment vers zéro. Or, si s, contient un point qui correspond & un point
g, de L0 par g, I'image &, de s, par g contient une courbe qui lie un point
frontiére de L, a g, D’ou, pour telle s,, on a ’inégalité

1—Poég g'ldr (z=rei®)

s

L’inégalité de Schwarz en entraine 1’inégalité

(1= po)? <Is,] S \g' 2dr,

et par auite,
= lgrdr=co.
v Sv

Si la mesure de E, n’est pas nulle, d’aprés la raisonnement habituel, 1’aire de
L.nV devient infinie. Ceci est évidemment absurde. Le lemme est donc
démontre.
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Nous remarquons ici que. si la circonférence de L, se trouve dans V ou bien
L. n V consiste en nombre fini de composantes connexes et simplement connexes
sans aucun point frontiére non accessible, il n’y a aucune direction singuliére a
L
tence de la direction singuliére a L.

.~ Meéme pour le cas général, ceci ne signifie pas que le lemme expose I’exis-

3. L’Ensemble de L, Admettant une Méme Direction Singuliére

Soit 6, une direction singuliére & L,: y=0. On peut alors dire que
I’ensemble de tous les points ¢, tels que L, admette 0, comme une direction
singuliére, dans B doit étre de mesure positive. Nous allons 1'indiquer dans la
suite. Supposons, pour le réduire a ’absurde, qu’il en ne soit pas ainsi. Pour
un entier n, on désigne par e, I’ensemble de tous les points ¢, tels qu'on ait

N(fy, c)=n, dans B. Evidemment, on a e,ce,., (n=1, 2,...) et
lim u(e,) =m,

u(e,) étant la mesure de e,. On prend dans chaque e,, un ensemble fermé e
de fagon que tout point de €2 soit régulier par rapport au probléme de Dirichlet
et que I’on ait aussi lim p(e,)=n. C’est toujours possible puisque, quant a la
premiére condition, I’ensemble de points non réguliers par rapport au probléme
de Dirichlet est de capacité logarithmique nulle. On pose W,=B—¢f. Ils
sont ouverts et peuvent étre partagées en plusieurs composantes connexes. Tout
A, contient, par hypothése, le centre O: y=0 de B. On forme dans chaque 20,
une fonction harmonique h,(y) donnée par la solution du probléme de Dirichlet
pour les valeurs frontiéres suivantes:

1 si pe 0N, dans 'intérieur de B

h(p)=
0 si pe 0N, sur la circonférence de B

ou 0%, désigne la frontiére de A,. Cela posé, on aura I’énoncé que:

Pour tout nombre positif ng inférieur a un, on peut trouver un entier n,

tel que I’on ait h,(0)=n, pour n=n,.

En effet, r étant un nombre positif inférieur a un, on désigne par B, le disque
donné par |y|<r et par C, la circonférence de B,. Alors, lorsque n augmente
indéfiniment, la mesure linéaire de C,N A, tend vers zéro, sauf I’ensemble de
mesure nulle de r. Soient u,(y) les autres fonctions harmoniques dans B, qui
prend la valeur frontiére zéro en C,. N, et la valeur frontiére un en l'autre.



L’EXISTENCE D’UNE FONCTION ANALYTIQUE 397

Quand on prend r comme ci-dessus, u,(0) tend vers un. D’autre part, on a
I’inégalité h,(y)=u,(y) dans B,n2A,. Car, par hypothése, il en est ainsi pour
tout point frontiére de B,nA,; et en particulier, h,(0)=u,(0). L’énoncé est
donc démontré.

On remarque ici que, r, étant un nombre positif inférieur a un, I'inégalité
h(y)Zne pour n=n, reste valable pour tout y dans B, n U,

Ensuite, soient z; (j=1, 2,...) des points de /;, qui tendent vers le point
{o=e'% et admettons que n(z;, 0,) augmentent indéfiniment. On suppose que
I’on ait |z;|>r§, c’est-a-dire que toute S, ne passe par aucun point de 43.
Désignons par S9 la partie de S, dans 4 et par &; la projection de S sur B
regardée comme une surface de Riemann étalée au-dessus de B. A ce moment,
au-dessus d’un point ¢ de 9, il n’y a que n points au plus de S;. Nous formons
de nouveau, sur chaque &;, une fonction harmonique H,(p) donnée par la
solution du probléme de Dirichlet pour les valeurs frontiéres suivantes:

1 si pe 0&; au-dessus de points dans I’intérieur de B

Hj(P)= )
0 si pe 0S; au-dessus de points sur la circonférence de B

ou 0S; désigne la frontiere de S;. On aura alors I"énoncé que:

Pour tout nombre positif n* inférieur a un, on peut trouver un entier m
indépendant de j tel qu’on ait H(p)>n* en tout points de &; situés au-dessus
de O, sauf m points au plus.

En effet, on prend, d’abord, un nombre positif 5, tel qu’on ait n*<py,<1,
et ’on fixe un entier n, obtenu pour le nombre 5, dans 1’énoncé précédent.

Comme on peut aisément le voir, il existe, pour chaque &;, une surface de

o
Riemann X; d’un nombre fini m; de feuillets, étalée au-dessus de B sans aucun
point frontiére relatif par rapport a B et contenant S;. Soit 29 la partie de X;
donnée par I’exception de tous les points situés au-dessus de € et soit K;(p)
une fonction harmonique sur X% qui prend la valeur {rontiére un en 0X9n S, et
la valeur frontiére zéro en ’autre, ou &; désigne I’adhérence relative de S; dans

Z.

;- Ceci existe certainement. On a alors I’inégalité

H(p)+ K (p)= h,(p)

dans chaque &;n X9, ou h,(p) est considérée comme une fonction sur 29. Je
dis ici que:

Etant donnée un nombre positif ¢ plus petit que no—n*, on peut lui faire
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correspondre un entier m tel que, pour tout point p de &; situé au-dessus deO,

on ait K (p)<e sauf m points au plus.

Car, n; étant le nombre de points p sur &; qui se trouvent au-dessus de O
et tels qu’on ait K(p)=e, on suppose, pour le réduire a I’absurde, que n;
augmentent indéfiniment. En désignant par p;,(y) (u=1,..., m;) les points de
Z; situés au-dessus de y, on pose

1 nj
kj(P)='n_, 3> Ki(pju(y))-
J p=1
Alors, on aura
lim k(p)=0,
puisqu’il en est ainsi pour la valeur frontiére de k/(p). C’est en contradiction
avec le fait que k;(0)=¢, ce qui démontre I’énonce.

Il s’agit d’indiquer I’énoncé initial. Chaque surface S; se represente par

une fonction holomorphe £,(p) sur &; comme
x=¢ j(P) .
Posons
¢(p)=log |¢,(p)I.
La fonction ¢; est, par hypothése, harmonique sur ;. De plus, elle remplit
I’inégalité ¢;(p)=log ¢, sur tout S; et I’égalité ¢ (p)=0 en tout point prontiére
relatif de &; par rapport & B puisque S; ne passe par aucun point de 4* et que
sa frontiére se trouve sur la frontiére de 4. D’ou, on a I’'inégalité
¢i(p)2(1—Hp))-loge,.
D’autre part, si ’on prend #* comme
log po2(1—7*) -log g,

on entend qu’il n’y a que m points au plus sur &; qui se trouvent au-dessus de
O et qui correspondent aux points dans 4° par £;. C’est la contradiction que
nous voulions obtenir.

D’aprés ce qu’on a vu jusqu’ici, on conclu le

Lemme 2. Si 0, est une direction singuliére a Ly, ’ensemble de tous les
points ¢ de B tels que L, admette 0, comme une direction singuliére est de

mesure positive.
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Rappelons encore une fois le raisonnement ci-dessus. Ceci indique de
plus le

Lemme 3. Si une direction 6 n’est pas singuliére a L. pour tout point c
de B, on peut faire lui correspondre un entier m tel que I’on ait N(c, )<m pour
tout point ¢ de BO.

4. IL’Ensemble @

Dans I’ensemble produit Q=B x I, on considére I’ensemble E de tous les
points (¢, 6) tels que 0 soit une direction singuliére a L,.. On peut d’abord dire
que

E est mesurable.

En effet, soit T la surface analytique donnée par z=®(x, y) dans le poly-
cylindre (A%, B, €), ®(x, y) étant la restriction de @ dans 4 n V, et soit v(c, ¢’)
le nombre de points de T n L{c, ¢'), L(c, ¢’) étant la droite analytique donnée
par y=c et z=c' dans le polycylindre. Pour un entier quelconque n, I’ensemble
de tous les points (¢, ¢’) dans le dicylindre (B, €) donnés par v(c, ¢')=n est
toujours ouvert. D’ol, en désignant par E, I’ensemble de tous les points (¢, 0)
de Q tels qu’il y a un point ¢’ de I, pour lequel on ait v(c, ¢')=n, E, est aussi
ouvert dans 2. Or, on a évidemment E=N\, E,. E est donc mesurable.

Ensuite, désigons par @ ’ensemble de tous les point 0 de I tels qu’il y ait
un point ¢ de B pour lequel on a (¢, 6)e E. On aura alors le

Lemme 4. L’ensemble @ est de mesure nulle.

En effet, d’aprés le lemme 1, la mesure de E dans Q est nulle puisque, pour
tout point ¢ dans B, I’ensemble de tous les points 0 tels qu’on ait (¢, ) € E est
de mesure nulle. D’autre part, d’aprés le lemme 2, si I’ensemble @ est de
mesure positive, la mesure de E devient positive puisque, pour tout point 6 de
0, I’ensemble de tous les points ¢ tels qu’on ait (¢, 6) € E est de mesure positive.
Le lemme est donc démontré.

Nous appellerons @ ensemble de directions singuliéres en A. Maintenant,
pour chaque dicylindre 4; (j=1,..., N) qu’on a posé au début de la section 1, on
désigne par N(c, 0) la méme signification que N(c, 0) pour 4, et on considére
I’ensemble de directions singuliére @; en chaque 4;. La réunion @y de tous les
ensembles @; (j=1,..., N) s’appellera ensembles de directions singuliéres pour
&. 1l est aussi de mesure nulle.
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En résumé.

Proposition 4. Pour une famille holomorphe de surfaces analytiques
compactes § donnée par ®@: V—-C, ’ensemble de directions singulieres @ est

de mesure nulle.

Proposition 5. Si une direction 6 n’appartient pas a O, on peut lui faire
correspondre un entier my tel que, pour tout j et pour tout c, on ait N{c, 0)

Smy.

5. Normalité d’une Famille de Surfaces Analytiques

Dans la présente section, on verra un critére de la normalité des familles de
surfaces analytiques. Considérons, dans I’espace de deux variables complexes
x et y, le dicylindre fermé 4=(A4, B): |x| <1, |y| =1 et celui 4*=(A4%, B): |x|<Zse,
|y|£1, ¢ étant un nombre positif inférieur a un. Pour le point ¢ de B, L, désigne
la droite analytique donnée par y=c dans 4. Soit F une famille de surfaces
analytiques irréductibles ou non dans 4 qui satisfait aux conditions suivantes.

1) Toute surface de F ne passe par aucun point de 4*.

2) Il existe un entier n tel que, pour toute surface S de F et pour tout point
¢ de B, Sn L, consiste en n au plus de points.

3) Il existe deux entiers g, et n, tels que, pour toute surface S de F, chaque
composante irréductible de S soit de genre inférieur a g, et n’admette que n,
composantes frontiéres.

Nous allons indiquer par la suite que F est normale dans I'intérieur de 4.
Pour une surface S de F, on désigne par € la projection de S sur le plan de y
comme une surface de Riemann étalée au-dessus de B. Elle consiste en une
ou plusieurs composantes connexes. Soit p un point de & et soit ¢ la projection
de p dans B. Pour un nombre positif suffisamment petit y, on peut toujours
trouver une partie connexe qui contient p et qui se trouve justement au-dessus
du disque fermé d: |y—c|<#, sans aucun point frontiére relatif par rapport a
0. La limite supérieure de tels nombres 1, qu'on désigne par d(p), s’appellera
distance frontiére de p par rapport 8 €. p étant un nombre positif inférieur a
un, on considére un dicylindre fermé 4,=(4,, B,) de la forme |x|<p, |y|Zp.
Soit S la partie de S dans 4, et soit &¢ la partie de © correspondant & S”, et

posons

D(S?)= ,,i?sf, d(p).
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On l'appellera aussi distance frontiére de &° par rapport a ©. L’inégalité
p<p' entraine évidemment celle D(S°) < D(S*").

Nous supposons, maintenant que, pour tout nombre positif p (p<1) il
existe un nombre positif D,, indépendant de surfaces de F, tel que 'on ait
D(€r)zD,. On aura alors 1’énoncé que

F est normale dans I’intérieur de A.

En effet, on prend un point quelconque ¢ dans B et I’on pose p=(1+|c|)/2.
Soit 4 le disque fermé de la forme

ly—cl=min(D,/2, p—|c|)

et soit S* la partie d’une surface S (S € F) dans le dicylindre (4, 6). Elle peut
consister en plusieurs composantes irréductibles qu'on désigne par s,
(v=1,...,v9). A ce moment, si s, passe par un point de 4,, la partie S, de &
qui correspond a s, n’a aucun point fronti¢re relatif par rapport 4 6. Par suite,
la totalité de telles composantes s, est représentée dans (4, ) par 1’équation de
la forme

Jx, p)=x*+a;(y)x* "1+ +a,(y)=0,

ou ayy) (i=1,..., 1) sont des fonctions holomorphes dans é et A un entier plus
petit que n. Par suite, la famille de fonctions f ainsi obtenues pour toutes les
surfaces de F est normale dans (4, d) et n’admet aucune fonction limite identi-
quement nulle. F est donc normale dans ’intérieur a 4.

11 s’agit maintenant de prouver I’existence de nombre positif D, pour la
famille F. Supposons, pour le réduire & ’absurde, qu’il y ait un nombre positif
p inférieur 4 un, tel qu’on ait D,=0; autrement dit, on peut extraire de F une
suite de surfaces S; (j=1, 2,...) de maniére que, S; étant la projection de S;
sur le plan de y et &9 étant la partie de &; qui correspond a S$=5;n 4,, on
puisse prendre un point p, dans &9 pour lequel d(p;) tend vers zéro. On suppose
ici que la projection de p; dans B soit ’crigine de B. Ceci ne restreint pas la
généralité. Soit S ; la composante connexe de ©; contenant le point p; et soit
S ; celle irréductible de S; correspondant a @,-. g; est le genre de S j et n;estle
nombre de composantes frontiéres de S -

Gréce a Ahlfors [1], on peut trouver une surface de Riemann R; qui s’étale
au-dessus du disque-unité &,: [t|<1 sur le plan de t sans aucun point {rontiére
relatif par rapporta @, et que I’on peut faire correspondre a éj de fagon
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analytique et biunivoque. Le nombre N; de feuillets de R; remplit les inégalités
n;<SN;<n;+2g;. Par suite, d’aprés I’hypothése, le nombre de feuillets et celui
de points critiques de R; sont inférieurs & un entier indépendent de j tous les
deux. On suppose ici que le point P; de R; correspondant a4 p; se trouve au-
dessus de ’origine de €,. C’est toujours possible. Soient

x=¢p) et y=y,(p)

les fonctions holomorphes sur R; qui représentent la surface S; dans 4. S ; est
alors Iimage de R; par la fonction ¥ /(p).

Maintenant, on suppose que la suite S ; (j=1,2,...) satisfasse aux con-
ditions suivantes.

1) Toute surface de Riemann R; a le méme nombre de feuillets et le méme
nombre de points critiques.

2) La suite R;(j=1,2,...) tend vers une surface de Riemann qu’on
désigne par R,,.

3) Deux suites des fonctions ¢; (j=1,2,...) et ¥; (j=1, 2,...) tendent
respectivement vers les fonctions ¢q et ¥, sur R,.

En extrayant de la suite S ; une nouvelle suite, si nécessaire, on peut toujours
poser les hypothéses sans perdre la généralité.

On remarque ici que la surface de Riemann R, peut se séparer de plusieurs
composantes connexes, de plus, il y a un cas ol la suite de points P; n’admet
pas une seule limite sur R,

Soient a;, (u=1,...,I; j=1, 2,...) les projections de points critiques de R;

dans €,. Lorsqu’on prend convenablement le deuxiéme indice u de a;,, chaque

Jjn?
suite a;, (=1, 2,...) tend vers un point de €,. On désigne par a, (u=1,..., ')
les limites distinctes et 1’origine de §,, s’il n’est pas une limite, et on décrit, pour
chaque a,, un disque y,: |y—a,|<r, r étant un nombre positif suffisamment
petit, de maniére que les disques ne se rencontrent jamais 1’un I’autre. Soient
R*% (j=0, 1, 2,...) les parties de R; données par ’exception de tous les points au-
dessus de y, (u=1,...,I'). Lorsque R, consiste en m composantes connexes
Ry, (v=1,...,m), R¥ (j=1, 2,...) se séparent aussi en m composantes connexes
R¥%, (v=1,..., m) dés que j surpasse un certain rang j,, puisque R§ consiste en m
composantes connexes R, (v=1,..., m) et que R¥ (j=1, 2,...) ont les mémes
formes que R§ & partir d’un certain rang. Soient «; (j,<j) les composantes
connexes de R;—R¥ qui contient P, et soient R¥; (A=1,..., m’) toutes les com-

osantes R ;, qui touchenta o;. Lorsque r tend vers zéro, o ; tend vers un nombre
Jv J J
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fini de points de Rqy; que I’on regarde comme la limite de P;. On désigne par
d%,(p) et Yy%,(p) (jo<Jj, v=1,..., m) la restriction de ¢;(p) et de Y ,(p) sur R},
respectivement et par ¢, et Yo, (v=1,..., m) la restriction de ¢y(p) et de Yo(p)
sur R,, respectivement. Nous pouvons ici dire que:

L’une des Wy, (A=1,..., m') doit étre identiquement nulle.

En effet, sinon, I'image de R; par y;, c’est-a-dire S j» contient une partie
qui se trouve au-dessus du disque indépendant de j autour de l’origine de B,
qui n’admet aucun point frontiére relatif par rapport & ce disque et qui contient
le point p;. C’est en contradiction avec I’hypothése que d(p;) tend vers zéro.

Supposons donc que la fonction /,,(p) soit identiquement nulle et désignons
par w; les parties du contour de R;; (jo<j) qui correspondent par ¥ (p) a
celles de é_,- situées au-dessus de Ja circonférence de B. Alors, on peut dire
que:

Les mesures de w; (jo < j) tendent vers zéro.

En effet, supposons, pour le réduire & I’absurde, que ce ne soit pas vrai.
On prend un nombre % tel qu’on ait 1/2<n<1 et on décrit le cercle B,: |y|=n
dans B. Alors, on peut déterminer la partie B iy de la courbe sur S ; qui se trouve
au-dessus de B, et qui correspond par Y% a la courbe L;, tracée sur R¥;.
D’aprés I’hypothése, la longueur de B iy €5t bornée supérieurement par un nombre
indépendant de j et #, et celle de L;, est bornée inférieurement par un nombre
positif indépendant aussi de j et 4. D’ol, d’aprés le raisonnement habituel
utilisant I'inégalité de Schwarz, il résulte que l'aire de la partie de R¥; qui
correspond par % a celle de S ; située au-dessus de la couronne 1/2<[y|<1
ne peut jamais tendre vers zéro. Ceci est en contradiction avec le fait que la
fonction Yy, est identiquement zéro. L’énoncé est donc démontré.

Il s’agit maintenant de la fonction ¢4,(p) sur Ry;. En général, sur le con-
tour de R;, I'inégalité |y ;(p)| <1 entraine 1’égalité |¢(p)| =1 puisque la frontiére
de S; se trouve sur la frontiére de 4. D’autre part, ¢(p) ne prend pas la valeur
nulle dans R;. 1l en résulte que la fonction ¢,,(p) se réduit & une constante b
de module un. D’ou, chaque fonction ¢q,(p) (A=1,..., m") prend la méme
valeur b en tout point de Ry, situé au-dessus de I’origine de C, et regardé comme
la limite de P;. Ceci est en contradiction avec le fait qu’on a pris les points p;
dans &9.

On en conclut le
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Proposition 6. La famille de surfaces analytiques satisfaisant aux
conditions qu’on a posée au début de cette section est normale dans I’intérieur
de A.

On remarque ici que, pour la famille F comme ci-dessus, le nombre de
composantes irréductibles de surface S de F qui contient au moins un point de
4, est borné supérieurement par un nombre entier dépendant seulement de p.

6. Théoréme Fondamental

Nous nous rappelons encore la famille holomorphe § donnée par @: V—-C
et le systéme de dicylindres 4;, 49 et 4%*. Nous pouvons maintenant démontrer
le fait que, si une direction 6 n’appartient pas a4 I’ensemble @ de directions
singuliéres pour &, la famille §, est normale dans 9¢. Pour cela, on appliquera
la proposition 6 & la famille §, dans chaque dicylindre 49.  De la fagon de former
le systéme de dicylindres 4; etc. et de la proposition 5, la partie de &, dans
chaque dicylindre 49 remplit déja les conditions 1) et 2) de la proposition 6. Il
s’agit donc ici de la condition 3).

Considérons 1’'un quelconque des 4; et soit 4;. On prend une suite de
points z; (j=1, 2,...) de I, tendant vers le point {,=e®. Soient S; les surfaces
de §, a valeur z;. Les parties S ; de S; dans 4, consistent en composantes
irréductibles Sj‘. (v=1,...,v;). g,, est le genre de S‘jv et n;, est le nombre de com-
posantes frontiéres de S  Alors, g;, sont tous inférieurs au genre g de surface
générale de §. Pour la condition 3), il suffit donc d’indiquer que n;, sont aussi
bornés. Supposons, pour le réduir a I’absurde, que n;; augment idéfiniment.

Soient y;, (u=1,..., n;;) les contours de S ;1 qui limitent respectivement une
aire simplement connexe d;, de S j_S ;1. Par hypothése n;; augment aussi
indéfiniment puisque le nombre de composantes non simplement connexes de
S;— S ;1 ne peut pas surpasser 2g. Envisageons la partie 6;,. D’aprés le moyen
de former les dicylindres 4; qu’on a remarqué a la fin de la section 1, la partie
d;, passe par un point dans I’autre dicylindre 49 tel que 4; n’ait aucun point
commun avec 4;. Soit 4;, I'un de ces 4;. Sid;, N 4;, est simplement connexe,
on fait correspondre le dicylindre 4;; au contour y;,. S’il n’en est pas ainsi,
le contour de J;, N 4;, consiste en deux courbes au moins et parmi elles il y a
une courbe qui limite dans §;, une aire simplement connexe 6, de 6;,—(5;, N 4;).
Alors, pour la méme raison que ci-dessus, ¢, passe par un point dans I’autre
dicylindre 49 tel que 4; n’ait aucun point commun avec 4;;. Soit 4;, I'un de
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ces dicylindres et si 8, N 4;, est simplement connexe, on fait correspondre le
dicylindre 4;, au contour y;,. S’il n’en est pas ainsi, on continue de la sorte.
Comme on peut facilement la voir, ce procédé ne peut pas se continuer indéfini-
ment. Donc, il correspondre a chacun des contours y;, un dicylindre, & nouveau
désigné par 4;,, tel que §;, N 4, soit simplement connexe.

Or, il n’y a qu’un nombre fini de dicylindre 4; dans 9. D’ol on peut
trouver un dicylindre, désigné par 4,, tel que le nombre de composantes ir-
réductibles de S;n 4, passant par un point de 49 et simplement connexes
augmente indéfiniment. Ceci est un contradiction avec la proposition 6 puisque
les surfaces analytiques S%, dans 4,, qui consistent respectivement en toutes les
composantes irréductibles et simplement connexes de S; n 4,, forment une suite
remplissant les conditions de la proposition 6. La famille , est donc normale
dans l'intérieur de 4,.

En résumé

Théoréme I. Soit M une variété analytique a deux dimensions et soit §
une famille holomorphe de surfaces analytiques compactes données par ®:
V—@Q, V étant un domaine dans I’intérieur complet de I et € étant le disque-
unité sur le plan de z. Alors, toute famille Ty est normale dans MM sauf pour

les directions 0 de I’ensemble @ de mesure nulle dans ’intervalle I =[0, 2x].

7. La Frontiere d’une Famille Holomorphe

D’apres le théoréme I, on peut entendre que présque toute la frontiére de
la famille holomorphe consiste en surfaces analytiques compates. On le verra
plus précisément dans la suite. En conservant les mémes significations des
notations que précédement, pour une direction 6 de I'intervalle I=[0, 27]
n’appartenant pas & ©, on considére la fermeture F§ de §, dans Y. D’aprés
la proposition 2, celle-ci existe certainement et elle est normale et paralléle. On
pose Hy=3§% — &, et on ’appelle limite de §,. A ce moment, pour deux direc-
tions 0; et 0,, les limites Hy, et Hy, peuvent coincider. Pour un ensemble
quelconque ¢ de I — @, on pose H,=\Uy, Hy. Alors, on aura la

Théoréme 1. Si ’ensemble ¢ est de mesure positive, H, contient une infinité
non dénombrable de surfaces analytiques distictes.

En effet, comme on peut le facilement voir, s’il y a une direction 0 de ¢ tel
que H, contienne au moins deux surfaces analytiques distinctes, H, contient un
continuum & trois dimensions réeles qui consiste en une infinité non dénombrable



406 TosHIO NISHINO

de celles-ci. Par suite, on suppose que, pour toute 8 de ¢, H, consiste en une
seule surface analytique et, pour le réduire a I’absurde, que H, ne contient qu’une
infinité dénombrable au plus de celles distinctes, qu’on désigne par S, (u=1,
2,...). Soient g, (u=1, 2,...) les ensembles de toutes les directions 6 de ¢ telles
que H, coincident avec S,. Alors, I'un des ensembles ¢, est de mesure positive.
On le désigne a nouveau par g, et par S, la surface analytique qui constitue
H
coordonnées locales x, y en P de maniére que la droite analytique L donnée

& P étant un point régulier quelconque de Sy, on prend un systéme de
par y=0 dans le voisinage de coordonnés croise transversalement la surface S,
en un seul point P. Soit 6 un disque sur L donnée par |x|<#y, OU Ky est un
nombre positif suffisamment petit, tel que I’image de 6°=4J n V par @ se trouve
dans la couronne I': 1/2<|z|<1. Désignons par ¢(x) la restriction de @ sur
0, par g(z) la fonction inverse de ¢ et par R la surface de Riemann de g étalé
au-dessus de I'. On peut alors trouver un sous-ensemble &f de ¢, satisfaisant
aux conditions suivantes.

1) &¥ est fermé et de mesure positive.

2) Pour toute 6 de &§ et pour tout z de ly, le nombre de points de R situés
au-dessus de z est inférieur uniformément a un entier positif n,.

Soit A, I’ensemble de tous les points de R qui se trouvent au-dessus de [,
dont 0 est de &§ et posons W=\U,y,, W,. La mesure de W sur R est évidemment
finie. Soit W* I’ensemble de points dans 6° qui correspond a W par ¢. La
mesure de W est donnée par

[ ocorn-dnay  x=ne.

D’autre part, soit y, le cercle sur L: |x|=#, n étant un nombre positif inférieur
a no et posons y9=y,nd° et W¥=W#*ny, Par hypothése, le nombre donné
par

f,. 19Colay

est uniformément supérieur & un nombre positif puisque, pour chaque 0 de &§,
I’image de U, par g coupe W au moins en un point. D’oli, d’aprés le raison-
nement habituel, la mesure de W devient infinie. Ceci est en contradiction avec
le fait qu’elle est finie. Le théoréme est donc démontrée.

Pour simplifier le raisonnement, on a traité jusqu’ici seulement une famille
holomorphe & paramétrisée par le disque-unité. Mais, pour établir le théoréme
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de la normalité, ceci n’est toujours indispensable. Maintenant nous allons
proposer, pour facilité ’application ultérieur, I’autre forme du théoréme comme
ce qui suit.

Soit € un disque-unité fermé |z| <1 sur le plan de z, soit e* un ensemble fermé
de points qui se trouve dans I’intérieur complet de € et soit € la partie de €
donnée par I’exception de tous les points de e*. On suppose que 1’origine de
€ n’appartienne pas a e*. Pour chaque direction 6 (6 € [0, 27]), on désigne par
I¥ le segment, qui se trouve dans €*, de la forme z=re® (ro<r=1) dont le
point initial z,=rye!? appartient & e* ou bien est ’origine de €. On désigne par
E I’ensemble de toutes les directions 0 telles qu’on ait z;€ e*. Nous considérons
ici une famille holomorphe * de surfaces analytiques compactes donnée par
@*: V¥ E*, sur une variété analytique 9, ou V* est un domaine I'intérieur
complet de 9 et @* une application analytique proper de V* sur €*. Quant a
la circonférence € de €, on suppose que F* soit donnée méme dans un voisinage
convenable de @*~1(0€). On désigne par W I’ensemble de tous les points fron-
tiéres p de V* tels que, quand on prend une suite quelconque de points g,
(n=1, 2,...) de V* qui tend vers p, ®*(q,) tend vers un point de e*. Soit FF
la sous-famille de §* qui consiste en toutes les surfaces de §* a valeur z de I§.
Alors, d’aprés le méme raisonnement que la démonstration du théoréme I, toute
famille ¥ est normale dans M sauf pour les directions 8 de ’ensemble ©* de
mesure nulle. L'ensemble E— ©@* étant de mesure positive, d’aprés aussi le
méme raisonnement que la démonstration du théoréme 1, W contient une

infinité non dénombrable de surfaces analytiques compactes. On a donc le

Théoréme 2. Si I’ensemble E est de mesure positive, la frontiére W con-

tient une infinité non dénombrable de surfaces analytiques compactes.

III. IL’Existence d’'une Fonction Analytique

1. Surface Générique

Considérons, sur une variété analytique a deux dimensions 9, une surface
analytique compacte S. On suppose que S soit irréductible et non singuliére.
S se recouvre alors d’un nombre fini de voisinages {V;} (j=1,..., n) comme
suit.

1) Chaque voisinage V; se trouve dans Dl'intérieur d’un voisinage de
coordonnées locales x;, y; et se représente de la forme |x;| <1, |y;|<1.
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2) Dans chaque voisinage V;, la surface analytique v;=Sn ¥; est donnée
par I’équation y;=0.

Le systeme {V;} s’appellera revouvrement canonique de S et la réunion
V=\U V; voisinage canonique de S. Le systéme {v;} est un recouvrement fini
sur S. Une fonction ¢ sur v; est regardée, sous le méme lettre, comme une
fonction dans V; qui ne dépend pas de y;. Au contraire, pour une fonction f
dans une aire & sur M, la restriction de f sur 6 N S sera désignée par f| .

Considérons, dans un voisinage canonique V'=\U V; de S, une donnée (p)
du 1°r probléme de Cousin par rapport a {V;}, c’est-a-dire, un systéme de
fonctions méromorphes g; dans V; telles que toute fonction g, =g;—g, soit
holomorphe dans V; n V,, s’il n’est pas vide. La donnée (p)={(g;, V;)} sera dite
résoluble sur S si I’on peut trouver dans chaque v; une fonction holomorphe ¢;
telle qu’on ait g, | s=¢;— ¢, sur tout v; N v,. Le systéme {(¢;, v;)} sera appelé
solution de (p) sur S. Elle est déterminée uniquement a 1’addition d’une con-
stante prés. Tout pareillement, considérons une donnée (3) du 2ém¢ probléme
de Cousin par rapport a {V,}, c’est-a-dire, un systéme de fonctions holomorphes
f; dans V; telles que toute fonction fj,=f;/f, soit holomorphe et non nulle
dans V;n V,, s’il n’est pas vide. La donnée (3)={(f;, V;)} sera dite résoluble sur
S si I’on peut trouver dans chaque v; une fonction holomorphe et non nulle ¥
telle qu’on ait f;|s=y;/¥ sur tout v;nuv,. Le systtme (Y, v;) sera appelé
solution de (3) sur S. Elle est déterminée uniquement a la multiplication d’une
constante pres.

On prend, dans chaque v;, une aire v9 donnée par |x;| <r, r étant un nombre
positif inférieur & un, de maniére que le systéme {v9} soit aussi un recouvrement
fini sur S. Pour une donnée (p)={(g;, V;)} du le* probléme de Cousin, on

pose
|(p)| =Max {lim sup |g (p)Is}
J.k pev‘;n v,(:
et on I’appelle norme de (p) par rapport au recouvrement {v9].

On aura alors 1’énoncé que:

Il y a un nombre positif K tel que, pour toute donnée (p) {(g;, V;)} du 1°r
probléme de Cousin résoluble sur S, on ait une solution (¢;, v;) sur S remplissant
les inégalités |¢;| < K|(p)I.

D’aprés le raisonnement habituel, on peut le démontrer facilement.
Une surface analytique compacte S sur 9t sera dite générique si elle remplit
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les conditions suivantes.

1) S est irréductible et non singuliére.

2) Toute donnée (p) du 1¢* probléme de Cousin par rapport a {V;} admet-
tant un seul pdle S est résoluble sur S.

3) Toute donnée (3) du 2°™¢ probléme de Cousin par rapport a {V;}
admettant un seul z€éro S est résoluble sur S.

Ou {V;} est un recouvrement canonique de S.

D’aprés la définition, lorsque S est générique, le systéme {(y;, V;)}, étant
une donnée du 2°m¢ probléme de Cousin, a une solution {(}/;, vy} sur S. Par
suite, on peut toujours prendre, pour une surface générique S, un recouvrement
canonique {V;} tel qu'on ait y;/y,|s=1 sur tout v;Nv,. En général, étant
donnée une donnée (3)=1{(f;, V;)} du 2éme probléme de Cousin admettant un
seul zéro S d’ordre un, telle qu’on ait f;/ f; | s=1 sur tout v; N v, si, pour un entier
positif v, on a les égalités

fj_fk=hjk'f;+1a
dont hj sont des fonctions holomorphes et non nulles dans V; n ¥, le systéme

{(/f;, V;)} forme une donnée du 1°r probleme de Cousin. De plus, quand on
pose gy =1/f;—1/f;, on a les égalités

V'9jk|s=hjk|s

sur tout v; Nv,. L’inverse est aussi vrai.

2. Propriété Principale des Surfaces Génériques

Par définition, si une surface analytique compacte, irréductible et non
singuliére S sur 9 est donnée par le zéro d’ordre un d’une fonction holomorphe
dans un voisinage de S, elle est toujours générique. Gréce & Kodaira et
Spencer [6], I'inverse est aussi vrai. Mais, on va le démontrer, pour compléter
I’explication de ce mémoire, suivant une idée diie 3 M. Ueda [11].

Soit S une surface générique sur M. On prend un recouvrement canonique
{V;} tel qu’on ait y;/y,=1 sur tout v; Nv,. Dans chaque v;, on prend une aire
v9: |x;|<r, r étant un nombre positif, comme le systéme {v9} forme aussi un
recouvrement sur S. K désigne le nombre qui a été expliqué dans I’énoncé de
la section précédente. Les relations entre x;, y; et x,, v, dans V;n ¥, sont
dénotées par

X = ¢ki(xjs Yj)
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Ve=Uii(X, y) =Y+ ayja(x)y3+ -
ou a;(x;) (v=2, 3,...) sont des fonctions holomorphes sur v;nv,. A ce mo-
ment, d’aprés le théoréme de Cauchy, on peut prendre un nombre positif R tel
qu’on ait [a,;|<R" (v=2, 3,...) dans v9nov}. Supposons ici qu’on puisse
obtenir une fonction holomorphe u admettant un seul zéro S d’ordre un dans
un voisinage de S. Alors, la fonction y; sera représentée de la forme

) Vvi=fix; W) =u+cp(xu+ci(xpud+---,
et deux fonctions f; et f, remplissent I’égalité
2 '/’kj[x i S j(xj’ u)] =fk[¢kj(x i S (x50 u)), u]:

c’est-a-dire,
Si(xjs u)+agj2(x;) (fi(x;, W)+ ay3(x;) (fi(xj, u)>+ -+
=uU+Cpol bij(x, fi(x;, w)Ju? +chpaldij(xj, fi(x; u)Ju+---.

Pour obtenir une fonction demandée, il suffit évidemment que I’on forme
les fonctions f; remplissant cette égalité-ci. On pose ici

&) 3 b= 3 auue) g w)”
et

o[ Di(x;5 y)1=cjlbrj(x;, O]+ "21 Vejou(X)Vh

4)
vz=:2 i j(xu” = ‘-2=:2 Drajut (XD Si(x s )+ yjy2(x ) (F(x5 W)+ Ju¥
et, de plus

hkjv(xj) = hll;jv(xj) - h;cjv(xj) .
Alors, on a les égalités
® ci(x j) — Cu( Py j(x s 0)=h, jv(x j) s

ou 'on a ¢;,(x,)=cyy(Prj(x;, 0)) sur v; Nv,. D’autre part, quand on considére
les fonctions u;, (v=1, 2,...) données implicitement par

Vi=ujy+cip(xud,+ e (xuy,
on peut avoir aisément les égalités

Uu;

v ukv'_‘ijvu}!v et hkjv=ijv I s
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ou H,;, sont des fonctions holomorphes dans un voisinage de Sn¥;nV,. D’ou
et par hypothése, on peut trouver de proch en proch les fonctions c;(x;) (v=2,
3,...) remplissant les égalités (5). 1l en résulte que I’on peut obtenir la série de
formulaire (1). Nous allons indiquer que la série converge uniformément dans
un certaine voisinage de Sn V;. Supposons ici que toute série f; soit majorée
par la série

Aw)=u+Au?+ Au’+--
dont les coefficients sont des nombres positifs convenables, dans v;. Alors, de
I"égalité (3), on a, d’abord

R2(A(u))?

(6) v}:_’,z/z}”-v(.\',-)u"<<v§i2 R"(A(u))"=”1TA(J) ’

ou « signifie que le membre gauche est majoré par le droit dans v9nof.
D’autre part, d’aprés le théoréme de Cauchy, I'inégalité |c,,[¢yi(x;, y)]IS A,
entraine celles |y, (x;)|<A4,0* dans 19 n vy, o Q est un nombre positif con-
venable. D’ou et de I’égalité (4), on a

™) 2 Hip e < 3 ALQAMW) + Q2 (Aw)? + -+ Tur
_ Ay QAW
~ A T gutw) -
Par suite, on a
3 + 2V A(w))?
DR = 7 [

ou N est un nombre positif plus grand que R, R? et Q. D’aprés I’énoncé de la
section précédente, il suffit, pour que A(u) soit une majorante de f;, que A(u)
satisfait a I’égalité

A() — = KENAW))?

1— NA(u)
La fonction A(u) existe certainement. On a donc la

Proposition 7. Soit S une surface générique sur une variété analytique
M. Alors, il y a une fonction holomorphe dans un voisinage de S qui admet
le seul zéro S d’ordre un.

3. Une Condition pour Surfaces Génériques

Soit S, une surface analytique compacte sur une variété analytique 9i.



412 TosHiO NISHINO

On suppose que S, soit irréductible et non singuliére. De plus, supposons qu’elle
soit une limite d’ordre un d’une suite {S,} (v=1, 2,...) de surfaces analytiques
compactes qui ne rencontrent pas S,. Alors, on peut dire que la surface S, est
générique. Ceci ayant été remarqué par M. Suzuki, on le démontrera ici
puisqu’il n’est écrit nulle part.

Prenons un recouvrement canonique {V;} de S,. Alors, & partir d’un
certain rang, la partie de S, dans V; se représente de la forme

yi=En(x j)
¢,y étant une fonction holomorphe sur v;. On suppose donc qu’il en soit ainsi
pour toute surface S,, si nécessaire, a 1’exception de S, jusqu’a un certain rang.
Considérons d’abord une donnée (p)={(g;, V;)} du 1°* probléme du Cousin
par rapport & {V;} qui admet un seul pdle S,. Pour chaque surface S,, en
prenant un nombre complexe a, et en posant ¢;(x;)=g;[;(x;)]+a,, on con-

sidére un systéme (¢;,, v;) sur S,. Posons

A(x,)= Mjlx {sup |¢jv(xj)|}

et
A,=lim inf A(a,) .
c

ayE

Il existe évidemment un nombre complexe o tel qu’on ait A,=A(x9).
Soit (¢9,, v;) le systtme donné par le nombre «). Les fonctions ¢9, étant
bornées uniformément en module, on peut extraire de la suite des systémes
{(#9,, v))} (v=1, 2,...) une suite partielle {(¢9,, v;)} (L=V,, v5,...) de maniére
que toute fonction ¢9, tend vers une fonction holomorphe ¢;, dans chaque v;.
Le systéme {(¢;o. v;)} est évidemment une solution de (p) sur S,, puisque toute
fonction ¢9,— @9, tend vers (g;—g,) | 5, sur v; N v,. La surface S, satisfait donc
a la deuxiéme condition pour étre générique.

Soit ensuite (3)={(f;, V;)} une donnée du 2éme probléme de Cousin par
rapport a {V;} qui admet un seul zéro S,. Pour chaque S,, on prend un nombre
complexe S, tel que, en posant ¥;,(x;) =B, f;[£;,(x;)], on ait I'égalité

Max {sup [V;,(x;)l} =1.

Alors, de la suite des systémes {(¥,, v;)} (v=1, 2,...), on peut extraire une suite
partielle {(Y;,, v;)} (u=V,, v,,...) de maniére que toute fonction ¥, tend vers
une fonction holomorphe y;, dans chaque v;. Le systéme {(y;o, v;)} est évidem-
ment une solution de (3) sur Sy, puisque toute fonction y;,/t, tend vers f;/fi | s,
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by

sur v;Nv,. La surface S, satisfait donc a la troisitme condition pour étre
générique. La premiére condition ayant été supposée, on a la

Proposition 8. Soit S une surface analytique compacte sur une variété
analytique M. Si elle est une limite d’ordre un d’une suite de surface analyti-

ques compactes ne rencontrant pas S, la surface S est générique.

4. L’Existence des Surfaces Génériques

Considérons, dans un domaine V dans I'intérieur corplet de 9, une famille
F de surfaces analytiques compactes et connexes. On suppose que F soit
paralléle et contienne une infinité non dénombrable de surfaces. Nous allons
voir le fait que la famille F contient au moins une surfacc générique. On
rappellera ce qu’on a dit dans la section 3 de la partie I. Les notations y,, 79,
po et |S| ont les mémes significations que précédemment. Soit F, la famille
partielle de F qui consiste en toutes les surfaces S de F telles qu’on ait |S|<n,
n étant un entier positif quelconque. On peut alors trouver un entier n, tel que
F,, contienne une infinit¢ non dénombrable de surfaces. Grice & Oka, la
famille F, est normale sur M. De plus, d’aprés la proposition 2, on peut former
la fermeture de F,,. Donc, on suppose dés le début que F soit normale, fermée
et paralléle dans V.

On peut d’abord dire que:

On peut extraire de F une suite {S,} (v=1, 2,...) de surfaces qui est con-
vergente et dont la convergence est d’ordre un.

En effet, « étant un nombre rationnel, on considére la famille partielle F,
de F qui consiste en toutes les surfaces S telles qu’on ait «a=<|S|Za+ po/3.
Alors, il y a entre elles au moins une famille contenant une infinité non dénom-
brable de surfaces. Soit F I'une de ces familles. Elle n’est pas toujours fermée.
Mais, on peut aisément en extraire une suite {S,} de surfaces qui tend vers une
surfaces S, appartenant aussi a F,. La convergence est d’ordre un puisque
sinon on a linégalité |S,|>|Sg|+2-pe/3 a partir d’un certain rang, ce qui
démontre 1’énoncé.

On peut ensuite dire que:

Toute surface de F est irréductible et non singuliére sauf une infinité
dénombrable au plus de celles-ci.

En effet, supposons, pour le réduir a I’absurde, qu’il existe une infinité non
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dénombrable de surfaces n’étant pas ainsi. Soit F(g,,..., g,: m) la famille
partielle de F qui consiste en toutes les surfaces constituées par n composantes
irréductibles de genre g, (v=1,..., n) et admettant m points singuliers, n et m
étant des entiers non négatifs, I’'un des deux positif. Alors, parmi elles, il existe
au moins une famille qui contient une infinité non dénombrable de surfaces.
Soit F* 'une de ces familles. D’aprés I’énoncé ci-dessus, on peut en extraire
une suite {S,} (v=1, 2,...) de surfaces qui tend vers une surface S, appartenant
aussi 3 F* et dont la convergence est d’ordre un. Soient p, (u=1,..., m) les
points singuliers de S,. En prenant, pour chaque point p,, un systéme de
coordonnées locales x,, y, en p,, on décrit une hypersphére 6,: [x,|?+|y,l?
<n?, n étant un nombre positif suffisamment petit, de maniére que Sy, =S, N J,
admette un seul point singulier p, et que toute composante irréductible de S,
soit simplement connexe. Soient S¥ (v=0, 1, 2,...) les parties de S, données
par I’exception de tous les points dans J, (u=1,..., m). Alors, S¥ est toute
homéomorphe & S§, dés que v surpasse a un entier convenable v,. 1l en résulte
que, pour tout v (v>v,) et pour tout u (u=1,..., m), S, n 6, admet un seul point
singulier et consisten en méme nombre que S, de composantes irréductibles
simplement connexes. Gréce a Weierstrass, S, N d, est irréductible. De plus,
d’aprés la proposition 1, elle n’admet aucun point singulier. L’énoncé est donc
démontré.

Dr’aprés deux énoncés ci-dessus et la proposition 8, on a la

Proposition 9. Si une variété analytique M admet une famille paralléle
F d’une infinité non dénombrable de surfaces analytiques compactes et con-

nexes, F contient au moins une surface générique.

5. L’Existence des Fonctions Analytiques

Il s’agit maintenant de montrer le fait que toute variété analytique com-
pacte ou bien ouverte et pseudoconvexe admet toujours une fonction analytique

uniforme pourvu qu’elle contienne une surface générique.

A. Cas d’une Variété Analytique Compacte

Soit M une variété analytique compacte admettant une surface générique
So- D’aprés la proposition 7, on a une famille holomorphe &, de surfaces
analytiques compactes et connexes contenant S, dans un voisinage convenable
V, de So. Nous allons prolonger §, analytiquement, au dehors de V,, autant
que possible sur k. Soit § celle ainsi obtenue, qu’on dira maximale. Elle
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est donnée par @: V—R, V étant un domaine sur 9 et R étant une surface de
Riemann abstraite. Lorsque R est compacte, V coincide évidemment avec 9.
Soit G une fonction méromorphe sur toute R. D’aprés la théorie classique,
elle existe certainement. Posons f=G(®). C’est une fonction méromorphe
sur toute variété M. On suppose donc que R soit ouverte.

On peut d’abord dire que:

Le genre de R est fini.

En effet, soit H,(¥) le groupe d’homologie de dimension un de 9. Le
rang d de H,(91) est fini puisque Mi est compacte. Supposons, pour le réduir
a I’absurde que R soit de genre infini. Soit R’ une partie ouverte dans I’intérieur
complet de R qui est bordée par un nombre fini de courbes simples fermées y;
(j=1,..., 1) et de genre supérieur a d+1, soit 9 Ja partie de M donnée par
®~1(R’") et soit R” la surface compacte donnée par le fait de compactifier R’,
pour chaque composante frontiére, en ajoutant respectivement un point p; au
lieu de y;. H,(R") désigne le groupe d’homologie de dimension un de R".
Décrivons, sur R”, d+1 l-cycles C, (v=1,..., d+ 1) ne passant par aucun point
ajouté p;, de maniére qu’ils soient indépendants dans H;(R"). Alors, on peut
tracer, pour chaque C,, un 1-cycle dans 9t qui corresponde de fagon homéomor-
phe & C, par . On le désigne par C,. Par hypothése, il y a d+1 entiers a,
(v=1,...,d+1) tels qu'on ait Y a,C,=0 dans H (MN); c’est-a-dire, il y a une
2-chaine B telle qu’on ait dB=3 a,C,. Soit B la fermeture de I’image de
B n MO par ¢ dans R”. Evidemment 8B=Y a,C,. Ceci contredit I’hypothése;
ce que démontre 1’énoncé.

Comme on le sait, toute surface de Riemann de genre fini peut étre regardée
comme une partie d'une surface de Riemann compacte bien qu’elle ne soit pas
toujours déterminée uniquement. On suppose donc que la surface de Riemann
R soit la partie de celle compacte R*. On pose e=R*—R. On peut alors dire
que:

L’ensemble e est un ensemble négligeable de la classe N au sens de la
théorie des fonctions.

En effet, décrivons dans R une courbe simple fermée de Jordan I' qui
limite une aire simplement connexe 2l contenant tous les points de e de R¥*. On
fait correspondre A de facon analytique et biunivoque au disque-unité €:
|z| <1 sur le plan de z. Soit z={(p) cette application et poson e*={(e) et
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C*=C—¢*. A ce moment, on suppose que I’origine de € n’appartienne pas a
e*.  En posant @*={(P) et V*=@* 1(€*), on considére la famille holomorphe
§* donnée par @*: V*—»(E*. Les notations z,, [} et §§ ont les mémes signifi-
cations qu’on a dit dans la section 7 de la partie II. On peut alors dire que
I’ensemble E de toutes les directions 0 telles qu’on ait z, € e* est de mesure nulle.
Car, s’il en n’est pas ainsi, d’aprés le théoréme 2, il y a une infinité non dénom-
brable de surfaces analytiques compactes et connexes sur la frontiére de V. La
famille {§ étant maximale, ceci contredit la proposition 9. Il en résulte que la
mesure de e* dans € est aussi nulle. D’aprés le théoréme de Ahlfors et
Beurling [2], ceci signifie que e est un ensemble négligeable de la classe N
puisque ce resultat-ci est balable sans dépendre de la fagon de former la com-
pactifiéc R* de R. L’énoncé est donc démontré.

On vera ensuite le fait que:

L’application @ se prolonge analytiquement sur toute 9 en tant qu’une

application sur R*.

En effet, soit p un point frontiére de V. En prenant un systéme de co-
ordonnées locales x, y, on trace le dicylindre 4: |x| <1, |y|<! de maniére que,
pour tout nombre complexe ¢ (Jc|<1) la droite analytique L.: y=c dans 4
contienne au moins un point de V. La restriction de @ sur L.n V est regardée
comme une fonction d’une variable x. Désignons la par ¢ (x). Je dis ici que
la fonction peut étre prolongée analytiquement sur toute L,. Décrivons dans
L. n Vune courbe simple fermée de Jordan y. On suppose que y soit analytique.
On désigne par y* Iimage de y par ¢, Ceci est une courbe analytique de
Jordan tracée dans R et limite un nombre fini de parties qui ne se superposent
pas 1'une I'autre dans R*. On les désigne par B, (v=1,..., m) et on pose BY
=B, N R. En désignant par U la partie de L. qui est limitée par y, on posc
W=An Vet a=A—-N°. Considérous ici la fonction inverse &,p) de la restric-
tion de ¢ (x) dans A°. La surface de Riemann R, de ¢, étalée au-dessus de R,
c'est-a-dire, I'image de ° par ¢, n’admet aucun point frontiére relatif par
rapport 4 R que celui au-dessus de y*. Par suite, chaque partie connexe R, de
R, située justement au-dessus de B a le méme nombre n, de feuillets au-dessus
de tout point de BY aux projections de points critiques de R, prés. Envisageons
la forme de R,,. On prend, dans B,, nombre fini de parties connexes et simple-
ment connexes d, (4=1,..., n) qui sont limitées respectivement par une courbe
simple fermée dans B9, qui ne rencontrent pas I’une et I’autre et qui recouvrent
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tous les points de e. Alors, d’aprés la formule de Hurwitz, quelque grand que
n soit, la partie de R,, située justement au-dessus de J, se sépare en n, compo-
santes connexes sauf 2n,—2 au plus de é,, puisque R, est genre zéro. Par suite,
en ajoutant les points au-dessus de e, on peut avoir une surface de Riemann
R,, qui contient R,, et qui n’admet aucun point frontiére relatif par rapport a
B,. Ceci posé, la fonction &(p) se prolonge analytiquement sur toute R,
puisque ’intégrale de Dirichlet de &, est fini et que e est un ensemble négligeable
de la classe Nj,. Ceci signifie que la fonction ¢, se prolonge analytiquement
dans toute 2. Soit B une composante connexe de L, n V et soit B une partie
simplement connexe de L, donnée en ajoutant tous les points de «, qui sont
entourés par une courbe simple fermée de Jordan tracée dans L. nV, a B. La
fonction ¢, devient holomorphe dans toute B par le prolongement analytique.
On peut ici dire que B coincide avec L.. Car,s’il y a un point ¢ situé dans L,
de la frontiére de B, elle contient un continuum qui lie ¢ 4 un point de la circon-
férence de L.. Ceci contredit le théoréme de Riesz puisque ¢, y prend une seule
valeur frontiére. Il s’agit maintenant de la analyticitée de @ dans 4. D’aprés
le théoréme de Hartogs, la fonction dans 4 qui est holomorphe par rapport &
une variable x sur chaque L, et holomorphe par rapport aux deux variables x
et y en un point de chaque L, est holomorphe dans 4. @ est donc holomorphe
dans 4. Le point p étant pris arbitrairement sur la frontiére de V, @ se prolonge
analytiquement sur toute variété 9 en tant que I'application sur R*.

Toute paraillement ce qu’'on a dit au cas ou R est compacte, on peut former
une fonction méromorphe sur toute variété 9.

B. Cas d’une Variété Analytique Quverte et Pseudoconvexe

Un domaine D dans I'intérieur complet d’une variété analytique It est dit
pseudoconvexe s’il existe, dans un voisinage U de la frontiére de D, une fonction
plurisousharmonique ¢ telle que la partie D n U soit donnée par I’inégalité ¢ <O.
Une variété analytique 90t sera dile pseudoconvexe s’il existe une suite de do-
maines D, (v=1, 2,...) tels qu’on ait D,€D,,, et limD,=M. Dans la suite,
on suppose que M soit pseudoconvexe et admette une surface générique S,.
De la méme fagon qu'on a indiquée pour A4, on forme une famille holomorphe
o contenant S, dans un voisinage V, de S,, on la prolonge analytiquement au
dehors de V,, autant que possible dans un domaine pseudoconvexe D, (S,<=D,)
et on obtient une famille holomorphe &, qu'on dira maximale dans D,. Elle

est donnée par @,: V,—R,, ou V, est un domaine dans D, et R, est une surface
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de Riemann ouverte. On peut alors dire que:
Le domaine V, coincide avec D,.

En effet, la surface de Riemann R, est aussi de genre fini, puisque D, se
trouve dans un domaine sur 9t dont le groupe d’homologie de dimension un
est de rang fini. On considére donc R, comme une partie d’une surface de
Riemann compacte R¥ et ’on pose e,=R*—R,. Soit ¢, ’ensemble de tous les
points de e, tels qu’il y ait un voisinage J ce point pour lequel ®;1(6 N R,) se
trouve dans l'intérieur complet de D, et posons ej=e,—e,. Je dis ici que e,
est vide. Prenons un point g de e, et décrivons une courbe simple fermée de
Jordan I' qui limite une aire % contenant g sans aucun point de ¢,. Supposons
d’abord que I' se trouve dans R,. En posant =9 nR,, on considére une
famille holomorphe donnée par ®°: VO—-A°, ou Vo=@, 1(A°) et P° est la
restriction de @, dans V°. V9 sc trouvant dans l'intérieur de D,, d’aprés le
méme raison que précédemment, [’application @° se prolonge analytiquement
a tout point frontiére de V0. Cela veut dire qu’il n’y a aucun point de cette
sorte de e},. Soit AU* une composante connexe de A N R,. Ceci est simplement
connexe. De plus, quand on fait correspondre a 2U* un disque-unité €: |z| <1
sur le plan de z de fagon analytique et biunivoque, I’ensemble de tous les points,
qui correspondent aux ceux de e, de la circonférence de € est de mesure positive.
Ceci contredit, d’aprés le théoréme 1, le fait que &, est maximale dans D,. e,
est donc vide. Supposons qu’il y ait un point frontiére p de V, qui se trouve dans
D,. En prenant convenablement un systéme de coordonnées locales x, y, on
considére un dicylindre 4: |x|<1, |y|<1 dans I’intérieur complet de D, et une
droite analytique Ly: y=0 dans 4. On suppose que L, N V, ne soit pas vide.
Alors, I'image de Ly, n V, par @, se trouve dans I’intérieur complet de R¥ —e¢,
puisque, d’aprés I’hypothése que D, est pseudoconvexe, tout surface de F, qui
passe par un point de Ly n V, se trouve uniformément dans I’intérieur complet
de D,. Ceci est absurde. L’énoncé est donc démontré.

Il en résulte que la famille holomorphe initial §, peut étre prolongée
analytiquement sur toute variété analytique 9. La famille & ainsi obtenue est
donnée par @: M—R, R étant une surface de Riemann ouvert abstraite.
Dr’apreés le théoréme de Behnke et Stein [3], on peut former une fonction
holomorphe non constante sur toute R. Désignons-la par H et posons f= H(®).
Elle est fonction holomorphe sur toute 9t. En conclusion, on a le
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Théoreme II. Soit M une variélé analytique a deux dimensions. Sup-

posons que M soit compacte, ou bien ouverte et pseudoconvexe. Alors, on peut
toujours former une fonction analytique sur toute M, pourvu qu’elle admet
une surface générique.
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